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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРОВ ПЕРЕВОДА 


Решение многих научных и технических проблем свя- 
зано с исследованием специальных функций. Научно- 
технический прогресс привел к резкому увеличению числа 
специальных функций, применяемых в приложениях. В 
связи с этим появилась обширная литература. Изданы 
солидные специализированные монографии, посвященные 
изложению свойств определенного класса функций или 
даже одной функции. Вышли в свет различные подробные 
справочники. В руководствах по вычислительным методам 
целые разделы посвящены вопросам приближенного вычис- 
ления значений функций; за последние 30 лет изданы в 
большом количестве таблицы значений специальных функ- 
ций. 

Многочисленная и разнообразная литература, посвя- 
щенная специальным функциям, вызывает известные труд- 
ности у лиц, имеющих дело с ними. Возникла потребность 
в издании одного пособия, в котором можно было бы найти 
ответы на все основные вопросы, возникающие при приме- 
нении математических функций в приложениях. Первым 
таким пособием была известная ккига Е. Янке и Ф. Эмде 
«Специальные функции». Предлагаемый вниманию читате- 
лей «Справочник по специальным функциям (с формулами, 
графиками и таблицами)» написан большим коллективом 
ученых США под общим руководством Национального 
Бюро Стандартов. В его составлении участвовали такие 
известные ученые, как Х. Антосевич, М. Абрамовиц, 
Г. Бланш, У. Гаучи, К. Гольдберг, Ф. Дэвис, У. Кейхилл, 
А. Лоуен, 9. Люк, А. Max-Hum, Дж. Миллер, Л. Милн- 
Томсон, М. Нейман, Ф. Оберхеттивгер, Ф. Олвер, С. Певи, 
И. Полонский, Н. Северо, Л. Слейтер, И. Стиган, Т. Сузард, 


Э. Хейнсворт, У. Хохштрассер, М. Целен, Р. Цукер, 
A. Шопф. Общее редактирование осуществили М. AGa- 
мовиц и И. Стиган. 


Этот «Справочник» значительно превосходит труд Янке 
и Эмде по объему содержащейся в нем информации. Он 
написан с учетом современных вычислительных методов и 
средств вычислительной техники. 


Книга охватывает все важные классы специальных 
функций: элементарные трансцендентные функции (лога- 
рифмическую, показательную, тригонометрические и гипер- 
болические); интегральную показательную функцию и 
гамма-функцию, а также родственные им функции; интеграл 
вероятностей и интегралы Френеля; функции Лежандра; 
функции Бесселя целого и дробного порядка, а также ин- 
тегралы отних; функции Струве и родственные им функции; 


вырожденные и невырожденные гипергеометрические функ- 
ции; волновые функции Кулона и сфероидальные волновые 
функции; эллиптические функции Якоби и Вейерштрасса; 
тэта-функции; эллиптические интегралы; функции пара- 
болического цилиндра; функции Матье; ортогональные 
многочлены, многочлены Бернулли, Эйлера и дзета-функ- 
цию Римана и т.д. Для каждой функции дается широкий 
обзор ее свойств, причем делается упор на свойства, полез- 
ные при вычислениях, даются довольно полные и точные 
таблицы ее значений. Кроме того, в каждой главе рас- 
сматриваются методы вычислений функций с использо- 
ванием приведенных формул и таблиц. 


Кроме того, в «Справочнике» рассматриваются вопросы, 
так или иначе связанные со специальными функциями и 
их вычислениями: комбинаторный анализ, распределение 
вероятностей, системы счисления, интерполяция, числен- 
ное дифференцирование и интегрирование, преобразова- 
ния Лапласа. Кроме того, в «Справочнике» приведены 
таблицы математических и физических постоянных и коэффи- 
циенты перевода. Присутствие этих таблиц создает большие 
удобства для пользования книгой физиками и инже- 
нерами. 

Справочник состоит из введения и двадцати девяти 
глав. Каждая глава содержит основную часть, примеры, 
таблицы и библиографию. Основная часть делится на 
пункты с двойной нумерацией, которые тематически объ- 
единяют в себе формулы и таблицы, имеющие тройной 
номер. Рисунки либо являются иллюстрациями к тексту, 
либо несут самостоятельную смысловую нагрузку. В конце 
каждой главы имеется библиография книг, теоретических 
работ и таблиц. 

Каждая глава «Справочника» написана индивидуаль- 
ным автором — специалистом по соответствующим вопро- 
сам. Несмотря на некоторую возникшую из-за этого раз- 
ницу в стиле написания отдельных глав, «Справочник» 
представляет собой единое целое, содержащее всю основ- 
ную информацию, необходимую для работы со специаль- 
ными функциями. 

Этот «Справочник» многократно переиздавался без 
существенных изменений. 

Настоящая книга является переводом «Справочника», 
изданного в 1964 г. в США. 

Над переводом работал коллектив в составе: В. М. Беля- 
ков, ΙΟ. A. Брычков, Л. Н. Кармазина, K. А. Карпов, 
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М. К. Керимов, Н. А. Меллер, В. И. Пагурова, С. С. Тага- 
нова и Э. А. Чистова. | 

В процессе перевода были исправлены замеченные не- 
точности и опечатки. В библиографии иностранный пере- 
вод отечественных источников заменен соответствук щими 
оригиналами, приведены переводы работ иностранных 
авторов. Кроме того, в библиографию были добавлены 
работы советских авторов. 

В процессе редактирования справочника его материал 
был приведен в соответствие с принятыми в СССР норма- 
ми: изменены обозначения математических функций, в 


гл. 2 введены сокращения обозначений физических вели- 
чин. В числах оставлена десятичная точка вместо десятич- 
ной запятой. Однако, в отличие от оригинала, в десятичных 
дробях, мэныших 1, перед этой точкой поставлен нуль 
(например, запись .5 заменена записью 0.5); в каждой главе 
переставлены местами таблицы и литература. 

В целях компактификации книги были изъяты широко 
распространенные в СССР таблицы степеней и корней 
чисел (гл. 3), таблицы элементарных функций и примеры 
к ним (гл. 4), а также изъяты таблицы простых чисел 
(гл. 24). 


ВВЕДЕНИЕ 


М. АБРАМОВИЦ 


1. Настоящая книга представляет собой достаточно 
полное справочное пособие по математическим функциям, 
встречающимся при решении разнообразных физических 
и инженерных проблем. Хорошо известная книга «Специ- 
альные функции» В. Янке и Ф. Эмде*) была неоценимой 
для специалистов и за последние полвека выдержала много 
изданий. Предлагаемая книга расширяет работу этих 
авторов, давая более полные и более точные числовые 
таблицы, а также более широкий обзор математических 
свойств описываемых функций. Количество рассматри- 
ваемых функций также увеличено. 

Классификация функций и организация глав в данном 
справочнике сделаны по образцу книги «Ап Index of 
Mathematical Tables» **). Как правило, глава содержит 
таблицы, графики, аппроксимации многочленами и рацио- 
нальными функциями, формулировки основных математи- 
ческих свойств рассматриваемого класса функций. При- 
водится много числовых примеров, иллюстрирующих поль- 
зование таблицами и приемы вычисления значений, лежа- 
щих вне области табулирования. 

В конце каждой главы дается краткая библиография 
книг и статей, содержащих доказательства сформулиро- 
ванных свойств и наиболее важные числовые таблицы. 
Наиболее полная информация о таблицах дается в Ука- 
зателе (см. сноску **)) ***). 

Математические обозначения, употребляемые в спра- 
вочнике, являются принятыми в литературе, в частности 
в книге «Higher Transcendental ЕипсНоп$»****). Иногда 
указываются и другие обозначения, используемые для тех 
же функций. Введение новых символов сведено к миниму- 
му, и были приложены все усилия, чтобы исключить спор- 
ные обозначения. 


2. Точность таблиц. Число значащих цифр, данных в 
каждой из таблиц, зависит в некоторой степени от того, 
что уже имелось в табличной литературе. При этом мы 
не считали целесообразным делать точность всех таблиц 
справочника одинаковой. Большинство таблиц содержит 
по крайней мере пять значащих цифр. Табличный шаг 
выбран так, чтобы обеспечить при линейной интерполяции 
4—5 верных знаков, т.е. точность, достаточную во многих 
физических приложениях. Если требуется большая точность 


*) Шестое издание (в соавторстве с Лёшем) было 
опубликовано в 1960 г. в ФРГ (7-м изданием), в США 
и в СССР (3-м изданием) (см. [9.32]. 

**) Fletcher А., Miller J. C.P.,Rosenhead 
L.,Cdmtrie L. J. An Index of Mathematical Tables. — 
U.S.A. Addison-Wesley, 1962. 

***) На русском языке имеются аналогичные издания: 
1. Лебедев А. В., Федорова Р. В. Справочник 
по математическим таблицам. — М.: Изд-во АН СССР, 
1956; 2. Бурунова Н. М. Справочник по математи- 
ческим таблицам. Дополнение № 1. — М.: Изд-во 
АН CCCP, 1959. 

**#*) См. [26.2]. 


интерполяции, то ее можно получить, применив одну из 
описываемых ниже интерполяционных процедур более 
высокого порядка. 

В некоторых таблицах значения функции даются с 
большим числом знаков через неравномерные интервалы 
аргумента, как например, в табл. 9.4. Цель таких таблиц 
— дать опорные значения при контроле программ для 
вычислительных машин. В этом случае интерполяция не 
применяется. 

Максимальная допустимая ошибка в таблицах спра- 
вочника — 0.6 единицы последнего знака для элементар- 
ных функций, одна единица последнего знака для высших 
функций, за исключением немногих случаев, когда ошибка 
может возрастать до двух единиц последнего знака. 


3. Вспомогательные функции и аргументы. Одна из 
основных задач справочника — дать такие таблицы или 
вычислительные методы, которые позволили бы получать 
численные значения рассматриваемых функций для всех 
допустимых действительных значений их параметров. 
Для выделения особенностей основных функций часто 
применяются вспомогательные функции, а для замены 
бесконечных интервалов конечными — вспомогательные 
аргументы. Разъясним это на примере. 

Интегральная показательная функция положительного 
аргумента имеет представления 


= % 
Bi(x) = se di 
и 


— 0 


94499 


“1 - ἃ ты 

2! 3! 

κ -|- ᾿ on (x — ου). 
№ χ 


Логарифмическая особенность затрудняет интерполя- 
цию функции Ei(x) вблизи x = 0. Функции же ЕКх) — In x 
их ЧЕКх) — In x — 1] хорошо ведут себя и легко интерпо- 
лируются в этой области. Каждая может служить вспомо- 
гательной функцией. Фактически выбрана вторая, так как 
при обратном переходе от неек Ei(x) получается несколько 
большая точность. Функция x ЦЕ (х) — ln x — y] прота- 
булирована с девятью TORN: знаками Ha интервале 
0 <x < 1/2. На интервале 1/2 < x < 2 Ei(x) — достаточно 
гладкая функция, которая дыбы непосредственно. 
При больших значениях х начинает проявляться экспоненци- 
альный характер функции Ех). Более гладкой и легко 
интерполируемой при этих x является функция xe~7Ei(x), 
которая и табулируется при 2 < х < 10. Наконец, интервал 
10 <х < © заменяется конечным с помощью обратного 
аргумента x1. Для того чтобы получить в этой области 
хорошо интерполируемую таблицу функции xe~*Ei(x), 
достаточно 21 табличного значения, соответствующего 
x71 = 0.1(—0.005)0. 
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4. Интерполяция. В таблицах этой книги не содержатся 
ни разности, ни какие-либо другие вспомогательные сред- 
ства для интерполяции. Было решено, что лучше исполь- 
зовать место для табулирования вспомогательных функ- 
ций. Правда, как известно, разности можно поместить, не 
увеличивая объема таблиц, а взяв больший табличный 
шаг. Но увеличение шага противоречило бы требованию, 
чтобы линейная интерполяция в таблицах обеспечивала 
4—5 верных знаков. 

В приложениях, в которых точность линейной интер- 
поляции недостаточна, рекомендуется применять формулу 
Лагранжа или итеративный метод Эйткена *). В помощь 
читателю к болыпинству таблиц прилагается информация 
о максимальной ошибке линейной интерполяции и о числе 
точек, необходимых в формулах Лагранжа и Эйткена для 
получения полной табличной точности. 

-. Для примера рассмотрим следующую выдержку из табл. 
1: 


хе? Е (х) х 
0.89268 7854 0.89823 7113 


8.0 
0.89384 6312 8.1 0.89927 7888 
0.89497 9666 8.2 0.90029 7306 
8.3 
8.4 


xe*E,(x) 


0.89608 8737 0.90129 6023 
0.89717 4302 0.90227 4695 


wal 
5 

Числа в квадратных скобках под столбцами означают, 
что ошибка линейной интерполяции не превосходит 3:10-5 
‘ичто для того, чтобы проинтерполировать с полной таблич- 
ной точностью, требуется использовать пять табличных 
‘значений в формулах Лагранжа или Эйткена. 

Допустим, имея таблицу, мы хотим вычислить значение 
функции xe7E,(x) при x = 7.9527. Для этого применим 
поочередно линейную интерполяцию, формулы Лагранжа, 
Эйткена, разностные интерполяционные формулы и ряды 
Тейлора. 


1) Линейная интерполяция. Формула этой процедуры 
имеет вид 


ааа x 
ο 0 -Ω3Ονι 


fo = U — p) fot pA, 
где fo, fi — значения функции f, соответствующие двум 
последовательным ближайшим к х табличным значениям 
аргумента ху и χι; р определяется формулой 

р = (х— хо)/(х1 — хо) 
и fp — искомое значение функции. В данном случае имеем 


fo = 0.89717 4302, д = 0.89823 7113, р = 0.527. 


п Xn уп = xe*E,(x) yYo.n 


Y0,1," Y0,1,2,0 | Y0,1,2,3,n 


Для вычисления fp по этой формуле Ha настольной вычис- 
лительной машине поочередно устанавливаются на кла- 
виатуре fo, f, и умножаются с накоплением соответственно 
на | —рир: 


fo.s27 = (1 — 0.527): (0.89717 4302) + 
+ 0.527: (0.89823 7113) = 0.89773 4403. 


Так как известно, что при линейной интерполяции BO3- 
можна ошибка, равная 3-10-86, то округляем полученное 
число до 0.89773. Максимальная возможная ошибка этого 
результата складывается из ошибки отбрасывания послед- 
них знаков — 0.4403 . 10-5 плюс 3.10-6, т.е. не превосходит 
0.8 . 10-5. 

2) Формула Лагранжа. В данном примере применяется 
формула Лагранжа по пяти точкам: 


f= A-(p) f-2+ A-(p) f-1 + Ao(p) fo + А. (р) fa + Aalp) fo, 


где f=/f(x) — искомое значение, fk = /(хк) — табличные 
значения функции, хк = ху + kh, К =0, £1, +2, h— шаг 
таблиц, Αχ(ρ) — коэффициенты формулы Лагранжа. Табли- 
цы коэффициентов Ак(р) даются в гл. 25 для значений 
р = 0(0.01)1. Полезно иметь в виду, что сумма Акр) при 
К =0, +1, +2 и фиксированном р равна единице. 

Проведем вычисления по этой формуле для р = 0.52, 
0.53 и 0.54. Получим следующие результаты: 


Δὲ χεῦΕ,(χ) 


7,952: ΟΦΘ772 9151 10622 
7.953 0.89774 0379 10620 
7.954 0.89775 0999 


Числа в третьей и четвертой колонках являются первой 
и второй разностями значений xe7E,(x) (см. ниже). Малость 
второй разности свидетельствует о точности проведенных 
интерполяций. Требуемое значение получается теперь 
линейной интерполяцией: 


р = 0.3(0.89772 9757) + 0.7(0.89774 0379) = 
= 0.89773 7192. 


Если заранее неизвестно, какой степени нужно взять 
многочлен Лагранжа, можно сделать предварительную 
интерполяцию с помощью двух или более многочленов 
различных степеней и сравнить результаты. Совпадающие 
знаки считаются верными. 


3) Итерационный метод Эйткена. В рассматриваемом 
примере вычисления ‘проводятся по следующей схеме: 


| χη —х 


0 8.0 0.39823 7113 0.0473 
1 7.9 0.89717 4302 0.89773 44034 —0.0527 
2 8.1 0.89927 7888 0.89774 48264 | 0.89773 71499 0.1473 
3 7.8 _ 0.89608 8737. 2 90220. 2394 | 0.89773 71938 —0.1527 
4 8.2 _ 0.90029 7306 4 98773. 1216 16 | 0.89773 71930 0.2473 
5 η 0.89497 9666 235221 2706 43 30 —0.2527 
DELS ИВА Здесь 
*) Aitken А. С. On interpolation by iteration of р 
proportional parts , without the use of differences. — Proc. Yon = | re ne rey 
Edinburgh Math. Soc., 1932, 3, p. 56—76. Хп — Хо | Vn Xn —X. 
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И 
= 1 You 2 ε--- Δ 
Yoin = , 
Xn — м | Yon. Χη--Χ 
1 Уолл, +++) m-1,m Хт — x 
Уо1, +++) тб, mn = ь 
Xn — Xm Уолл, cory 1-1, В Жи = 


Эти выражения легко вычисляются на настольных 
вычислительных машинах. Обычно в промежуточных 
вычислениях удерживается запасной десятичный . знак, 
чтобы уменьшить накопление ошибок округления. 

Очередность ввода табличных значений в вычисления 
в какой-то мере несущественна. Но чтобы получить макси- 
мальную скорость сходимости и в то же время минимизиро- 
вать накопление ошибок округления, нужно, как в данном 
примере, начинать с табличного аргумента, ближайшего 
к аргументу искомого значения, затем брать ближайший 
из оставшихся табличных аргументов и т.д. Дополни- 
тельная строка обеспечивает контроль точности вычис- 
лений. 


4) Разностные формулы. Мы будем пользоваться обо- 
значениями центральных разностей (гл. 25) 


χο fo 
Sfije 
χι fi Л 
δία/ 53/2 
Х2 te Shs 5, 
Sf 12 δῦ/ο,ο 
x3 fs ИЕ 
бл 
Ха Sa 


где 
fi =f — fo, Shaye =, ..., 
SA = 5} — Sip, = fa — 2A + fo, 
ба = 87 — Shi = fs — За + 3ft — fo 
δύ, = 5 в — Sop =f — 445 + 6 — it fo 


Нижз дается относящаяся к данному примеру часть 
таблицы с разностями. Разности записаны, как принято, 
в единицах последнего десятичного знака значений функ- 
ции. По малости разностей высокого порядка можно судить 
также о точности значений функции: 


х xetE,(x) δ;γ off 
7.9 0.89717 4302 —22754 —34 
8.0 0.89823 7113 —2 2036 —39 


Применим, например, интерполяционную формулу Эве- 
ретта: 


fo = 1 — p) fo + Ει(ρ) 5% + Ex(p) 5 +... + 
+ phi + Ει(ρ) Sf + Екр) М + ... 


Беря численные значения интерполяционных коэффициен- 
тов Ез(р), Ex(p), Е›(р) и Е4(р) из табл. 25.1, находим 


10°.527 = 0.473 (89717 4302) + 0.061196 (22754) — 


—0.012 (34) + 0.527 (89823 7113) + 0.063439 (22036) — 
— 0.012 (39) = 89773 7193. 


Кстати, из формулы Эверетта следует, что ошибка 
линейной интерполяции примерно равна 


Ep) δῇ + Ει(ρ) Bf, = - [Ε.(Ρ) + Fo(p)) [8% + δ᾽]. 


Так как максимальное значение | E2(p) + F2(p)| на интер- 
вале 0 < р <1 равно 1/8, то ошибка линейной интерпо- 
ляции не превосходит 


1 1 
ме УЕ 


5) Ряды Тейлора. В тех случаях, когда легко вычисляются 
последовательные производные табулированной функции, 
можно для интерполяции использовать разложение Тей- 
лора: 


Го), 


(fx) = Ло) + (x — aT oer + 


МГ. vr 
+ (х -- к Lo) + (x a χι)... (20) + sss 
2] 3! 
Сначала вычисляем производные /(®)(хо) до тех пор, пока 
(п + 1-й член ряда ни обратится с заданной точностью 
в нуль. Затем подсчитываем сумму ряда при данном зна- 
чении х. Для контроля полученных значений производных 
вычисляются по ряду табличные значения функции при 
x= ХИ X= αι. 


В настоящем примере имеем 
f(x) = χε΄Ει(χ), 
f= +xYDf) - 1, 
F(x) = (1 + x) ο) — XSF), 
F(x) = (LDS) — 2-0) F202). 


Выполняя вычисления при ху = 7.9 и xX — ж = 0.0527, 
удерживая дополнительный десятичный знак в промежу- 
точных результатах, получим f(x) = 0.89773 7194. 


5. Обратная интерполяция. Между прямой и обратной 
линейной интерполяцией нет принципиальной разницы. 
Для тех случаев, когда линейная интерполяция не обеспе- 
чивает достаточной точности результата, рекомендуются 
следующие два метода. 


Первый метод. С помощью прямой интерпо- 
ляции, например, по формуле Лагранжа составляется новая 
таблица с более мелким шагом в окрестности аппрокси- 
мируемого значения, затем применяется уже более точная 
обратная линейная интерполяция к субтабулированным 
значениям. 


Второй метод. Используется формула Эйткена 
или рял Тейлора, в которых функция и аргумент взаимно 
меняются ролями. 


Слздуэт отмэтить, что точность обратной интерполя- 
ции MO%K2T быть совершенно отлична от точности прямой. 
В частности, это имеет место в областях, где функция 
мздленно изменяется, например, вблизи максимума или 
минимума. Точность, достижимая при обратной интерпо- 
ляции, может быть оценена с помощью формулы 


ἃν. Ἂμ 2 
dx 


где Af— максимальная возможная ошибка в значениях 
функции f/f. 


10 ВВЕДЕНИЕ 


Пример. Дано xe*E,(x) = 0.9 Найти x из таблицы 
на стр. 8. 


1) Обратная линейная интгрлоляция. Значение р нахо- 
дится по формуле 
р = (fp — fo) (fi — Л). 
Имеем 


0.9 — 0.89927 7888 _ 722112 
0.9092) 7395 — 0.89327 7 888 101 9418 


Следовательно, 
xX = хо + р(х! — Χο) = 8.1 + 0.708357(0.1) = 8.17083 57. 


Оценим возможную ошибку этого результата. Напом- 
ним, что максимальная ошибка прямой линейной интер- 
поляции в этой таблице равна Af = 3: 10-6. Приближен- 
ное значение df/dx дается отношением первой разности к 
интервалу по аргументу (см. гл. 25), равному в данном 
случае 0.010. Таким образом, максимальная ошибка в 
значении х равна приблизительно 3. 10-5/0.010, т.е. 0.0003. 


= 0.708357. 


п Уп = xe*E,(x) Xn 


χ0,η *0,1,0 | *0,1,2,% 


2) Метод субтабулирования. Для уточнения получен- 
ного приближенного значения х выполним прямую интер- 
поляцию при р = 0.70, 0.71 и 0.72 с помощью пятиточеч- 
ной формулы Лагранжа: 


х xetE,(x) 5 52 
8.170 0.89999 3683 
8.171 0.90000 3834 101 ϱ 

10149 


8.172 0.90001 3983 
Обратная линейная интерполяция в этой таблице дает 


_ 9.9 — 0.89999 3683 _ 0.6223. 
0.00001 0151 


Следовательно, х = 8.17062 23. 
Максимальная ошибка этого результата равна 


1.10? 
0.010 


3) Метод Эйткена. Вычисления выполняются по такой 
же схеме, как при прямой интерполяции. 


ду! a = =1. 10-7, 


*0,1,2,3,% | Ja ¥ 


0 0.90029 7306 8.2 0.000297306 
1 0.89927 7888 8.1 8.17083 5712 —0.000722112 
2 0.90129 6033 8.3 8.17023 1505 8.17061 9521 0.001296033 
3 0.89823 7113 8.0 8.17113 8043 2 5948 8.17062 2244 —0.001762887 
4 0.90227 4695 8.4 8.16992 9437 1 7335 415 8.17062 2318 0.002274695 
5 0.89717 4302 ΚΕ, 8.17144 0382 2 8142 23] 265 —0.002825698 


Максимальная ошибка ответа такая же, как в методе 
субгабулирования. О точности можно судить также по 
количеству совпадающих знаков результатов двух высших 
интерполяций, в данном случае χρ,1,9,4,4 И Хол1,2,3,5. 


6. Двумерная интерполяция. Двумерная интерполяция 
обычно выполняется как последовательность одномерных. 
Сначала проводится интерполяция по одному аргументу 
для нескольких табличных значений второго. Полученные 
значения контролируются с помощью разностей. Затем 
проводится интерполяция по второму аргументу. 

Значения аналитических функций комплексного пере- 
ΜΟΗΗΟΓΟ часто вычисляются другим методом, а именно, 
с помощью разложения в ряд Тейлора. Конечно, этот 
метод применим лишь в том случае, когда нужные произ- 
водные могут быть вычислены без особых трудностей. 


7. Получение функций из рекуррэнтных соотношений. 
Многие спэциальные математические функции, которые 
зависят от параметра, называемого их индексом, поряд- 
ком или степенью, удовлетворяют линейному разностному 
уравнению (или рекуррентному соотношению) относитель- 
но этого параметра. Примерами могут служить функции 
Лежандра Р»(х), Бесселя /„(х)и интегральная показатель- 
ная функция E,(x), для которых имзются соответствующие 
рекуррентные соотношения 


(п + 1) Pat = (2n -- 1) ΧΡ. + ПРи-1 — 0, 
Inti — (2n/x)Jn + Ли = 0, 


NEn+, + XEn = e7*. 


Рэкуррэнтные соотношения являются важным и мощ- 
ным вычислительным инструментом, особенно полезным 
при работе Ha ЭВМ.Если значения P,(x) или Л»(х) известны 
для двух последовательных значений п, или Е»(х) известно 
для одного значения п, то эти функции могут быть вычис- 
лены для других значений п путем последовательного при- 
менения рекуррентного соотношения. Поскольку эта про- 
цедура поневоле выполняется над округленными значени- 
ями, необходимо знать, как ведут себя ошибки в рекур- 
рентном процессе. Если ошибки не возрастают относи- 
тельно взличины функции, процесс называется устойчивым. 
Если же относительная ошибка возрастает и может даже 
превысить величину искомой функции, процесс является 
неустойчивым. 

Устойчивость может зависеть: а) от того, какое вычис- 
ляется частное решение разностного уравнения; b) от 
значений х или других параметров в разностном уравне- 
нии; с) от направления изменения п, т.е. от того, возрас- 
тает или убывает п в процессе вычислений. Приведем 
следующие примеры. 

Устойчивость — возрастающие п: 


Pr(x), Pr(x), 


Ο.(χ), n(x) 
Υη(χ), K,(x), 


<). 


Z -п-1 /э(х), i —п-1 so) ᾽ 


En(x) (n <x). 
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Устойчивость — убывающие п: | Примеры, иллюстрирующие вычисление значений KOH- 
кретных функций из их рекуррентных соотношений, даются 
P,(x), Pix) «6 <1), в соответствующих главах. Иногда даже в случаях, когда 
- рекуррентный процесс неустойчив, им можно пользоваться 
On(x), n(x), (если исходные значения известны с достаточной точно- 
Ju(x), Г(х), — 
иллер применил рекуррентную схему, устойчивую 
Линд, ны при убывающих п таким образом, что ему не понадобилось 
предварительно вычислять начальные значения функции 
E,(x) (Σχ), для больших п. Алгоритм Миллера хорошо подходит для 


вычислительных машин, он описан в примере 1 раздела 
Fr(y, ©) — волновая функция Кулона. 19.28. 
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Таблица 1.1. Математические постоянные 
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77566 
53493 
20886 
68615 


38468 
78639 
15836 
47756 
55295 
64942 
35411 
23757 
25166 
69229 
01432 
02865 
18553 


20866 
13681 


98164 


547756 
907395 
621648 
$30209 
098263 
722186 
432472 
320337 
131017 
740343 
960640 
421813 
020486 


74644 
90456 
41902 
70338 
64341 


52860. 


59010 
14279 
39038 


27847 


48517 


85435 
82765 


32384 
64769 
97153 
72953 
66192 
59430 
52669 
45907 
39146 


67153 
77144 
89184 
35189 
54726 
22960 
76432 
66633 
91287 
33662 


98576 
09846 
62471 
28694 
68146 
48285. 
61438 
59679 
56168 
06151 
67793 
35587 
03477 


57215 
10953 


48223 


14219 
32992 
60656 
85749 
49132 
92829 
74387 
94821 
32760 
23543 
84362 


12683 
11289 


62643 
25287 
87930 
85057 
31322 
77586. 
23850: 
70115 
16379 


77675 
38795 
42205 
15278 
28250 
89838 
59528. 
17287 
39854 
04078 


93965 
16858 
15881 
80795 
70208 
87030 
19885. 
10077 
90820 
35273 


99461 


98921 
75996 


96154r 
59936r 


37662 
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Таблицы этой главы содержат некоторые часто упо- 
требляемые физические постоянные и коэффициенты пере- 
вода. 

Все научные измерения в области механики и теплоты 
основаны на четырех международных произвольно выбран- 
ных единицах, величины которых фиксируются четырьмя 
принятыми эталонами. 

Единица длины — метр (м). Он равен 1 650 763.73 
длинам волн, испускаемых в вакууме атомом криптона-86 
при переходе 2P;) — 5D;. 

Единица массы — килограмм (кг). Он равен массе 
эталона килограмма, который хранится в городе Севре во 
Франции. 

Единица времени — секунда (с). Она равна 
1/31 556 925.9747 доле тропического года, который опре- 
делен для 12 часов эфемеридного времени 1900 года, или 
же равна 9 192 631 770 периодам излучения, испускаемого 
атомом цезия 133 при переходе между уровнями его сверх- 
тонкой структуры. 

Единица температуры — градус. Он определяется при 
помощи термодинамической шкалы, на которой тройной 
точке чистой природной воды соответствует 273.16 К. 
Шкала Цельсия получается вычитанием 273.15 градусов 
из шкалы Кельвина. 

Другие единицы измерения определяются через основ- 
ные единицы при помощи коэффициентов пропорциональ- 


Таблица 2.1. Общие единицы измерения 
и коэффициенты перевода 


Величина Единица СИ Единица СГС и ene 
Сила ньютон (Н) дина (дин) 105 
Энергия джоуль (Дж) эрг (эрг) 107 
Мощность | ватт (Вт) *) 107 


*) Во всех случаях пропусков не имеется специаль- 
ного названия единиц. В данном случае речь идет о 
единице мощности СГС. 


ности. Полная система, которая включает в себя электри- 
ческие единицы, называется Международной системой 
единиц (СИ). Беря 1/100 часть метра в качестве единицы 
длины, и 1/1000 килограмма в качестве единицы массы, 
получим систему СГС, которая часто используется в физике 
и химии. 


Единица электрического тока в системе СИ — ампер — 
определяется при помощи уравнения 20m J,],/4n = Е, в 
котором F обозначает силу взаимодействия в вакууме меж- 
ду двумя бесконечно длинными параллельными провод- 
никами бесконечно малого сечения, расположенными на 
расстоянии 1 м друг от друга, рассчитанную Ha 1 м длины 
проводника. Если F выражена в ньютонах и Ги приписано 
численное значение 47 *10-7, то J, и J, выражаются в амперах. 
'Такие единицы СИ, как вольт, ΟΜ, фарада, генри и другие, 
определяются обычно принятыми уравнениями. В этой 
системе сила взаимодействия между двумя электрическими 
зарядами в вакууме равна О:0О5/(4кГе!?) = Е, где Е = 
= 107/(4пс?), а с-— скорость света в метрах в секунду 
(Г. = 8,854. 10-33), 

Если в этих формулах исключить 4п в знаменателях и 
выразить F B динах, ar — в сантиметрах, то они определят 
нерационализированную систему СГС. Полагая I'm =1, 
получим абсолютную электромагнитную систему единиц 
СГСМ, в которой магнитная проницаемость вакуума 
равна единице, а его диэлектрическая проницаемость 
Ге = 1/c*. При Ге = 1 получаем абсолютную электростати- 
ческую систему единиц СГСЭ, в которой диэлектрическая 
проницаемость вакуума равна единице, а его магнитная 
проницаемость равна Гт = 1/0’. 

Значения постоянных, приведенные в табл. 2.3, ре- 
комендованы Национальной академией наук США — Ha- 
циональным советом комитета по фундаментальным по- 
стоянным в 1963 г. В качестве предельных ошибок выбраны 
утроенные значения стандартных ошибок, вычисленных из 
экспериментальных данных по методу наименьших квадра- 
тов. Величины, имеющие отнсшение к атомным весам, 
определены посредством единой шкалы атомных весов, 


за единицу (а.е.м.) которой принята 1/12 массы изото- 
па C™, 
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Таблица 2.2. Единицы измерения и коэффициенты перевода электрических и магнитных единиц 


ед. СИ/ед. СГСЭ 


Величина СИ СГСМ СГСЭ ед. СИ/ед. СГСМ 

Ток ампер (А) абсолютный статический 10-1 —3 . 10} 
ампер ампер 

Заряд кулон (Кл) абсолютный статический 10! —3 + 10° 
кулон кулон 

Потенциал вольт (В) абсолютный статический 108 — 1/3 10-2 
вольт ΒΟΠΡΤ 

Сопротивление ом (Ом) абсолютный статический 10° ~1/9- 10-44 
OM OM 

Индуктивность генри (Г) сантиметр (см) 10» ~1/9+ 10-44 

EMKOCTb фарада (Ф) сантиметр 10-9 —9 . 1011 

Напряженность ампер-виток эрстед (Э) 4π . 10-3 *) 3 * 102 *) 

магнитного поля ‘на метр (А ' в/м) 

Магнитодвижу- ампер-виток гильберт (Гб) 4x - 107 *) —3/108 *) 

щая сила (ΑΒ) 

Магнитный поток вебер (Вб) максвелл (Мкс) 108 ~1/3+ 107 

Магнитная тесла (Г) гаусс (Гс) 104 ~1/3 . 10-8 

индукция 

Электрическая 10-5 *) ~3-10-> κ) 

индукция 


*) Нсли используется нерационализированная система единиц, то эту величину нужно разделить на 4π. Другие 
величины не изменяются. 
Пример. Если сила тока равна 100A, то ее значение в абсолютных амперах равно 100-10! = 10. 


Таблица 2.3. Значения некоторых физических постоянных 


Единицы 
Величина Предельная 3% Зе 
Постоянная Символ постоянной ошибка*) Международная система 
| СА Система СГС 
Скорость света в с 2.9979250 +10 x1 M:c7} х 101° см. с! 
вакууме 
Электронный заряд е 1.6021917 70 i Кл ΓΡ! μη cult ты #8 
4.803250 21 | 1985 υ ςΜθ! 3. γ13.ς-1 944} 
Число Авогадро МА 6.022169 40 1023 моль 1 НУ моль + 
Масса покоя электрона Те 9.109558 54 {5 ΚΓ 106-5 Γ 
5.485930 34 1054 а.е.м. 10-4 а.е.м 
Масса покоя протона Mp 1.672614 11 10557 ΚΓ 10-:1 Γ 
1.00727661 8 10° а.е.м. 10° а.е.м 
Масса покоя нейтрона My 1.674920 1 ee we od Kr 10-4 r 
1.00866520 10 ~ | 10° а.е.м. 10° а.е.м. 
Число Фарадея Е 9.648670 54 104 Κπ:Μοπρ] | 103 cm!/2. 71/2. моль 1**) 
2.892599 16 1014 ΟΜϑ!:.γ1/3.ς-1, 
- моль ***) 
Постоянная Планка 6.626196 50 10-м Дж.с Γι παι эрг-с 
й = #/2щ 1.0545919 80 io `Дж.с 10-27 эрг.с 
Постоянная тонкой a 7.297351` 11 1073 10-3 
структуры ]/α 1.3703602 21 10? 10? 
α/2π 1.161409 16 10-3 10-3 
αἲ Dy Vay КЕ) 14 105 10-5 
Удельный заряд элек- е/те 1.7588028 © 54 101 Кл-кг! 107 смИ?. pl/2 κκ 
трона 5.272759 16 1017 ong’! p18 g 4 $99) 
Отношение кванта дей- h/e 4.135708 14 10-45 Дж.с.Кл"! | 10-7 см3/2. 1/3. ς-1 **) 
ствия к кванту заряда 1.3795234 46 107 смИ?. γ1/2 ***) 
Комптоновская длина Ас 2.4263096 74 10-23 Μ 10-19 ΟΜ 
волны электрона Kc = λο/2π 3.861592 12 10-13 м | см 
Комптоновская длина C.p 1.3214409 90 10-15 Μ 10-13 ΟΜ 
волны протона с/т 2.103139 14 10-19 м | 10-14 см 
Постоянная Ридберга Res 1.09737312 11 10’ м" 10$ см! 
Боровский радиус ao 5.2917715 81 10-11 M 10-° см 
Классический радиус Ге 2.817939 13 10-15 м 10-13 см 
электрона r2 7.9398 6 10-30 м? 10-26 см? | 


SS 


Постоянная 


Томсоновское сечение 
рассеяния электрона 
Гиромагнитное отно- 
шение для протона 
(без поправки на диа- 
магнетизм, H,O) 
Магнетон Бора 
Ядерный магнетон 
Магнитный момент 
протона 

(без поправки на диа- 
магнетизм, H,O) 
Аномальный угловой 
момент электрона 
Постоянная расщепле- 
ния Зеемана 
Универсальная газовая 
постоянная 
Нормальный объем со- 
вершенного газа 
Постоянная Больцмана 
Первая радиационная 
постоянная 

Вторая радиационная 
постоянная 
Постоянная в законе 
смещения Вина 
Постоянная Стефана 
Гравитационная 
постоянная 
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Символ 


Qa 


Величина 
постоянной 


6.6515 


2.6751965 
4.257707 
2.6751270 
4.257597 
9.274096 
5.050951 
1.4106203 
2.792782 
2.792709 


1.159615 
4.66858 
8.31434 
2.24136 


1.380622 
4.992579 


1.438833 
2.8978 


5.66961 
6.6732 


Предельная 
ошибка *) 

> 10» 
82 103 
13 107 
82 103 
13 10’ 
65 10-4 
50 10-2? 
99 10 
17 10° 
17 10° 
15 103 

4 101 
35 10° 
39 10-: 
59 i 
38 10-19 
61 10? 

4 103 
96 10-8 
31 10-1! 


Международная система 
МКСА 


м? 


рад-с-1.тл` 1 


Гц.тл-1 


рад-с-*.тл 1 


Гц-тл 1 
Jix:T=* -- 
Дж.Т 1 
[ΚΤ 


м". тя 
Πκ.Κ-'. 
'ΜΟοΠΡ-ὶ 
м3.моль 1 


Дж.К ! 
Вт-м? 


м.К 
Μ:Κ 


Вт.м-2.К-4 
Н.м?.кг-2 
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Таблица 2.3 (продолжение) 


Единицы 


Система СГС 


см? 
рад.с-*.Гс-* **) 
parc Tc **) 
эрг-Гс-* **) 
эрг-Гс-1 **) 
эрг-Гс-* **) 


мо”) 
эрг-К-*.моль 1 
см3З.моль-1 


эрг.К-* 
эрг-см?.с-1 


см.К 
см.К 


эрг-см-?.с-1.К-4 
дин.см*.г-2 


*) Предельная ошибка выражена в единицах последнего знака числа, стоящего в предыдущем столбце. Пре- 
дельная ошибка берется равной трем стандартным отклонениям. 
**) Электромагнитная система. 


***) Электростатическая система. 


Таблица 2.4. 


Стандартное ускорение 
свободного падения go 
Стандартное атмосфер- 


ное давление ро 


1 термодинамическая 


= 9.80665 м*с-* 


= 1.013250-105H+M-? = 
= 1.103250 + 10° дин + см-* 


калория *) (са) = 4.1840 дж 
1 ГТ калория **) (cals) = 4.1868 дж 
1 литр (л) == 10° a 
1 ангстрем (А) = 10-0 м 
1 бар = О nac* = 
= 10° дин * см? 
1 Гал = 10—* м-сек-* = 


= 1 cm: cex~? 


*) Используется чаще химиками. 
**) Используется чаще инженерами. 


2 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


Вчесистемные коэффициенты перевода 


1 астрономическая 
единица (а.е.) 


1 световой год (св. год) 


1 парсек (пк) 


Таблица 2.4 (продолжение) 


= 1.49598 . 10 м 

= 9.46 . 105 м 

= 3.08 + 1018 м = 

= 3.26 светового года 


1 кюри (Ки); такой величиной радиоактивности 
обладает препарат, в котором происходит 3.700: 1010 
распадов в секунду. 

1 рентген (P) — доза рентгеновского или гамма- 
излучения, которая образует в 0.07129 граммах воздуха 
2.082 103 пар электрон-ионов. 

Формула для коэффициента преломления радиоволн 
с частотой ниже 3.1010 Гц земной атмосферой: (п — 
— 1): 109 = (77.6T) (р + 4810 е/Т), где п — коэффициент 
преломления, Τ᾽ — температура в К, р — полное давле- 
ние в миллибарах, е — парциальное давление водяного 
пара в миллибарах. 

Коэффициенты перевода единиц, принятых в США, 
в единицы метрической системы даны в табл. 2.5. 
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Таблица 2.5. Коэффициенты перевода 
единиц измерения, принятых в США, 
в единицы измерения метрической системы СИ 


чение, которое отличается от наиболее важных определений 
не более чем на 3: 10-4. 

Геодезические постоянные для принятого международ- 
ного сфероида (по Хейфорду) даны в табл. 2.6. В качестве 
величин ускорения свободного падения приведены старые 
потсдамские величины, не поправленные на основе более 
поздних измерений. Приведенные значения, видимо, на 
13 миллионных больше истинных. Все величины вычислены 
для поверхности геоида по международной формуле. 


Таблица 2.6. Геодезические постоянные 


1 ярд 0.9144 м 

1 фут 0.3048 м 

1 дюйм 0.0254 м 

1 уставная миля 1609.344 м 
1 морская миля 1852 м 

1 фунт 0.45359237 кг 
1 унция 0.0283495 кг 
1 фунт силы 4.44822 н 

1 слаг 14.5939 кг 

1 паундаль 0.138255 н 

1 фунтофут 1.35582 дж 
Температура в градусах 32+ 9/5 температуры в 


Фаренгейта (°F) 
1 британская тепловая 
единица 


градусах Цельсия (°С) 


1055 дж 


а = 6378 388 м, f = 1/297, = 6356 912 м 
Длина Г Длина 1’ g 

Широта параллели в м меридиана в м BM:c~? 
0° 1855.398 1842.925 9.780490 
is 1792.580 1844.170 9.783940 
30° 1608.174 1847.580 9.793378 
45° 1314.175 1852.256 9.806294 
60° 930.047 1856.951 9.819239 
75° 481.725 1860.40] 9.828734 
90° 0 1861.666 9.832213 


Для британской тепловой единицы существуют pa3- 
личные определения. Здесь дано округленное среднее зна- 


3.1.8. 
(п — положительное целое). 
k 
Биномиальные коэффициенты (см. гл. 24) ыы =—=—=ы=—ы———5,—_—_—э— ὑσύμα σοι 
п of 1 [234567891 и | 12 
—l)..d(n—k+1 ! ia id a ey ae 
3.1.2. simmer 1 1 1 
Г i 3 1 3 3+: 
S180) let и 4111416941 
k n—k k 5 1 5 1100.91 
1 6 | 15} 20 15 6 1 
1-1] n n 7 1 7 121 38 39211 Ἢ :1 
34. { } = } + |. 8 | 1] 8 | 28] 56 70 56 28} 8! 1 
k k es 1 | 9 | 36] 84126126] 84] 36] 9) 1 
κ м 10 1 | 10 | 45|120|210|252|210|120| 45] 10! 1 
31.5, [ } = ee 11 111 41 | 551165 330|462|462|330 
0 n 12 | 1 | 12 | 66|220|495|Τ92|924. 792 
п п 
1 7] = 2% 
ΝΕ | 1 | ы ;) μ.ο. (7) Более полная таблица приведена в гл. 24. 
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31. БИНОМ И БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ; АРИФМЕТИЧЕСКАЯ 
И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЙИ; АРИФМЕТИЧЕСКОЕ, ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ, 


ГАРМОНИЧЕСКОЕ И ОБОБЩЕННОЕ СРЕДНЕЕ 


р зат. 1 ("+ [")-+ет[")-в 
п 
3.1.1. (а +b)" = а” + [1] + [=> + 


2 


— | разы +... + δ” 


_ Таблица биномиальных коэффициентов | ы 
к 


165 53 11) 1 
495/220} 66| 12 


1 
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Сумма п первых членов арифметической 
прогрессии 


3.1.9. а Ч4+ а-+а-+ а+ 24+... + а+ в#- а = 
1 n 
= па + —п(п- 1l)d=—(a+)), 
᾽ ( } a ) 
где [ — последний член: [ = a + (n — 1)d. 


Сумма п первых членов геометрической 


прогрессии 
—_ pn 
3.1.10. sp = а+аг + αἵ” |- ... + а!" = so : 
—r 
lim 5в = a/(l — В (—1 <r < 1). 


п > 


Арифметическое среднее А 


а: +g +... № απ. 
п 


3.1.11. A= 


Геометрическое среднее С 


3.1.12. С == (age ... ди) ® (а, > 0, &K = 1, 2,..., 7). 


Гармоническое среднее Н 


| 1 1 1 
--[=+=+-+) 


3.1.13. 3 
H n ay ag an 


(ак > 0, k = 1, 2,...,n). 
Обобщенное среднее M(t) 
] n 1/68 
3.1.14. M(t) = (; ‘a | ; 
n 2,4 


3.1.15. M(t) = 0, если t < 0 и хотя бы одна из величин 
ак равна нулю. 


3.1.16. lim M(t) = max {а1, а», ..., ав} = тах а. 
{> 0 


3.1.17. lim МО = min {αι, ао, ..., ап} = min а. 
έ-»--οο 


3.1.18. lim M(t) = С. 
#>0 


3.1.19. М() = A. 
3.1.20. M(—1) = H. 


3.2. НЕРАВЕНСТВА 


Соотношения между арифметическим, геометрическим, 
гармоническим и обобщенным средним 


3.2.1. A > С > H; равенство имеет место при 
a, = do =... = An. 

3.2.2. mina < M(t) < шаха. 

3.2.3. mina < С < шаха. 


Неравенства 3.2.2, 3.2.3 переходят в равенства, если все 
ак равны или если {< 0 и какая-либо из величин ак равна 
нулю. 


3.2.4. M(t) < M(s) при t < $5, за исключением случаев, 
когда все ах равны между собой или когда 5 < 0 и какая- 
либо из величин ак равна нулю. 


Неравенства треугольника 


- Ἐν 5. ἃ [ат | ие | а | < | а1 + аз | < | ay | + | 42|. 


n 


3.2.6. | > ак 
1 


== 


n 
< Ὁ lal. 
k=1 


Неравенство Чебышева 


Неравенство Гёльдера для сумм 


Fo jo et, p>i,.q>.1, το 
Ρ q 


= 


я n 1/Ρ Κ " 1/4 
3.2.8. У "авы < [$ тан] & be . 
k=1 k=1 k=1 


Равенство имеет место, когда |Бк| = clax|?-1 (с — поло- 
жительная постоянная). При р = g = 2 имеем 


Неравенство Коши 
n 2 n 
3.2.9. [5 си = .Σ αξ χι ὃ 


>=: 


(равенство при ак = chy, с — постоянная). 


Неравенство Гёльдера для интегралов 


Если Е р>-ка> I, το 
Ρ q 


b 
3.2.10. | ЕСА) g(x) |dx < 


b 1/p 
< | лора 


-δ 1/9 
) | g(x) |9 ο] . 


Равенство имеет место, когда | g(x)| = с | /(κ)|7-} (с — πο- 
ложительная постоянная). Если р = q = 2, имеем 


Неравенство Шварца 


b b 


b 2 
3.2.11. | fe) a(x) | < и Год ах J [gO0F ae 


“a 
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Неравенство Минковского для сумм 


Если р > Ти ax, by > 0 для всех k, то 
n 1/Ρ п 1/p я 1/2 
3.2.12. (3 (ак + вы) < [5 at] + (= η) 
kext k=1 k=1 


Равенство имеет место, когда be = ca, (с — положительная 
постоянная). 


Неравенство Минковского для интегралов 
Если р > 1, то 


ῤ 1/p 
3.2.13. | L f(x) + g(x) |? “| < 


ы b 1/2 b 1/p 
< УХО ra 1 | | g(x) ra 


a a 


Равенство выполняется, когда g(x) = cf(x) (с — положи- 
тельная постоянная). 


3.3. ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ И ИНТЕГРИРОВАНИЯ 


Производные 


3.3.1. as (cu) = с - (с — постоянная). 
х 


ах 
$32. wags a. 
dx dx-. .dx 
κ. ἃς κ Ἀ cs (uv) =u = + у =. 
ах ах ах 
3.3.4. —- [-) = [ РИ и т № 
ах {у ах ах 
за ад = 
ах Чу dx 


136. мег Ε В | 
dx и : x 


Теорема Лейбница о дифференцировании интеграла 
4 
3.3.7. --- к с) ах = 
ас 
a(c) 
b(c) ᾿ 
= | Sse, θάν 1/0, ὁ 5 - Λα, oS. 
Ἢ дс ас ас 
a(c 


Теорема Лейбница о дифференцировании произведения 


a" d™u n\d™1u ὧν 
334. τ... ὑπ»- ΜΡ | dv 
ax” ах" | lJ dx” dx 
+ (' | preys ὧν р ++ [") ὧι ἂν + ἀν 
ах?-? dx? г dx™-" ах Ἢ ах" 
550 5... i (2): 
dy dx 
2 2 ants 
3.3.10. 2%. — ЧУ (2) 
ау? ах" \ dx 
3311, 2% = — ΕΗ ЧУ 3 [5η] [ο 
ау dx® dx dx* dx 


Интегрирование по частям 


3.3.12. { и: , du. 


3.3.13. [uv dx=(Quar}y—( (fu ax) 5 ἀν 


Неопределенные интегралы OT рациональных 
алгебраических функций 


(постоянные интегрирования опущены) 


nt+1 
3.3.14. [ων + 5)? ах = ЗН — (п + — 1). 
a(n + 1) 
3.3.15. \ Е ЕЕ, 
ах +b а 
Р(х)- ах 


Для вычисления интегралов вида wo 
(ах bx + с)" 


где P(x) — многочлен и n> 1 — целое, полезны следующие 
формулы: 
33,16. РИ ЕВЕ 
ах? + Вх + с 
2 arctg επ... (b? — 4ας <4 0). 


τ (4ac — Бил 
_ a& . 
ах? + bx +c 


т | Pax bo = Ot 422) 
(b? — 4ac)1/2 2ах + b + (b? — 4ac)!/2 


(4ac — b*)2/3 


3.3.17. ( 


(5? — 4ac > 0). 
3.3.18. { a Е (52 — 4ac = 0). 
ах? ++ bx + с 2ах +b 
3.3.19. { κο ee 
ах? + bx +c 
риа + bv + ol 5. а. 
2а 2а ах? + ὂχ + с 
3.3.20. а МЕ 2s 
(a+bx)(c+dx) αἷ-- δε a+ bx | 


(ad + bc). 
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3.3.21. а = 1 аг bx . 
а? + δὂχ᾽ αὖ а 
3.3.22. =i — tn fot PAY. 
а + b*x? 2b? 
dx 1 а + bx 
3.3.23. = — In| ——— |- 
\ а? — № ab |а- bx 
3.3.24. о = = arctg — — εν ‘ 
(x7 + a)? 27 2α(χ᾽ + a’) 
dx —х 1 atx 
3.3.25, | Oe ee + — | 
(х a“) 2a (x а“) 4a° а-х 


Неопределенные интегралы от иррациональных 
алгебраических функций 
3.3.26. тет _ 
[(а + bx) (с + ἀχ)]1/2 
| —d(a + bx) I" 
Ξ----------- arctg | ———__—+ 
(—bd)1/? b(c + dx) 


3.3.27 τ πη = 
ΤΟ 1γα-δχ) с + dx)P 2 


= —————_arcsin oe] (b> 0, d<0). 
(—bd)1/2 be — ad 
dx 
ial τ [(a + bx) (с + dx)? — 
bd ret [[δά(α + δχ)]: + b(c + ах)"?| (bd> 0). 
3.3.29. πη. = 
(a + bx)1/2 (с + ах) 


τ | : Е + - 
[d(bc — ad)}}/ (bc — ad) 

a. eee ee 

(a + bx)!/2 (с + dx) Ες 

_ 1 d(a + Ьх)1!2 — [4(аа — δο)}1!3 

_ [d(ad — Бе]? | d(a + bx)!/? + [d(ad — вер 


3.3.30. \ 


(d(ad — bc) > 0). 


1341. Nc + bx) (ο + ад” dx = 


__ (ad — be) + 25е + ax) 
i Abd 
_ ad — bey" dx 
a) 


[(a + bx) (с + ах? — 


1/2 
3.3.32. | bee he СЫ ОИ 
a+ bx b 


__ (ad — bc) dx 
[(α + bx) (с + dx)}” 


2b 


(bd < 0). 


(d(ad — bc) < 0). 


[(а + bx) (с + dx}? ᾿ 


3.3.33. | Ч кан 
(ах + bx + с)" 


= а!" ш | 2α1!3(αχ᾽ + bx + ο 1/3 + 2ax+b| (a> 0). 


3.3.34. a Е ыы 
(ax? + bx + с)!" 


= а? Arsh ς᾽ (a > 0, 4ac >В). 
ве — 
dx —1/2 
3.3.35. (as? Aba + = а In | 2ax + b| 
‘ ax x Е). 


(а> 0, δ) = 4ac). 


3.3.36. a = —(—a)-'? arcsin 
(ax? + bx +c)? 


(2ax + b) 
(6? —4ac)\/? 


(а<0, δὲ» 4ας, |2ах + b| «(δ᾽ — 4ac)!/?), 


3.3.37. (ax + bx рома ἀχ--. 245 δ (aye ее 
+. дас — 5? | dx . 
8a (ах? + bx +c)? 
3.3.38 \— _ -(_ 4 πι 
ΤΟ Δ жа + bx + в (a + bt + ct)? 
! 1 
где { = —. 
x 
x dx 1 у [ 
3.3.39. veer = " (ax -- bx -- су -. = 


Wie vary ene να} ὧς. MOR 
(ах + bx + с)! 
3.3.40. ae 


GP + at) 


= In |x +(x? 40°)? |, 


3.3.41. фе + а\?ах = A (x? - а)? + 
а? 
-- = In |x + (0? + a’)? |, 


И И я 
x(x? + on a χ 


3.3.42. 
1 а 

= — arccos —. 
а x 


x 
=<arcsin — - 
(a? — a 2 a 


3.3.44. 


3.3.45. \(a? — хи? dx = 


ΓΝ Ἢ 

3.3.43. о == = aT 
фаир 
) 


7 2 
x a ae; 
= — (a*— x*)¥2 + — arcsin —. 
2 2 a 
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2 21/2 
3.3.46. \ ах НИНЕ 1 In ваших)" 
ao — ΧΡ» а x 
3.3.47. Аа arcsin Г. 
(2αχ — x”)1/2 а 


3.3.48. { ax — хм? dx = 


= = 


2 
a ‚ х-а 
= (ах — хи? 4 = arcsin . 
; 


а 


3.3.49. реа -- 
(ах? + b) (сх + а? 
1 η ж{@а4 = Бе)? 


а НЕЕ t 
[b(ad — с)? Ve [b(cx? + а)? 


3.3.50. ee “"π = 
(ах? + b) (cx? + а)!” 
т 1 
2[b(bc — аа)? 


(аа > be). 


νυ 5 
[b(cx? + а)? — x(be — ad)? 
(bc > ad). 


3.4. ПРЕДЕЛЫ, МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ 


Раскрытие неопределенностей (правило Лопиталя) 


3.4.1. Пусть в полуинтервале а <х< b функции f(x) 
и g(x) диффэрэнцируемы и 2’(х) # 0. Пусть 


lim f(x)=0 и lim g(x) =0 
x—>b— #>p-= 
или 


lim f(x) = со и lim g(x) = ©. 
x -»ὀ-- x—>b— 


Тогда, если 


(Би [ могут обращаться в 00). 


Максимумы и минимумы 


3.4.2. (1) Функции одной переменной. Функция у = f(x) 
в точке х = Χρ имеет максимум, если (хо) = Ou Г” (ο) < 0, 
в имеет минимум, если /’(хо) = 0 и Г”(х,) >0. Точки хо, 
и которых /"(хо) = 0, называются стационарными. 


3.4.3. (2) Функции двух переменных. Функция f(x, у) в 
точке (хо, Yo) имеет максимум или минимум, если 


= a5. = 


= 0, 
Ox |\*=%o ду |= 
ы У=Уо 7 V=Vo 
oF. 2s 
дхду 9х” 
= De 
Ей 
ду? ax ay [1-я 
POY Ny mye 
при этом: максимум, если 
2 2 
БЕ <0 или ей < 0; 
дх? |*=%o ду? |*¥=%o 
: а, 
минимум, если 
2 2. 
of >0 или Ей >0 
Ox? |3.--2 ду? R= Xo 
и, ' ие, 


3.5. АБСОЛЮТНАЯ И ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ОШИБКИ 


(1) Пусть ху — приближенное значение величины х. 
Тогда 


3.5.1. а) Абсолютной ошибкой значения Χρ называется 
разность Ах = χο —х; х — хо называется поправкой к x. 


3.5.2. Ὁ) Относительной ошибкой значения Χρ назы- 


Ах Ах 
вается дх = — & —. 


x Xo 


3.5.3. с) Ошибкой в процентах называется относитель- 
ная ошибка, умноженная на 100. 


3.5.4. (2) Абсолютная ошибка суммы или разности 
нескольких чисел не больше суммы абсолютных ошибок 
отдельных чисел. 


3.5.5. (3) Если /(ж, хо, ....Хп) — функция аргументов Xj, 
х,...Хв и абсолютная ошибка значения х; (i = 1,..., п) 
есть Ах, то абсолютная ошибка значения f при малых 
Ах; равна 


д д д 
Af x - Axi+ — Ах. +... + = Ахь. 


χι Χα Χῃ 


3.5.6. (4) Относительная ошибка произведения или част- 
ного нескольких величин не больше суммы относитель- 
ных ошибок отдельных величин. 


3.5.7. (5) Если у = f(x), то относительная ошибка зна- 
чения у равна 


Приближенные значения некоторых выражений 
(=| < 1, Inl<1, В <а) 
3.5.8. (a + δ) = αἴ + Ка". 
3.5.9. +) η) 1-+=-+1. 


1+ = 
1+7 


3.5.10. 


&1+=Е-— т. 
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3.6. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ 


Формула Тейлора для функции 
одной переменной 


3.6.1. f(x +h) = Г + + +... 


ΜΝ 
(n — 1)! 


τὲ 
3.6.2. Ry = = f(x + θιῇ) = 
и: 


= —" а- ву + (0< 04,2 (x) < 1) 
(n — 1)! 
1 
3.6.3. Re = Π - \ (1 — д Ах + th) dt. 
(n — 1)! 
0 
3.6.4. f(x) = f(a) и ενα ее ε.α i +. 
(x — а" n-1) 
Ἢ Ὃν 1)! ft Ха) + В». 


3.6.5. Ry = Ga fey’ (ας F< x). 
п! 


Разложения Лагранжа 


Если у = f(x), уз = /(х), Г’(хо) # 0, το 


= = k k-1 ae k 
3.66, x= xy YORE at] | 
+= Εἰ ах®-1 [/(χ)-- γο' Jee Ῥ 


3.6.7. g(x) = σ(χο) + 


G— yy) [ a [ { х — Χο Г) 
+ =a , 
ты κ! ἐσ mt Ло) — Yo |... 


где g(x) — произвольная бесконечно дифференцируемая 
функция. 


Биномиальные ряды 
3.6.8. (l+x)*= ¥ (* χε} eat 
k=0\k 


3.6.9. (1 + x)* = 1+ ax + + 


aa -- 1)(α -- 2) 54 
3! 


S(®-) (x) + Ra. 


3.6.10. (1 + x) --1 --χ- χἲ-- χῦ ε χὶ -- 
о <x = I), 


᾿ к). 3 4 
$6. О т ть 
2 8 16° 148 


7х5 218 
ο... εαξο. 


(-1-χ-«)1) 
256 1024 


3.6.12. (+ х)1 = 1 -- 


5 6 
Обь Во Чо = 1), 
256 1024 
а 1 1 5 
3.6.13. (] + xf8%@=1+4+—x——+x4—3'- 
3 9 81 
10. gy № г Te 


— же. (—l <x < I). 
243 729. — 6561 


3.6.14. (1 а eS 8 Са 
3 9 81 
422 oe - о (—I1 <х< |. 
243 729 6561 


Асимптотические разложения 


foe) 
3.6.15. Ряд Σ аьх й называется асимптотическим раз- 


ложением функции f(x), если 


f(x) — = αχχ-ί = O(x-") при x—> 0 


для любого п = 1, 2,... В этом случае используют обо- 


значение 


f(x) — Σ акх-". 


Этот ряд может сходиться или расходиться. 


Действия с рядами 
Обозначим 
51 = 1 + ах + аз^? + asx? + аах + ..., 
So = 1 + byx + box? + gx? + by х Ἴ-..., 


Ss = 1 + ах + cox? + σαχῦ + x4 +... 


Тогда имеют место 3.6.16 — 3.6.24. 


3.6. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ Le 


Операция О О ПИ ПО C1 Cs 


| 

3.6.16. | 5ο = 511 — ay а? — аз 
3.6.17. | ss = οφ --2αι 3a? — 241 
3.6.18. | 53 = 512 |. αι 2 аз — = aa 

Z 2 8 

1 3 1 
3.6.19. | 53 = 5111? ——а -- αἲ -- --α 

: ΟΝ Ὦ, 
1 

3.6.20. | 53 = 51 nay ᾽ -- (п — 1) σιαι + nae 
3.6.21. S3 = 5152 ay -|- by be + ayby + ag 
3.6.22. δὰ = 51/52 a by — (byc1 -- Ρο) 
3.6.23. | 53 = ехр 9 -- 1) | a аз + ΝΕ αἳ 
3.6.24. δη => 1 -+ In Sy ay θα — > ayc, 


Обращение рядов 
3.6.25. Пусть 
у = ах + Вх? + сх? + ах“ + ex® + fx® + gx? + ... 
Тогда 
x= Ау + Ву? + Cy? + Dy! + Ey® + Fy® + Gy? + ..., 
где 
aA = 1 
азВ = — bp, 
αὖ С = 25 — ac, 
a’D = 5abc — а*а — 5b’, 
а?Е = ба?Ба + За*с? + 145 — αὖε — 2]αβὂς, 
a'tF = 7а3Бе + 7а’са + 84ab*c — aif — 
— 28а?Ъс? — 42b° — 28a"b'd, 
ας = 8a'bf + 8atce + 7а‘а? + 120а?53а + 
+ 180a"b?c? + 1328 — a®g — 36a°b’e — 
— 72a°bcd — 12а3с3 — 330αῤὂς. 


bs | abe -}- Ash; Е (13 
— (Буса + becy + δα) 


by + аз + aghe + ashy + ay 
ay—(bics + Вос» + δαει + δα) 


| 1 1 
аз + аа» + Е: a: а; + алаз + = аз + — аа? + 


2 


Сз Са 
2а1аз — аз — a? 2а1аз — Заза — аа + а + at 
бала» — 2a3 — 4а3 базаз + 3a3 — 2a, — 12а1аз + 5α! 
1 | 1 1 | | 
— аз — — аа + --αἳ | а - — ааз — — αὖ 
a gee Τα ΠΤ α7 
+ а eee αἱ 
128 
1 5 ] 
ИИ ne — аз + — αὖ -- --ᾱ--- 
4 2 16 2 
в 35 
— -— gta -|- рый 4 
в 1 
Οιαο(η — 1) + nay+cya3(n—1) + n(n — 1)x 
1 | 
Ре са п — 1) (n — Χ αὖ -+ ον (n—2) сала + 
— 2) + na; 
+. (п-- 1) (n— 2) (n— 3) са? 


] 
+ — αἱ 
24 


1 1 
аз — a (ά»ει + 24;C2) ae (asc, + 2асе + 3αιςα) 


Преобразование Куммера 


[ο ὁ) [» ο) 
3.6.26. Пусть У а, = 5 — сходящийся ряд, Σ сь = 
k=0 fun 


᾿ а 
= с — сходящийся ряд с известной суммой си lim — = 


Сь 
== д == 0. Torna 
[5 9) Οι 
S=Act+ (а 
dy ax 
Преобразование Эйлера 
3.6.27. Если У (— ПТ ay = а — а, + аз — ... -- CXO- 
k=0 


дящийся ряд с суммой 5, TO 


Δία. - у (- val os 


т=0 


(— eg Aka 


[« ὁ) 
= 23 
Qk+1 


k=0 
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Формула суммирования Эйлера — Маклорена 


n—1 = 


3.6.28. ΣΡ fe= Ab) dk — > [/0) + fn) + 
Е =1 
0 


Pore ae eee 
+ at (n) — f’(0)] =n [7 ыы ГОЛ + 


1 (У) ae W(9 Ей ВЕ (УП) = 
30240 ОЛ тб 


— ао +. 


+ 


3.7. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ФУНКЦИИ 


Декартова (алгебраическая) форма 
3.7.1. = х+ ἰγ. 
'Тригонометрическая форма 
3.7.2. 2 = re? = r(cos 0 + isin 0). 
3.7.3. Модуль: |2| = 02 + y*)l/2 = и. 


3.7.4. Аргумент: arg 2 = arctg (y/x) = 0 (другие обоз- 


начения аргумента: am Zz и ph 2). 
3.7.5. Действительная часть: x = Rez =rcos 0. 


3.7.6. Мнимая часть: y=Imz=rsin 0. 


Число, комплексно сопряженное с Z = x + iy 
3.7.7. Z=x—iy. 
3.7.8. |z| = |Ζ|. 
3.7.9. arg 2 = — arg 2. 


Умножение и деление 
Если 21 = м + iyi, 25 = хз + Г», TO 
3.7.10. 2122 = жха — γιγα + ἱ(Χιγα + X2y1). 
3.7.11. ]ΖιΖο| = | 21| | Ze]. 
3.7.12. arg (2122) = arg 21 + arg Ze. 


τι. Зы ЗВ 
22 | 22 |2 
-. λε + γιγα + ἰ(Χογι — жму») ; 
ха 1- уз 
3.7.14, | 22 | = 141. 
Z2 | 22 | 


3.7.15. arg (=) = arg 2, — arg Zp. 
22 


Степени 
3.7.16. 27 = rte"? 
3.7.17. 2% = r™ cos nO + п? sin nO 
(п = 0, +1, +2....). 


3.7.18. 22 = x? — y® + i(2xy). 

3.7.19. 23 = x? — 3xy + ИЗху — γ)). 

3.7.20. Ζ΄ = x* — 6x*y? + y* + И4хЗу — 4ху?). 

3.7.21. 27 = хз — 10x*y? + 5χγ! + i(Sxty — 10x y®+- y5). 


3.7.22. 28 = |." — (7 | χ-3γϑ 4 (" xn-tyt — -Ἴ == 


+i | и | ΧΤ-1γ — Ἡ χΊ1-9γϑ + -. (st =], 2, «2s 


3.7.23. Если z” = Un + Ул, ΤΟ 28+1 = Ив + Уп где 
Unt, = XUn — YVn, Упы = XVn + Yun. Rez” и Im 27 назы- 
ваются гармоническими многочленами. 


3.724 ЦТ. 
7 2 [8 x2 + γ᾽ 
те ---΄..-- -μ-Μ 
25 | z |? 
Корни 


= 0 в 
3.7.26. 242 = fz = ге — γ1/2 cos — + ИМ? sin —. 
2 2 
При — x <0< т эта формула дает главное значение 


корня. Другой корень имеет противоположный знак. 
Главное значение корня определяется формулой 


1/2 1/2 
ΤΩ. 24 = Ἐ (r+ »| =: 15 (r — 9] =u tiv, 


где 2uv = y и знак перед у совпадает со знаком у. 
3.7.28. zim = γ1!πρΐθ/η (главное значение при —п < 0 < 
< п). Другие корни: "пе 92” (р — 1, 2,3, „.п-— 1). 


Неравенства 


3.7.29. |2] — [25| | < |241 1- 25| < |21| + |Ζα|. 


Комплексные функции, уравнения 
Коши — Римана 


Функция f(z) = f(x + iy) = и(х, у) + Их, у), где 
и(х, у), у(х, у) — действительные функции, аналитична в 
тех точках 2 =x + iy, в которых выполняются уравнения 
Коши — Римана: 


3.7.30. ди = ov м ди НИЕ: ov τ 
ex ду ду Ox 
Если 2 = re’? , то 
д д та д 
ge a ee 
or г 90 г 20 or 


Уравнение Лапласа 


Функции и(х, у) и у(х, у) называются гармоническими. 
Они удовлетворяют уравнению Лапласа: 
в декартовых координатах 
д2 ди ey ду 
χα. --- + 
9 x2 д У 9 x? а у? 


в полярных координатах 


д д Οὔ д 9 д? 
37.33. ral ale τ arr о a eh, 
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3.8. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


Решение квадратных уравнений 


3.8.1. Корни уравнения az? + bz - с = 0 с действитель- 
ными коэффициентами определяются формулой 


21,2 = — pa + = ри, р = δ᾽ — 4ac. 
2a 2a 
При этом 21 + 2. = —b/a, 7242, = cla. 
Уравнение имеет: два действительных различных корня, 
если р > 0; два равных действительных корня, если р = 0; 
два комплексно сопряженных корня, если D< 0. 


Решение кубических уравнений 


3.8.2. Дано уравнение 23 + а22? + а12 + а, =0 с дей- 
ствительными коэффициентами. Пусть 

а а а? 

— Е“ < мы 
3 9 

Если gq? + r? > 0, то имеется один действительный корень 
и два комплексно сопряженных. Если g? + r? =0, то все 
корни действительны и по крайней мере два из них равны. 
Если 43 + "< 0, то все корни действительны (неприво- 
димый случай). 

Пусть 


A= re try, a= — i + rye, 


тогда 


1 1 
г = — (а1а2 — 34) -- — а3. 
12 0 т 


а = (si +) — 


1 3 

22 = — (s+ 54) - + η (51 — 52), 
1 ᾿Ν3 

23 = 5 05 + 52 = ᾽ (51 — 52). 


Если 21, 22, 23 — корни кубического уравнения, TO 
21 + 22 + 23 = — 4», 
2122 + 2123 + 222з = @1, 


212223 = --Ωο. 


Решение уравнений четвертой степени 


3.8.3. Дано уравнение 2“ + аз23 + а22? + а12 + ао = 0 
с действительными коэффициентами. Находим действи- 
тельный корень и! кубического уравнения 


из — ази? + (aya3 — 4ао)и — (а? + аоаз — 4ааз) = 0 


и определяем четыре корня уравнения четвертой степени 
из двух квадратных уравнений 


9 1/2 2 1/2 
У? Η5 ae + м ~ as] |) + Ξ Я των] = 0. 


Если все корни кубического уравнения действительны, то 
нужно использовать то значение и!, при котором квадрат- 
ное уравнение имеет действительные коэффициенты и 
выбрать знаки так, чтобы если 


21 + аз23 + ααΖ᾽ + а12 + do = (27 + ριΖ + αι) (2? + poz + 42)» 
то 
Pit рз = аз, pip, + Gi + 42 = а», 
р14> + Р?241 = αι, 4142 = 4. 
Если 21, 22, 23, 24 — Корни данного уравнения, TO 
Zi = —@з, ἛΣξιζ]ζκ = --ᾱι, 


Σ2ι2} = а», 21252324 = do. 


3.9. МЕТОДЫ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 


Общие замечания 


3.9.1. Пусть x =x, — приближенное значение x = &, 
где f(&) = 0, и пусть x, и ἕξ лежат на отрезке а <х < 6. 
Положим χη = Xn + Cnf(Xn) (п = 1, 2, ...). Тогда при опре- 
деленном выборе чисел Cy последовательность Xn сходится 
к корню & 

Например, если с, = — 1/f’(xn), то приходим к ме- 
тоду Ньютона решения нелинейных уравнений. 

Если с» = с для всех п, то имеет место метод простой 
итерации. 


Степень сходимости метода приближений 


3.9.2. Пусть хи, Хо, Хз, ... — бесконечная последователь- 
ность приближений к числу &. Тогда, если 


| хина — &| < Alxn — 8 (п=1, 2s wade 


где A и k не зависят от п, TO говорят, что последователь- 
ность имеет сходимость по крайней мере К-й степени 
(или порядка) к числу ἕξ. При k =1 и А< 1 сходимость 
линейна, при К = 2 квадратична. 


Правило ложного положения 


3.9.3. Пусть дана функция у = f(x). Для того чтобы 
найти &, при котором /(&) = 0, нужно выбрать такие 
хи Χι, чтобы / (хо) и Г(х1) имели разные знаки, и вычислить 


(Χι — Χο) 1130 — Jox 


(Л — fo) fi — fo 
Затем нужно проделать ту же операцию с хо и с тем из 
чисел хо и Χι, для которого /(хо) или /(х!) имеет знак, про- 


тивоположный знаку f(x,). Правило ложного положения 
эквивалентно обратной линейной интерполяции. 


Метод итераций 


3.9.4. Итерационная схема ху! = F(xn) сходится к корню 
уравнения х = Ε(χ), если 


(1) | F(x)i<q<1 для a<x<b, 


| Е) — хо| 
Lg 


(2) а < х - < 6. 
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Метод последовательных приближений Ньютона 


3.9.5. Если x =x; — приближенные значения решения 
х = & уравнения f(x) =0, то последовательность 


I (xx) 
f(x) 
сходится квадратично кх = &. При этом имеет место: 
(1) монотонная сходимость, если f(x) f(x) >0 и 
f(x), f(x) не меняют знака в интервале (Χρ, ©), или 


(2) осцилляторная сходимость, если f(Xo) f(x) < би 
ΤΌΘ, f(x) не меняют знака в интервале (хо, х!), Xo < 


< €.& πι. 


Xe = ХЕ = 


Применение метода Ньютона к вычислению 
действительного корня 1-й степени 


3.9.6. Пусть дано уравнение x” = М. Если x, — при- 
ближенное значение x = N1/”, то последовательность 


+ Dae] 


Я 


| 
ХЕ+я = — 
п Ех 


квадратично сходится к x. 


При n =2 


при п = 3 


52-метод Эйткена ускорения сходимости 


3.9.7. Если Xk, χει» Xp+2 — три последовательные итера- 
ции в последовательности приближений к истинному зна- 
чению хк и известно, что последовательность сходится 
примерно как геометрическая прогрессия, то 


Ск = χεΗ)' 
Ах 


XkXk+2 — ха | 


Xk = хк — 
: A*x, 


где Д*хь = Xb — 2Χκει + Χιηα, 


является более точным приближением к х. Действительно, 
если x, =x +O(A*), тох=х+ 00"), |A| <1. 


3.10. ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЯХ 


Определения 
3.10.1. (Г) Пусть 
ay 


f = bo + —— 
by as 


ay dy 
b+ be + bg + 


Если число членов конечно, TO f называется конечной 
непрерывной дробью. Если число членов бесконечно, то f 
называется бесконечной непрерывной дробью, а конечная 
дробь 


у ἃς ἂν 
Bn by + Ρα + bn 
— п-й подходящей дробью для f. 
А 
(2) Если lim — существует, то бесконечная непрерыв- 
n->@O n 


ная дробь называется сходящейся. Если а; =~1l ub; — 
целые числа, то непрерывная дробь всегда сходится. 


Теоремы 


(1) Если а; и δὲ положительны, TO fin < fonte, fon—1 > 
> font 


(2) Если f, = = » TO 


в 
An — bnAn-1 + anAn-e, 
Bn = ВБиВи-1 + anBn-2, 
где А-1 = Ι. Ао = bo, B_, = 0, Bo = 1: 


(3) [*=] τ ie fon) |] 
Bn ΕΙ Bn-1 Ви an 


n 
(4) AnBn-y — А Bn = (—1)""?} II аъ. 
k=1 


(5) Для любого п > Оилюбых cy # 0, i = 1, 2,..., п, 


Cw 
A 5 Fig ob C14 C1C2Q2q —СоСзаз a Cn—1Cnan | 
саба + Coby + C3b3 + Cndn 
(6) | + Ρα + Б.Б -- eee + babs ... bn = 
ee. ИЕ. Е. ae 
l— b+1— b+1-—- --δῃ + 1 
1 1 1 1 и? и? _ 
ры к о ag ee ee жа сие 
uy Ug Un μι -- Wy t+ us — —Un-1 + Un 
1 2 x 
+: (1 = 
ao aoa Яаоа1аз Яаоа1аз ... An 
1 aox QyX __ @вах 
а + а-х-+ а-х-+ а —х 
у р | 
=~oo |! =00 
2.0 А-Я } [8 2 
-1 ' 7 
κ ' 
/\ 2 
Lo 5 
7 
' 2 
' 7 
{7 р | 2 
a i π-0 
' ый 
: 5 
ae es 
' 2 
--7 
074 
51 -2 
со ἘΜΉΝ -5 
0 р р — oe ere HEI Ὀδπηκωτη 7 
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Пример 1. Решить квадратное уравнение х”— 
— 18.2х + 0.056 = 0 при условии, что коэффициенты равны 
18.2 + 0.1 и 0.056 & 0.001. Из 3.8.1 следует, что 


X09 = > (18.2 -- [(18.2)? — 4(0.056}}113) = 


κ (18.2 + [331.016]1/2) = > (18.2 + 18.1939); 
2 __ 

| χι = 18.1969, x, = 0.003. 

Меньший корень можно получить точнее: 

0.056/18.1969 = 0.0031 + 0.0001. 


Пример 2. Вычислить (—3 + 0.0076 i)'/. По фор- 
муле 3.7.26 имеем (—3 + 0.0076 #)1/2? = u + iv, где 


μονό! 1/2 
= ee ei .У = (=== P r= (x? 4. у")1/2, 


Таким образом, 
r= [(—3) + (0.0076)*]1/2 = (9.00005776)!’ = 3.00000 9627, 


—(—3)711/2 
у να αὶ = 1.73205 2196, 


пы о = Омь 
2» — 2(1.73205 2196) 


Отметим, что вычислено главное значение квадратного 
корня. 

Пример 3. Решить кубическое уравнение x° — 
— 18.1х — 34.8 =0. Для того чтобы применить метод 
Ньютона, сначала составим таблицу значений многочлена 
f(x) = хз — 18.1х — 34.8: 


х I(x) 
4 —43.2 
5 — 03 
6 72.6 
i 181.5 
С помощью обратной линейной интерполяции получаем 
Хо = 5 —- вре. — 5.004. 
72.6 — (—0.3) 

Ч, Ч: | Ρι 
2.0041 4.51706 7640 —2.55259 257 
2.0042 4.51684 2260 —2.55282 851 
2.0043 4.51661 6903 --2.55306 447 


Метод Ньютона при f’(x) = 3х? — 18.1 дает 

χι & Хо — f (xo)/f’ (хо) 5 

— 0.07215 9936) 
57.020048 


5 5.004 — ( А 5.00526. 


Вычислим также следующее приближение, которое будет 
равно 5.00526 5097. Далее, разделив /(х) нах — 5.00526 5097, 
получаем квадратный многочлен x? + 5.00526 5097 x -- 
+ 6.95267 869, нули которого равны —2.50263 2549 -- 
+ 0.83036 800 i. 


Пример 4. Решить уравнение четвертой степени 


x4 — 2.37752 4922 хз + 6.07350 5741 x? — 
— 11.17938 023x + 9.05265 5259 =-0, 


Разложение на два квадратных множителя 
(ν΄ + pix + qi) (ο + pox + qr) 
с помощью обратной интерполяции 


Начиная с пробного значения 41 = 1, последовательно 
вычисляем 


ay a, — aq, y(4,) == 4, = 
а, Ч. -. в a=, P2443 ~ Pi |. + рр, — 4, 
] 9.053 — 1.093 — 1.284 5.383 
Z 4.526 —2.543 0.165 - 0.032 
2.2 4.115 —3.106 0.729 — 2.023 


—ы—— 


Ищем то значение gy, для которого у(41) = 0. Обратная 
интерполяция значений (41) дает у(41) 5 0 при σις 2.003, 
Теперь 


Ч, | 1, Pi Pa y(4,) 


2.003 | 4.520 | --2.550 0.172 0.011 


—— 


Обратная интерполяция между 4: = 2.2 и 4: = 2.003 дает 
41 = 2.0041 и, таким образом, 


Обратная интерполяция дает а! = 2.00420 2152. Окончательно получаем 


ᾳι 


2.00420 2152 | 4.51683 7410 


Ps У(а!) 
0.17506 765 0.00078 552 
0.17530 358 0.00001 655 
0.17553 955 — 0.00075 263 
Py | Ра | У(а,) 


—2.55283 358 0.17530 8659 —0.00000 0011 
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Умножение и деление с удвоенной точностью 
на настольной вычислительной машине 


Пример 5. Умножить М = 20243 97459 71664 32102 
на т = 69732 82428 43662 95023 на настольной счетной 
машине 10 Χ 10 χ 20. 

Пусть Му = 20243 97459, М, = 71664 32102, m= 
= 69732 82428, т. = 43662 95023. Тогда 


Mm = Mym, 1030 + (Mom + Mim) 109 + Mym,. 


1) Вычислим Μπι = 31290 75681 96300 28346 и запишем 
цифры 96300 28346, находящиеся в разрядах с 1-го по 10-й 
счетчика произведений. © 

2) Перенесем цифры 3129075681 из разрядов 11—20 
счетчика произведений в разряды 1—10. 


3) Вычислим М\то + Mom, + 31290 75681 = 
= 58812 67160 12663 25894 и запишем цифры 12663 25894 
из разрядов 1—10. 

4) Перенесем цифры 58812 67160 из разрядов 11—20 
в разряды 1—10. 

5) Вычислим Mom, + 58812 67160 = 

= 14116 69523 40138 17612. 
Ниже показано, как получается результат 


96300 28346 
12663 25894 
14116 69523 40138 17612 


14116 69523 40138 17612 12663 25894 96300 28346 


Если мы хотим получить произведение Мт с 20 знаками, 
то нужно записать лишь результат, полученный на пятом 
шаге. Далее, если допустимая ошибка равна единице 20-го 
разряда, то операция ΜΙ может быть опущена. Если М 
или т содержат менее 20 цифр, удобно располагать их 
так, как если бы они имели по 20 цифр. Этот процесс умно- 
жения может быть распространен на любую требуемую 
ТОЧНОСТЬ. 

Пример 6. Разделить М = 14116 69523 40138 17612 
на d = 20243 97459 71664 32102. 


Первый метод — линейная интерполяция. 


№ 20243 97459 + 1010 = 0.69732 82430 90519 39054 
№ 20243 97460 : 1019 = 0.69732 82427 46057 26941 


Разность = 3 44462 12113 


Разность х 0.71664 32102 = 24685 644028 - 10-20 (отметим, 
что здесь выполняется умножение 11 - 10 разрядов). Частное 
равно 


(69732 82430 90519 39054 — 246856 44028) - 10-20 = 
= 0.69732 82428 43662 95026. 


Ошибка в 3 единицы 20-го разряда получилась за счет 
того, что была отброшена вторая разность. 


Второй метод. Если N uw 4 — числа, каждое из 
которых содержит не более 19 цифр, то положим М = №, + 
+ №: 109, 4 = d, + 4%: 10°, где № и 4осодержат по 10 цифр, 
а М, и а, не больше, чем по 9 цифр. Тогда 

М _ №.109 + М _ 1 [м “ΑΙ 
а 4о : 10 +d, 4: 10° do 


Здесь 


№ = 14116 69523 40138 1761, 

а = 20243 97459 71664 3210, 

№ = 14116 69523, do = 20243 97459, 
4: = 71664 3210. 


1) Nod; = 10116 63378 42188 8830 (счетчик произведений). 
2) (Νοάι)/άο = 49973 55504 (счетчик частных). 


3) М — (Nody)/do = 14116 69522 90164 62106 (счетчик про- 
изведений). 


4) [М — (Νοάυ)/άο]/άο - 109 = 0.69732 82428 — первые 10 
цифр частного на счетчике частных. Остаток, равный 
08839 11654, располагается в счетчике произведений в разря- 
дах с 1-го по 10-й. 


5) τ/(άο * 109) = 0.43662 9502 : 10-19 — следующие 9 цифр 
частного. N/d = 0.69732 82428 43662 9502. 


Этот метод может быть модифицирован так, чтобы 
дать частное с 20 значащими цифрами. 

Первый метод с помощью интерполяции высокого 
порядка может быть распространен на деление чисел, 
содержащих более 20 цифр. 


Пример 7. Просуммировать ряд =1 — > sh ; ΚΕ 
5 


1 
-- ΕἼ +... C 5 десятичными знаками, используя преоб- 


разование Эйлера. Сумма первых 8 членов с точ- 
ностью 6D равна 0.634524. Обозначив и» = 1/n, имеем 


п Μη | Aun | Aun A®un A‘un 
9 0.111111 
—11111 
10 0.100000 2020 
— 9091 — 505 
11 0.090909 1515 156 
— 7576 —349 
12 0.083333 1166 
— 6410 
13 0.076923 
Из 3.6.27 получим 
$ = 0.634524 011 МЕ = 0.011111) 0.002020 κ 
2 22 23 
(—0.000505) 0.000156 
тв = 


= 0.634524 + 0.055556 + 0.002778 + 0.000253 + 
+ 0.000032 + 0.000005 = 
= 0.693148 
(S = In = 0.6931472 7D). 


Пример 8. Вычислить интеграл 


с точностью 4D, используя преобразование Эйлера: 


ε ΡΜ со (e+ 1) ᾽ 
и on 
Ἂ k=0 Pa ря 
к 
+5 sin (kn +t) | r= Σο sin { dt 
h=090 ku +t k—0 ΩΣ 
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Вычисляя интегралы в последней сумме при помощи чис- 
ленного интегрирования, получаем 


π 


k \ sin ¢ dt 


kx +t 
0 

0 1.85194 

1 0.43379 

2 0.25661 

3 0.18260 А д Δ) A‘ 

4 0.14180 
—2587 

5 0.11593 799 
—1788 —321 

6 0.09805 478 153 
—1310 —168 

7 0.08495 310 
—1000 

8 


0.07495 


Сумма док -- 3 равна 1.49216. Применяя к остатку пре- 
образование Эйлера, имеем 


1 1 1 
— (0.14180) — — (—0.02587)-+ — (0.00799) — 
5 (0.14180) -- = ( + (0.00799) 


] | 
— ΡΤ (—0.00321) + 3 (0.00153) = 


= 0.07090 + 0.00647 + 0.00100 + 0.00020 + 0.00005 = 
= 0.07862. 


Таким образом, для интеграла получаем значение 1.57078. 
Значение интеграла с точностью 6S равно 1.57080. 


| в Ν 
Пример 9. Просуммировать ряд и. Κ-3-- — ‚ ис- 
k=l 
пользуя формулу суммирования Эйлера—Маклорена. 
Из 3.6.28 для п = оо имеем 
10 


ο0 ο0 
k= УК PR + (kK + 10)? = 


в ¢ 1 | 1 
тв m+ | be ee eye a, 
Σ ye 5 (3/0 abr 


где f(k) = (К + 10) ?. Таким образом, 


co 


La = 1.54976 7731 + 0.1 — 


= 
Ш 


— 0.005 + 0.00016 6667 — 0.00000 0333 = 
= 1.64493 4065, 


2 
Для сравнения приводим значение — = 1.64493 4067. 


Пример 10. Вычислить 


с точностью SD для x = 0.2. Обозначим a, = x, an = (п — 
— 1? Χ дляп> 1 by =0, by = 2n —1, Ал =1, В. =0, 
Ао = 0, Во — kL, 


Дляп> 1 
[*"] _ | Ча Απ-2 | 2η —1 | Ao =, 
Bn Bn-1 Βπ- (п —1)*x*J] Bo ᾽ 
[| = 0 1 1 _ 0.2 | Αι ва 
Βι 10 110.2 1| В, 
А 2 : 
| τ ΠΣ о В ыы As _ 0.197368, 
Во 11 0.04 3.04| Βα 
az ; 
|= 0.6 0 | 5 и 3.032 | Аз — 0.197396, 
Вз 3.04 1 | [0.16 15.36 | Bs 
ΜΝ 3.032 0.6 | | и в 21.440 A, — 0.197396. 
Ва 15.36 3.04 | |0.36 108.6144 | Ву 


Заметим, что в рекуррентном методе вычисления непре- 
рывных дробей исходные числители А» и знаменатели By 
должны быть вычислены независимо. Числители и знаме- 
натели, полученные сведением A,/ By, к низшим членам, 
не могут быть использованы. 
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41. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ (2 = x + iy = re®) 


Интегральное представление 


Zz 
4.1.1. Inz = \ 


1 


Здесь путь интегрирования не проходит через начало 
координат и не пересекает отрицательную часть действи- 
тельной оси. ш 2 — однозначно определенная функция, 
аналитическая в плоскости 2, разрезанной вдоль отрица- 
тельной части действительной оси, действительная для 
действительных положительных значений 2. 


dt 
t 


Рис. 4.1. Линия разреза для функций In z и Ζ΄ (а не 
равно целому и нулю). 
4.1.2. Inz=Inr+i0. (-т < 0 «πὶ. 
4.1.3. г = (07 + у), x = rcos0, y= rsin 9, 


0 = arctg —. 
x 


Логарифм комплексного переменного Ln 2 — много- 
значная функция, определенная выражением 


2 
4.1.4. Lnz= [- ᾿ 
1 


1 
причем путь интегрирования не проходит через начало 
координат. 


3 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


| 0 ; 
4.1.5. Ln (re) = In (re) 4 2Κπὶ = Inr +-i(0 + 2kx), 
К — целое. In 2 называется главной ветвыо функции Ln 2. 
Некоторые тождества 


4.1.6. Ln(z1z.) = Ln 21 + Ln zy, τ. е. каждое значение 
Ln (2122) есть одно из значений Ln 21 + Ln 2. 


4.1.7. in (2127s) = In Ζι + In 2 
(—n <arg 2, + arg z,<7). 


41a, 1a | = las — lag, 


> 
-8 


| 21 
4.1.9. In — = In 21 — In 25 (—п < arg 21 — arg 22 < п). 
25 


4.1.10. Ln z” = nLn 2 (п — целое). 


4.1.11. ш 2" = пп 2(п — целое, — п < nargz < п). 


Частные значения (см. гл. 1) 
4.1.12. In 1 = 0. 


4.1.13. lim In x = — oo. 
χ-»0 ᾿ 
x>0 


и 
4115, In(+i)= + > и 


6 


4.1.16. In e= 1 (e —действительное число), т. 6. Γ΄ === |. 


1 


п—> n 


n 
4.1.17. e = lim [ + 7] == 2.71828 18284... 


(см. 4.2.21). 
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Логарифмы πο произвольному основанию 
Е рай: 
ша 
4.1.19. logs 2 = == 
logy a 
4.1.20. logg b = 
1055 a 


1 
4.1.22. 109102 = вы logio elnz = 
In 10 
= (0.43429 44819...) In 2. 
4.1.23. In 2 = In 101052 = (2.30258 50929...) logio 2. 


loge x = In x называется натуральным, неперовым или 
гиперболическим логарифмом; logio X -- 15 х называется де- 
сятичным логарифмом. 


Разложения в ряд 


Ὰ | 
4.1.24. ш (1+ z)=z— τα - Η 28 ines 


eS р ЕР Ро 
4.1.25. Inz= z=] +5 | + | ΕΝ 
2 я 3 2 


(Re z > 1/2). 


4.1.26. In z= (z — 1)— τς -- 17+ τς --1)--.. 


Ζ — z—1\3 
4.1.27. In coal’ + | = + 


4.1.28. In Е = 2 5 ΑΞ: | 
- £ 2 й 


4.1.29. п (2 + а) = ша+2 | 5] a 
2α 1-2 


\ 


+ ES fee! ++ -Ἴ (a>0, Rez>—a ¥ 2). 


5 \2a + z 
Пределы 
4.1.30. Пи хбшШх=0 (= const, Re « > 0). 
χ-»ςο 
4.1.31. lim x* Шх = 0’ (4 = const,’ Re «> 0): 
х—>0 
т 1 
4.1.32. lim -- —In m| = y = 0.57721 56649... 
т—>0 [Ὁ К | ἵ 


(у — постоянная Эйлера; см. гл. 1, 6, 23). 


Неравенства 


4.1.33. cd 


< ш (Е +х) <х (ΩΣ --11, ΧΟ). 
+x | 


4.1.34. х < —ш (1-х) м = (x <1, х#0). 
— X 


4.1.35. [1π(] — x)| < 3х/2 (0 <x < 0.5828). 
4.1.36. пх<х—1 (x >0). 

4.1.37. шх < πχ! — |) (п>0, х>0). 
4.1.38. [1π(] + z)| < -π(] --|2Ζ2|) (2|<). 


Разложения в непрерывную дробь 
4.1.39. п. eye Zee we AR ЧЕ 32 6 
1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 


2 принадлежит плоскости с разрезом вдоль действитель- 
ной OCH от —1 до —©. 


4.1.40. In fens = --- ------- ΚΒ 
|--2 |-- 3— 5-- Ί-- 


2 принадлежит плоскости комплексного переменного с 
разрезом, изображенным на рис. 4.1. 


Аппроксимация многочленами (см. [4.5]) 


4.1.41. 1/\/10 <x < 10, 


x 
Ig x = Ayt + αφ) + (x), t= , 
x 


! [ЕР 6-10 
a, = 0.86304, аз = 0.36415. 
4.1.42. 11/10 χ «γιο, 
lg x = аи + аз + ast? + ай + αρ) + ε(χ), 


x 
a, = 0.86859 1718, а; = 0.09437 6476, 
аз = 0.28933 5524, ay = 0.19133 7714. 
a, = 0.17752 2071, 
4.1.43.0<x<1, 
Ιπ(! + x) = ах + а2х* + agx® + ayxt + ах? + ε(χ), 
| =(х) | < 1.105, 
a, = 0.99949 556, a, = — 0.13606 275, 
аз = —0.49190 896, a, = 0.03215 845. 
0.28947 478, 


аз 
4.1.44. О<х<1, 
Ιπ(] + x) = αιχ + а>х? + σαχ) + ах“ + αρχ) + 
| + agx® + ах? + αρχ) + ε(χ), 


| &(х)| < 1.108, 


я 
= 
{ 
| 


0.99999 64239, 
аз = —0.49987 41238, 
0.33179 90258, 
аа = —0.24073 38084, 


Яз = 


Аппроксимация многочленами Чебышева (см. [4.2]) 


4.1.45. О<х<1, 


δ 
| 


ag = 
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0.16765 40711, 
—0.09532 93897, 
0.03608 $4937, 
--0.00645 35442. 


T;(x) = cos пб, cos 0 =2х—1 (см. гл. 22), 


lee) 
In(1 + x) = Li AnTn(a). 
$$ = 


п An n An 
0 0.37645 2813 6 —0.00000 8503 
1 0.34314 5750 7 0.00000 1250 
2 —0.02943 7252 8 —0.00000 0188 
3 0.00336 7089 9 0.00000 0029 
4 —0.00043 3276 10 —0.00000 0004 
5 0.00005 9471 11 0.00000 0001 
Производные 
4.1.46. = m2 a 
dz z 


d® 
в 


Неопределенные интегралы 


4.1.48. 


4.1.49. ) Inzdz=zlnz—z. 


4.1.50. 


4.1.51. 


(ит = 
n-+ | 


(п # —1, п — целое). 


on+1 
[та ν ὁ 427 = ИТ Ζ)π. ao 
n-+ 1 


m 


| 2т(ш 2)": 42 (ῃ 5-1), 
n-+ 1 


ee, ee 


zinz 


4.1.52. \ 


4.1.53. jin [2 -- (22 + 1)1:] dz = 


4.1.54, 


= zIn[z + (=? + 1}1/3] — (Ζ5 + 1}1/3 


218151 


= ш [2 + (27 + 1/2] dz = In [2+ 
n-+ 1 


dz (n# —1). 


+ (2+ 114}. т 
n+1)@+ p72 


Определенные интегралы 


1 
9 
4.1.55. | Е. 
_ 6 
0 
1 
2 
41.56. ie ως, ἡ 
l+t 12 


4.1.57. | р == И (x) 
1 


4.2. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Разложение в степенной ряд 


9 


= 
- 


2 
НЫ 


4.2.1. е? = ехр 2 =! φ и ae 


(z= x + ἰν), 


где е — действительное число, определенное в 4.1.16. 


Основные свойства 
4.2.2. Ln (exp 2) =2-- ΖΚπὶ (К — целое произвольное). 
4.2.3. п (ехр2) =2 (—п < шШ2< п. 


4.2.4. exp (In 2) = exp (Ln 2) = 2. 


4.2.5. = exp 2 = ΕΧΡ.2, 
dz 


Показательная функция с произвольным основанием 
4.2.6. Если N = α΄, то 2 = Logg М. 


4.2.7. а? = ехр(2 ш а). 


3$ 


4.2.8. Если а = | а|ехрС ага) (--π-«ατρα «πὶ 


то имеют место 4.2.9 — 4.2.16. 
4.2.9. | а*| = |а|?е 7 84, 
4.2.10. arg (a*) = уш|а| +x arga. 
4.2.11. Lna* = zlna для одного из значений Ln а?. 
4.2.12. In αὖ = х№Шш а (а>0). 
4.2.13. |е2| == οὔ, | 
4.2.14. аго(е?) = у. 
4.2.15. аа” = ай Τε 
4.2.16. a®b® = (а)? (--π < агва + arg ὂ-π). 


Перяодичность 


4.2.17. οἵ + 2 = oz (К — целое). 
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“Lind 
Wee, Sa nae 
ν᾽ 4 


Рис. 4.2. Логарифмическая и показательная функции. 
Основные тождества 
4.2.18. ее" = ей 4, 


4.2.19. (οἴ): = ей  (—пк < тд < п). 


Ограничение —п < 1121! < п может быть снято, если 
2. — целое. 


Пределы 


4.2.20. lim z%e-* = 0 


|| > 0 


1 
(ise sis pee < и? 


1 
2 


— постоянная . 


7 т 
4.2.21. lim ( + | =, 


т— < т 


Частные значения 


4.2.22. е = 2.71828 18284... 
4.2.23. ©0 = |. 
4.2.24. lim οἵ = +00, 


x%>-+ 00 


4.2.25. lim οὔ = 0. 


Я>— @ 


4.2.26. et™ = —1, 


= 5 
4.2.27. ο == + j, 
4.2.28. οὐδὲ — 1 (Е — целое). 


Неравенства _ 


(х — действительное число, отличное от нуля) 


4.2.29. и-7! (1-7) <| -х<е? (x < 1). 

4.2.30. οἵ » 1-х. 

4.2.31. ей? < (x <1) 

4.2.32. —— <(l—e")<x (x>—D). 
+x 


4.2.33. x <(e™— 1) < ae (x < 1). 


ome Te 


4.2.34. 1.4 х εἴ!) (x> ~)). 


n 
4.2.35. εὐ > 1 + — 
п: 


n>, x > Uh 

x \Y 

4:2.36. εἴ > (| + = > е241(1+1) (x > 0, γ 50). 
y | 


4.2.37. et < 1 — = (< x < 1.5936). 


] ” 7 
4.2.38. --|Ζ|-«|ε--ἱ|---!Ζ| (0<|2|<1. 
4 4 


Разложения в непрерывную дробь 


4.2.40. |2| < 00, 


23265.25 ..5 γι} 
P 2 4 4 4 
eC" = —— ian, ный SE ce |e 
(1 — 2/2) + 1+ 14+ 1+ | + 
n | 
и a ы 
п!— (n+ 1)+ (n+ 2)- 
A i) | Enc OO La a! A | 
RE ata ШВ Ye 
e,(z) см. в 6.5.11. 
1 
2a arctg — р. 2 Κ.Δ. 2 
athe р. ee ΕΠΗ. 


z—a+ 32+ 524 72+ 


2 принадлежит плоскости комплексного переменного с 
разрезом, изображенным на рис. 4.4. 


Аппроксимация многочленами *) 
4.2.43. 0 <x < Ш 2 = 0.693 ..., 
et = 1 + ах + ах + ε(χ), 
| ε{χ}| < 3: lo, 
αι = —0.9664, а == 0.3536. 
4.2.44. 0 < x < In 2, 
62 = 1 + ах + ах? + agx® + ам + ε(χ), 
| =(х)| < 3: 1079, 
a, = 0.99986 84, аз = —0.15953 32, 
аз = 0.49829 26, а. = 0.02936 41. 


*) Формулы 4.2.43 — 4.2.45 взяты из [4.1], 4.2.46 и 
4.2.47 — из [4.5]. 


4.2.45. 0 <x < In2, 
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е-? = | + аах + ах? + азх + αρχ' + ах? + 


-- Ax” + asx" + E(x), 


| e(x)| < 2: 107%, 


а: = —0.99999 99995, as 
аз = 0.49999 99206, ag 
аз = —0.16666 53019, ay 


аа = 0.04165 73475, 
4.2.46.0<x <1, 


== —0.00830 13598, 
== 0.00132 98820, 


= —0.00014 13161. 


102 = (1 + ах + азх? + азх + ам) + ε(χ), 


| =(х)| < 7: 
αι = 1.14991 96, аз 


| 


аз = 0.677 4323, αι 
4.2.47. 0<х<1, 


10% == (Г + ах + ах? + asx? + 


Гм) |-> 
a, = 1.15129 277603, a; 
аз = 0.66273 088429, ав 


аз = 0.25439 357484. a, 


0.07295 173666, 


a4 


10-4, 
-- 0.20800 30, 
= 0.12680 89. 


ax’ + ах + 
+ a,x" + (17 a +- e(x), 
10”, 


-- 0.01742 111988. 


| 


0.00255 491796, 


= 0.00093 264267. 


Аппроксимация многочленами Чебышева (см. [4.2] 


4.2.48. 0 <x <1 


Tx(x) = cos n0, 


cos 0 = 2. 


х — | (см. гл. 22), 


pk = . Ρον к 
е У, в [в (Х). 


п =0 


[» Φ) 
er = 7) АзТь(х), 
n= 0 


a An п An 


0 1.75338 7654 0 0.64503 5270 
| 0.85039 1654 1 —0.31284 1606 
2 0.10520 8694 2 0.03870 4116 
3 0.00872 2105 3 —0.00320 8683 
4 0.00054 3437 4 0.00019 9919 
5 0.00002 7115 5 -—0.00000 9975 
6 0.00000 1128 6 0.00000 0415 
7 0.00000 0040 7 —0.00000 0015 
8 0.00000 0001 
Производные 


4.2.49. £ Ες =e", 

4.2.50. = Oras ge) 
4.2.51. ы α΄ = а* Ina. 
4.2.52. 


4.2.53. 27 = (14+ In 2) 27. 


Неопределенные интегралы 


et 
4.2.54. J Selle lag 
a 


ef? 
4.2.55. 21092 dz= —— [(az)* ΜΡ п(а2)"-1 4- 
απ} 


+ n(n — 1) (а)? +... + (-- 1)η-1ῃ] (az) + (--1)η πῃ 


4.3. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (2 = x + iy) 


Определения 


12 _ p-tz 


2ἱ 


4.3.1. яп Ζ = : 


elt $ е-!2 
9 


- 


4.3.2. cos z= 


sin Ζ 


4.3.3. tg z= 
COS 2 


(n > 0). 
az е 2 
4.2.56 —— мы — ре ды а aie 
Ξ (п— 1) 281 .π--12 
(n> 1). 
4.3.5. sec 2 = ———_ > 
COS 2 
| 
4.34. cig z= 
tg Ζ 
Периодичность 
4.3.7. sin | + 2Κπ) = Sin Z (k ee целое). 


4.3.8. cos (2 + 2Κπ) = cos 2. 


4.3.9. tg(z + Кл) = tgz. 
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97° '\270° [360° г 


/ 
/ ῃ 


—— ИХ — — 60905 
---- 6057 --:-- 5262 
—--tyz —-т Oty 2 


Рис. 4.3. Тригонометрические функции. 


Соотношения между тригонометрическими 


4.3.10. 
4.3.11. 
4.3.12. 


функциями 
sin’ 2 + cos? 2 = 1, 
sec’ z — {05 z = 1; 


cosec® Zz πι cig? 25|, 


Тригонометрические функции отрицательных 


4.3.13. 
4.3.14. 
4.3.15. 


4.3.16. 
4.3.17. 


4.3.18. 


4.3.19. 


4.3.20. 


4.3.21. 


аргументов 
sin (—2) = —sin 2. 
cos (—z) = Gos. 


tg(—z) = — tgz. 


Формулы сложения 
sin (21 + 22) = sin 21 COS Zz + COS 24 SiN Zo. 
cos (21 + Z2) = ‘cos 21 cos 22 — sin'z, Sin Ze. 


tg zi + tg Ζο 6 


tg (21 + 22) = 
|1 — tg 21 tg 22 


εἰσ 21 С 22 — | 
ctg (21 + 22) = bs Eek Bk, Si JD ll ὁ 
ctg 21 + εἰσ Ζα 


Формулы для половинного значения 


аргумента 
oe | — cos 2\1/? 
sin — = + |-———_ . 
2 у. 
Zz [ --. cos ay 
cos ~ = "ΟΕΕ | 
2 2 
7 l—cosz\!/2 1l—cosz sin Z 
tg — =+ — ey да, -. 
2 1+cos 2 sin 2 1- cos 2 


Знак выбирается в соответствии со знаком левой части. 


Универсальная тригопометрическая подстановка 


ы | 
Если tg τ = 2, ТО 


22 [1—2 > 
4.3.23. sinu = =» COSu=———, du= dz. 
11-27 1+ 2° 1-27 


Тригонометрические функции кратных 


аргументов 
в , 2122 
4.3.24. sin 2z = 2 sinzcosz = ео. 
1 + tg’ 2 
4.3.25. cos 22 = 2ςοςῦ Ζ --- 1 -Ξ | — 2 912 2 = 

tg 2 
= cos? Ζ — sin? 2 = 2 . 
1+7 2 


NBDE, tate xe ε.α САИ 


4.3.27. sin 3z = 3 sin -- 4 sin® z. 
4.3.28. cos 3z'= —3 cos z + 4 cos? 2. 
4.3.29. sin 42 = 8 cos® z sin 2 — 4 cos Zsinz. 


4.3.30. cos 42 = 8 cos! z — 8 cos? z + 1. 


Произведения синусов и косинусов 
4.3.31. 2 sin 21 sin 25 = cos (21 — 22) — cos (21 + 22). 
4.3.32. 2 cos 21 cos Ζ» = cos (21 — 22) + cos (21 + 2). 


4.3.33. 2 sin 21 cos 22 = sin (21 — 22) + sin (21 + 22). 


Сумма и разность тригонометрических 
функций 


— 


Ν ᾿ ... { 21; Γι23 21 — 28 
4.3.34. sin 21 + 5132» = 2 sin |———— ] 60| |. 
2 
21:4 Ze). [21 — Ζα 
4.3.35. sin Ζι — sin Zz; == 2 cos ee sin een ; 


«21 + 22 21 — 23 
4.3.36. cos 21 + COS 22 = 2 cos wo COs [Е | 


‘ Zy+ 22\ . [21 — 22 
4.3.37. cos Ζι -- ©0520 = — 2 sin | Ἵ sin ow я 


sin (21 + 22) 
4.3.38. tg 21 -- tg 23 —  ————ыы=—=——-ое 
COS 21 COS 22 

sin (25 - 21) 
4.3.39. εἰσ Ζι 1-εἰρΖα-------------: 
Sin 21 SiN 22 


Соотношения между квадратами синусов 
и косинусов 


4.3.40. $11221 — $10220 = sin (21 + 22) sin (21 — 22). 
4.3.41. cos? Ζι — cos? 25 = — sin (21 + 20) sin (21 — Zz). 


4.3.42. cos 2z, — $11? 22 = cos (21 + 2) cos (21 — 22). 


4.3. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


4.3.43. Знаки тригонометрических функций 


Квадрант sin cos | tg 
cosec sec ctg 
| | 
I + = + 
и + = == 
Ill — — a 
IV = + a 


a a a a ee er + 


4.3.44. Формулы приведения 


(0 < 9 < π|2, k — целое) 


4.3.45. Соотношения между тригонометрическими (или 


| --ϐ τ αφ π50 = 20 2kn + 0 
sin —sin 9 cos 0: | +sin 0 —cos 0 +sin 0 
cos cos0 |500 | —cos® | +sin 0 cos 0 
tg —tg 0 се 0 | +tg 0 + ctg 0 +tg 0 
cosec| —cosec 0| +sec 0 | Е созес0 | —sec 0 +cosec 0 
sec sec 0 | +cosec 0, —5ес 0 | +cosec9| +sec 0 
εἰς | —ctg9 | +tg 0 +ctg0 |100 +ctg 0 


обратными тригонометрическими) функциями (0 < x <.7/2) 


sin x =a cosx =a secx =а ctg x =a 
sin x a (1 — αυ а(1 + a’)? а! а Ка? — Пуз | (1+ αὐγγ 13 
cos x (1 ев а”)? а (1 $ a’)-V2 а (а = 152 а а(1 A. a*)-"/3 
tg x а(1 — α) 13 а ἯΙ — ay (а? — 1-15 (α — 1)¥2 i 
cosec x а“ (1 — a)? а (αυ а α(α" — 1)-1? (1 + αυ: 
sec х iw) eg (1 + а)? α(αἳ — 1γ-113 й a1 + а) 
ctg x a*(1 — а ali — a)? | (а? — 143 (аз — 1)-1/2 Я 
Пример. Если зшх =a, то ctgx =a ‘(1 — αυ, a a ἣν μι αμα Е 
arcsec а = arcctg (α΄ — П)-М?. π|3 5π/12 π/2 7/12 
60° 75° 905 1055 
4.3.46. Тригонометрические функции некоторых углов a ee τα... 
0 π/12 Κον μάγο | 2ψ3] is, fr Ee 
0° 15° 30° 45° cosec τ) V23 — 1) "ПО ales Ay 
᾽ | | 3 sec 21 ЗИ | ο | 29 
sin 0 a (3 — 1) == -5- i 
4 2 2 7 и ; 
г i . ctg a | 2.3 0 = [2 γι μα 
2, = 3 2 
Cos 1 4 (ψ3 а 1) i a ε------------ Е con 
τ ΠΩ 2n/3 3π|4 | 5π/6 117/12 п 
tg 0 2 — 4/3 1 120° 135° 150° 165° 180° 
cosec| со ΝΡ ΟΕ + 1) 2 ΜΡ; om и 7 
23 к sin ν3 42 - 42 (3—1) 0 
sec 1 /2(\3 — 1) τ ψ2 2 2 2 | 
ы 1 5 5 5 a 
ctg со 24 \3 ψ3 1 cos ee _ v2 _ Ν3 -Ν 5 44) Sak 
a и ae a ee | eee 2 2 2 4 
π/3 51/12 π|2 7/12 Бы 5 aS 
60° 75° 90° 105° tg — 3 | -! = st — (2 — 43) 0 
2/3 7 ην 
Τ τ 5. cosec| — > {2 5 J2(V3 + 1) со 
sin 43 92 (ЗО |] 1 — (УЗ +1 2 
>|’ 243 =) IR | 
η sec =O lee eee be ee 5) 
os | 2 | 2263-0 | 0 | 520820 У: eg |; “ου ! 
2 5 й . 
ee 3) ctg Ν Уз —1 — γ3 — (2 + 3) | oe) 


rr re are RE oan me ete en ne ee tas eg em A Re a ee RR 
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Формула Эйлера 


4.3.47. е? == ей НУ = eX (cos у + isin у). 


Формула Муавра 
4.3.48. (cos 2 + isin 2)” = cos vz + isin vz 


(--π < Rez < тм, если у — нецелое). 


Связь с гиперболическими функциями 
(см. 4.5.7 — 4.5.12) 
4.3.49. sin z = —ish iz. 
4.3.50. cos 2 == chiz. 
4.3.51. tgz= 


4.3.52. cosec 2 = i cosech ἰΖ. 


—i th iz. 


4.3.53. sec z = sechiz. 
4.3.54. ctgz =icthiz. 

Действительная и мнимая части 

тригонометрических функций 

4.3.55. sin 2 = sinxch у + icosxsh у. 
4.3.56. cos 2 = cos xch у — isin x sh у. 
sin 2x + i sh 2y 
cos 2x + ch 2y | 


4.3.57. tg Ζ = 


4.3.58. ctg z = ane —3 ae an оу 


‘ch 23 2y — cos 2x 


Модуль и аргумент тригонометрических функций 


4.3.59. |sin z| = (sin?x + sh®y)!/?2 == 


4.3.60. argsin 2 = arctg(ctg x th y). 
4.3.61. | cos z| = (cos? x + sh*y)!/? = 


1 1/2 
=. EB (ch 2y + cos 2] . 


4.3.62. argcos 2 = —arctg(tg x th у). 


РИ 1/2 
4.3.63. [16 z| = Speer 


ch 2y + cos 2x) 


2 
4.3.64. argtg z = arctg be ea 
sin 2x 


Разложения в ряд 


23 28 ΑΙ 


4.3.65. sin z= z — — + — — —+.. (|z| < ου). 
3! 5! 7! 
72 74 78 

4.3.66. cos z= 1 — — + — ~ — 4+... (2|οο). 
2! 4! 6! 
a 75 7 

4.3.67. tgz = z+ — 4+ —4 ος + ... + 


3 15 315 
1) Bon z2n-1 | - (ie τ a 


(-- ] #122" (228 — 
(2n)! 


1 1/2 
=== В (ch 2γ — cos οὐ] . 


4.3.63. cosee 2= — + = ee +... 
360 
(—1)-12(23*-1 — 1) Bon mes 


2n)! 


4.3.69. sec z= 14 + 
(Qn)! 


4.3.70. ctg z= x = 


sin 2 a (17 hy Ἢ 


n(2n)! 


43:71. Ш —— 


2 n=1 


--( 
4.3.72. In cos z= > 


yom А 


5 μα 


-- 


+... (2| <7). 


(12| < 7). 


и аа) 


— 1)" 22-22 oa 1) Bes ae 


a, n(2n)! 
( #| < Е. τ] 
2 
“5 _1\}7-1921(928-1 . 
4.3.73. In ez _ О" — 1 Ban 735 
3 — n(2n)! 


(+15 =). 


где Вьи E, — числа Бернулли и Эйлера соответственно 


(см. тл. 23). 
Пределы 
sin Xx 


4.3.74. lim ——— = l. 
х—0 x 


4.3.75. lim — = 
4.3.76. lim nsin 


4.3.77. lim n tg ae, 


> n 


4.3.78. lim cos ΜΜ 1. 


1 -» (ο п 
Неравенства 


4.3.79. —— > — 


4.3.80. sinx<x<tgx 5-.-}}. 


4.3.81. cos x < 


4.3.82. π <— 
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4.3.83. [51 γ| < |sin.z| < ch γ. 
4.3.84. {sh y| < |cosz| < ch у. 
4.3.85. | cosec z| < cosech | γ|. 
4.3.86. | cos 2| < В |2|. | 
4.3.87. |sin Ζ| < sh |2|. 

6 


4.3.88. |cos Ζ| < 2, |sin z| < = igi . eh DD. 


Бесконечные произведения 


[ν Φ) Ὁ 
4.3.89. sin Ζ--2Ζ II ( в ге - | 5 
ari: 


со 2 
4.3.90. cos z = I] [ Е -.. 858 : |, р 
k=1 


Разложения Ha простые дроби 


4.3.91. ctg 2 = — < + 2 я aa ; 
(z #0, +7, +27, 
— 1 
4.3.92. созес? 2 = П.Н 
κ». (2 — kon) 
(z #0, Ἐπ, +22 
4.3.93. cosec z = ο, Е 22 Gaal «“Ν 
cere 2 καὶ 2” — Кл? 


(2 #0, +r, +27, ...). 


Разложения в непрерывную дробь 


2 
4.3.94. Бы a ------ η (7+ 5 tne), 


_ atgz (1 — a’) 12 (4 — a?) №: 
I+ 3+ 5+ 


Аппроксимация многочленами (см. [4.1]) 


4.3.96. О < х< —ь 
4 
= ыы = | + dex" | ам + =(х), 
XxX 


| e(x)| < 2. Ш, 
аз = —0.16605, a, == 0.00761. 


4.3.97. 0<х< - 


sin x 


= 1 + dyx® + ayx* + agx® + agx® + ах + ε(χ), 
x 


| ε(χ)! < 2:10-», 


[-Ζ-ιο:«Ξ, ἀκ ттт]. 
Z 2 Z 


а; = —0.16666 66664, a, = 0.00000 27526, 
a, = 0.00833 33315, σι = —0.00000 00239. 
аз = —0.00019 84090, 


4.3.98. 0 <x< г 


cos x = 1 + а2х? + ах + ε(χ), 
| e(x)| < 9: 104, 
аз = —0.49670, αἱ = 0.03705. 


п 


4.3.99. 0 < х< 


) 


cos x = 1 + αρχ) + αρχ + авх + agx® + ах + ε(χ), 
[=(%)| < 2-10-», 
= — 0.49999 99963, аз == 0.00002 47609, 
а. = 0.04166 66418, ay = —0.00000 02605. 
аз = —0.00138 88397, 


4.3.100. О < х< 


п 
4 
tg x 
x 


= 1 + а2х? + agx’ + e(x), 


15%) | < 1< 10°, 
аз = 0.31755, αἱ = 0.20330. 


4.3.101.0<x< 


π 
4 
tg x 
x 


= 1 + agx® + ayx* + agx® + agx® + 


+ ах + 12x"? + ε(χ), 
-| ex) | < 2. 10-8, 
dz = 0.33333 14036, a, = 0.02456 50893, 
ad, = 0.13339 23995, dio =: 0.00290 05250, 
dg = 0.05337 40603, aig = 0.00951 68091. 


4.3.102. О<х< 


π 
_' 
xetg x = 1 + αρχ) + аах + ε(χ), 

| | =(х)| < 3: 10°°, 
аз = —0.332867, a, = —0.024369, 


4.3.103. 0<x< ri ; 


x ctg x = 1 + agx® + αρχ + agx® + agx® + ayox! + ε(χ), 
[ε(χ}! < 4. 1072, 
аз = —0.33333 33410, ag = —0.00020 78504, 
аа = —0.02222 20287, ay = —0.00002 62619. 
ав = —0.00211 77168, 
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Аппроксимация многочленами Чебышева (cm. [4.2]) 


4.3.104. 1 <х<1, 


Tna(x) = cos πθ, cos 0 = 2х — 1 


(ем. гл. 22), 


π 
где gd 2 — гудерманиан, gd 2 = 2 arctg εἴ — = . 


4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 


gd-* Ζ-- 


— обратный гудерманиан. 


4.3.118. С: 2 dz = In sin 2 = — In cosec 2. 
Ο0 у co 
sin 1 TX =X δ) Ата), cos Е TX == 2, ATCC). 
- по 2 n=0 4.3.119. = Ш 2 42 == — ΖΊςος Ζ 1 Ἡ \ 21-1 cos z dz. 
n An п Απ sin Z — sin Ζ 1 COS 2 
0 1.27627 8962 0 0.47200 1216 4.3.120. ЕР " „т 92 
1 —0.28526 1569 | — 0.49940 3258 Ξ (n— I)z a—Ijz 
2 0.00911 8016 2 0.02799 2080 (n> 1) 
3 —0.00013 6587 3 —0.00059 6695 | 
4 0.00000 1185 4 0.00000’6704 
5 —0.00000 0007 5 —0.00000 0047 4.3.121. ея dz = — zctgz + In sin 2. 
Производные 4.3.122 242 _ — 2505 2 и 
зы о sin” 2 (и — 1) 91712 
4.3.105. — sin 2 = cos 2. Ἔ 
Ζ Ν I и п 2 ae (a > 2) 
ae | (п — 1) (n — 2) 5072 n— 1) 507-22 
4.3.106. — cos 2 = — sin 2. | 
- 4.3.123. [2» cos 2 42 == 2" sinz—n ) z®-! sin 2 dz. 
4.3.107. —— tg z = sec? z. — ἈΉΡ 
dz 4.3.124. \ "= dz = — = 
on αν (п — 1) 271 
4.3.108. — cosec 2 = — созес 2 ctg 2. Ϊ η... 
42 = Е ------------- (n> 1). 
d | n— | 28-1 
4.3.109. — sec.z = sec z tg 2. P 
dz 4.3.125. — dz = ztg.z + Ш cos 2. 
в cos” 2 
4.3.110. a ctg z = — cosec” 2. ΜῈ ο ο 
- 4.3.126. = en — 
in ' | cos” 2 (п — 1) cos"! 2 
( ΜΝ. ᾿ | | 
4.3.111. Е sin 2 == sin ( + a nn} . 1 in alt 242 _ (n> 2). 
. (n.— 1)(n - 2) со "2 = n—1 J) 6058-22 
4.3.112. 


п 
— COS 2 = Cos 2+5 =]. 
dz” | 2 


ИТ 7 cos"! Ζ 


4.3.127. {sin 2 cos" Ζ dz = : 
m+n 


Неопределенные интегралы от тригонометрических 


#1 0—1 n+1 
функций ab sin™ z cos? ; dz az — unt z cost z 
(m + n) - m+n 
4.3.113. | sin z dz = — cos z. № 
aces = aE (sin zcos"zdz (m#—n). 
(т + п) 
4.3.114. | cos 242 = sin 2. ыы , 
4.3.128. { | ΕΘ ;-; 
4.3.115 \ 242 = — Ш с05 2 = Insecz sin™ 2 cos* z (Я — 1) sin™* = cos*“ z 
| | тины? ee ez (n> 1) 
4.3.116. | созес 2 42 = п 8> = In(cosec 2 — εἰρ 2) = в -— | sin™ 2 cos"? z 
1 1 — cos 2 я: ἘΝ Κεν.’ σον 
а 2 In err ᾿ sin™ 2 cos” 2 (т — 1) 517-12 cos*-! 2 
| m+n— 2 dz 
4.3 117. {sec 2.42 = In(sec 2 + tg z) = + о \ ча (m > 1). 
п 2 ΝΡ e μα oe \ 
= In [+ = gd“ z, 4.3.129. \ 1272 42 = ᾽ — — № 127-22 42 (n # 1). 


4.3.130. фе" nda + 


4.3. `ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


oe 
«a a фе dz 


n— ἱ 


(n # 1)° 


и [5 5] +8 


dz 2 
Pit ae στ ΜΩΡ 
a+ bsinz (4 — Би? (a? — Би 


(“> b*), 


a+ bsin 2 


ae or ee ee ons 
( a”) ats(5] a dk ad 
(δ΄ a’). 
d τ 2 
4.3.132. \ И Pe oo Ε + 3}: 
1 + sin 2 4 ή. 
4.3.133 oe de 
a+ bcosz 
(a — ὃ) tg Е 
τ. ἴα... ΠΕΝ ΤΩ В 2 2 
(а? — Бы? cs (a2 — b?)1/2 (α- δ), 
dz ᾿ 
a-+ bcos 2 
2 ο ° 
(b — a) tg я + (0° — а 
ЕЕ И ASE 
- δὲ — а? м 7 a 
а @ >) te (=) -- (b8 = a’)! 
(fF > wz). 
4.3.134. у Нор. ВИ (=). 
| + cos z 2 
4.3.135. с У 
1 — cosz 
ett | 
4.3.136. [ο e** sin δα dz. = ———-(a sin bz сов bz). 
a™-£ b? 
542 
4.3.137. at ей? cos bz dz = — τα 4 cos bz + В sin n bz). 
4.3.138. [- ε’Ξ sin” bz dz = 


a tg я НВ - (56° — ay? 


az n--1 
αἶα ae (a sin bz — nb cos bz)+ 
a* + п? 


n(n — 1) δ᾽ 


: - e“* sin®-2 bz dz. 
а -- n°b 
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4.3.139. \ ε΄ cos" bz 42 = 


2 со5й-1 hz 


= Е (а cos bz + nb sin 52) + 
ат 


Л me = DH 


- [ο΄ οὐδ”; be dz. 
a" -++- n*b* 


Определенные интегралы 


п 
4.3.140. \ sin mt sin nt dt = 
0 


cos mt cos nt dt = 0 


(тп; т, п — целые). 
р к 
4.3.141. {sin nt dt = \ cos! nt dt = Е 
0 0 - 
(п — целое, п # 0). 
τ 
ги = (т > 0), 
4.3.142. τπτ dt = }.0 (та 
р --. {πετ 
2 
со 
4.3.143. а. 
0 | и 


во со ка 
4.3.144. \ sin CO 4Ё= \ cos # dt= = |; ' 
* ΠΑΝῚ 


n/2 π|2 


13 | Γ 
4.3.145. \ In sin { dt = | In cos.tdt = — = In 2. 
0 0 


od 


Другие интегралы, содержащие тригонометрические функ- 
ции, см. в гл. 5и 7. Преобразование Фурье см. в [5.3]. 


4.3.147. Формулы решения прямоугольных треуголь- 


| 


НИКОВ 


вины чать ль зы 


44 4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 


Пусть A, В, С — вершины прямоугольного треугольни- 
ка (С — прямой угол); а, b, с — соответствующие им 
противоположные стороны. Тогда 


; 1 
sin A = Ἔν = - , 
ς cosec A 
b | 
cos А = — = , 
ς sec A 
1 
tg А = had pan , 
b ctg A 
versine A = vers А = | — cos A, 


coversine A = covers A = 1 — sin А, 


haversine 4 = hav 4 = vers A, 


№ | - 


exsecant A = exsec A == sec 4-1. 


4.3.148. Формулы решения треугольников 


G 


A Ζ т 


Пусть А, В, С — углы треугольника; а, b, с — соот- 
ветствующие им противоположные стороны. Тогда 


а b 6 


— = ———— = 
—- 


sin A sin B sin C 


’ 


| 
tg — (A + В) 
a-o' Ae . 
μὰ 
2 
_ bc sin A 


5 = V7 -O0-DP =o: 


2 
1 
где 5 — плошадь треугольника, р = = (α 1 ῥ - ο). 


4.3.149. Формулы решения сферических треугольников 


В 


h 


Пусть А, В, С — три угла и a, b, с — соответствующие 
им противоположные стороны. Тогда 


sin A sin B sin C 


sin а sinb sine 
cosa = cosbcosc + sin δ sinc cos A = 
cos b cos (c + 9) 
------- ee ; 
cos 0 
где tg 0 = tg bcos A, 


cos A = — cos Bcos C + sin Bsin C cos a. 


4.4. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


+ -- a 
cos 4 = as 
2bc 
a= bcos С + ccos В, 
Определения 


dt 


4.4.1. arcsin z = | ΠΕΝ (Ζ = x + ἰγ). 
0 
1 . 
4.4.2. arccos z= πε ΕΕ arcsin Ζ. 
(1 — αγ 2 
2 


Ζ 
4.4.3. arctg 2 = [ς᾽ . 
0 


В интегралах 4.4.1 и 4.4.2 путь интегрирования не дол- 
жен пересекать действительную ось, а в интеграле 4.4.3 —. 
мнимую ось вне единичной окружности с центром в начале 
координат. Каждая из этих функций является однозначной 
аналитической в плоскости комплексного переменного 2 с 
‚разрезом вдоль действительной оси от — © до —1и OT 


+1 до + с в случаях 4.4.1 и 4.4.2 и с разрезом вдоль мни 
мой оси OT i до [оо HOT — {до — [оо в случае 4.4.3. 


Для обратных тригонометрических функций иногда 
употребляются следующие обозначения: 
arcsin 2 = 511 2, arccos 2 = cos 12, 


arctg 2 = tg 12,... 


Если —1 <x <1, To arfcsinx и arccos x действитель- 
ны и имеют место 4.4.4 — 4.4.9. 


4.4.4. — > < arcsin x < 3 (0 < arccos x < п). 
> 
4.4.5. arctg 2 + arcctg 2 = п/2, Ве: > 0 
—т/2,` Кез < 0. 


πι. ἃ 
4.4.6. arccosec 2 = arcsin — - 


” 
- 


4.4. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


| | 
4.4.7. arcsec 2 == arccos —. 


м 
- 


4.4.8. arcctg 2 == arctg 5 . 
= 


п 
4.4.9. arcsec 2 + arccosec 2 = = (см. 4.3.45). 
И 
+/ 
ὦ 
ΗΝ Saad 
-71 |0+7 0 | 
и 
urcsin 2 4 
7600$ 2 arcty 2 


arccosec ZW bas 
076566 Ζ arcctg 2 
Ἢ 


Рис. 4.4. Линии разреза для обратных тригонометри- 
ческих функций. 


Основные свойства 
Общими решениями уравнений 
sinf== 2, cosSt=2Zz, tgt=: 

являются соответственно функции 

4.4.10. ¢ = Arcsin 2 = (—1)* arcsin 2 + Ат. 

4.4.11. { = Агссо$ 2 = +arccos 2 + 2Κπ. 

4.4.12. t= Arctgz=arctgz+kn (2? # —1), 
где К — произвольное целое. 


4.4.13. Область определения главного значения 


п п 
arcsin x и arctg x O<y<- —-—<y<0 
2 2 
п 
arccos х и arcsec x Oxy Γ г <у<т 


| 

| 
an 
τ 
Λ 
ba 
Л 
> 


п 
‚ arcctg x и arccosec x 0O<ys 


ΝΗΡ Covent 
= 3 


—>= 
>. —— мы dll. 
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0.5 «Ὁ ἃ 


10 —— СУМ Г 
-20 ----- 076005 х 
—-— arctg 2 
—-— arccosecx 
И arc sec .2 


mace OPC CLG oe 


Рис. 4.5. Обратные тригонометрические функции. 


4.4.14. 
4.4.15. 
4.4.16. 
4.4.17. 


4.4.18. 
4.4.19. 


4.4.20. 
4.4.21. 
4.4.22. 
4.4.23. 
4.4.24. 
4.4.25. 


4.4.26. 
4.4.27. 


4.4.28. 


4.4.29. 


4.4.30. 


4.4.31. 


Функции отрицательного аргумента 
arcsin (—z) = — arcsin 2. 


arccos (—2) = п — arccos 2. 


arctg (—z) = — агс{ 2. 
arccosec (—2) = — агссозес 2. 
arcsec.(—z) = п — arcsec 2. 


arcctg (—z) = п — arcct 


а 
< 


Gg 
> 


Связь с обратными гиперболическими 
функциями (см. 4.6.14 -- 4.6.19) 


Arcsin 2 = — Г Arsh 12. 

Άτοςοβ 2 = + i Arch 2. 

Arctg 2 = — i Arthiz 2” a = 1), 
Arccosec 2 = i Arcosech iz. 


Arcsec 2 = +7 Arsech =. 


‘ 


Arcctg z = i Arcth iz. 


Логарифмические представления 


Arcsin x = — iLn [(1 — x*)¥2 + ix} (<) 
Arccos x = —iLn[x + КЕ — хи] (x? < 1), 
Arctg x = in ει. ее. 

2 1 + ix p ἱ--Χ 


(х — действительное). 


2 — ры? ; 

Arccosec x = —iLn | | 
x 
[κα 1). 

"fo Ι1λ1/3 

Arcsec x = —iLn и —] (x? > 1), 
Xx т 
Arcetg x= in = [| 
2 ix — | 2 ΙΤ ΧΙ 


(x — действительное). 
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Сумма и разность обратных 23 bog? 
тригонометрических функций 4.4.42. arctg 2=2— 5 + Ἔ = т +: 
4.4.32. Arcsin 21 + Arcsin Ζο = Πας. ενα 
= Arcsin [21(1 — 23)/1 + Ζο(] — 23)¥?]. 
Te 
4.4.33. Arccos 21 + Агссо$ 25 = arctg 2 = -- Е επι +... (lzl>1, 24-1), 
= Arccos {212 F [(1 — 28) (1 — 213}. | | 
arctg 2 = aa ++ Е. г _ и πὶ 2 _ ; р | 
4.4.34. Arctg Ζι + Arctg 22 = (42 Pies” See 
| | 21 + Zo 
= Arctg ( = | (2° # —1). 


Разложения в непрерывную дробь 
(2 принадлежит плоскости с разрезом, 
изображенным на рис. 4.4) 


№ „2 9 9-2 9 
4.4.43. arctg Е = -—— —— τ"... в ыы © ati 
ГО 3+ 54 Тю 
arcsin 2 и 1-35 2" tT 22° 3. ‘42° 3. 42° 


о ee κ 


4.4.35. Arcsin 2: + Arccos Zg.= 
= Arcsin {2120 + [(1 — 2?) 1 — 28)]3} = 


== Arccos [25(1 — z?)¥? = Ζι(] — 289]. 


4.4.36. Arctg 21 + Агсс 25 = 


= Arctg = Arcctg Sar ; 
Ze F 21 AZZ, 31 


Аппроксимация многочленами *) 


Действительная и мнимая части обратных 


тригонометрических функций 4.4.45.0 <x <1, 


4.4.37. Arcsin 2 = kx + (—1)* arcsin B+ 
+ (—1)¥ iin + (@ — 103. 


7 ? ᾿ 
arcsin Χ.-- i — (1 — x)¥2 (4 + ах + ам" + αὐ) + ε(χ), 


о тебд | < 5+ 10™, 
4.4.38. Arccos 2 = 
= 2kn + {агссоз 8 — ἱὶ 1η [α + (a? — 153}. 


do = 1.5707288, а. = 0.07426 10, 
a, = —0.21211 44, а. = —0.01872 93. 


4.4.39. Arctg z= kn + - arctg ery + 4.4.46.0<x<l, 


1—x*— у 
κ | 
' 2 2 arcsin x = — — (1 — χ)/3 (αρ + ах + ао? + asx® + 
rage eee i (2 4 —1), 2 
4 bLYt+Q- 1° 


+ agx* + αρχ) + agx® + ах?) + ε(χ), 
где ἆ — целое или нуль и |ε(χ}| < 2- 10-8, У 


αι == Е (x + 1+ У + i [(х — 1)? + у, ay = 1.57079 63050, а. = 0.03089 18810, 
2 2 


== —0.21459 88016, а’ = —0.01708 81256, 


1 1 
а а и = a= +P. аз == 0.08897 89874, «a, = 0.00667 00901, 


| 


аз = —0.05017 43046, а; 0.00126 24911. 


Разложения в степенной ряд Δ 
4.4.47. —l<x<l, 


} 23 1.325 : 
4.4.40. arcsin z= 2+ 2.3 к 2.4.5 т arctg x = вах + азх + asx” + ах? + ах? + =(х), 
[=(х)| < 10-° 
1.3.52 
ое И | 
2.4.6.7 a, = 0.99986 60, a, = —0.08513 30, 


4.4.41. arcsin (1 — 2) = 


1*.3:5.—„-@К esl) 
-> — (22)? |1 
(22) | т τ ΠΤΙ =| 


([2| < 2). 


аз = —0.33029 95, ay= 0.02083 51. 
a, = 0.18014 10, 


*) Формулы 4.4.45 — 4.4.47 взяты из [4.5], 4.48 — из 
[4.6], 4.49 — из [4.1]. 
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4.4.48. —1 < х< 1, Производные 
»: а 
arctg x = ------- + e(x), 4.4.52. —  arcsin z = (| — 7?)-1/2. 
ы 1 0.28x° dz ( ) 
91 ας 5-10, 
ыы 4.4.53. — arccos 2 = — (1 — 22)-Н2, 
4.4.49. 0<х<1, 2 | 
arctg χ ми ᾖ + > a 2k Δ: ε(χ) 4.4.54. a arctg 2 = 
и = 2k , | dz | 1-2" 
|ε[χὴ].ᾱ 2-18", 4.4.55. —arcetg 2 = ee . 
я 1-27 
az, = —0.33333 14528, а = —0.07528 96400, | у 
а. = 0.19993 55085, ав = 0.04290 96138, ВЕ ee’ 
dg = —0.14208 89944, ay, = —0.01616 57367, d 1 
а, = 0.10656 26393, dig = 0.00286 62257. ee ere ee σία ipa 


Аппроксимация многочленами Чебышева (см. [4.2]) 
4.4.50. --! <x <1, | 


Т*(х) = cos πθ, cos 0 = 2х — 1 (οΜ. гл. 22), 


io ϱ) 
ατεία χ =х Σ Чара, 
n= 


n An n An 

0 0.88137 3587 6 0.00000 3821 
1 —0.10589 2925 7 —0.00000 0570 
2 0.01113,5843 8 0.00000 0086 
3 —0.00138 1195 9 —0.00000 0013 
4 0.00018 5743 10 0.00000 0002 
5 —0.00002 6215 

При x > 1 


arctg x = τ п — arctg (= : 
2 х 


> 


\2, 


4.4.51. —~—Jj2i<x« if 
2 2 


[» ϱ) 
arcsin x = x У AgTF(2x°); 
n=0 


ΝΖ. 


0 х< 


= 
2 


] [5 ϱ) 
arccosX = - п-х > 'АзТ (2х); 
ΝΡ 


n=0 


An 


1.05123 1959 
0.05494 6487 
0.00408 0631 
0.00040 7890 
0.00004 6985 


An 


0.00000 5881 
0.00000 0777 
0.00000 0107 
0.00000 0015 
0.00000 0002 


PWNHNKO 5 
© ом yg 


1 ετῶς 
При — vf 2 < x <1 используются соотношения 
2 


arcsin x = arccos (1 — x)", 


arccos x = arcsin (1 — x*)}/?, 


Неопределенные интегралы от обратных 


4.4.58. 


4.4.59. 


4.4.60. 


тригонометрических функций 


{ ατοοῖη 2 dz = 2 arcsin z+ (1 — Ζ᾽)1!3 
{ arceos 242 =zarccos 2 — (| — z*)?/2, 


J arctg = de = 2 arctg =~ — In ( + 2"). 


4.4.61. { агссозес 2 dz = 2 arccosec 2 + In [z+ (z?—1)?/3] 
п п 
(0 < агссозес 2 < > о oo = < arccosec 2 < ο] . 
4.4.62. { arcsec z dz = 2 агсзес z ΞΕ In[z + (z? — 1)143] 


7 п 
(0 <areeez <=. 4 < atesee = < =]. 


4.4.63. 


4.4.64. 


4.4.65. 


4.4.66. 


4.4.67. 


J arcetg 2 42 = zarcctg 2.4 > In (1 + 27). 


“Tz? ' Ἂν Ὁ ΝΡ 
2 arcsin 2 dz = | — — — | arcsin z+ 
4 


+2 (- 2), 
4 


ntl 
z™ arcsin 2 dz = ————-arcsin z — 
n+ 1 


N 


1 21:1 п 
--ᾱ-------- n# —1). 
n+ 1 | — 2°)1/2 


we 


a 


1 
2 агссо$ 2 dz = | — —“'Farccos 2 — 
Cees 


sind = (1 — 22)1/2. 


ntl 


28 агссо$ z dz = arccos Z +- 


n+l 


n+1 
Ν 1 2 ru 


n+l (1 — η! ΠΡ 
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4.4.68. zarctg 2 42 = Ξ (1 + 25) агс 2 — Ξ , 


р 7 _ ntl τ 
4.4.69. \ 2" arctg 2 dz arctg 2 
п+1 
| 28+1 dz 
a ΠῚ - (п= —1). 
n+ | | 2" 


4.5. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ 


Определения 


4.5.1. οἷ 2 = 


| 


4.3.2. ch z 


4.5.3, thz =- 


] 


sh Ζ 


] 


4.5.4. cosech 2 = 


4.5.5. sech 2 = 


ot 


aed ἜΞΩ ΟΝ 


с 
4 12 20 28 96 442 


2.5 — hz 
“δ ---- Chaz 
_ ------ ther 
co ——— cosech © 
sechr 
—---— Ст 


Рис. 4.6. Гиперболические функции. 


Связь с тригонометрическими 
функциями (см. 4.3.49 — 4.3.54) 


4.5.7. sh 2 = —isin iz. 
4.5.8. ch z = cos iz. 


4.5.9. thz = —i tg iz. 


4.5.10. cosech z = i cosec iz. 
4.5.11. sech 2 = sec iz. 


4.5.12. cth z i= ctg iz. 


4.4.70. | arcctg 2 dz = Ξ (1 + 2”) ατοεῖρ 2 + =: я 
7141 
4.4.71. |=" arcctg 2 42 = ᾿ arcctg Ζ + 
n 
n+1 
\ ath ΝΤ 
n+ 1 1 + 2° 
ФУНКЦИИ (2=х- iy) 
Периодичность 
(К — целое) 


4.5.13. sh (z + 2Κπὶ) = sh 2. 
4.5.14. ch (z + 2k7i) = ch 2. 
4.5.15. th (z + Κπὶ) = th 2. 


Соотношения между гиперболическими 
функциями | 


4.5.16. с? Ζ — sh? z = 1. 
4.5.17. 1122 -- sech? 2 = 1. 
4.5.18. cth® 2 — созесй? 2 = 1. 
4.5.19. ch z + shz = οὗ, 
4.5.20. ch Ζ —shz = e-~*, 


Гиперболические функции отрицательных 
значений аргумента 


4.5.21. sh (—z) = —sh 2. 
4.5.22. ch (—z) = ch z. 
4.5.23. th (—z) = --thz. 


Формулы сложения 
4.5.24. sh (21 + 22) = sh 21 ch Ζο + ch Ζι sh Zp. 
4.5.25. ch (21 + 22) = ch 21 ch 22 - sh 21 sh Zp. 
th 21 + th 25 
1+ th z, th 25 | 
cth Ζι cth 2 -- | 
ΠΠ Ζι + cth Ζο : 


4.5.26. th (Ζι + 25) = 


4.5.27. cth (21 -| 22) = 


Гиперболические функции половинного аргумента 


pes 1/2 
4.5.28. sh Ξ = wa ee | | 


2 
1/9 
4.5.29. ch 2 = Е 
Я Tre: 
О. ΒΕ... 
и. ch z + 1 sh z ch z+ 1 
Гиперболические функции кратных 
аргументов 
45a. поет 
1 — 622 


4.5.32. ch 22 = 2ch?z — 1 = 2 $624 1 =ch?z + $122. 


4.5. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (2 = x + iy) 


2 th z 

1 + 122 

3 shz + 4 $83 2. 

4.5.35. ch3 z= —3 с 2 + 4ch®z. 

4.5.36. sh 42 = 4 $83 2 ch 2 + 4 ch? zsh 2. 
4.5,37. ch 42 = ch‘ z + 6 sh?z ch?z + sh‘ 2. 


4.5.33. th 22 = 
4.5.34. sh 32 


Произведения гиперболических синусов 
и косинусов 


4.5.38. 2 sh Ζι sh 22 = ch (21 + 22) — ch (21 — 22). 
4.5.39. 2 ch 21 ch 22 = ch (21 + 22) + ch (21 — 20). 
4.5.40. 2 sh 21 ch 22 = sh (21 + 22) + sh (21 — 22). 


3) 
} 


Сумма и разность гиперболических 
функций 


4.5.41. sh z, + sh ва (=) ¢ ь [25 


21 — 22 


4.5.42. sh 2, — sh zp = 2ch (25 a а an (75 


4.5.43. ch z, + ch 2, = 2 ch Е απ 7 ch 6 5 =) 
4.5.44. ch Ζι — ch 25 = 2 sh ae a *| sh Е = ] р 
а fae oh gee. 
ch 21 ch 25 
4.5.46. cth 21 + cth 22 = sh аа). 
sh 21 sh 22. 


Соотношения между квадратами  гиперболических 
синусов и косинусов 


4.5.47. sh? 21 — $6225 = sh(z, + 22) sh (21 — Ze) = 


= ch? #1 — εἰ’ 


25. 
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4.5.48. sh? 21 + ch? 22 = ch (24 + 22) ch (Ζι — 22) = 
= ch? 2, + sh? Zp. 
Действительная и мнимая части гиперболических 
функций (2 = x + fy) 
4.5.49. sh 2 = sh xcos y+ichx sin у. 
4.5.50. chz=chxcos y+ishx sin у. 
sh 2x +i sin 2y 
ch 2x + cos 2y 


4.5.51. thz = 


sh 2x — isin 2y 


4.5.52. cthz = 


ch 2x — cos 2y 
Формула Муавра 


4.5.53. (ch 2 + sh 2)" = ch nz + sh nz. 


Модуль и аргумент гиперболических функций 
4.5.54. |sh z| = (sh? x + sin® уч? = 


1 1/2 
В (ch 2x — cos 2»)] . 


4.5.55. arg sh 2 = arctg (cth x th у). 
4.5.56. |ch z| = (sh?x + cos*y)/? = 


1 1/2 
= Ε (ch 2x + cos 2»)] 


4.5.57. argch z = arctg (th x tg y). 


| — cos 2у м2 
ινε μηχα | 
ch 2х + cos 2y 


4.5.59. arg th 2 = arctg re ‘ 
sh 2x 


4.5.60. Соотношения между гиперболическими (или обратными гиперболическими функциями) 


cosech x =a sechx =a | cthx =a 


shx =a chx=a | thx =a 
sh x a (a? — 1)? a(1 — a®)-12 re! а — a2)¥2 (a? — 1)712 
ch x (1 + а)? a на ad + a’)? α a(a® -- 1)-113 
th x а(1 + a®)-1/2 a Ка? — 1)? a (1+ a2 (1 — а? ат 
cosech x a (a? — 1-13 а (1 — a)? a а(1 — а”) Ч? (α’ — 113 
sech x (1 + a?)-1/2 a? (1 + a*)¥3 а(1 + а?)-м® a а (а — Ри? 
cth x а Ка? + 1)¥2 а(а? —1)-12 et (Е a2 (1 — а)? - 7 
Например, если shx=a, tocthx = а "(а + 1)”, Разложения в степенной ряд 
Arsech а = Arcth (1 — a?)-¥/2, 
ee о 
4.5.61. Частные значения гиперболических функций 4.5.62. sh z= Ζ + т + 5 + +... (21| <0o). 


п, 3m. Ὁ 
ΕΘ 0 2 πὶ 2 

sh z 0 i ] 

ch 2. 1 0 

th z 0 coi 

cosech 2 fore) --ὲ 

sech Ζ 1 со 

cth 2 [ο οἱ 0 


4 — под ред. В. А. Диткина, 


Л. Н. Кармазиной 


4.5.63. ата ἘΣ = +. ..(12|< 00). 
3 

4.5.64. thz =z —— — ии... 
3 15 315 


22*(2?" — 1) Bon 


21-1 
(Qn)! 2 + ... 


(122==). 
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4.5.65. cosech 2 = “4 = + κο 28 — i 25 
Ζ 6 360 15120 


7 2(22"-1 — 1) Bon 


2281 --... (12|) < 7). 
(2n)! 
2 
4.5.66. sech z= 1 — ^ Pes 24 — Shas + 
2 24 720 
Ean 9 к 
+ —— 2+... 2|<— 
(2п)! ( 2 
1 zs κ 2 
4.5.67. cthz = - — — — + — 20 -.,,, 
7. 3 45 945 
"Bon о 
27-1 -|- (12| <7). 
(2п)! 


Ви E, — числа Бернулли и Эйлера соответственно (см. 


гл. 23). $ 


Разложения в бесконечные произведения 


4.5.68. sh ΠΤ (14 
«5.68. sh z = Ζ + : 
п('+==) 


κο 42 
4.5.69. chz= ι----------]. 
il | (2k. — 1) x? | 


Разложение в непрерывную дробь 

2 2 2 
а. 
1+ 34+ 5+ 7+ 


т 
Zz is [1 + - : 
| 52 2 1 ы 


Производные 


4.5.71. а sh 2 = ch 2. 
dz 


4.5.72. < ch z = sh z. 
dz 


4.5.73. 4. th 2 = sech? 2. 
dz 


4.5.74. Ξ cosech 2 = — cosech 2 cth 2. 
2 


4.5.75. 2 sech 2 = — sech z th 2. 
dz 


4.5.76. = cth 2 = — cosech? 2. 
42 


Неопределенные интегралы 
4.5.77. { sh zdz=chz, 


4.5.78. } св 2 42 = $ 2. 
4.5.79. { th zdz=In chz 


4.5.80. | cosech 2 dz = In th Ξ . 


4.5.81. \ sech z dz = arctg(sh z). 
4.5.82. [οὐ 242 = In 86 2. 
4.5.83. ! z™ sh Ζ 42 == 28 ςὮ Ζ--- ῃ { Ζ5-1 ch 2 dz. 


4.5.84. \ z® chz 42 = z® sh z — и sh 2 dz. 


4.5.85. \ sh™ zch® 2 42 == sh™+1 2 ch®-1 2 4. 


m+n 


лв. вт си 2 dz = sh™-1 2 ch®t! 2 — 
m+n m+n 
ие 2 ch da (πι +n ¥€ 0). 
m+n 
4.5.86. es ВИНЕ. ЗВЕНА 
sh™ zch®z (γι-- 1) 56" 1 26591 2 
m+n—2 dz 
a m ¥ 1), 
m—1 Vala aac ( 
| dz τ 1 
sh™ z ch” 2 (п — 1) sh™! z ch® 2 
m+t+n—2 dz 
-------------- А (n ¥ 1). 
ы n—1 ae ( 
{π5-1 z м 
4.5.87. в 42 = — τ {the zdz (п= 1). 
п --- 
8-1 
4.5.88. [ ουν” κ... мые ( cth®-8zdz (n¥1). 
n— 


Другие интегралы, содержащие гиперболические функции, 
см. в гл. 5 и 7. 


4.6. ОБРАТНЫЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (2 = x + iy) 


Определения 
ἯΙ 
4.6.1. arsh 2 = \ ВН ‘ 
(+ ays 
0 
8 
4.6.2. arch 2 = \ А ЕН 
(12 — 103 
1 


dt 


1-- β΄ 


8 
AGS) arth = = \ 
0 


Пути интегрирования не должны пересекать следующие 
линии разреза: 


в 4.6.1 — мнимую ось от --ἰοο до —i Ἡ OT +/ до Ню; 


в 4.6.2 — действительную ось от —00 до +1; 
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в 4.6.3 — действительную ось от —0 до —1 4H от 1 
до +0. 


Для обратных гиперболических функций применяют 
также обозначения sh! Ζ, arcsh 2, Arsinh z u т.д. 


4.6.4. arcosech 2 = Arsh Ls : 


Я 
4.6.5. arsech 2 = Arch 1 . 
Zz 
4.6.6. arcth 2 = Arth τ 
Ζ 


αγ sech 2 arcth z 


ar cosech z 


Рис. 4.7. Линии разреза для обратных гиперболических 
функций. 
4.6.7. arth 2 = arcth z+ = (см. 4.5.60) (знак + при 


Im 2 > 0, знак — при Im z< 0). 


Основные свойства 
Общими решениями уравнений 
z=sht, z=cht, z=tht 
являются соответственно функции 
4.6.8. ¢ = Arsh 2 = (—1)* arsh 2 + Κπὶ, 
4.6.9. { = Arch 2 = + arch 2 + 2Κπὶ, 


4.6.10. ¢= АВ 2 = а! 2 + Кл? (k — целое). 


Обратные гиперболические функции 
отрицательного аргумента 


4.6.11. arsh(—z) = — arsh 2. 
4.6.12. arch(—z) = arch 2. 
4.6.13. arth(—z) = — arth 2. 


Связь с обратными тригонометрическими 
функциями (см. 4.4.20 — 4.4.25) 


Тождества, которым удовлетворяют гиперболические 
функции, могут быть получены из соответствующих тож- 
деств для тригонометрических функций заменой 2 на #2. 


4.6.14. Arsh 2 = —i Arcsin iz. 
4.6.15. Arch 2 = +i Arccos 2. 


4». 


4.6.16. Arth 2 = —i Arctgiz. 
4.6.17. Arcosech 2 = i Arccosec i 2. 
4.6.18. Arsech z = + i Arcsec z. 
4.6.19. Arcth 2 = i Arcctg iz. 


Логарифмические представления 
4.6.20. arsh x = In [x + (x? + 192. 


4.6.21. arch x = In[x + (x? — 1] (x 2 1). 
4.6.22. arth x = τ In i hod 0 <« x < 1). 
2 1—x 


1/2 
4.6.23. arcosech x = In Ё -- Е: + ] | (x # 0) 
x χ᾽ 
1 1 1/3 
1654, arstch хе ΒΕ 4. fe = ] | (0<x <1) 
x x 
1, x+1 м 
4.6.25. arcthh x = — Ш Ger S: 1) 
2 α.-|1 


-- 
=a 
= 
mee 
- 
- 
- 
- 
- 


> 
> = 
> 
> 
ae 
- 


arsh 2 
ΗΝ - archer 
-49 -------- arth z 

| | ------- аг cosechr 


a arsechr 
'------- grcthe. 


Рис. 4.8. Обратные гиперболические функции. 


Сумма и разность обратных 
гиперболических функций 


4.6.26. Arsh 2. + Arsh 22 = 

= Arsh [24(1 + 28/2 + 25(1 + αἴ) "3, 
4.6.27. Arch 21 + Arch 22 = 

= Arch {212% + [(22 — 1) (28 — 1)]"/7}. 


21 -Е 22 }. 


4.6.28. Arth 21 + Arth 2. = Arth | 
1 + 2120 


4.6.29. Arsh 21 + Arch 25 = 
= Arsh {2120 + [(1 + 22) (28 — 1)}'7} = 


-- Arch [z,(1 + 2)? + z,(z2 — 103}, 
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1 
4.6.30. Arth z, -- Агс z, = Arth | ον 


Ze + 23 


1: 
$65 Golde es 
3 2-4:5 
Ра ig is She D, 
2°4°6°7 
1.3 1.3.5 
arsh 2 = In 22 ——— εἷς --------------- --- 
ы 222 т πα. 2:4-6: 627 
({2|» 1) 
4.6.32. arch 2 = In 22 — ΝΕ ἘΝ ἔτ — 
2.25% - 4: 42° 
1-58-:5 
-- ---- -- ... 16} » 1). 
2° 4: 6: 628 
σε ВНИИ 
4.6.33. arthz=z+—+—+—4+... (1Ζ| < 1). 
3 5 7 
. 1 1 1 1 
4.6.34. arcth z= — ΜΙ τ. αρ (81 > 1). 
3 5 Τε 


Разложения в непрерывную дробь 


2 2 2 

4.6.35. arth 2 = РЕ Wr RO 
1- 3— 5—- 7J— 

жит плоскости с разрезом, изображенным на рис. 4.7. 


_arsh 2 _ 2 1-227 1+ 22 2273+ 4233. 42. 
{1-5 14 334 5+ 7+ 94 


‚ Z принадле- 


4.6.36. 


Производные 


4.6.37. Е atsh 2 = (1 4+ 2*)-Н?, 


dz 
d aa 
4.6.38. — arch 2 = (z? — 1)-¥/2, 
dz 
d 2 
4.6.39. — arth 2 = (1 — 2^)-1. 
dz 
4.6.40. af arcosech’? = = so gael ts 
dz 2(1 + 22)? 
(знак — при Rez> 0 и знак + при Rez< 0). 
4.6.41. κα arsech 2 = + Вы А . 
42 2(1 — 22)? 


4.6.42. 2 arcth:z-=:-(1 — 27. 
42 


Неопределенные интегралы 
от обратных гиперболических функций 


4.6.43. аз 2 42 = рагёВ 2 — (144 22)¥2, 


4.6.44. | arch 2 42 = zarch 2 — (2? — 1)1?. 


4.6.45. ан 242 = zarth z+ — ; “ο (1 — 27). 


4.6.46. \ arcosech 2 dz = zarcosech 2 + arsh 2. 


4.6.47. \ arsech 2 dz = z arsech z + arcsin 2. 


4.6.49. arsh 2— 


4.6.48. Ja arcth z dz = zarcth 2 + ; In(z? — 1). 
\ zarshzdz= 


2 
22 +1 2 (224 ра 
& 4 


- n+1 
4.6.50. \ 27 arsh 2 dz = - arsh 2 — 
n+1 


1 271 
Е ан dz (n# —1). 
1-51 JQ + 2713 

2 — 

4.6.51. \ zarch zdz= = : arch z — — (2? — 1)'/2, 
4 

4.6.52. \ 27 arch 2 dz = arch 2 — 

n+ 1 


1 gett 
— Ее dz (n# -|). 
n+tI) (22 — 1) 
2 — 
4.6.53. ΜΖ arth 2 42 = κ . arth z + = . 
n+l 
4.6.54. \ 2" arth z dz = — arth z — 
n 
n+1 
cd \ г 48. (n¥'—1), 
п+ 1) Е- 22 
2 
4.6.55. \ zarcosech 2 dz = - arcosech z + ᾽ (1 + 22), 
n+1 
4.6.56. \ 27 arcosech z dz = arcosech z + 
n+ 1 
1 ν 
ᾱ- ----------------ᾖΖ (n# —l). 
n+1 | (2? + 103 


2 
4.6.57. (7 arsech z dz = =" arsech 2 — : (1 — 2515, 


4.6.58. [2 arsech 2 dz = oo z+ 
n 
=e am. ain 42 (n#—1). 
| 
4.6.59. \ zarcth z dz? = arcth z Ἐπ — 
ы 7741 
4.6.60. |= arcth z dz = arcth z + 
n 
he 
. | ade ine --Ὦ 
n+) Jz? — 


ν᾽ 
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ments. — N.Y.: Columbia Univ. Press, 1947. 
tg x, ctg x, thx, x = 0(0.0001)2, 8D или 85.; 
x = 0(0.1) 10, 10D. 
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a degree. — Washington: Government Printing Of- 
fice, 1949. — (Applied Math. Series; 5). 


sin x, cos x, x = 0°(0.01°) 90°, 15D; 
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4.29. 
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 
У. ГАУЧИ и У. КЕЙХИЛЛ 
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Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус и интегральная пока- 


Таблица 5.2. 


Таблица 


Таблица 


Таблица 


Таблица 


Таблица 


км: 


5.4. 


а 


5.6. 


5.7. 


eee 


зательная функция (Ο-ς«χτ10)................................ 
x} Si(x), x~[Ci(x) — In x — y], 

хЧЕКх) — In x — y], хЧЕС©) + In x 4+ y], 

x = 0(0.1) 0.5, 105; 

Si(x), Ci(x), 10D; Ei(x), 

Ει(χ), 9D; x = 0.5(0.01) 2, 

Si(x), Ci(x), 10D; 

xe~* Ei(x), хе? Ει(χ), 9D; x = 2(0.1) 10. 

Интегральный синус, интегральный косинус и интегральная пока- 
зательная функция при больших значениях аргумента (10 < x < 00) 
xf(x), 9D; х?е(х), 7D; xe-* ЕКх), 8D; 

xe* Ει(χ), 10D; 

S(x) = —si(x) cos x + Ci(x) sin x, 

g(x) = —si(x) sin x — Ci(x) cos x, 

x? = 0.1(—0.005) 0. 

Интегральный синус и интегральный косинус аргумента пх (0 <x < 
ро о ees 
$1(пх), Сш(пх), x = 0(0.1) 10, 7D. 

Интегральная показательная функция Ел(х) (0<х<2).......... 
Ex) — хшх, En(x), п == 3, 4, 10, 20, x = 0(0.01) 0.5, 

E,n(x), п == 2, 3, 4, 10, 20, x = 0.5(0.01)2, 7D. 

Интегральная показательная функция E,(x) при больших значениях 
ся а МР М д OD И Пе очи АО ИСИ 
(x + п) εὕξη(χ), п = 2, 3, 4, 10, 20, x-? = 0.5(—0.05) 0.1(—0.01) 0, 5D. 
Интегральная показательная функция комплексного аргумента 
ПЕ ооо cee eeki tec arr jerueee’ 
2е*Е1(2), z=x+iy, x = —19(1)20, y = 0(1) 20, 6D. 
Интегральная показательная функция при малых значениях KOM- 
плексного аргумента (| Z| < 5) „р. киль даре ie owas 
е?Е1(2), 2 = х + iy, x = —4(0.5) — 2, у= 0(0.2)1, 6D; 

Е1(2) + ш2, z=x+iy, x = —2(0.5)2.5, у = 0(0.2)1, 6D. 
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51. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


2 п 
Определения 5.1.9. Ba(z) = πἰσ-π-1]ς2ΐ1 24 2 Ня 2 
в 2 п! 
—$ 
5.1.1. Ез(2) = ав” (| arg z| < п). 72 т 
t Неа | 
я 2! п! 
οὐ 2 
e-* е 
5.1.2. Εἰ(χ) = — Ур \ — 4 = Ур | —dt (x> 0). y 
t t 
—х — 60 
$ 
x 
5.1.3. li(x) = vo \ eis = Е!(ш х) (x > 1). 
In ¢t é 
0 
со И 
е-2 
5.1.4. Eq(z) = | dt α-ο1,12...; Ве2>0). 
1 ь 18 ὅσ᾽ 2 1% 16 & 
С -7 
5.1.5. αγ(Ζ)-- ) те и (п=0,1,2,...; Rez > 0). 
1 -2 
1 
5.1.6. Ba(z) = { тей (п=0,1,2,...). -ᾱ 
= 
В 5.1.1 предполагается, что путь интегрирования не 
проходит через начало координат и не пересекает отри- Рис. 5.1. у = Ei(x) и у = E,(x). 
цательную часть действительной оси. 
Аналитическое продолжение функций 5.1.1, 5.1.2 и 
функции 5.1.4 при п >0 дает многозначные функции с 
точками ветвления 2 = 0 и 2 = о0 *). Эти функции одно- J 
значны в плоскости 2, разрезанной вдоль отрицательной 10 
части действительной оси **). Интегральный логарифм 
li(z) имеет, кроме того, дополнительную точку ветвления 08 
z= 1, : 
- n= 2 
Функциональные соотношения 0.6 
5.1.7. Ει(-χ-10) = —Ei(x) ΞΕ ix, λα... 
1 re Я n=J5 
—Ei(x) = — ἰΕιί--χ + i0) + Ex(—x — i0)] (x > 0). 02 
2 п= 70 
Явные выражения для απ(Ζ) и βῃ(Ζ) O02 04 06 08 10 12 14 16 
2 n 
5.1.8. απ(ζ) =n! ree ex ee a 4+ =) ' Рис. 5.2. y = Ев(х); п = 0, 1, 2, 3, 5, 10. 
! n 
*) Некоторые авторы ([5.14], [5.16] ‘используют Β 9 Ре 
a 5 n=O n=1Nn-2 n=3N=4 2=5 N=G 
качестве основной функции целую функцию ja —e~)dt/t, 
0 4 
обозначая ee Ein(z). Имеет место соотношение Ein(z) = 
= Ει(2) + Inz+y¥. 3} 
$ 
**) Некоторые авторы определяют интеграл \ (et/t)dt : 
— © 
в плоскости 2, разрезанной вдоль положительной части A 
действительной оси, оставляя то же обозначение Ei(z). — 
В этом случае для 2 — х > 0 главное значение интеграла 0 Be 2 2 а 2 846 ας 5 


обозначается через ЕСО [5.10]. [5.25], Е*(х) [5.2], Ei*(x) 


[5.6]. E,(x) часто ‘обозначается через Ei(—x). Рис. 5.3. у = απ(χ); п = 0(1) 6. 
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9 
7-0 
lo 74 
70 
И = 
[ἃ 
a 4 2 2 
—710 
й=У 


Рис. 5.4. у = Ba(x); п = 0, 1, 2, 5, 10, 15 


Разложения в ряд 
(у = 0.5772156649 ... — постоянная Эйлера). 


оо" 
= г Хх = 


5.1.11. Ει(Ζ2) = —y —Inz— pias = il (Jargz| < п). 
nn 


n=1 


5.1.10. Ei(x) (x > 0). 


| oa. nee 
(n — 1)! 
es Ea. aa 


(m—n+1)m! 


5.1.12. En(z) == qe In z + Y(n)] — 


(jarg z| <7), 


m= 0 
mezn—1 


.---1 
WI) =—y, 40 = -1+ У ("> 1. 
т=1 


Соотношение симметрии 
5.1.13. E,(Z) = E,(z). 
Рекуррентные соотношения (п = 1, 2, 3, ...) 
5.1.14. Εῃι(Ζ) = Ls [е-* — ΖΕη(Ζ)]. 
п 

5.1.15. 20%(2) = е-* + παῃ.1(Ζ). 
5.1.16. Ζβη(Ζ) = (—1)"e* — e-* 4- nBa_s(z). 

Неравекства (см. [5.8], [5.4]) (x >0; п=1,2,3,...) 


1. 


Ев(х) < Ев (х) < En(x). 
п 


5.1.18. Ε(χ) < Εῃ-η(Χ) Επῃ(α) 


5.1.19. ее -----ἷ-.... 
Χ Γη х+т-—1 
| 2 1 
5.1.20. — Ы + ἡ < е?Е1(х) < π{! + = 5 
2 х χ 


NE Ae TAN 
——ыы—ыы=—ы——ы—ы=—ы—ы=ы=—ы==—ы=ы—ы—--——.— 


5.1.21. --- = >0 
dx | Еп-1(х) 


Разложение в непрерывную дробь 


5.1.22. E,(z) = = | - ры n+l sx") 
2+ 14+ z+ 11 2+ 
(| arg z| < п) 
Частные значения 
5.1.23. E,(0) = = (n > 1) 
5.1.24. Eo(z) = — 
2 
5.1.25. αρίΖ) = ‚ Boz) = — oe δ. 
Производные (п = 1, 2, 3, ...) 
5.1.26, Ca) — ΕΕ, (2). 
42 
-- 1γψ(ῃ — 1)! 
5.1.27. — ” (ee = ~ [Εις y+ = . 
2 


Определенные и неопределенные интегралы 


Более подробную таблицу интегралов можно найти в 


[5.3], [5.6], [5.11], [5.12], [5.13]. Интегралы, содержащие 
E,(x), см. в [5.9]. 
и αἱ 
5.1.28. - ше оь) 
b+t 
[» 6) 
eitt | 
5.1.29. dt = ο-ἰαὑ[ι(--ἰαῃ) (a>0, b>0). 
b+t 
0 
5.1.30. (а>0, δ» 0). 


0c 
\ о. ef@t dt = еб? F(ab) 
) A+ δ᾽ 


[-.ο) 
5.1.31. ( ЗВ и ре Εἰ (ab) + in) 
; р + b? 
(a> 0, b> 0). 
2 at bt 
5.1.32. \ ee [θὲς ый 
а 


> 


со 
5.1.33. | ExOdt =2щ2. 
0 


c 
5.1.34. \ e~VE,(t)dt = 
0 


—1 


--- ac аа + ΣΣ 


(ος Я (ae it, 
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1 
at с: 
5.1.35. а 


а = п — sate + Im Е!(—а + ib) 
t a 


0 
(a>0, b> 0). 


1 
5.1.36 \— sin bt 


dt = arctg г + Im Е (а + ib) 
t a 


0 


(a> 0, ὃ — действительное). 


1 
at 
e**(1 — cos bt) ti wc 


2 
5.1.37. ( ΕΞ zal! Ро. A i 
t 2 


4+ Εἰ(α) + Ве Ει(--α + ib) 


(а >> 0, ὃ — действительное). 


1 
5.1.38 е-@ (1 — cos bt) 
t 


2 
и += - 
2 а? 


— Е! (а) + Re Ει(α + ib) 


(а> 0, Ь — действительное). 


АЕ = Е1(2) 4 ΙΖ Фу. 


& 
5.1.39. | ae 
0 


ИИ ats 


5.1.40. = Fi(x)—Inx—y (x>0). 


dx = ΝΣ [ε-“Ει(--α — ix) — 
a’ + χ 2a 


хе! 


5.1.42. 5 as 


yo 
5.1.41. (= 
= 


= — 5 [ε-2Ει(--- а —ix) + e"E,(a — ix)] + const. 


ет 
5.1.43. \ dx = 
а? + x? 


= — δ Re (εἰάξι(--χ + ia)) + const 
a 


5.1.44. = = : dx = — Ве(е Е! (—х + ia)) + const 


a+ x 


(a> 0). 


Связь с неполной гамма-функцией (см. 6.5) 
5.1.45. Ев(2) = 211 Γ(] — И, 2). 
5.1.46. «,(z) = 2—1 Г(п + 1, 2). 


5.1.47. βῃ(Ζ) = 2-8-ЦГ(и +1, —2) -- Га 4-1, 2). 


Связь со сферическими функциями 
Бесселя (см. 10.2) 


5.1.48. (2) = [6 К1/э(2), Bo(z) = |2 [112(2). 


5.1.49. αι(Ζ) = 2 Кз/з(2), В1(2) = — | [з/2(2). 


— εἽΕι(α — ix)] + const. 


(a> 0). 


Теоретико-числовое применение 11(х) 


Предполагается справедливость гипотезы Римана о 
том, что все комплексные корни ((2) имеют действитель- 
ную часть, равную половине. 


5.1.50. 1(х) — x(x) = O(VxIn x) (x > 00), п(х) озна- 
чает число простых чисел, не превосходящих xX. 


7 20 400 600 & Ш 2 
Рис. 5.5. у = li(x) α у = x(x). 


Асимптотическое разложение 


51.51, Е) — | ΞΕ. OS 
Ζ 22 


_ n(n + 1) (1 2) 


3 
mera ar μόδα ; 
: κ | ( gz ; πὶ 


Представление Е»„(х) для больших значений п 
n(n — 2х) 


e* n 
(x + π)' 


x +H (x +n)? 

π(6χ᾽ — 8nx + п?) + R(n, »}, 
(x + n)° 

1 


— 0.36n-4 < R(n, x) <( ἝἛ--------- 
x+n—1 


} = (x > 0). 


Аппроксимация многочленами и рациональными 
функциями *) 


5.1.53. 0<х<1, 
Ει(κ) + Ш х = 
= ао + а1х + а›х? + азх + ах + ах? + ε(χ), 
| e(x)| < 2: 10-7, 


dy = —0.57721 566, аз 0.05519 968, 


—0.00976 004, 


| 
| 


ay 0.99999 193, -a, 


az = —0.24991 055, as; = 0.00107 857. 


*) Аппроксимация 5.1.53 принадлежит В. Аллену (3a- 
метка № 169. — МТАС, 1954, 8, с. 240); 5.1.54 и “τ .56 
взяты из [5.7]; 5.1.55 принадлежит С. Гастингсу, мл. (За- 
метка № 143. — МТАС, 1953, 7, с. 68). 
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Loe. | хо, 
x? + ayx + ag 
x? + ых + be 
L (x)| < 3° 10°, 
a, = 2.334733, by = 3.330657, 
аз = 0.250621, be = 1.681534. 


χεΐΕι(χ) = 


+(x), 


5.1.55. 10 <x <0, 


2 
χεΐΕι(χ) = ΧΕ UX + αα. 
x? + ых + bs 


| =(х)| < 10-7, 


+ ε(χ), 


a, = 4.03640, δι = 5.03637, 
аз = 1.15198, be = 4.19160. 
5.1.56. 1 < x < ©, 
х + αιχ) + ах" + азх + ay 
x* + хз + Вх? + δοχ + δι 
| edi < 2-10. 


χε΄Ει(χ) = κ ε(χ), 


αι = 8.57332 87401, by = 9.57332 23454, 
аз = 18.05901 69730, bz = 25.63295 61486, 
аз = 8.63476 08925, bs = 21.09965 30827, 
аа = 0.26777 37343, by = 3.95849 69228. 


5.2. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ СИНУС И ИНТЕГРАЛЬНЫЙ КОСИНУС 


Определения 
$ 


5.2.1. Si(z) = \ sel 


dt. 


2 
§.2.2.*), Ci(z) = +Inz + (= dt 
t 


(| arg Ζ| < п). 
2 
5.2.3. **), Shi(z) = \ ah! ae 
dy ff 
0 


2 


5.2.4. **). Chi(z)=y + In z+ [----- dt 
t 


(| arg z| < п). 
5.2.5. si(z) = Si(z) — = 


Вспомогательные функции 
5.2.6. f(z) = Ci(z) sin 2 — si(z) cos 2. 
5.2.7. ρ(Ζ) = — Ci(z) cos 2 — si(z) sin 2. 


Интегральный синус и интегральный косинус, 
выраженные через вспомогательные функции 


5.2.8. Si(z) = ы — f(z) cos 2 — g(z) sin 2. 


5.2.9. Ci(z) = f(z) sin 2 — g(z) cos 2. 


*) Иногда (см. [5.14], [5.16]) в качестве основной функ- 
3 
ции использу тся целая функция \ (1 — cos 1) dt/t, обозна- 


чаемая через С1п{2): 
Cin(z) = — Ci(z)+ ш2 + у. 
**) Употребляются также обозначения (см. [5.14]) 


8 $ 
Sih 2 = (sh t dt/t, Cinh(z) = [ον t — 1) dt/t. 
0 


Интегральные представления 
π|2 
5.2.10. si(z) = — e—* 5981 cos (2 sin {) dt. 


0 


π/|2 
5.2.11. Ci(z) + Ει(2) = 8 еже sin (z sin ἢ dé. 
0 


со [- ο) 
: mm 
5.2.12. f(z) = \ eS gb | --- ео 
t+2z [5451 
0 
[» 9) [» 6) 
5.2.13. g(z) = ieee ды \ te dt = (Rez > 0). 
{52 о 51 
0 


Рис. 5.6. у = Si(x) и y = Ci(x) 


Разложения в ряд 


214. SQ) a 
5, e 5 i(z == ae te ee a eT) oe ae 
> (Qn + 1) Qn + 1)! 


> 2 
5.2.15. Si(z) = ο ae (3): 
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a ен Γ-- Г)" 228 

5.2.16. Ci(z) = γ + Ш2+ № Ee Зы ВВ 
1 2π(2π)! 

00 2201 


> (n+ 1) (Qn +1)! — 


5.2.17. Shi(z) = 


ΚΕ 
5.2.18. Chi(z) =y + 1 z+ SF Soar 
an ши): 


Соотношения симметрии 
5.2.19. Si(—z) = — $12), $К&) = Si(z). 
5.2.20. Ci(—z) = Ci(z) — ж (0 <argz <7), 
Ci(z) = Ci(z). 
Связь с интегральной аль функцией 


5.2.21. Si(z) = ah [Е1(12) — E,(—iz)] + ad 
2i 2 


[ава < Е. 
2 


5.2.22. Si(ix) = = HG) SEGA 50 


5.2.23. Ci(z) = — 5 (42) + EX —i2)| 


ΠΣ =]. 
к 


5.2.24. Ci(ix) = ; [Εἰ(χ) — Ει(χ)] +1 ᾽ (х> 0). 


Значение на бесконечности 


5.2.25. lim Si(x) = 


4-2 


Интегралы 


Более подробную таблицу интегралов см. в [5.3], [5.6], 
[5.11], [5.12], [5.13]. 


5.2.26. Я = — 82) (1841 ὁ κα) 


8 


5.2.27. 


= — Ci(z) (larg z)| т). 
5.2.28. \ ε-Ώ! Ci(adt = -- In(l +a’) (Rea>O). 
-. Ἐν ἂν. ἢ 


e-* si(t)dt = — 1 агс а (Re a > 0). 
а 


5.2.30. 


Μην αγ πὰ Μην ΜΡ » 


co 
cos { Ci(t) dt = \ sin t si(t) dt = — я . 
0 


со 


5.2.31. СРО dt = οἵ (η) dt = =. 
0 


5.2.32. ! Ci(t) si() dt = — In 2. 


0 
1 
ΠΕ 
2.33. πα 
1 
0 


4 Z 
n(1 > :) + CQ) ВЕ 6-0. 


Асимптотические разложения 


1 2! 4! 6! 
5.2.34. f(z)~ — (| ег + аи + -Ἴ 
g 2 2 я 
([ arg 2| < 7). 
| 3! 5] 7! 
5.2.35 g(z) co | — a ae or --- . + | 
Ζ΄ Ζ 2 2 
(| arg Ζ2| < п). 


Аппроксимация рациональными функциями’ (см. [5.7]) 


5.2.36. Тех < od, 
f= + Е” a aq +0), 
x* + ых + be 
| ee} 1 < 2+ 10%, 
αι = 7.241163, Ρι = 9.068580, 
dz = 2.463936, be = 7.157433. 
5.2.5“. | & xX < OO, 
a(x) -- --. “ΠΕ в Я +(x), 
x4 + bx? + δα 
| e(x)| < 10“, 
а1 = 7.547478, by = 12.723684, 
аз = 1.564072, by = 15.723606. 
5.2.38. 1 < x < 0, 
ее = ο μὲ 4- ах + ах + ам + ss) efx), 
x (x8 + byx® + δοχὶ + Вх + δι 
| e(x)| < 5: 107%, 
αι = 38.027264, b, = 40.021433, 
аз = 265.187033, 322.624911, 
аз = 335.677320, bs = 570.236280, 
а. = 38.102495, δι = 157.105423. 
5.239. 1% χ-ς ow, 
ΠΕ ам ых + agx + я аа 
x8 + διχῦ + ext + δαχ᾽ + by 
|-5(%)|- < 3° 10-7, 


3 
5ο 
| 


g(x) = — 


x2 


а! = 42.242855, by = 48.196927, 
аз = 302.757865, be = 482.485984, 
аз = 352.018498, bs = 1114.978885, 
а. = 21.821899, by = 449.690326. 


ПРИМЕРЫ 


ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Вычислить Ci (0.25) с 55. 
Из табл. 5.1 и 4.2 имеем 


Ci(0.25) — In (0.25) — y 
(0.25)? 
Ci (0.25) = (0.25)? (—0.249350) + (—1.38629) + 
| + 0.577216 = —0.82466. 


Пример 2. Вычислить Ei(8) с SS. 

Из табл. 5.1 для x = 8 имеем хе-* Ei(x) = 1.18185. Из 
табл. 4.4 е8 = 2.98096 -103. Следовательно, Ei(8) = 440.38. 

Пример 3. Вычислить Si(20) с 5О. 

Так как 1/20 = 0.05, то из табл. 5.2 находим /(20) = 
= 0.049757, 2(20) = 0.002464. Из табл. 4.8 находим sin 20 = 
= 0.912945, cos 20 = 0.408082. Используя 5.2.8, получим 


= — 0.249350, 


Si (20) = - — f (20) cos 20 — g(20) sin 20 = 


= 1.570796 — 0.022555 = 1.54824. 


Пример 4. Вычислить E,(x), п --1(1) Мс 55 длях = 
= 1.2757 М = 10. 

Если x < 5, то без значительной потери точности можно 
применять рекуррентное соотношение 5.1.14 для возраста- 
ющих значений порядка п. 


Применяя квадратичную интерполяцию в табл. 5.1, 
получим ,(1.275) = 0.1408099; кроме того, e722 = 
= 0.2794310. Далее, рекуррентная формула 5.1.14 дает 


п E,(1.275) n E,(1.275) 
1 0.1408099 6 0.0430168 
2 0.0998984 7 0.0374307 
3 0.0760303 8 0.0331009 
4 0.0608307 9 0.0296534 
5 0.0504679 10 0.0268469 


Интерполируя непосредственно в табл. 5.4 для п == 10, 
получим контрольное значение ЕЁ! о(1.275) = 0.0268470. 

Пример 5. Вычислить Ел(х), п = 1(0).Мс 55 длях = 
= 10 и М = 10. 

Если, как в этом примере, x больше пяти и N < x, то 
можно использовать рекуррентную формулу 5.1.14 для 
убывающих значений порядка п [5.5]. Из табл. 5.5 для 
х1 = 0.1 получим (x + 10) e*E,o(x) = 1.02436, так что 
Е\о(10) = 2.32529 10-65, Используя эту величину в качестве 
начального значения, получим столбец (2). 


105Εῃ(10) 105Εῃ(10) 
(1) (2) 
0.41570 
0.38302 
0.35488 
0.33041 
0.30898 
0.29005 
0.27325 
0.25822 
0.24472 
10 0.23253 


Для контроля из табл. 5.2 найдем xe7E,(x) = 0.915633, 
так что E,(10) = 4.15697. 10-8. Если использовать рекур- 
рентную формулу в сторону увеличения и, начиная с Е1(10) = 
= 4.1570 *10-8, получим столбец (1). В этом столбце He- 
верные цифры подчеркнуты. 

Пример 6. Вычислить E,(x), 
x = 123, N = 20. 


WOOr~AQINANRWNe 8 
> 
Ww 
— 
© 
© 
© 


n=10)Nc5S для 
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Если N больше x, a x больше пяти, то можно исполь- 
зовать рекуррентное соотношение 5.1.14 для убывающих 
значений п для получения Е»(х) при n< п, и для возрас- 
тающих значений п для получения Е»(х) при’ п > по, где 


по = <x>. Из 5.1.52 при πρ = 12, x = 12.3 получим 


о е—12.3 | 
En(x) = ae (1 + 0.02032 — 0.00043 — 0.00001) = 


= 1.91038. 107. 


Используя рекуррентную формулу 5.1.14, как указано 


выше, найдем 


в 10°E,(12.3) 10 Ε;(12.3) п 
12 0.191038 0.191038 12 
11 0.199213 0.183498 13 
10 0.208098 0.176516 14 
9 0.217793 0.170042 15 
8 0.228406 0.164015 16 
7 0.240073 0.158397 17 
6 0.252951 0.153144 18 
5 0.267234 0.148226 19 
4 0.283155 0.143608 20 
3 0.300998 
тои 
| 0.343953 


Для контроля из табл. 5.2 и 5.5 найдем Е| (12.3) = 
= 0.343953. 10-8, Е» (12.3) == 0.143609. 10-5. 
Пример 7. Вычислить a,(2) с 6$ для п = 1(1)5. 
Без потери точности для всех х>0 можно исполь- 
зовать рекуррентную формулу 5.1.15 для возрастающих 
значений п. Из 5.1.25 получим (2) = е*/2 = 0.0676676, 
так что 


On(2) 
0.676676 
0.101501 
0.169169 
0.321421 
0.710510 
1.84394 


Вычисления по формуле 5.1.8 дают тот же самый результат. 

Функции αρ(χ) и a(x) можно получить из табл. 10.8, 
используя 5.1.48, 5.1.49. 

τ р τ Μ ep 8. Вычислить В»(х), п = 0(1) Мс 6S для 
х =1, М = 5. 

Если x <0.368N + 0.184 In N + 0.821, то можно исполь- 
зовать рекуррентную формулу 5.1.16 для возрастающих 
п, в противном случае эту формулу следует использовать 
для убывающих n[5.5]. 

ИЗ 5.1.9 при п = 5 получим округленное до 6D значе- 
ние Во(1) = —0.324297. Используя рекуррентную формулу 
5.1.16 для уменьшающихся п и производя вычисления с 
девятью десятичными знаками, получим столбец (2). 


лье 5 


βπ(1) βα(1) 
п (1) (2) 
0 2.35040 2 2.35040 2389 
| —0.73575 9269 —0.73575 8880 
2 0.87888 3849 0.87888 4629 
3 —0.44950 9722 —0.44950 7383 
ὁ 0.55236 3499 0.55237 2854 
5 —0.32434 3774 —0.324297 


Используя рекуррентную формулу для увеличивающих- 
ся значений п и начиная с B,(1) = 2 sh 1 = 2.350402 (снова 
сохраняем в вычислениях девять десятичных знаков), 
получим столбец (1). Подчеркнутые цифры неверны. Все 
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проделанные вычисления показывают, что в то время, как 
при использовании рекуррентной формулы в сторону 
уменьшения п теряются три значащие цифры, та же фор- 
мула, используемая в другую сторону, дает только три 
верные значащие цифры. 

Этот рекуррентный процесс можно также применить, 
начиная с произвольного значения функции при достаточно 
болыпом значении п (см. [5.1]). Например, беря нуль в 
качестве начального значения функции при п = 11, получим 


n Bn(1) n Ba(1) 

1 ο 5 —0.324297 
10 0.280560 4 0.552373 
9 —0.206984 3 —0.449507 
8 0.319908 2 0.878885 
7 —0.253812 1 —0.735759 
6 0.404621 0 2350402 


Функции Во(х) и βι(χ) можно найти, используя табл. 10.8 
и формулы 5.1.48 и 5.1.49. 


Пример 9. Вычислить Εἰ(Ζ) для 2 = 3.2578 + 6.89431. 
Из табл. 5.6 для Z = Хо + Ivo = 3 + 77 получим 


20е® Е1(20)'== 0.934958 0.095598 i, 
ε" F(z) = 0.059898 — 0.107895 i. 
По формуле Тейлора при f(z) = e*E,(z) имеем 
Ле = Ла + Δα) = Лад +7 az РО (ary +... 


где ΔΖ = 2 — 20 = 0.2578 — 0.10571. 


Используя 5.1.27, получим 


k ГОО) (Az)EF(K) (2,)/k! 

0 0.059898 — 0.107895 i 0.059898 — 0.107895 i 
1 0.008174 + 0.012795 i 0.003460 + 0.002435i 
2 —0.001859 + 0.000155i —0.000094 + 0.000110: 
3 0.000088 — 0.000212i --0.000003 — 0.000004 i 


f(z) = 0.063261 — 0.1053544, 
e* = 0.31510 — 0.022075, 
E,(z) = —0.000332 — 0.004716. 


Повторяя Te же вычисления с 29 = 3+ 6i uw Az = 0.2578 -- 
+ 0.8943 i, получим тот же самый результат. 

Другим методом вычислений может быть двумерная 
интерполяция действительной и мнимой частей функции 
ze" Ει(Ζ). 

Пример 10. Вычислить F(z) для 2 = —4.2 + 12.771. 
Используя формулу табл. 5.6 (см. с. 75), получим 


0.711093 0.278518 
е?*Е1(2) ΩΙ —————— ринита ние 
— 3.784225 + 12.7ϊ — 1.90572 + 12.71 
0.010389 


--------------- = —0.0184106 — 0.0736698 i, 
2.0900 + 12.7i 


Ει(α) 5 —1.87133 — 4.70540i. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СИНУС, КОСИНУС И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус 


-α-181(α) 


1. 00000 


"0.99999 


0.99997 
0.99995 
0.99991 


0. 99986 
0. 99980 
0.99972 
0. 99964 
0.99955 


0. 99944 
0. 99932 
0.99920 
0. 99906 
0. 99891. 


0.99875 
0. 99857 
0. 99839 
0. 99820 
0. 99799 


0.99778 
0. 99755. 
0. 99731 
0. 99706 
0. 99680 


0. 99653 
0. 99625 
0. 99595 


0. 99565 
Ὁ, 99533 


0. 99501 
0. 99467 
0. 99432 
0. 99396 
0. 99360 


0. 99321 
0. 99282 
0. 99242 
0. 99201 
0. 99158 


0. 99115 
0. 99070 
0. 99025 
0. 98978 
0. 98930 


0. 98881 
0. 98831 
0. 98780 
0. 98728 
0. 98675 


0. 98621 


00000 
44444 
77781 
00014 
11154 


11215 
00216 
78178 
45127 
01094 


46111 
80218 
03455 
15870 
17512 


08435 
88696 
58357 
17486 
66151 


04427 
32390 
50122 
57709 
55242 


42813 
20519 
88464 
46750 
95489 


34793 


64779 
85570 
97288 
00064 


94028 
79320 
56078 
24449 
84579 


36619 
80728 
17063 
45790 
67074 


81089 
88008 
88010 
81278 
67998 


48361 


cn 


См. примеры 1—2. 


-ᾱ- ΟΊ (α)--]η ᾱ--η]. 


-0. 25000 
-0. 24999 
-0. 24999 


-0. 24999. 
-0. 24998 


-0. 24997 
-0. 24996 
-0. 24994 
-0. 24993 
-0. 24991 


-0. 24989 
-0. 24987 
-0. 24985 
-0, 24982 
-0, 24979 


-0. 24976 
-0. 24973 
-0. 24969 
‚-0. 24966 
-0. 24962 


-0, 24958 
-0. 24954 
-0. 24949 
-0. 24944 
-0. 24940 


-0. 24934 
-0. 24929 
-0. 24924 
-0. 24918 
-0. 24912 


-0. 24906 
-0. 24900 
-0. 24893 
-0. 24886 
-0. 24879 


-0. 24872 
-0. 24865 
-0. 24857 
-0, 24850 
-0. 24842 


-0. 24825 
-0. 24816 
-0, 24808 
-0. 24799 


-0. 24790 
-0. 24780 
—0. 24771 
-0. 24761 
-0. 24751 


-0, 24741 


00000 
89583 
58333 
06250 
33339 


39598 
25030 
89639 
33429 


56402 


58564 


39923 


00480 
40244 
59223 


57422 
34850 
91516 
27429 
42598 


37035 
10749 
63752 
96056 
07674 


98618 
68902 
18540 
47546 
55938 


43727 
10933 
57573 
83662 
89219 


74263 


38813 
82887 
06507 
09693 


92466 
54849 
96860 
18528 
19870 


00913 
61685 
02206 
22500 
22600 


02526 


ew 


„=0.57721 56649 


и интегральная показательная функция 


т НЕК) Тп α--η] 
0000 


1. 00000 
1. 00250 
1. 00502 
1. 00755 
1, 01008 


1. 01264. 


1. 01520 
1. 01777 
1. 02036 
1.02295 


1, 16555 3 


+. 02818 
1. 02081 
1. 03346 
1. 03611 


1. 03878 
1. 04146 
1. 04415 
1. 04686 
1. 04957 


1.05230 
1. 05504 
1. 05780 
1. 06057 
1. 06334 


1. 06614 
1. 06894 
1.07176 
1.07459 
1. 07743 


1. 08029 
1. 08316 
1. 08604 
1.08894 
1. 09185 


1. 09477 
1. 09771 
1.10066 
1.10363 
1.10660 


1.10960 
1. 11260 
1.11562 
1.11866 
1.12170 


1. 12477 
1. 12784 
1.13094 
1. 12404 
1.13716 


1.14030 


2841 


i Fi 


x ПЕ (x)-+In 2+5] 


1. 00000 
0. 99750 
0. 99502 
0. 99254 
0. 99008 


0. 98763 
0. 98519 
0. 98276 
0.98035 
0. 97794 


0. 97554 


0. 97315 
0. 97078 
0. 96841 
0. 96606 


0. 96371 
0. 96138 
0. 95905 
0. 95674 
0. 95443 


0. 95214 
0. 94985 
0. 94758 
0. 94531 
0. 94306 


0. 94081 
0. 93857 
0. 93635 
0. 93413 
0. 93192 


0. 92973 
0. 92754 
0. 92536 
0. 92319 
0. 92103 


0. 91888 
0. 91674 
0. 91460 
0. 91248 
0. 91036 


0. 90826 
0. 90616 
0. 90407 
0. 90199 
0. 89992 


0. 89786 
0. 89581 
0. 89376 
0. 89173 
0. 88970 


0. 88768 


00000 
55452 
21392 
97201 
82265 


75971 
77714 
86889 
02898 
25142 


53033 
85980 
23399 
64710 
09336 


56702 
06240 
57383 
09569 
62237 


14833 
66804 
17603 
66684 
13506 


57528 
98221 
35046 


67481. 


94997 


17075. 


33196 
42845 
45510 
40684 


27858 
06533 


76209 κ 


36388 


86582 - 


26297 


55048 ` 


72350 
77725 
70693 


50778 
17511 
70423 
09048 
32920 


41584. 


bevel 
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64 5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.1. Ивтегральный синус, интегральный косинус 
и интегральная показательная функция 


x Si(x) Ci(z) Ki(z) E\(zx) 
0.50 0. 49310 74180 -0. 17778 40788 0.45421 9905 0, 55977 3595 
0. 51 0. 50268 77506 -0. 16045 32390 0. 48703 2167 0. 54782 2352 
0. 52 0. 51225 15212 -0. 14355 37358 0. 51953 0633 0. 53621 9798 
0. 53 0.52179 84228 -0. 12707 07938 0.55173 0445 0. 52495 1510 
0. 54 0.53132 81492 0. 11099 04567 0. 58364 5931- 0. 51400 3886 
0. 55 0. 54084 03951 -0. 09529 95274 0. 61529 0657 0. 50336 4081 
0. 56 0. 55033 48563 -0. 07998 55129 0. 64667 7490 0. 49301 9959 

- 0. 57 0.55981 12298 -0. 06503 65744 0. 67781 8642 0. 48296 0034 
0. 58 0. 56926 92137 -0. 05044 14815 0. 70872 5720 0. 47317 3433 
0. 59 0. 57870 85069 -0. 03618 95707 0. 73940 9764 0. 46364 9849 
0. 60 0. 58812 88096 -0. 02227 07070 0. 76988 1290 0.45437 9503 
0. 61 0. 59752 98233 -0, 00867 52486 0.80015 0320 0. 44535 3112 
0. 62 0. 60691 12503 +0. 00460 59849 0. 83022 6417 0.43656 1854 
0. 63 0. 61627 27944 0.01758 17424 0.86011 8716 0. 42799 7338 
0. 64 0.62561 41603 0. 03026 03686 0. 88983 5949 0.41965 1581 
0. 65 0. 63493 50541 0. 04264 98293 0. 91938 6468 0.41151 6976 
0. 66 0. 64423 51831 0. 05475 77343 0. 94877 8277 0. 40358 6275 

47-0. 67 0. 65351 42557 0. 06659 13594 `0. 97801 9042 0. 39585 2563 
se =a ened 0.66277 19817 0.07815 76659 1.00711 6121 0. 38830 9243 
Sey ve 0. 69 0. 67200 80721 0. 08946 33195 1.03607 6576 0. 38095 0010 
0. 70 0. 68122 22391 0. 10051. 47070 1.06490 7195 0.37376 8843 
0.71 0.69041 41965 0.11131 79525 1. 09361 4501 0..36675 9981 
0. 72 0. 69958 36590 0. 12187. 89322 1.12220 4777 0. 35991 7914 
0. 73 0. 70873 03430 0. 13220 32879 1.15068 4069 0. 35323 7364 
0. 74 0. 71785 39660 0. 14229 64404 1.17905 8208 0. 34671 3279 
0. 75 0. 72695 42472 0. 15216 36010 1.20733 2816 0. 34034 0813 
0. 76 0. 73603 09067 0. 16180 97827 1.23551 3319 0. 33411 5321 
0. 77 0. 74508 36664 0. 17123 98110 1.26360 4960 0. 32803 2346 
0. 78 0. 75411 22494 0. 18045 83335 1.29161 2805 0. 32208 7610 
0. 79 0. 76311 63804 0.18946 98290 1. 31954 1753 0. 31627 7004 
0. 80 0. 77209 57855 0. 19827 86160 1. 34739 6548 0. 31059 6579 
0. 81 0. 78105 01921 0. 20688 88610 1. 37518 1783 0. 30504 2539 
0. 82 0. 78997 93293 0. 21530 45859 1.40290 1910 0. 29961 1236 
0. 83 0. 79888 29277 0. 22352 96752 1.43056 1245 0. 29429 9155 
0. 84 0. 80776 07191 0. 23156 78824 1.45816 3978 0.28910 2918 
0. 85 0. 81661 24372 0. 23942 28368 1.48571 4176 0. 28401 9269 
0. 86 0.82543 78170 0. 24709 80486 1.51321 5791 0. 27904 5070 
0. 87 0. 83423 65953 0. 25459 69153 1.54067 2664 0. 27417 7301 
0. 88 0. 84300 85102 0. 26192 27264 1.56808 8534 0. 26941 3046 
0. 89 0. 85175 33016 0. 26907 86687 1.59546 7036 0. 26474 9496 
0. 90 0, 86047 07107 0, 27606 78305 1.62281 1714 0, 26018 3939 
0. 91 0. 86916 04808 0. 28289 32065 1.65012 6019 0.25571 3758 
0. 92 0. 87782 23564 0. 28955 77018 1.67741 3317 0.25133 6425 
0. 93 0. 88645 60839 0. 29606 41358 1.70467 6891 0. 24704 9501 
0. 94 0. 89506 14112 0. 30241 52458 1.73191 9946 0. 24285 0627 
0. 95 0.90363 80880 0. 30861 36908 1.75914 5612 0. 23873 7524 
0. 96 0. 91218 58656 0. 31466 20547 1.78635 6947 0. 23470 7988 
0. 97 0. 92070 44970 0. 32056 28495 1.81355 6941 0. 23075 9890 
0. 98 0.92919 37370 0. 32631 85183 1.84074 8519 0. 22689 1167 
0. 99 0.93765 33420 0. 33193 14382 1.86793 4543 0. 22309 9826 
1. 00 


0. 94608 30704 0. 33740 39229 1.89511 7816 0. 21938 3934 
‘| 


Ко КИ Сы ee 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СИНУС, КОСИНУС И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус 
и интегральная показательная функция 


га, Sir) Ci(z) Ei(z) Ei(z) 

1.90 0. 94608 30704 0. 33740 39229 1. 89511 7816 0. 21938 3934 
1. 01 0. 95448 26820 0. 34273 82254 1. 92230 1085 0.21574 1624 
1. 02 0. 96285 19387 0. 34793 65405 1.94948 7042 0.21217 1083 
1. 03 0. 97119. 06039 0. 35300’ 10067 1.97667 8325 0. 20867 0559 
1. 04 0. 97949 84431 0, 35793 37091 2. 00387 7525 0. 20523 8352 


1.05 0, 98777 52233 0. 26273 66810 2. 03108 7184 0. 20187 2813 
1. 06 0. 99602 07135 0. 36741 19060 2. 05830 9800 0. 19857 2347 


1. 07 1. 00423 46846 0. 37196 13201 2. 08554 7825 0. 19533 5403 
1. 08 1. 01241 69091 0. 37638 68132 2.11280 3672 0. 19216 0479 
1. 09 1. 02056 71617 0. 38069 02312 2. 14007 9712 0. 18904 6118 
1.10 1. 02868 52187 0. 38487 33774 2.16737 8280 0.18599 0905 
| 1.03677 08583 0. 38893 80142 2.19470 1672 0.18299 3465 
1. 12 1. 04482 38608 0. 39288 58645 2.22205 2152 0. 18005 2467 
i, 13 1. 05284 40082 0. 39671 86134 2. 24943 1949 0. 17716 6615 


1. 14 1.06083 10845 0. 40043 79090 2.27684 3260 0.17433 4651 


1, 15 1.06878 48757 0. 40404 53647 2. 30428 8252 0. 17155 5354 
1.16 1.07670 51696 0. 40754 25593 2. 33176 9062 0. 16382 7535 
1.17 1. 08459, 17561 0. 41093 10390 2. 35928 7800 0.16615 0040 
1.18 1. 09244 44270 0. 41421 23185 2. 38684 6549 0. 16352 1748 
1.19 1.10026 29760 Ю. 41738 78816 2.41444 7367 0. 16094 1567 


1.20 1.10804 71990 0. 42045 91829 2.44209 2285 0. 15840 8437 
1. 21 1.11579 68937 0. 42342 76482 2. 46978 3315 0.15592 1324 
1.22 1.12351 18599 0. 42629 46760 2.49752 2442 0. 15347 9226 


].23 1.13119 18994 ` 0.42906 16379 2.52531 1634 0. 15108 1164 
1.24 1.13883 68160 0. 43172 98802 2.55315 2836 0. 14872 6188 


1.25 1.14644 64157 ‹ 0. 43430 07240 2. 58104 7974 0. 14641 3373 
1.26 1.15402 05063 0. 43677 54665 2. 60899 8956 0. 14414 1815 
1.27 1.16155 88978 0. 43915 53815 2.63700 7673 0. 14191 0639 


1.28 1.16906 14023 0. 44144 17205 2.66507 5997 0.13971 8989 
1. 29 1. 17652 78340 0. 44363 57130 2. 69320 5785 0. 13756 6032 
1. 30 1.18395 80091 0. 44573 85675 2. 72139 8880 0. 13545 0958 
1. 21 1. 19135 17459 0. 44775 14723 2. 74965 7110 0.13337 2975 
1, 32 1. 19870 88649 0. 44967 55955 2.77798 2287 0, 13133 1314 


1.33 1, 20602 91886 0.45151 20863 2.80637 6214 0.12932 5224 
1, 34 1.21331 25418 0. 45326 20753 2.83484 0677 0.12735 3972 


$. 33 1.22055 87513 `0. 45492 66752 2.86337 7453 0. 12541 6844 
1. 36 1.22776 76460 0. 45650 69811 2. 89198 8308 0.12351 3146 
1.33 1, 23493 90571 0. 45800 40711 2.92067 4997 0. 12164 2198 


1. 38 1.24207 28180 . 0. 45941 90071 2. 94943 9263 0. 11980 3337 
1, ΒΡ 1.24916 87640 0.46075 28349 2.97828 2844 | 0.11799 5919 


1.40 1.25622 67328 0. 46200 65851 3.00720 7464 0.11521 9313 
1. 41 1, 26324 65642 0. 46318 12730 3.03621 4843 0.11447 2903 
1, 42 1,27022 81004 0. 46427 78995 3.06530 6691 0.11275 6090 
1. 43 1.27717 11854 0.46529 74513 3.09448 4712 0. 11106 8287. 
1.44 — 1.28407 56658 0. 46624 09014 3.12375 0601 0.10940 8923 


1.45 1.29094 13902 0. 46710 92094 3.15310 6049 0.10777 7440 
1.46 1.29776 82094 0. 46790 33219 3.18255 2741 0. 10617 3291 
1. 47 1. 30455 59767 0. 46862 41732 3.21209 2355 0. 10459 5946’ 
1.48 1.31130 45473 0. 46927 26848 3.24172 6566 0. 10304 4882 
1. 49 1. 31801 37788 0. 46984 97667 3.27145 7042 0.10151 9593. 


1.50 1. 32468 35312 _ 0.47035 63172 3. 30128 5449 0. 10001 9582 
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Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус 


5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


и интегральная показательная функция 


2 Si(z) Ci(z) | fix) Ey(2x) 
1.50 1. 32468 35312 0. 47035 63172 3. 30128 5449 0.10001 9582 
1.51 ]. 33131 36664 0. 47079 32232 3. 33121 3449 0. 09854 4365 
1.52 1. 33790 40489 0. 47116 13608 3. 36124 2701 0. 09709 3466 
1.53 1.34445 45453 0. 47146 15952 3. 39137 4858 0. 09566 6424 
1.54 1. 35096 50245 0. 47169 47815 3. 42161 1576 0. 09426 2786 
} М. =. 1.35743 $3577 0. 47186 17642 3.45195 4503 0. 09288 2108 
1.56 1. 36386 54183 0. 47196 33785 3. 48240 5289 0. 09152 3960 
loz 1.37025 50823 0.47200 04495 3,51296 5580 0.09018 7917 
1.58 1.37660 42275 0.47197 37932 3.54363 7024 = 0.08887 3566 
1.59 ]. 38291 27345 0. 47188 42164 3.57442 1266 0. 08758 0504 
1.60 1. 38918 04859 0. 47173 25169 3. 60531 9949 0. 08630 8334 
1. 61 1. 39540 73666 0. 47151 94840 3. 63633 4719. 0. 08505 6670 
1. 62 1.40159 32640 0, 47124 58984 3. 66746 7221 0. 08382 5133 
lee 1..40773 80678 0. 47091 25325 3. 69871 9099: 0. 08261 3354 
1.64 1.41384 16698 0. 47052 01507 3.73009 1999 0. 08142 0970 
1. 65 1.41990 39644 0. 47006 95096 3. 76158 7569 0. 08024 7627 
1. 66 1.42592 48482 0. 46956 13580 3.79320 7456 0.07909 2978 
1.67 1.43190 42202 0. 46899 64372 3.82495 3310 0. 07795 6684 
1. 68 1.43784 19816 0. 46837 54812 3.85682 6783 0. 07683 8412 
1. 69 1.44373 80361 0, 46769 92169 3. 88882 9528 0. 07573 7839 
]. 70 1. 44959 22897 0. 46696 83642 3.92096 3201 0. 07465 4644 
liad 1.45540 46507 0.46618 36359 3.95322 9462 0.07358 8518 
1.72 1.46117 50299 0. 46534 57385 3.98562 9972 0.07253 9154 
а 1.46690 33404 0. 46445 .53716 4. 01816 6395 0. 07150 6255 
1. 74 1.47258 94974. 0. 46351 32286 4. 05084 0400 0. 07048 9527 
1.75 1.47823 34189 0. 46251 99967 4. 08365 3659 0. 06948 8685 
1, 76 1. 48383 50249 0. 46147 63568 4. 11660 7847 0. 06850 3447 
1. ТР 1.48939 42379 0. 46038 29839 4.14970 4645 0. 06753 3539 
1. 78 1.49491 09830 0. 45924 05471 4. 18294 5736 0. 06657 8691 
1.13 1.50038 51872 0. 45804 97097 4. 21633 2809 0.06563 8641 
1.80 1.50581 67803 0.45681 11294 4. 24986 7557 0. 06471 3129 
1.81 1.51120 56942 0. 45552 54585 4.28355 1681 0. 06380 1903 
1.82 1.51655 18633 0.45419 33436 4. 31738 6883 0. 06290 4715 
1. 83 1.52185 52243 0.45281 54262 4. 35137 4872 0. 06202 1320 
1. 84 1.52711 57165 0. 45139 23427 4. 38551 7364 0. 06115 1482 
1.85 1.53233 32813 0. 44992 47241 4.41981 6080 0.06029 4967 
1. 86 1.53750 78626 0. 44841 31966 4. 45427 2746 0. 05945 1545 
1. 87 1.54263 94066 0. 44685 83813 4. 48888 9097 0. 05862 0994 
1.88 1.54772 78621 0. 44526 08948 4.52366 6872 0. 05780 3091 
1. 89 1. 55277 31800 0, 44362 13486 4.55860 7817 0. 05699 7623 
1.90 1.55777 53137 0. 44194 03497 4. 59371 3687 0. 05620 4378 
1. 91 1.56273 42192 0. 44021 85005 4. 62898 6242 0. 05542 3149 
192 1.56764 98545 0. 43845 63991 4. 66442 7249 0. 05465 3731 
1.93 1.57252 21801 0. 43665 46388 4. 70003 8485 0.05389 5927 
1.94 1.57735 11591 0, 43481 38088 4. 73582 1734 0. 05314 9540 
1.95 1.58213 67567 0. 43293 44941 4. 77177 8785 0.05241 4380 
1.96 1. 58665} 89407 0. 43101 72752 4.80791 1438 0. 05169 0257 
1.97 1.59157 76810. 0. 42906 27288 4. 84422 1501 0. 05097 6988 
1.98 1.59623 29502 0.42707 14273 4.88071 0791 0.05027 4392 
1.99 1.60084 47231 0. 42504 39391 4.91738 1131 0. 04958 2291 
2. 00 1, 60541. 29768 0.42298 08288 4.95423 4356 0.04890 0511 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ CHHYC, КОСИНУС И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус 
и интегральная показательная функция 


Si(x) 


1. 60541 
1. 64869 
1. 68762 
1. 72220 
1. 75248 


1. 77852 
1. 80039 
1. 81821 
1. 83209 
1. 84219 


’ 1.84865 


1. 85165 
1. 85140 
1. 84808 


1. 84191. 


1. 83312 
1. 82194 
1. 80862 
1. 79339 


‘1.77650 


1. 75820 
1. 73874 
1. 71836 
1. 69731 
1. 67583 


1. 65414 
1. 63246 
1. 61100 
1. 58997 
1. 26955 


1.54993 


1. 53125 


1. 51367 


1. 49731 
1. 48230 


1, 46872: 


1.45666 


1. 44619᾽ 


1. 43735 


1. 43018 


1. 42468 
1. 42086 
1. 41870 
1, 41817 
1. 41922 


1. 42179 


1. 42581 
1.43120 
1. 42786 
1. 44570 


1, 45459 


29768 
86362 
48272 
74818 
55008 


01734 
44505 
20765 
65891 
01946 


25280 
93077 
08970 
07828 
39833 


53987 
81156 
16809 
03548 


13604 


31389 
36265 


85637 


98507 
39594 


04144 
03525 
51718 
52782 
89381. 


12449 
32047 
09468 
50636 


00826 
40727. 


83847 
75285 
91823 
43341 


75513 
73734 
68241 
40348 
29740 


42744 
61486 
53853 
84161 
24427 


66142 


[С 


Ci(z) 


0. 42298. 
0.40051 
0. 37507 
0. 34717 
0. 21729 


0..28587 
0. 25333 
0. 22008 
0. 18648 
0. 15289 


0. 11962 
0. 08699 
0. 05525 


+0. 02467 
-0. 00451 


-0. 03212 
0. 05797 
-0..08190 
-0. 10377 
-0. 12349 


-0. 14098 
-0.15616 
-0. 16901 
-0. 17950 
-0, 18766 


-0, 19349 
-0. 19704 
-0. 19839 
-0. 19760 
-0..19477 


-0. 19002 
-0. 18347 
—0. 17525 
-0. 16550 
-0, 15438 


-0. 14205 
-0. 12867 
-0. 11441 
-0. 09944 
-0. 08393 


-0. 06805 
-0. 05198 
-0. 03587 
-0. 01988 
0. 00418 


+0. 01110 


0. 02582 
0. 03985 
0. 05308 
0. 06539 


0. 07669 


08288 
19878 
45990 
56175 
16174 


11964 
66161 
48786 
83896 
53242 


97860 
18312 
74117 
82846 
80779 


85485 
43519 
10013 
81594 
93492 


16979. 


53918 
31568 


“95725 


02868 


11221 
70797 
12468 
36133 
98060 


97497 
62632 
36023 
59586 


(59262 


29476 
17494 
07808 
06647 
26741 


72439. 


25290 
30193 
82206 
14110 


15195 
31381 
54400 
07167 
23140 


52785 


ΜΝ 


xe —Ei(x) 


1. 34096 
1. 27148 


1. 39742 


1. 41911 
1.43711 


1. 45162 


1.46303 


1. 47166 
1. 47780 
1. 48174 


`1. 48372 


1. 48398 
1. 48274 


1. 48017 


1. 47646 


1. 47178 
1. 46625 
1. 46003 
1. 45321 
1. 44590 


1. 43820 
1. 43020 
1. 42195 
1.41354 


1. 40501 


1. 29641 
1. 28780 


1. 37920. 


1. 37066 
1. 36219 


1. 35383 


1. 24558 
1. 23748 
1.32953 
58145 


1. 21414 


1. 30671 
1. 29947 
1. 29241 
1.28555 


1. 27888 
1. 27240 
1.26612 
1.26002 


1.25411 


1. 24839 
1.24284 
1.23748 
1.23228 
1. 22726 


1.22240 


5420 
6802 
1992 
1534 
8315 


5159 
3397 
2153 
8187 
6162 


9204 
9691 
0191 
4491 
8706 


2389 
9659 
0313 
0902 
5765 


8032 
0557 
6813 
Era? 
2424 


9030 
5263 
9093 
3313 
6054 


1278 
9212 
6755 
7845 
3788 


3566 
4107 
0536 
6395 
3849 


3860 


6357 


0373 
4184 
5417 


ἘΠ 
8032 


2309 


ТЕ 
6684 


8053 


а 
7 


zertE (x) 


0. 72265 


0..73079 


0. 73843 
0. 74562 
0. 75240 


9. 75881 
0. 76488 
0. 77063 
0. 77610 
0. 78130 


0. 78625 
0. 79097 
0. 79548 
0. 79979 
0. 80391 


0. 80786 
0, 81165 
0. 81529 
0. 81878 
0, 82214 


0. 82538 


0. 82849. 


0. 83149 
0. 83439 
0. 83718 


0. 83988 
0, 84249 
0. 84501 
0. 84745 
0. 84982 


0. 85211 
0. 85432 


0. 85648 


0. 85856 
0. 86059 


0. 86256 
0. 86447 
0.86633 
0. 86813 
0. 86989 


0. 87160 
0. 87327 
0. 87489 
0. 87647 


Ὁ, 87801 


0. 87951 
0. 88097 
0. 88240 
0. 88379 


Ὅ, 88515 


0. 88648 


7234 
1532 
1136 
2149 
4829 


4592 
2722 
6987 
#123 
0252 


Aen) 
2900 
1422 
1408 
6127 


7661 
7037 
4342 
8821 
8967 


2600 
6926 
8602 
3794 
8207 


7144 
5539 
7971 
8721 
1778 


0880 
9519 
0958 
8275 
4348 


1885 
3436 


1399. 


8040 
5494 


“og ie 
0793 
2347 
2150 
1816 


2881 
6797 
4955 
8662 
9176 


7675 


ἕν 
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68 5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.1. Интегральный синус, интегральный косинус 
и интегральная показательная функция 


Si(z) Ci(z) хе-=Е (т) тезЕ\ (х) 


x 

7. 0 1. 45459 66142 0. 07669 52785 1.22240 8053 0. 88648 7675 
τ.’ 1. 46443 32441 — 0.08690 68881 1. 21770 9472 0. 88778 5294 
4,2 1. 47508 90554 0. 09595 70643 1.21316 6264 0.88905 3119 
7.3 1. 48643 64451 0. 10378 86664 1.20877 3699 0. 89029 2173 
7. 4 1. 49834 47533 0.11035 76658 1.20452 7026 .0. 89150 3440 
7.5 1.51068 15309 0.11563 32032 1.20042 1500 0. 89268 7854 
7.6 1. 52331 37914 0.11959 75293 1.19645 2401 0. 89384 6312. 
7.7 1.53610 92381 0.12224 58319 1.19261 5063 0. 89497 9666 
7. 8 1. 54893 74581 `0. 12358 59542 1.18890 4881 0. 89608 8737 
7.9 1. 56167 10702 0. 12363. 80071 1.18531 7334 0. 89717 4302 
8. 0 1. 57418 68217 0. 12243 38825 1.18184 7987 0. 89823 7113 
8. 1 1. 58636 66225 0.12001 66733 1. 17849 2509. 0. 89927 7888 
8. 2 1. 59809 85106 0.11644 00055 1. 17524 6676 0. 90029 7306 
8.3. 1. $0927 75419 ~~. 0.11176 72931 1. 17210 6376 0. $0129 6033 
8.4 1.61980 65968 0.10607 09196 1. 16906 7617 0. 90227 4695 
8. 5 1.62959 70996 0. 09943 .13586 1. 16612 6526 0.90323 3900 
8.6 1. 63856 96454 0. 09193 62396 1. 16327 9354 0. 90417 4228 
8. 7 1. 64665 45309 ‚ 0.08367 93696 1. 16052 2476 0. 90509. 6235 
8.8 1. 65379 21861 0. 07475 97196 1. 15785 2390 0.90600 0459 
8. 9. 1. 65993 35052 0.06528 03850 1.15526 5719 0. 90688 7415 
9.0 1. 66504 00758 0. 05534 75313 1. 15275 9209 0. 90775 7602 
9. 1 1. 66908 43056 0. 04506 93325 1.15032 9724 0. 90861 1483 
9.2 1. 67204 94480 0. 03455 49134 1. 14797 4251 0.90944 9530 
9.3 1. 67392 95283 0. 02391 33045 1. 14568 9889 0. 91027 2177 
9. 4 1. 67472 91725 0. 01325 24187 1.14347 3855 0.91107 9850 
9. 5 1. 67446 33423 +0. 00267 80588 ‘1.14132 3476 0.91187 2958 
9. 6 1. 67315 69801 _0. 00770 70361 1.13923 6185. 0. 91265 1897 
9.7 1. 67084 45697 -0. 01780 40977 1.13720 9523 0.91341 7043 
9. 8 1. 66756 96169 -0. 02751 91811 = 1.13524 1130 0. 91416 8766 
9.9 1. 66338 40566 -0. 03676 39563 § 1:13332 8746 0, 91490 7418 
10.0 1. 65834 75942 -0. 04545 64330 1. 131 


[С η al ul 0.91563 3339 


Таблица 5.2. Интегральный синус, интегральный косинус 
и интегральная показательная функция при больших значениях аргумента 


х-! х/ (x) 129 (т) xe— 7K (z) те2Е1 (т) <=> 
0. 100 0. 98191 0351 ‚ 0. 94885 39 1.13147 021 0. 91563 33394 10 
0. 095 0. 98353 4427 0. 95323 18 1.12249 671 0. 91925 68286 11 

_ 0.090 0. 98509 9171 0. 95748 44 1.11389 377 0. 92293 15844 11 
0. 085 0. 98660 1776 0. 96160 17 1.10564 739 0.92665 90998 12 
0, 080 0. 98803 9405 Ἢ: 0, 96557 23 1.09773 775 0.93044 09399 13 
0. 075 0. 98940 9188 0. 96938 56 1. 09014 087 0, 93427 87466 13 
0.070 0. 99070 8244 0. 97302 98 ’ 1.08283 054 0. 93817 42450 14 
0. 065 0. 99193 3695 _ 0.97649 35_ 1.07578 038 0. 94212 92486 15 
0. 060 0. 99308 2682 0. 97976 47 1.06896 548 0. 94614 56670 17 
0. 055 0. 99415 2385 0. 98283 17 1.06236 365 0. 95022 55126 18 
0. 050 0. 99514 0052 0. 98568 24 1.05595 591 0. 95437 09099 20 
0. 045 0. 99604 3013 0. 98830 52 1. 04972 640 0. 95858 41038 22 
0. 040 0. 99685 8722 . 0. 99068 81 1.04366 194 0. 96286 74711 25 
0. 035 0. 99758 4771 0. 99282 12 1.03775 135 0. 96722 ake 29 
0. 030 0.99821 8937 0.99469 37 1.03198 503 0.97165 49596 33 
0.025 0. 99875.9204 0.99629 57 1. 02635 451 0. 97616 46031 40 
0. 020 0. 99920 3795 0.99761 89 1.02085 228 0. 98075 54965 50 
0. 015 0. 99955 1207 0. 99865 60 1.01547 157 0. 98543 08813 67 
0. 010 0. 99980 0239 0. 99940 12 1.01020 625 0. 99019 42287 100 
0. 005 0. 99995 0015 -. 0.99985 01 1.00505 077 0. 99504 92646 200 

| ‚ +» 0.000 1.00000 0000 1.00000 00 1.00000 000 1.00000 00000 со 
[-51 eu | [55] (-5)1 
5 4 |. 6 6 


Si (т) sa ad (x) cos +—9() sinz  Ci(r)=f(z) sin т-9(т) COS τ 


| 5-1.57079 63268 


(ху — целое число, ближайшее kK x. 
См. пример 3. 


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СИНУС И КОСИНУС АРГУМЕНТА πχ 


Таблица 5.3. Интегральный синус и иитегральный косинус аргумента 7X 


т Si (πα) Cin (πα) т Si(#z) Cin (τα) 
0.0 0.00000 00 0.00000 00 5.0 1. 63396 48 3. 32742 23 
0.1 0. 31244 18 0. 02457 28 5. 1 1. 63088 98 3. 36670 50 
0. 2 0. 61470 01 0. 09708 67 5,2. 1. 62211 92 3. 40335 81 
0, 3 0. 89718 92 0. 21400 75 5.3 1.60871 21. 3. 43582 68 
04 1.15147 74 0. 36970 10 5. 4 1.59212 99 3. 46297 82 
0. 5 1. 37076 22 0. 55679 77 555 1.57408 24 - 3. 48419 47 
0. 6 1.55023 35 0. 76666 63 5. 6 1.55635 75 3. 49941 45 
0.7 1. 68729 94 0.98995 93 5.7 1.54064 82 3. 50911 89 
0. 8 1. 78166 12 1.21719 42 5. 8 1.52839 53 3. 51426 89 
0..9 1.83523 65 1. 43932 68 5.9 1.52065 96 3. 51619 81 
1.0 1.85193 70 1. 64827 75 6. 0 1.51803 39 3. 51647 44 
1.1 1.83732 28 1. 83737 48 6. 1 1.52060 20 3. 51674 38 
1 ἘΚ. 1. 79815 90 2. 00168 51 6. 2 1, 52794 77 3. 51857 25 
2 1.74191 10 2. 13821 22 6. 3 1.53921 04 3. 52330. 06 
1.4 1. 67621 68 2. 24595 41 6. 4 1.55318 17 3. 53192 30 
1. 5 1. 60837 27 2. 32581 82 6. 5 1.56843 12 3. 54500 55 
1.6 1.54487 36 2. 38040 96 6. 6 1. 58344 97 3. 56264 55 
1.7 1. 49103 51 2. 41370 98 6. 7 1.59679 62 3. 58447 72 
1.8 1.45072 37 2. 43067 75 6. 8 1. 60723 30 3. 60972 10 
1.9 1.42621 05 2. 43680 30 6. 9 1. 61383 85 3. 63727. 15 
2.0 1.41815 16 2. 43765 34 7.0 1. 61608 55 _ 3. 66581 26 
Re kL 1. 42569 13 2. 43844 23 7. 1 1. 61388 08 3. 69395 05 
2.2 1. 44667 38 2. 44365 73 7-2 1. 60756 18 3. 72034 97 
i .1. 47794 03 2. 45676 95 _ 7. 3 1.59785 21 3. 74385 98 
2.4 1.51568 40 2. 48004 47 7. 4 1.58578 13 3. 76362 13 
2.5 1.55583 10 2.51446 40 7.5 1.57257 88 3. 77914 01 
2.6 1.59441 60 2.55975 53 7. 6 1.55954 96 3. 79032 64 
2.7 1.62792 16 2. 61452 59 ТТ ‘1.54794 81 ° 3. 79749 22 
2.8 1.65355 62 2. 67647 93 7.8 1.53885 84 3.80131 21 
2.9 1. 66945 05 2. 74269 41 ΣΣ 1. 53309 50 3. 80274 91 
3.0 1.67476 18 2. 80993 76 8. 0 1.53113 13 3. 80295 56 
3.1 1. 66968 11 2. 87498 49 81: 1.53306 26 3.80315 83 
Ἂν & 1. 65535 02 2. 93491 77 8. 2 1. 53860 67 3. 80453 88 
3. 3 1.63369 82 2. 98737 63 8. 3 1.54713 99 3. 80812 16 
3.4 1.60721 88 3. 03074 73 8. 4 1.55776 52 3. 81467 97 
3.5 1.57870 92 3. 06427 25 8. 5 1.56940 54 . 3. 82466 68 
3.6 1.55099 62 3. 08807 51 8. 6 1.58091 06 3. 83818 15 
3,7 1.52667 49 3. 10310 38 8. 7 1.59117 06. 3. 85496 61 
3.8 1.50788 19 3. 11100 53 8. 8 1. 59922 11 3. 87444 05 
3.9 1.49612 20 3. 11393 95 8. 9 1.60433 29 3. 89576 52 
4. 0 1.49216 12 3. 11435 65 9.0 1. 60607 69 3. 91792 84 
4. 1 1.49599 24 3. 11475 82 9:1 1. 60435 85 3. 93984 77 
4.2 1.50687 40 3. 11746 60 9.2 1.59942 00 3.96047 61 
4. 3 1.52343 40 3.12441 61 3,3 1.59180 91 3. 97890 22 
4. 4 1.54382 74 3. 13699 91 9. 4. 1.58232 00 3. 99443 58 
4.5 1.56593 04 3. 15595 79 9. 5 1.57191 16 4. 00666 94 
4. 6 1.58755 15 3. 18134 84 9.6 1.56161 12 4. 01551 22 
4.7 1. 60664 04 3. 21256 74 9. 7: 1.55241 46 4. 02119 22 
4.8 — 1.62147 45 3. 24843 85 9. 8 1. 54519 00 4. 02422 80 
4.9 1.63080 69 3. 28734 92 9.9 1.54059 74 4, 02537 29 
5.0 — 1.63396 48 3. 32742 23 10. 0 1. 53902 91 4.02553 78 

(-8)5 (-3)6 ША | μα 
8 8 7 7 
Οἰ(πα) =y+In π!{]η α-Οἰη(πα) ytIn x=1,72194 55508 


$(пп) является максимумом для Si (x) при п > 0 нечетном и минимумом при п > 0 четном. 
Ci [(n + 1/2)*] является максимумом для Ci(x) при п >0 четном и минимумом при п >0 
нечетном. Имеем 


π (—1)* 2! 4! | 1 (—1)” 
Si(nn) ~ — | -πηξ-κα- -| (n+ о), Ci |{» η = τ] ~ A x 
(x +=) 
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70 5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.4. Интегральная показательная функция Ε»(χ) 


См. примеры 4 — 6. 


т Е? (т) —т п г Ез(т) Е (т) [;τοίς) E20(x) 
0.00 1.00000 00 0.50000 00 0.33333 33 0. 11111 11 0. 05263 16 
0. 01 0. 99572 22 0. 49027 66 0. 32838 24 0. 10986 82 0. 05207 90 
0. 02 0. 99134 50 0. 48096 83 0. 32352 64 0. 10863 95 0. 05153 2] 
0. 03 0. 98686 87 0. 47199 77 0. 31876 19 0. 10742 46 0.05099 11 
0. 04 0. 98229 39 0. 46332 39 0. 31408 55 0. 10622 36 0. 05045 58 
0. 05 0. 97762 11 0.45491 88 0. 30949 45 0. 10503 63 0. 04992 60 
0. 06 0. 97285 08 0. 44676 09 0. 30498 63 0. 10386 24 0.04940 19 
0. 07 0. 96798 34 0. 43883 27 0. 20055 85 0. 10270 18 0. 04888 33 
0. 08 0.96301 94 0. 43111 97 0. 29620 89 0. 10155 44 0. 04837 02 
0. 09 $ 95795.93 0. 42360 96 0. 29193 54 0. 10042 09 0. 04786 24 
0. 10 0. 95280 35 0. 41629 15 0. 28773 61 0. 09929 84 0. 04736 00 
0. 11 0. 94755 26 0. 40915 57 „0.28360 90 0. 09818 96 0. 04686 29 
0. 12 0. 94220 71 0. 40219 37 0. 27955 24 0. 09709 34 0. 04637 10 
0. 13 0. 93676 72 0. 39539 77 0. 27556 46 0. 09600 95 0. 04588 43 
0. 14 GO 93123 $36 0. 38876 07 0. 27164 39 0. 09493 80 0. 04540 27 
0:15 0. 92560 67 0. 38227 61 0.26778 89 0. 09387 86 0. 04492 62 
0. 16 0. 91988 70 0. 37553 80 0. 26399 79 0. 09283 12 0. 04445 47 
0. 17 0. 91407 48 0. 26974 08 0. 26026 96 0. 09179 56 0. 04398 82 
0. 18 9. 90817 06 0. 36367 95 0. 25660 26 0. 09077 18 0. 04352 66 
0. 19 0. 90217 50, 0. 35774 91 0. 25299 56 0. 08975 95 0. 04306 98 
0. 20 0. 89608 82 0. 35194 53 0. 24944 72 0. 08875 87 0. 04261 79 
0.21 0. 88991 09 0. 34626 38 0. 24595 63 0. 08776 93 0. 04217 07 
0. 22 0. 88364 33 0. 34070 05 -0. 24252 16 0. 08679 10 0. 04172 82 
0. 23 0. 87728 60 0. 33525 18 0. 23914 19 0. 08582 38 0. 04129 03 
0. 24 0. 87083 93 0. 32991 42 0. 23581 62 0. 08486 75 9. 04085 71 
0.25 0. 86430 37 0. 32468 41 0.23254 32 0. 08392 20 0.04042 85 
0. 26 0. 85767 97 0. 31955 85 0. 22932 21 0. 08298 72 0. 04000 43 
0. 27 0. 85096 76 0, 31453 43 0. 22615 17 0. 08206 30 0. 03958 46 
0. 28 0. 84416 78 0. 30960 86 0. 22303 11 0. 08114 92 0. 03916 93 

_ 0.29 0.83728 08 0.30477 87 0.21995 93 0. 08024 57 0.03875 84 
0. 30 0. 83030 71 0. 30004 18 0. 2169352 0. 07935 24 0. 03835 18 
0.91 0. 82324 69 0. 29539 56 0. 21395 81 0. 07846 93 0. 03794 95 
0. 32 0. 81610 07 0. 29083 74 0. 21102 70 0. 07759 60 0;03755 15 
0. 33 0. 80886 90 0. 28636 52 0. 20814 11 0. 07673 27 0. 03715 76 
0. 34 0. 80155 21 0. 28197 65 0. 20529 94 0. 07587 90 0. 03676 78 
0:35 0. 79415 04 0. 27766 93 0, 20250313 0. 07503 50 0. 02638 22 
0. 36 0. 78666 44 0. 27344 16 0. 19974 58 0. 07420 06 0. 02600 06 
0 3; 0. 77909 43 0. 26929 13 0. 19703 22 9. 07337.55 0.03562 31 
0. 38 0. 77144 07 0. 26521 65 0. 19435 97. 0. 07255 97 0. 03524 95 
0, 33 0. 76370 39 0. 26121 55 0. 19172 76 0. 07175 31 0.03487 98 
0. 40 0. 75588 43 0. 25728 64 0. 18913 52 0. 07095 57 0. 03451 40 
0. 41 0. 74798 23 0. 25342 76 0. 18658 16 0. 07016 71 0. 03415 21 
0. 42 0. 73999 82 0. 24963 73 0. 18406 64 0. 06938 75 0. 03379 39 
0. 43 0. 73193 24 0. 24591 41 0. 18158 87 0. 06861 67 0.03343 96 
0. 44 0. 72378 54 0. 24225 63 0. 17914 79 0. 06785 45 0.03308 89 
0. 45 0. 21555. 15 0. 23866 25 0. 17674 33 0. 06710 09 0. 03274 20 
0. 46 0. 70724 91 SIR ee ge 0.17437 44 0.06635 58 0.03239 87 
0. 47 0.69886 05 0. 23166 12 0. 17204 05 0. 06561 91 0.03205 90 
0. 48 0. 69039 21 0. 22825 08 0. 16974 10 0.06489 07 0. 03172 29 
0. 49 0. 68184 43 0. 22489 90 0. 16747 53 0. 06417 04 0.03139 03 
0. 50 0. 67321 75 0. 22160 44 0. 16524 28 0. 06345 83 0. 03106 12 

(—5)1 и κει (—6)2 ie 
| р 4 : : 


ооо о © 
ео ee 


ооо © 
9 » 9 9 
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.4. Интегральная ‘показательная функция Επίκ) 


E2(xy Ез (т) Е (т) Е 1о(х) E'20(z) 
0. 32664 39 0. 22160 44 0. 16524 28 0. 06345 83 0. 03106 12 
0.32110 62 0. 21836. 57 0. 16304 30 0. 06275 42 0. 03073 56 
0. 31568 63 0. 21518 18 0. 16087 53 0. 06205 80 0.03041 34 
0.31038 07 0. 21205 16 0. 15873 92 0. 06136 96 0. 02009. 46 
0. 20518 62 0. 20897 39 0. 15663 41 0.06068 89 0. 02977 91 


0, 30009 96 0..20594 75 0. 1545596 0. 06001 59 0. 02946 70 
ΠΠ ΚΘ5115 79 0. 20297 15 0. 15251 50 0. 05935 05 0. 02915 81 
0.29023 82 ` 0.20004 48 0. 15050 00 0. 05869 25 0.02885 25 
0. 28545 78 0. 19716 64 0.1485] 39 0.05804 19 0.02855 01 
0.28077 39 0.19433 53 0. 14655 65 0.05739 86 0. 02825 08 


0. 27618 39 0. 19155 06 0. 14462 71 0. 05676 26 0. 02795 48 
0.27168 55 . 0.18881 14 0. 14272 53 0. 05613 36 0. 02766 18 
0; 26727 61 0. 18611 66 0.14085 07 0.05551 18 0. 02787 19 
0. 26295.35 0. 18346 56 0. 13900 28 0. 05489 69 0. 02708 50 
0. 25871 54 0. 18085 73 0. 13718 13 0. 05428 89 0. 02680 12 


0.25455 97 0.17829 10 0. 13538.) 0.05368 77 0.02652 04 
0.25048 44 0.17576 58 0.13361 53 0.05309 33 0.02624 25 
0.24648 74 0.17328 10 0. 13187 01 0. 05250 55 0. 02596 75 
0. 24256 67 0. 17083 58 0. 13014 95 0. 05192 43 0. 02569 54 
0. 22872 06 0. 16842 94 0. 12845 33 0. 05134 97 0. 02542 62 


0. 23494 71 0. 16606 12 0. 1268 08 0. 05078 15 0. 02515 98 
0. 23124 46 0. 16373 03 0. 12513 19 0.05021 96 0. 02489 ο2 
0. 22761 14. 0. 16143 60 0. 12350 61 0. 04966 40 0. 02463 53 
0. 22404 57 0. 15917 78 0. 12190 31 0. 04911 47 0. 02437 72 
0.22054 61 0. 15695 49 0. 12032 24 0. 04857 15 0.02412 19 


0.21711 09 0.15476 67 0.11876 38 0. 04803 44 0. 02386 92 
0. 21373 88 0. 15261 25 0. 11722 70 0.04750 33 0. 02361 91 
0.21042 82 0.15049 17 0.11571 15 0. 04697 81 0. 02337 17 
0.20717 77 0. 14840 37 0. 11421 70 0. 04645 88 0. 02312 69 
_ 0.20398 60 0. 14634 79 0.11274 33 0. 04594 53 0.02288 46 


0. 20085 17 0. 14432 38 0. 11129 00° 0.04543 76 0. 02264 49 
0. 19777 36 0. 14233 07 Ο0.10985 67 0. 04493 56 0. 02240 78 
0. 19475 04 0. 14036 81 0.10844 33 0.04443 91 0.02217 31 
0.19178 10 0. 13843 55 0. 10704 93 0. 04394 82 0. 02194 08 
0. 18886 41 0.13653 24 0.10567 44 0. 04346 28 0. 02171 11 


0. 18599 86 0. 13465 81 0. 10431 85 0. 04298 29 0. 02148 37 
0.18318 33 0.13281 22 0.10298 12 0.04250 82 0.02125 87 
0.18041 73 0.13099 43 0.10166 22 0. 04203 89 0.02103 61 
0.17769 94 0.12920 37 0.10036 12 0.04157 49 0.02081 58 
0.17502 87 0.12744 01 0.09907 80 0.04111 60 0.02059 78 


0.17240 41 0. 12570 30 0. 09781 23 0. 04066 22 0. 02038 21 
0. 16982 47 0. 12399 19 0. 09656 39 0.04021 35 0. 02016 87 
-. 0. 16728 95 0. 12230 63 0. 09533 24 0. 03976 98 0. 01995 75 
0. 16479 77 0.12064 59 0. 09411 77 0. 03933 11 0. 01974 86 
0. 16234 82. 0.11901 02 0.09291 94 0. 03889 73 0. 01954 18 


0. 15994 04 0. 11739 88 0. 09173. 74 0. 03846 83 0. 01933 72 
0. 15757 32 0. 11581 13 0. 09057 13 0. 03804 41 0. 01913 47 
0. 15524 59 0. 11424 72 0. 08942 11 0. 03762 46 0. 01893 44 
0. 15295 78 0. 11270 63 0. 08828 63 0. 03720 98 0. 01873 62 
0. 15070 79 0.11118 80 0. 08716 69 0, 03679 96 0. 01854 01 


0. 14849 55 0. 10969 20 0. 08606 25 . 0.03639 40 0. 01834 60 
У Γψης; eke [9 
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0. 14207. 
0. 14000 


0. 13797 
0. 13596 
0. 13399 
0. 13206 
0. 13015 


0. 12828 


- 0.12643 


0. 12462 
0. 12283 
0. 12107 


0. 11934 
0. 11764 
0. 11597 
0. 11432 
0. 11270 


0. 11110 
0. 10953 
0. 10798 
0. 10646 
0. 10496 


0. 10348 
0. 10203 
0. 10060 
0. 09919 
0. 09781 


0. 09644 
0. 09510 
0. 09377 
0. 09247 
0. 09119 


0. 08992 
0. 08868 
0. 08745 
0. 08624 
0. 08506 


0. 08388 
0, 08273 
0. 08160 
0. 08048 
0. 07937 


0. 07829 
0.07722 
0. 07616 
0. 07513 
0. 07410 


0. 07310 
0.07210 
0.07112 
0. 07016 
0. 06921 


0. 06828 
0. 06735 
0. 06645 
0. 06555 
0. 06467 


0. 06380 32 
τ, 


5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТВЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


0. 10392 


0. 10253 
9. 10116 
0, 09981 
0, 09848 
0. 09717 


0. 09588 
0. 09460 
0. 09335 
0. 09211 
0. 09089 


0. 08969 


0. 08850. 


0. 08734 
0. 08618 
0. 08505 


0. 08393 
0. 08283 
0. 08174 
0. 08067 
0. 07961 


0. 07857 
0. 07754 
0. 07653 
0. 07553 
0. 07454 


0. 07357 
0. 07261 
0. 07167 
0. 07074 
0. 06982 


0. 06891 
0. 06802 
0. 06714 
0. 06627 
0. 06542 


0. 06457 
0. 06374 
0. 06292 
0. 06211 


0. 0613Г 11 


0. 06052 


0. 05974 
0. 05897 
0. 05822 
0. 05747 


0. 05673 
0. 05601 
0. 05529 
0. 05459 
0. 05389 


0. 05320 
0. 05252 
0. 05185 
0, 05119 
0. 05054 


0. 04990 57 


[ον 


0. 08283 
0. 08179 


0. 08075 
0. 07974 
0. 07873 
0. 07774 
0. 07676 


0. 07580 
0. 07484 
0. 07390 
0. 07298 
0. 07206 


0. 07116 
0. 07027 
0. 06939 
9. 06852 
0. 06766 


0. 06682 
0. 06599 
0. 06516 
0. 06435 
0. 06355 


0. 06276 
0. 06198 
0. 06121 
0. 06045 
0. 05970 


0. 05896 
0. 05822 
0. 05750 
0. 05679 
0.05609 


0. 05539 
0. 05471 
0. 05403 
0. 05337 
0. 05271 


0. 05206 
0. 05142 
0. 05078 
0. 05016 
0. 04954 


0. 04893 
0. 04833 
0. 04774 
0. 04715 
0. 04657 


0. 04600 
0. 04544 
0. 04488 
0. 04433 
0. 04379 


0. 04325 
0. 04273 
0. 04220 
0. 04169 
0. 04118 


0. 04068 25 


a 


0. 03520 
0. 03481 


0. 03443 
0. 03405 
0. 03367 
0. 03330 
0. 03294 


0. 03257 
0. 03221 
0. 03186 
0. 03151 
0. 03116 


0. 03082 
0. 03048 
0. 03015 
0. 02981 
0. 02949 


0. 02916 
9. 02884 
0. 02852 
0. 02821 
0. 02790 


0. 02759 
0. 02729 
0. 02699 
0. 02669 
0. 02640 


0. 02611 
0. 02582 
0. 02554 
0. 02526 
0. 02498 


0. 02471 
0. 02444 
0. 02417 
0. 02390 
0. 02364 


0. 02338 
0. 02313 
0. 02287 
0. 02262 
0. 02237 


0. 02213 
0. 02189 
0. 02165 
0. 02141 


‚ 0.02117 


0. 02094 
0. 02071 
0. 02048 
0. 02026 


0. 02004 . 


0. 01982 
0. 01960 
0. 01939 
0. 01917 
0. 01896 


0. 01876 


22 


[ον 


0. 01777 
0. 01758 


0. 01740. 
0. 01722 
0. 01704 
0. 01686 
0. 01668 


0. 01651 
0. 01634 
0. 01616 
0. 01600 
0. 01583 


0. 01566 
0. 01550 
0. 01534 
0. 01518 


0. 01502 


0. 01486 
0, 01470 
0. 01455 
0. 01440 
0. 01425 


0. 01410 
0. 01395 
0. 01381 
0. 01366 
0. 01352 


0.01338 11 


0. 01324 
0. 01310 
0. 01296 
0. 01283 


0. 01269 
0. 01256 
0. 01243 
0. 01230 
0. 01217 


0. 01204 
0. 01191 


0. 01179. 
0.01167. 


0. 01154 


‚0. 01142 


9. 01130 
0. 01119 
0. 01107 
0. 01095 


0. 01084 
0. 01073 
0. 01961 
0. 01050 
0. 01039 


0. 01028 
0. 01018 
0. 01007 
0. 00996 


0. 00986 _ 


0. 009 


eu) 
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0. 00 
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.4. Интегральная показательная функция Е»(х) 
Κιο(α) 


0, 06044 


0. 05964 
0. 05884 
0, 05845 
0. 05728 
0. 05652 


0. 05577 
0. 05502 
0. 05429 
0. 05357 
0. 05286 


0. 05216 


0. 05147 
0. 05079 
0. 05012 
0. 04946 


0. 04881 
0. 04817 
0. 04753 
0. 04691 
0. 04629 


0. 04569 
0. 04509 
0. 04450 
9. 04392 
0. 04334 


0..04278 
0. 04222 
0. 04167 
0. 04112 
0. 04059 


0. 04006 


0. 03954 
0. 03903 
0. 03852 
0. 03802 


0. 03753 43 


va 


(2+2) е"Еь (т) 


1.10937 
1. 09750 
1.08533 
1. 07292 
1. 06034 
1. 04770 
1. 03522 
1. 02325 
1.01240 


1. 01045 
1. 00861 
1. 00688 
1. 00528 
1. 00384 
1. 00258 
1.00152 
1. 00071 
1. 00019 
1. 00000 


i 


E3(z) 


0. 04742 


0. 04682 
0. 04622 
0. 04564 
0. 04506 
0. 04449 


0. 04393 


0. 04176 


0. 04123 
0. 04072 
0. 04020 
0. 03970 
0. 03920 


0. 03871 
0. 03823 
0. 03775 
0. 03728 
0. 03681 


0. 03635 
0. 03590 


0. 03545. 


0. 03501 
0. 03457 


0. 03414 
0. 03371 
0. 03329 


0. 03288 


0. 03247 


0. 03207 
0. 03167 
0. 03128 


0. 03089 


0. 03051 


0. 03013 34 
[δη 


(#+3)е=Е, (2) 


1.11329 
1.10285 
1. 09185 
1. 08026 
1, 06808 
1.05536 
1. 04222 
1. 02895 
1.01617 


1.01377 


1. 01147 
1.00927 
1. 00721 
1. 00531 
1. 00361 
1.00217 
1. 00103 
1. 00027 
1.00000 


ey 


E4(z) 


0. 04068 
0. 04018 
0. 03969 
0. 03921 
0. 03873 


0. 03826 
0. 03779 
0. 03734 
0. 03688 
0. 03643 


0. 03599 
0. 03556 
0. 03512 
0. 03470 
0. 03428 


0. 03386 
0. 03345 
0.03305 
0. 03265 
0. 03225 


0. 03187 
0. 03148 
0. 03110 
0. 03073 
0.03035 


0. 02999 


0. 02963 


0. 02927 
0. 02892 
0. 02857 


0. 02823 
0. 02789 
0. 02755 
0. 02722 


0. 02690° 


0. 02657 


: 0. 02625 


0. 02594 
0. 02563 
0. 02532 


0, 02502 


(г+4)е (1) 


τ] 
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Таблица 5.5. Интегральная показательная функция Е»(х) при болыших значениях аргумента 


1. 10937 
1.10071 
1. 09136 
1. 08125 
1.07031 
1.05850 
1. 04584 
1.03247 
1. 01889 


1. 01624 


_ 1. 01366 


1. 01116 
1. 00878 
1. 00654 
1. 00451 
1. 00275 
1. 00133 
1. 00036 
1. 00000 


rr 


<x> означает целое число, ближайшее к x. 


25 


28 


0. 01876 
0. 01855 
0. 01835 
0. 01815 
0. 01795 


0. 01775 
0. 01756 
0, 01737 
0. 01718 
0, 01699 


22 


0. 01680, 79 


0. 01662 
0. 01644 
0. 01626 
0. 01608 


0. 01590 
0. 01573 
0. 01556 


0. 01539. 


0. 01522 


0. 01505 
0. 01489 
0. 01473 
0. 01457 
0. 01441 


0. 01425 
0. 01409 
0. 01394 
0. 01379 
0. 01364 


0. 01349 


_^ 0.01334 


0. 01320 


0. 01305. 


0. 01291 


0. 01277 
0. 01263 
0. 01249 
0. 01236 
0. 01222 


0. 01209 


21 


[ον 


|| νκννννννννννννννἮἣἣἮ................,..... 


E29 (z) 


0. 00976 
0. 00966 
0. 00955 
0. 00945 
0. 00936 


0. 00926 
0. 00916 
0. 00907 
0. 00897 
0. 00888 


0. 00878 
0. 00869 
0. 00860 
0. 00851 
0. 00842 


0. 00833 
0. 00825 
0. 00816 
0. 00808 
0. 00799 


0. 00791 
0. 00783 
0. 00774 
0. 00766 
0. 00758 


0. 00750 
0. 00742 
0. 00735 
0. 00727 
0. 00719 


0..00712 
0. 00704 
0. 00697 


0. 00690 


0. 00683 


0. 00675 
0. 00668 
0. 00661 
0. 00655 
0. 00648 


0. 00641 


43 


Py] 


(2+10)е*Ело(2) (υ--20ο΄ Εγῃ(α) 


1.07219 
1. 06926 
1. 06586 
1. 06187 
1. 05712 
1. 05138 


1. 04432. 


1.03550 
1.02436 


1. 02182 
1. 01917 
1. 01642 
1. 01360 
1. 01074 
1. 00790 
1. 00516 
1. 00271 
1. 00081 
1.00000 


cu 


1. 04270 
1. 04179 
1. 04067 
1.03932 
1. 03762 
1. 03543 
1. 03249 
1. 02837 


1. 02222 ` 
1. 02060. 


1. 01883 
1. 01688 
1. 01472 
1. 01234 
1. 00973 
1. 00692 
1. 00401 
1. 00137 
1, 00000 


ΡΤ 


<> 


-- 
Οο-υ δω) ων ΨΩ 


6:6] (2) 

Ke lin He im ke lm Re Lin ΔΘ т 
№ -18 -17 -16 -15 
0 1.059305 0.000000 1.063087 0.000001 1.067394 0.000002 1.072345 0.000006 1.078103 0.000014 
1 1.059090 0.003539 1.062827 0.004010 1.067073 0.004584 1.071942 0.005296 1.977584 0.006195 
2 1.058456 0.007000 1.062061 0.007918 1.066135 0.009032 1.070774 0.010403 1.076102 0.012118 
3 1.057431 0.010310 1.060829 0.011633 1.064636 0.013226 1.068925 0.015172 1.073783 0.017579 
4 1.056058 0.013410 1.059190 0.015079 1.062657 0.017075 1.066508 0.019486 1.070793 0.022482 
5 1.054391 0.016252 1.057215 0.018202 1.060297 0.020512 1.063659 0.023272 1.067318 0.026598 
. 6 1.052490 0.018806 1.054981 0.020969 1.057655 0.023505 1.060510 0.026499 1.063538 0.030055 
7 1.050413 0.021055 1.052565 0.023364 1.054829 0.026044 1.057187 0.029167 1.059610 0.032823 
8 1.048217 0.022996 1.050037 0.025391 1.051905 0.028141 1.053795 0.031306 1.055664 0.034957 
9 1.045956 0.024637 1.047458 0.027066 1.048958 0.029824 1.050421 0.032960 1.051797. 0.036527 
10 1.043672 0.025993 1.044880 0.028412 1.046045 0.031130 1.047129 0.034183 1.948081 0.037609 
11 1.041402 0.027085 1.042345 0.029461 1.043212 0.032102 1.043967 0.035034 1.044559 0.038282 
12 1.039177 0.027940 1.039882 0.030245 1.040490 0.032781 1.040965 0.035867 1.041259 0.038616 
13 1.037018 0.028581 1.037515 0.030796 1.037901 0.033211 1.038140 0.035836 1.038192 0.038677 
14 1.034942 0.029034 1.035259 0.031148 1.035456 0.033431 1.035501 0.035888 1.035359 0.038520 
15 1.032959 0.029326 1.032123 0.031330 1.033162 0.033476 1.033049 0.035765 1.032754 0.038193 
16 1.031076 0.029477 1.031110 0.031363 1.031019 0.033377 1.030780 0.035502 1.030365 0.037735 
17 α1.029296 0.029511 1.029222 0.031283 1.029025 0.033162 1.028685 0.035129 1.028180 0.037179 
18 1.027620 0.029445 1.027456 0.031110 1.027174 0.032855 1.026756 0.034672 1.026183 0.036554 
19 1.026046 0.029296 1.025809 0.030854. 1.025459 0.032474 1.024981 0.034150 1.024360 0.035873 
20 1.024570 0.029080 1.024275 0.030534 1.023872 0.032037 1.023349 0.033582 1.022695 0.035160 
λα -14 -19 -12 -11 -10 
0 1.084892 0.000037 1.093027 0.000092 1.102975 0.000232 1.115431 0.000577 1.131470 0.001426 
1 1.084200 0.007359 1.092067 0.008913 1.101566 0.011063 1.113230 0.014169 1.127796 0.018879 
2 1.082276 0.014306 1.089498 0.017161 1.098025 0.020981 1.108170 0.026241 1.120286 0.033700. 
3 1.079313 0.020604 1.085635 0.024471 1.092873 0.029507 1.101137 0.036189 1.110462 0.045218 
4 1.075560 0.026075 1.080853 0.030637 1.086686 0.036422 1.093013 0.043843 1.099666 0.053451 
5 1.071279 0.030642 1.075522 0.035599 1.079985 0.041724 1.084526 0.049336 1.088877 0.058817 
6 1.066708 0.034303 1.069960 0.039405 1.073185 0.045552 1.076197 0.052967 1.078701 0.061886 
7 1.062046 0.037117 1.064412 0.042169 1.066578 0.048115 1.068350 0.055093 1.069450 0.063225 
8 1.057448 0.039174 1.059054 0.044041 1.060352 0.049644 1.061159 0.056057 1.061235 0.063322 
9 1.053021 0.040580 1.053997 0.045176 1.054606 0.050359 1.054687 0.056158 1.054046 0.062566 
10 1.048834 0.041444 1.049303 0.045719 1.049380 0.050452 1.048933 0.055640 1.047807 0.061249 
11 1.044928 0.041867 1.044997 0.045801 1.044674 0.050084 1.043853 0.054695 1.042417 0.059584 
12 1.041320 0.041938 1.041080 0.045531 1.040464 0.049384 1.039389 0.053465 1.037766 0.057719 
13 1.038010 0.041734 - 1.037537 0.044999 1.036713 0.048452 1.035473 0.052056 1.033752 0.055758 
14 1.034989 0.041321 1.034344 0.044277 1.033378 0.047365 1.032040 0.050547 1.030282 0.053773 
15 1.032241 0.040751 1.031474 0.043422 1.030414 0.046180 1.029026 0.048991 1.027274 0.051808 
16 1.029747 0.040066 1.028895 0.042477 1.027781 0.044941 1.026377 0.047428 1.024658 0.049894 
17 1.027486 0.039301 1.026579 0.041475 1.025438 0.043679 1.024043 0.045883 1.022375 0.048049 
18 1.025437 0.038481 1.024499 0.040444 1.023352 0.042417 1.021981 0.044374 1.020375 0.046282 
19 1.023580 0.037629 1.022628 0.039401 1.021489 0.041170 1.020155 0.042912 1.018617 0.044599 
20 1.021596 0.036759 1.020942 0.038361 1.019824 0.039950 1.018533 0.041505 1.017066 0.043001 
y\x -9 » 2-8 т -6 5 
0 1.152759 0.003489 1.181848 0.008431 1.222408 0.020053 1.278884 0.046723 1.353831 0.105839 
1 1.146232 0.026376 1.169677 5.03884} 1.199049 0.060219 1.233798 0.097331 1.268723 0.160826 
2 1.134679 0.044579 1.151385 0.060814 1.169639 0.085335 1.186778 0.122162 1.196351 0.175646 
3 1.129694 0.057595 1.131255 0.074701 1.140733 0.098259 1.146266 0.130005 1.142853 0.170672 
4 1.106249 0.065948 1.111968 0.082156 1.115404 0.102861 1.114273 0.128440 1.105376 0.158134 
5 1.092564 0.070592 1.094818 0.085055 1.094475 0.102411 1.089952 0.122397 1.079407 0.143879 
6 1.080246 0.072520 1.080188 0.084987 1.077672 0.099188 1.071684 0.114638 1.061236 0.130280 
7 1.669494 0.072580 1.067987 0.083120 1.064339 0.094618 1.057935 0.106568 1.048279 0.118116 
8 1.060276 0.071425 1.057920 0.080250 1.053778 0.089537 1.047493 0.098840 1.038838 0.107508 
9 1.052450 0.069523 1.049645 0.076885 1.045382 0.084405 1.039464 0.091717 1.031806 1.098337 
10 1.045832 0.067197 1.042834 0.073340 1.038659 0.079462 1.033205 0.985271 1.026459 : 0.090413 
11 1.040241 0.064664 1.037210. 0.069803 1.033231 0.074821 1.028260 0.079488 1.022317 0.083544 
12 1.035508` 0.062063 1.032539 0.066381 1.028808 0.070524 1.024300 0.074315 1.019052 0.077561 
13 1.031490 0.059482 1.028638 0.053128 1.025171 0.066576 1.021090 0.069688 1.016439 0.072320 
14 1.028065 0.956975 1.025359 0.060070 1.022152 0.062962 1.018458 0.065542 1.014319 0.067702 
15 1.025132 0.054573 1.022583 0.057215 1.019626 0.059658 1.016277 0.061817 1.012577 0.063610 
16 1.022608 0.052291 1.020219 0.054559 1.017494 0.056638 1.014452 0.058460 1.011130 0.059962 
17 1.020426 0.950135 1.018192 0.052094 1.015681 0.053874 1.012912 0.055424 1.009915 0.056694 
18 1.018530 0.048106 1.016444 0.049805 1.014129 0.051341 1.011600 0.052670 1.008887 0.053752 
19 1.016274 0.046201 1.014929 0.047684 1.012790 0.049015 1.010476 0.059161 1.008009 0.051092 
20 1.015422 0.044413 0.045714 1.011629 0.046875 1.009505 0.047870 1.007254 0.048675 


1.013607 


Таблица 5.6. Интегральная показательная функция комплексного аргумента 


Для |2| > 4 линейная интерполяция дает около 4 десятичных знаков, интерполяция по 8 точкам — около 6 деся- 
тичных знаков. 
См. примеры 9—10. 


Таблица 5.6. Интегральная показательная функция комплексного аргумента 


ρος [η (5) 
Ae ln Ae 2777 Ae lm Ke 277 AG Lim 
y\x -4 -3 -2 -1 
0 1.438208 0.230161 1.483729 0.469232 1.340965 0.850337 0.697175 1.155727 0.577216 0.000000 
1 1.287244 0.263705 1.251069 0.410413 1.098808 0.561916 0.813486 0.578697 0.621450 0.343378 
2 — 1.185758 0.247356 1.136171 0.328439 1.032990 0.388428 — 0.896419 0.378838 — 0.798042 0.289091 
3 1.123282 0.217835 1.080316 0.262814 — 1.013205 0.289366 — 0.936283 0.280906 — 0.875873 0.237665 
4 1.085153 0.189003 1.051401 0.215118 — 1.006122 0.228399 0.957446 0.222612 0.916770 0.198713 
5 1.061263 0.164466 — 1.035185 0.180487 1.003172 0.187857 0.969809 0.183963 0.940714 0.169481 
6 1.045719 0.144391 1.025396 9.154746 — 1.001788 0.159189 — 0.977582 0.156511 0.955833 0.147129 
7 1.035205 0.128073 1.019109 0.135079 1.001077 0.137939 0.982756 0.136042 0.965937 0.129646 
8 1.027834 0.114732 1.014861 0.119664 — 1.000684 0.121599 0.986356 0.120218 — 0.972994 0.115678 
9 1.022501 0.103711 1.011869 0.107294 1.000454 0.108665 — 0.988955 0.107634 — 0.978103 0.104303 
10 1.018534 0.094502 1.009688 0.097181 — 1.000312 0.098184 — 0.990887 0.997396 0.981910 0.094885 
11 1.015513 0.086718 — 1.008052 0.088770 — 1.000221 0.089525 — 0.992361 0.088911 0.984819 0.086975 
12 1.013163 0.080069 1.006795 0.081673 1.000161 0.082255 — 0.993508 0.081769 — 0.987088 0.080245 
13 1.011303 0,074333 1.005809 0.075609 — 1.000119 0.076067 0.994418 0.075676 — 0.988891 0.074457 
14 1.009806 0.069340 1.005022 0.070371 1.000090 0.070738 — 0.995151 0.070419 — 0.990345 0.069429 
15 — 1.008585 0.064959 1.004384 0.065803 1.000070 0.066102 — 0.995751 0.065838 — 0.991534 0,065024 
16 1.007577 0.061086 — 1.003859 0.061786 — 1.000055 0.062032 0.996246 0.061812 — 0.992518 0.061135 
17 1.006735 0.057640 — 1.003423 0.058227 1.000043 0.058432 0.996661 0.058246 — 0.993342 0.057677 
18 1.006025 0.054555 — 1.003057 0.055052 1.000035 0.055224 0.997011 0.055066 — 0.994038 0.054583 
19 1.005420 0.051779 1.002747 0.052202 — 1.000028 0.052349 — 0.997309 0.052214 0.994631 0.051801 
20 1.004902 0.049267 1.002481 0.049631 1.000023 0.049757 0.997565 0.049640 0.995140 0.049284 
y\x 2 
0 0.596347 0.000000 0.722657 0.000000 0.786251 0.000000 0.825383 0.000000 0.852111 0.000000 
1 0.673321 0.147864 0.747012 0.075661 0.797036 0.045686 0.831126 0.030619 0.855544 0.021985 
2 0.777514 0.186570 0.796965 0.118228 — 0.823055 0.078753 0.846097 0.055494 — 0.864880 0.040999 
3 0.847468 0.181226 — 0,844361 0.132252 0.853176 0.096659 0.865521 0.072180 — 0.877860 0.055341 
4 0.891460 0.165207 0.881036 0.131686 — 0.880584 0.103403 0.885308 0.081408 0.892143 0.064825 
5 0.919826 0.148271 0.907873 0.125136 0.903152 0.103577 0.903231 0.085187 0.906058 0.070209 
6 0.938827 0.132986 — 0.927384 0.116656 0.921006 0.100357 — 0.918527 9.995460 9.918708 0.072544 
7 0.952032 0.119807 0.941722 0.107990 0.934958 0.095598 — 0.931209 0.083666 — 0.929765 0.072792 
8 — 0.961512 0.108589 0.952435 0.099830 0.945868 0.090303 9.941594 0.080755 — 0.939221 0.071700 
9 0.968512 0.099045 0.960582 0.092408 0.954457 0.084986 0.950072 0.077313 0.947219 0.069799 
10 0.973810 0.090888 — 0.966885 0.085758 — 0.961283 0.079898 — 0.957007 0.073688 — 0.953955 0.067447 
11 0.977904 0.083871 0.971842 0.079836 — 0.966766 0.075147 0.962708 0.070080 — 0.959626 0.064878 
12 0.981127 0.077790 0.975799 0.074567 0.971216 0.070769 0.967423 0.066599 0.964412 0.062242 
13 0.983706 0.072484 — 0.979000 0.069873 0.974865 0.066762 0.971351 0.063300 — 0.968464 0.059630 
14 0.985799 0.067822° 0.981621 0.065679 . 0.977888 0.063104 0.974640 0.060206 — 0.971911 0.057096 
15 0.987519 0.063698 0.983791 0.061921 0.980414 0.059767 0.977430 0.057322 — 0.974858 0.054671: 
16 0.988949 0.060029 0.985606 0.058539 0.982544 0.056723 0.979799 0.054644 — 0.977391 0.052371 
17 0.990149 0.056745 — 0.987138 0.055485 — 0.984353 `0.053941 — 0.981827 0.052162 0.979579 0.050200 
18 0.991167 0.053792 — 0.988442 0.052717 0.985902 0.051394 — 0.983574 0.049861 — 0.981478 0.048160 
19 0.992036 0.051122 0.989561 0.050199 0.987237 0.049057 0.985089 0.047728 — 0.983135 0.046245 
20 0.992784 0.048699 0.990527 0.047900 0.988395 0.046909 0.986410 0.045749 0.984587 0.044449 
y\x | 8 10 | 
0 0.871606 0.000000 0.886488 0.000000 0.898237 0.000000 — 0.907758 0.000000 — 0.915633 0.000000 
1 0.873827 0.016570 — 0.888009 0.012947 0.899327 0.010401 0.908565 0.008543 — 0.916249 0.007143. 
2 -`0.880023 0.031454 — 0.892327 0.024866 — 0.902453 0.020140 — 0.910901 0.016639 0.918040 0.013975 
3 0.889029 0.043517 — 0.898793 0.034995 0.907236 0.028693 0.914531 0.023921 0.920856 0.020230 
4 — 0.899484 0.052380 0.906591 0.042967 — 0.913167 0.035755 0.919127 0.030145 0.924479 0.025717 
5 0.910242 0.058259 0.914952 0.048780 0.919729: 0.041242 0.924336 0.035208 — 0.928664 (0.030334 
6 0.920534 0.061676 0.923283 0.052667 0.926481 0.045242 — 0.929836 0.039123 0.933175 0.034063 
7 0.929945 0.063220 0.931193 0.054971 0.933096 0.047942 — 0.935365 0.041986 — 0.937807 0.036944 
8 0.938313 0.063425 0.938469 0.056047 0.939359 0.049570 0.940731 0.043936 0.942398 0.039060 
9 0.945629 0.062714 — 0.945023 0.056211 0.945154 0.050349 0.945812 0.045128 — 0.946833 0.040514 
10 0.951965 0.061408 — 0.950850 0.055725 — 0.950427 ` 0.050481 0.950535 0.045711 — 0.951035 0.041413 
11 0.957427 0.059735 0.955987 0.054790 — 0.955176 0.050135 0.954870 0.045818 — 0.954959 0.041861 
12 0.962128 0.057855 0.960495 0.053560 0.959421 0.049444 — 0.958814 0.045563 0.958586 0.041948 
13 0966178 0.055877 0.964444 0.052146 — 0.963201 0.048514 — 0.962379 0.045038 — 0.961913 0.041755 
14 0.969673 0.053874 — 0.967903 0.050627 0.966559. 0.047425 — 0.965591 0.044319 0.964949 0.041347 
15 0.972699 0.051894 — 0.970935 0.049062 0.969539 0.046236 — 0.968477 0.043463 0.967710 0.040780 
16 0.975326 0.049966 — 0.973597 0.047489 — 0.972185 0.044992 0.971067 0.042516 — 0.970214 0.040095 
17 0.977617 0.048109 0.975940 0.045935 0.974538 0.043724 — 0.973393 0,041512 0.972484 0.039329 
18 0.979622 0.046332 0.978009 0.044419 0.976632 0,042456 0.975481 0.040477 — 0.974540 0.038508 
19 0.981384 0.044641 0.979839 0.042951 — 0.978500 0.041205 0.977357 0.039431 — 0.976402 0.037653 
20 0.982938 0.043036 0.981465 0.041538 0.980169 0.039980 0.979047 0.038388 0.978090 0.036781 
Если χ 10 илиу> 10, то (см. [5.15])!. 
0.711093 ws р 
ΕΙ) = 0.278518 0.010389. 
2 + 0.415775 Zz + 2.29428 z + 6.2900 
| =| <3. 106, 


Ex(iy) = —СКу) + isi(y) (y — действительное). 
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5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 


Таблица 5.6. Интегральная показательная функция комплексного аргумента 


т 


2е2Ё} (=) 

. Pe lm Re Lim, Re lm Ре lm Re 

y\x 11 12 | 19 14 16 

0 0.922260 0.000000 0.927914 0.000000 0.932796 0.000000 0.937055 0.000000 0.940804 0.000000 
1 0.922740 0.006053 0.928295 0.005212 0.933105 0.004528 0.937308 0.903972 0.941014 0.003512 
2 0.924143 0.011902 — 0.929416 0.010258 — 0.934013 0.008932 — 0.938055 0.007847 0.941636 0.006949 
2 0.926370 0.017321 0.931205 0.014991 0.935473 0.013098 0.939261 0.011540 0.942643 0.010242 
4 0.929270 0.022171 0.933560 9.019295 0.937408 0.016934 0.940870 0.014974 0.943994 0.013331 
5 0.932672 0.026361 0.936356 0.023091 0.939729 0.020373 0.942316 0.018095 0.945649 0.016169 
6 0.936400 0.029857 0.939462 0.026339 0.942338 0.923378 0.945024 0.020867 0.947522 0.018725 
7 0.940297 0.032670 0.942757 0.029036 0.945140 0.025934 0.947419 0.023273 0.949582 0.020980 
8 0.944229 0.034847 0.946132 0.031205 0.948047 0.028052 0.949933 0.025315 0.951765 0.022931 
9 0.948093 0.036453 0.949500 0.032887 0.950985 0.029756 0.952502 0.027004 0.954018 0.024582 


10 0.951816 0.037566 0.952792 0.034134 0.953895 0.031081 0.955075 0.028365 0.956296 0.025949 
11 0.955347 0.038261 0.955958 0.035004 0.956729 0.032068 0.957610 0.029426 0.958563 0.027052 
12 0.958659 0.038612 0.958968 0.035552 0.959454 0.032761 0.960073 0.030221 0.960787 0.027915 
13 0.961739 0.038684 0.961800 0.035833 0.962049. 0.033201 6.962443 0.030781 0.962947 0.028564 
14 0.964583 0.038534 0.964447 0.035893 0.964499. 0.033428 0.964702 0.031140 0.965026 0.029024 


15 0.967199 0.038211 0.966907 0.035775 0.966799 0.033479 0.966843 0.031327 0.967011 0.029320 
16 0.969597 0.037756 0.969184 0.035515 0.968947 0.033384 0.968860; 0.031370 0.968897 0.029476 
17 0.971789 0.037200 0.971285 0.035144 0.970946 0.033172 0.970752. 0.031293 0.979680 0.029512 
18 0.973192 0.036572 0.973220 0.034687 0.972802 0.032865 0.972521 0.031117 0.972359 0.029448 
19 0.975621 0.035893 0.974999 0.034166 0.974521 0.032485 0.974172 0.029802 0.973936 0.329361 


20 0.977290 0.035179 0.976634 0.033597 0.976112 0.032049 0.975709 0.039542. 0.975414 0.029086 


y\x 16 11... 18 19 20 

6 0.944130 0.000000 0.947190 0.000006 0.949769 0.000000 — 0.952181 0.000000 — 0.954371 0.000000 
1 0.944306 0.003128 — 0.947250 0.002804 — 0.949897 0.002527 0.952291 .0.002290 0.954467 0.002065 
2 0.944829 0.006196 — 0.947693 0.005560 — 0.950277 0.005016 0.952619 0.004549 0.954752 0.004144 
3 0.945678 0.909150 — 0.948416 0.008223 0.950898 0.007430 —0.953155` 0.006745 0.965219 0.006151 
4 0.946824 0.011940 — 0.949395 0:910754 0.951741 0.009735 0.953887. 0.008853 0.955856 0,008084 
5 0.948226 0.014529 0.950600 0.013121 0.952782 0.011904 — 0.956793 4.010847 0.956650 0.109922 
6 0.949842 0.616886 — 0.951995 0.015296 0.953995 0,013916 — 0.955853 0.012709 0.957581 0.011649 
7 0.951624 0.018994 0.953545 0.017265 0.955349 0.015753 0.957043 0.014425 0.958631 0.013253 
8 0.953527 0.020847 0.955212 0.019019 0.956815 0.017409 — 0.958337 0.01=986 — 0.959779 0.014723 
9 0.955509 0.022445 — 0,956960 0.020555 0.958363 0.018878 0.959712 0.017387 0.961004 0.016056 
10 0.957530 0.023797 0.958758 0.021878 — 0.959966 0.020163 0.961144 0.018628 6.962288 0.017250 
11 0.959559 0.024917 0.960576 0.022998 0.961598 0.021270 0.962612 0.019712 0.963611 0.018305 
12 0.961568 0.025823 0.962391 0.023927 0.963238 0.022207 0.964097 0.020645 — 0.964956 0.019227 
13 0.963534 0.026534 — 0.964181 0.024679 0.964866 0.022984 — 0.962582 0.021435 6.966310 0.020021 
14  0,965443 0.027070 — 0:965931 0.025271 0.966472 0.023516 — 0.967052 0.022094 0.967658 0.020694 
15 0.967280 0.027453 0.967628 0.025720 9.968039 0.024114 0.968496 0.022629 0.968990 0.021255 


16 0.969038 0.027700 0.969264 0.026041 0.969558 0.024493 0.969906 0.023052 0.970297 0.021712 
17 0.970712 9.027831 0.970832 0.026249 0.971023 0.024765 0.971273 0.023375 0.971571 0.022075 
18 0.972300 0.027862 6.972328 0.026361 0.972430 0.624943 0.972594 0.023607 0.972808 0.022352 
19 0.973806 0.027809 0.973751 0.026388 0.973775 0.025038 0.973863 0.023160 0.974004 0.022552 


20 0.975215 0.027685 0.975099 0.026343 0.975057 0.025062 0.975079 0.023842 0.975155 


0.022684 


Таблица 5.7. Интегральная показательная функция при малых значениях комплексного аргумента 


е?Ё (=) 
Ре lm Pe lm Ke Im Re lim Ле 777 

y\x -4.0 δ ἃ -3.0 -95 -90 

0.0 -0.359552 -0.057540 -0.420509 -0,094868 -0.494576 -0.156411 --0.580650 -0.257878 -0.670483 -0.425168 
0.2 -9.347179 -0.078283 -0.400596 -0.119927 -0.462493 -0.185573 -0.528987 -0.289009 -0.587558 -0.451225 
0.4 -0.333373 -0.096648 -0.379278 -0.141221 -0.429554 -0.208800 -0.478303 -0.310884 -0.510543 -0.463193 
0.6 -0.318556 -0.112633 -0.357202 -0.158890 -0.396730 -0.226575 -0.429978 -0.324774 -0.441128 -0.464163 
0.8 -0.303109 -0.126301 -0.334923 -0.173169 -9.364785 -0.239500 -0.384941 -0.332047 -0.380013 -6.457088 
1.0 -0.287369 -0.137768 -0.312894 -0.184355 -0.334280 -0.248231 -0.343719 -0.324043 -0.327140 -0.444528 

E\(z)+In z 

y\x =#0 ~1.5 -1.0 -0.5 0 

0.0 -4.251087 0.000000 -2.895820 0.020300 -1.895118 0.000000 -1.147367 0.000000 —0.577216 0.000000 
0.2 -4.219228 0.636779 -2.867070 0.462804 -1.875155 0.342709 -1.133341 0.258840 -0.567232 0.199556 
0.4 -4.094686 1.260867 -2.781497 0.917127 -1.815717 0.679691 -1.091560 0.513806 -0.537482 0.396461 
0.5 -3.890531 1.859922 -2.641121 1.354712 -1.7181350 1.005410 -1.022911 0.761122 -0.488555 0.588128 
0.8 -3.611783 2.422284 -2.449241 1.767748 -1.584591 1.314586 -0.928842 0.997200 -0.421422 0.772095 
1.0 -3.265262 2.937296 -2.210344 2.149077 -1.418052 1.602372 -0.811327 1.218731 -0.337404 0.946083 
y\x 0.5 1.0 1.5 2.0 25 

0.0 -0.133374 0.000000 0.219384 0.000000 0.505485 0.000000 0.742048 0.000000 0.941206 0.000000 
0.2 -0.126168 0.157081 0.224661 0.126219 0.509410 0.103432 0.745014 0.086359 0.943484 0.073355 
0.4 -0.104687 0.312331 0.240402 0.251143 0.521123 0.205962 0.753871 0.172075 0.950289 0.186246 
0.6 -0.069328 0.463961 0.266336 0.373547 0.540441 0.306707 0.768490 0.256515 0.961532 0.218215 
0.8 -0.020743 0.610264 0.302022 0.492229 0.567061 0.404823 0.788664 0.339075 0.977068 0.288822 
1.0 +0.040177 0.749655 0.346856 0.606074 0.600568 0.499516 0.814107 0.419185 0.996699 0.357653 
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5.23. Harvard University. The Annals of the Computation 
Laboratory, V. 21. Tables of the generalized expo- 
nential-integral functions. — Cambridge: Harvard 
Univ. Press, 1949. 


x 


Εία; 2) = \ 


0 


4 

>. ἁγνά gt 

О ль dx, Es(a, x) - ыы ах, 
и и 


x 
— ЧЕН 
Ec(a, x) = \ ΘΙ. 60; и= ψχ5 + a’, 
и 
0 
< 


0 < <а<10, 0<хчз 10. 
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Русский перевод: Таблицы обобщенных 
интегральных показательных функций. — М.: ВЦ 
АН CCCP, 1966. — (BMT; Вып. 36). 


5.24. Hershey А. У. Computing programs Гог the com- 
plex exponential integral. — Dahlgren: Naval Pro- 
ving Ground, 1959. — NPG Report Ne 1646. 


Ει(--2), z=x+iy, x = —20(1)20, y= 0(1)20, 
13 S. 


5.25. Jahnke E., Emde F. Tables of functions. — N.Y.: 
Dover Publications, 1945. 


Ex(x),  Ei(x), = 0.(0.01)1(0.1)5(1)15, 4--65; 
Si (x), Ci (x), x =0(0.01)1(0.1)5(1)15(5)100(10)200(100) 
1055’, 4--55; 

Ci(x) и 51 (х), 0 <x < 16, 55. 

Русский перевод: Янке Е., Эмде Ф., 
Леш Ф. Специальные функции. — М.: Наука, 
1977. 
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Maruzen Co., 1955. 


n(x), х = 0.25(0.25)9(0.5)19(1)25, п = 0(1)15, 115; 
Ba(x), x = 0.25(0.25)8(0.5)19(1)25, п = 0(1)8, 115. 


5.28. Machiko М. Tables of generalized exponential, 
sine- and cosine-integrals/Numerical Computation 
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E\(z) + In| z| = Cul ED + In ξ-- 15 (8), г. = ея, 
Е = 0(0.05)5, α = 0°(2°)60(1°)90°, 6D; 
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n(x), x = 0.125(0.125)25, п = 0(1)16, 14$; 
βείχ), х = 0(0.125)24.875, п = 0(1)16, 12—14S. 
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5.33. National Bureau of Standards. Tables of sine, cosine and 


exponential integrals. — Washington: Government 
Printing Office, 1940, V. II. 


Si(x), Ci(x), Ei(x), Ei(x), x = 0(0.001)10, 9—10D 
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E(x) — xIn x, x = 0(0.01)05, 75; Es3(x) + 
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x = —1(0.1)0, у = 0(0.1}1; Ει(α), 6D; x = 0(0.02)4, 
y = 0(0.02)3(0.05)10, x = 0(1)20, y = 0(1)20, 

x = —3.1(0.1)0, у = 0(0.1)3.1, x = —4.5(0.5)0, 

у = 0(0.1)4(0.5)10, x = —10(0.5) —4.5, y = 0(0.5)10, 
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y = 0(0.5)10. 
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AE kT (=) kT ros 
a » exp , ехр р 


ΚΤ ΔΕ kT AE kT 


kT kT kT 


к [1 | pio, exp fe Ey =}: 
kT kT kT kT 


ДЕ = 0.2(0.2)2, T = 25(25)1000, 7 = 150(10)390, 


T 
в [| ΙΝ ат, ие (a) Χ 
0 


3-45; x}, exp(—x7), x ехр(-х\), Ει(χὴ), 


а 


ЛИТЕРАТУРА 


4 
\ ехр(—Е *) dt, х ехр(х 1) Ез(х *), 1—x *exp(x *) x 
4 _ 

x Ex(x7); x = 0.01(0.0001)0.1, 5—65. 


5.38. Пагурова В. И. Таблицы интегро-экспоненци- 
альной функции 


со 

Е = \ е- ии. — М.: ВЦ АН CCCP, 1959. 
1 

E,(x), п = 0(1)20, x = 0(0.01)2(01)10, 4—9S; 

E(x) — x In x, x = 0(0.01)5, 7$; Ез(х) + (x? In χ)/2, 


x = 0(0.01)0.1, 7$; οΕη(χ), п = 2(1)10, x = 10(01)20, 
7D; 
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Ci(x) — шх, x = 0(0.0001)0.01, 7D. 
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5 


‚ № 
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6.1. ГАММА-ФУНКЦИЯ 


Интеграл Эйлера 
; | 
6.1.1. Г(2) = { Ре ф (Вег> 0), 
υ 
[» Φ) 
T(z) = k? \ lek dr (Rez>0, Rek> 0). 


υ 


Формула Эйлера 


1 = 
6.1.2. Г(2) = ша aah 


n>o 2(2 + 1)...(z + п) 


Бесконечное произведение Эйлера 


(2540, —1,—2, ...). 


6.1.3. τ == ΖΕΥ͂ II ( -- я σπα] (12| «οο), 


у = lim Па + + 
wer ПЕНИ ВЕ ВВ 
ре m] = 0.57721 56649 ..., 

т 


Y — постоянная Эйлера, ее числовое значение дано в гл. 1 
с 25 десятичными знаками. Г(2) является однозначной 
аналитической функцией на всей комплексной плоскости, 
исключая точки 2 = —n (п = 0, 1, 2, ...), в которых она 
имеет простые полюсы с вычетами, равными (—1)”/n!. 
Обратная величина 1/Г(2) — целая функция, обладающая 
простыми нулями в точках 2 = —n (п = 0, 1,2, ...). 


Контурный интеграл Ханкеля 
1 
Г(2) 


тегрирования С начинается OT + со, идет по действитель- 
ной оси, обходит начало координат против часовой 
стрелки и возвращается в исходную точку. 


6.1.4. 


aoe фо" её (12| < oo). Путь ин- 
2π 
С 


Факториал и П-обозначение 
6.1.5. П(2) =z! = Г(2 + 1). 

Целые значения аргумента 
6.1.6. Ги +1) =1.2.3... п -- 1) -Ξ |. 


1 


6.1.7. lim = 
(—n — 1)! 


8-»η Г(-—2) 


= 0 


ig= ©, 1 2, nd 
Дробные значения аргумента 
[5 Φ) 
6.1.8. Г В = 2 | ей dt = rr" = 1.77245 38509 ... = 
3 1 1 
6.1.9. Г Е = — πὶ; = 0.88622 69254... = ΕΒ |. 
2 2 2 


6 — под ред. В. А. Диткина, Л. Η. Кармазиной 


8 


Π.Μ 
А ΗΗΙ 1. 


Рис. 6.1. Гамма-функция: 
——у = ТЫ Hae = У. 


- 1:59. 13... (4n — 3) г(1 
45 4 


| 
| 
}- 1.4.7. 10... (Зп — 2) ΠΕΙ 
| 
| 


6.1.11. Г |» + a 
3 ᾿Ξ 3 
a = 2.67893 85347 ... 
6.1.12. г[" + Shee ee τ 
2 25 2 
6.1.13. Г (" 4 | _ 2:58 ll... Ga — 1) (> 
3 ad | 3 
2 
Г |] = 1.35411 79394 ... 
τ. r(n+3)- 3-7. 11. 15... (4n— а} 
| 4 4n 4 


Г Е = 1.22541 67024 ... 


Рекуррентные формулы 
6.1.15. Г(2 + 1) = 2Г(2) = 2! = z(z — 1)!. 
6.1.16. Ги + z) =(и— 1+2) (и- 2+2)... Ἢ 
„(1+ 2)Га + 2) = п -— 1+2)! = 
=(n—1+2z)(n—242)...(1 + 2)Ζ!. 
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Формулы симметрии 
6.1.17. Г(2) Га -- 2) = -- 2Г(-2) Г(2) = т cosec xz, 


ο 
2—1 
T(z) Τί] -- 2) = ean dt (0<Rez<)). 
l+t 


Формула удвоения 


6.1.18. Γ(22) = (2π)-υ223:-1/8Γ{σ}Τ' ( + :) 


Формула утроения 


6.1.19. Г(32) = (2πγγ1 32-м Г(2) Г ( Fy = ( +5) 


Формула умножения Гаусса 


n—1 
6.1.20. Г(и2) = (2π)α-π/ῃπε-1/5 TT τ: je =}: 
k=0 n 


Биномиальный коэффициент 
Z 2! T(z + 1) 
| - νις-ν) Τον -ὈΤα--.- Ὁ 
Символ Похгаммера 
6.1.22. (z)o = 1, (2) = 2(2 + 1) (2+ 2)...(2-+п- = 
_ Σα Επ) 
T(z) 
Гамма-функция комплексного аргумента 


6.1.23. Γ(Ζ) = T(z), ш Г@) = ш Г(2). 


6.1.24. arg Г(2 + 1) = аге Г(2) + arctg 2 - 
x 


. 9 co 2 —1 
6.1.25, 1+" ΓΙ | + а 


Г(х) δον (x + п 
6.1.26. | Γ(χ + iy)| < |TO)I. 


у 
Χ 


У 
— arct 
᾿ ыы 


6.1.27. arg Г(х + iy) = 740) + ΣΙ 


n= 0 


(x +iy #0, —1, —2,...), где $(z) = P’(z)/T (2). 


6.1.28. Г(1 + iy) = ГСУ). 
6.1.29. Γ(!γ) Γ(--1γ) = |T(iy) |? = ^^. 
 ysh ry 
6.1.30 г[5 + г( - iy) Е г(; +) 
1.30. Г | « ᾽ : 


6.1.31. Ld + iy) Td — iy) = |Td + iy? = = 
S. 


пу | 
1 3 πγ2 
6.1.32. Γ|--- ly ae | νὰ... '''..'α 
р (4 +5] т: ν) ch пу + ish лу 
Разложение в ряд 


6.1.33. ш Г + 2) = --]1η(] 1-2) 1- 2{1 -- γ) 


+>) (-0* a) — Пит о (21 < 2), 


= 


ζ(η) — дзета-функция Римана (см. гл. 23). 


Разложение в степенной ряд для 1/Г(2) *) 


1 [ο ο) 
6.1.34. = c,z* (12| < οο). 
Г(2) Σ 

Е εἷς. 

] 1.00000 00000 000000 
а 0.57721 56649 015329 
3 —0.65587 80715 202538 
4 —0.04200 26350 340952 
5 0.16653 86113 822915 
6 —0.04219 77345 555443 
7 —0.00962 19715 278770 
8 0.00721 89432 466630 
9 —0.00116 51675 918591 


10 —0.00021 52416 741149 
11 0.00012 80502 823882 
12 —0.00002 01348 547807 
13 —0.00000 12504 934821 
14 0.00000 11330 272320 
15 —0.00000 02056 338417 
16 0.00000 00061 160950 
17 0.00000 00050 020075 
18 —0.00000 00011 812746 
19 0.00000 00001 043427 
20 0.00000 00000 077823 
21 —0.00000 00000 036968 
22. 0.00000 00000 005100 
23 —0.00000 00000 000206 
24 —0.00000 00000 000054 
25 0.00000 00000 000014 
26 0.00000 00000 000001 


Аппроксимация многочленами (см. [6.5]) 
6.1.35.0< x <1, 
Tox + 1) =х! = 1+ ах + ах + 
+ asx? + αρχ' + ах? + &(x), 
| =(х)| < 5: 10° 
= —0.57486 46, аа = 0.42455 49, 


0.95123 63, a, = —0.10106 78. 
—0.69985 88, 


= 
| 


5 
| 


ag = 


*) Коэффициенты с, взяты из таблиц [6.12]. Учтены 
исправления, сделанные Солзером. 
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6.1.36. О<х<1,. 


T(x + 1) =x! = 1 dx + box? +... + ὂρχϑ + (x), 
| (x) |= 3» 10-7, 
δι = —0.57719 1652, δε = —0.75670 4078, 


bo = 0.98820 5891, by = 
bs = —0.89705 6937, b, 
by = 0.91820 6857, by = 


0.48219 9394, 
— 0.19352 7818, 
0.03586 8343. 


Формула Стирлинга 


| 1 
6.1.37. Г(2) ~ е-222-М (2%)? || + — + = 
ыы Ἐπὶ | 12 28822 
139 571 ы 
518402° 24889202" 


(2— oo, |argz| < т). 


0 
6.1.38. х! = а — + 
12х 


(x> 0, 0< 60 < I). 
Асимптотические формулы 


- /2= eo 22 (qz)az+b-1/2 


(large z | <=,. @ > 0). 


6.1.39. Г(а2 + ὁ) 


6.1.40. In Г(2) ~ (: — Al Inz—z+ > In (2π) + 


co 
τ 2. и. — Е 


т=1 
(z + 00, |8τρΖ| < п), 


где Bom — числа Бернулли (см. гл. 23). 
6.1.41. In Г(2) ~ — a Inz—z+ > In (2π) + 


1 1 ] 1 


of. ε-------ξ----- — --------------- «-Ἡ ---------------- ..». 
122 3602 12602 168027 τ 


(z+ oo, |argz| «π). 
Остаточный член асимптотического разложения 


6.1.42. Если R,(z) = 1η Γ(Ζ) — (ва: 


1 Bam 
— — 1η(2π) — ---------------------- 
2 > 2т(2т — 1)29%-1” 
| Ban+a| K(z) 
(2n + 1) (2n + 2)|z/??4 
грань | 2*/(и? + z”)| при u > 0. 
Для 2, действительного и положительного, Ry, по аб- 


то | Ra(z) | < » где К(2)—верхняя 


солютной величине меныпе первого отброшенного члена. 


и имеет тот же знак. 


6» 


6.1.43. Re In ГСу) = Re In Γ(--ἰγ) = 


κος. о ee 
2 у sh пу 2 Z 2 


(y > -- 00). 
6.1.44. Im In I'(iy) = arg (iy) = —arg Γ(--!γ) = 


= —Im nT(—iy) ушу = - 


СО вь | 
2 (27 — 1) (2η) у" (y + 00). 


6.1.45. lim (2) 1? | Г(х + fy) | eM lA | y pee = 1, 
[У| -> со 


6146. Ши ПЕ 
n> I(n + b) 
τ «το Ὁ.» 
T(z + 5b) 2z 


1 fa—b 1 
3 bom TP b— 1) — coe 9 
επ Ν вез = 


2 > 00 вдоль некоторой кривой, соединяющей 2 =0и 
2 = 00; при этом 2 5 —a, —a —l,...3 28 —b, --ὁ --],... 


Разложение в непрерывную дробь 


6.1.48. In Г(2) + z — ( = 4 In z — - ]η(2π) = 


εκ τ (Re z> 0) 
2: 2+ 24 zt 24 24... | 
1 №. 53 195 
=, = = = >, = —. 
12 30 210 371 
22 999 29 944 523 
Яд = % as = ——— » 
22 737 19 733 142 
ae 109 535 241 009 
48 264 275 462 
Формула Валлиса *) 
_ π|2 ; | 
: п ' Ἔν ἫΝ 
6.1.49. 2 [=] Е 1.3: 5...(2и — 1) ΜΕ 
oT cos J ‚2.4. 6...(2n) 
Tit) _ 


2°%(п!)* 22| n 


Π (2n)! _ 1 f2n)\ _ 
=. ВИ | } = πῃ + 1) 


— -Ἴ (п — 00). 


‚1 1 1 
в oa 
πὶ! 21а | 8n 1287} 


*) Иногда используется обозначение с двойным фак- 
ториалом: = 


(2п) = 2: 4-6... (2п) == 2πῃ|, 
(2n — 1)! =1-3.5... (Qn — 1) = п 122% Г ( Φ a) 
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Некоторые определенные интегралы (Ве 2 > 0) in T(z) = ( 3 и ων οκ 1 [απ + 
2 2 


Cr. ils er = ee) dt γ΄ 
6.1.50. In Г(2) = | G — фе = я a τῇ \ see ae 

0 е — | 

0 
6.2. БЕТА-ФУНКЦИЯ 

1 со п/2 

6.2.1. В(2, ω) = Τα -- t)Idt= | РИ Ее αἱ = 2 | (sin 2221 (соз 22-144 (Rez>0, Rew ΣΟ). 
a + 9h 

0 0 
6.2.2. В(2, w) = τ = Βίω, 2). 

Г(2 + w) 

6.3. ПСИ-ФУНКЦИЯ (ДИГАММА-ФУНКЦИЯ) *) 

6.3.1. bz) ο Ал Г(2)] 2 Г*(2) Значения при дробном аргументе 

dz T(z) 


6.3.3. ф Β ---γ--2ἱπ2----1.9635] 00260 21423... 


Значения при целом аргументе 
αμ 6.3.4. ен] 2+2 [++ р 


n—1 
6.3.2. (1) = —y, Y(n) = —y + ру k (353). 


ος οἷς |, (n > 1). 


2n — | 
Рекуррентные формулы 
1 
6.3.5. 42+) = (1) +—- 
2 


1 | 


6.3.6. ИНН ЕН 
a ye aoe 


1 Ϊ 
Ἔτη. ΕΠΕ 
2+2 1+2 


Формула симметрии 
6.3.7. ФИ — 2) = Ф(2) + т εἰς xz. 


Формула удвоения 


6.3.8. (22) = > roe > ψ (= + 7) + 11 2. 


Пси-функция комплексного аргумента 


6.3.9. YZ) = ψ(α). 
Ρης.ξ6.2. Пси-функция 6.3.10. Re ὑ(ἰγ) = Ве ψ(-- iy) = Re Ф + iy) = 


у = φ() = аш ГО)/Аах. = Ве ф(1 — iy). 


d 
*) Иногда употребляются обозначение $ф(2) = 7 ш Γ(Ζ + 1) и аналогичные обозначения для полигамма-функций. 
Zz 
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к | =; 1 © a am | 
6.3.11. Im ψ(ἰγ) = — у!+ — пс пу. 6.3.19. Ве ψ(1 ++ 17) ~ In y + pe 1)”""Bon = 
и 2 ; { 2пу2в 
1 1 
6.3.12. Im -- +iy|=— ду. 1 
(5 ”) 2 =Iny+ +... (9-0). 


+ + 
12 у? 120 у 252y" 
6.3.13. ша = — + + — пей пу= 
2y 2 Экстремумы Г(х) — нули (x) (см. [6.7]) 


со Г”(хв) = φίκα) = 0 
= УТ у) *. 
n=1 


n Xn T'(xn) n Xn T'(xn) 
0 em 1.462 +0.886 4 —3.635 +0.245 
᾿ в —3.545 5 —4.653 —0.053 
Разложення в степенной ряд 2 —1.573 +2.302 6 —5.667 0.009 
a 3 —2.611 —0.888 7 —6.678 —0.001 
6.3.14. bd +z) = —y+ > (DF ((п)27"— (|2|<1). 
J Xo = 1.46163 21449 68362, 


6345. = Ξ т - ney ne 1 — 2 Г(хо) = 0.88560 31944 10889. 
6.3.20. xn = —n + (Inn) + о[(ши)?]. 


ф-т > ees lle Пя 


ae | Определенные интегралы 
= Ζ © 
6.3.16. 4+2) = —y+ ———- oe —zt 
ы а μα 6.3.21. $(2) = \ i ee |4 
t 1 — e-* 
Е —1, —2, —3, ..). ы a η 
ες). 
6.3.17. Re ψ(] + iy)=1—y— + со 
1 + γ᾽ 1 dt 
иг = et — — 
со (1+02] ¢ 
+ δὸς "Ни + 1) — ПУ" (1γ|«2) ὃ 
n=1 
1 t dt 
у - = z)=Inz— — 2 
Re (1 + 15) = тии ту νο) 22 \ пе") 
п=1 0 
(—0o <у< 00). ΕΠΗ 
Асимптотические формулы 
[» 9) 
-φ .... gw 1 — [5-1 
1 > В - ο. ee 
6348, Y(2)~inz — 1 Fm _ 6.3.22. Y(z) + Ὑ a \ —— dt, 
Ἢ Oo ae 0 м 
1 1 1 1 со со 
к. 
2z 1223 1202 2529 .-{ J - =) = $f 1 - =“. 
ef — 1 te’ 1+t t 
(z+ 00, | arg z| < п). 0 
6.4. ПОЛИГАММА-ФУНКЦИИ *) 
м а” ἀπ 
6.4.1. $(")(2) = т (2) = {ση In Г(2) = ф(®)(2) (п = 0, 1, ...) является однозначной аналитической 
с функцией на всей комплексной плоскости 2, кроме точек 
{Me-2t 2 = —т (m = 0, 1, 2, ...), где она имеет полюсы порядка 
=(—1)"H \ dt (n= 1,2, 3, ..),(Rez> 0), и 
— 6 e 


*) {’ называют  тригамма-функцией; 4”, φῶ), (4) — соответственно TeTpa-, пента- и гексагамма-функциями 
(см. сноску на стр. 84). 
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Значения при целом аргументе 
6.4.2. V1) = (-1)1 п!С(и + 1) n= 1, 2, 3,...). 
6.4.3. Vn + 1) = (-10 т! [- би ἠ- 1) +14 


Значения при дробном аргументе 


6.4.4. ΠΗ --η»ππιΏπι..ηζα} 1) 


1 и 
6.4.5. фи — |= — πὸ --4 (2k — 1) ?. 
ζλπ]τα”-:Ὠθ-» 


Рекуррентная формула 
6.4.6. 1(”)(2 + 1) = Vz) + (-1)? и! 2—1, 


Формула симметрии 
6.4.7. ф(®(1 — 2) + (—1)'# (2) = 


=(—1)"x = ctg 7z. 
dz™ 


Формула умножения 


i. k 
' n) = (ny — > 
6.4.8. Y(™(mz) = ὃ In m+ mnt Δ, $ ( τ | 


Ὃν αμίνη 
0 при n> 0. 


_Разложения в ряд 
6.4.9. Wl +z) = (--1)πη Ё ζ(η ἠ- 1) -- 


τ +> И 2) Ζ + лы (п + 3)z? — -Ἴ 

| аи. 
6.4.10. ὑ(Ώ(Ζ) = (= п! у" (2+ Κγ-π-ι 
τ (z #0, --1, —2, ...). 


Асимптотические формулы 


(п — 1)! п! 
6.4.11. {(”)(2) ~ (—1)7-1 о Ῥ πη 


= (2k +n — 1)! 


* 25 ΟΠΕΣ 


| (z + oo, |argz| < п). 


1 1 1 1 1 
6412. И + 
we) 2 τ 223 ыы 623 3025 4227 


+... (2-00, [агР2| --π). 


1 
6.4.13. ф”(2) ~ — 1 -ω. SSeS oe Se oe — οκ nee -}- 
2 2 


3 5 
10210 6212 
3 2 1 4 


2 
6.4.14. (3) Zz we πας — κ —— -[- conan (Commie 
POr(z) κ + 4 + ra - 


(z + oo, |argz| < п). 


(z + o, |arg 2| < п). 


6.5. НЕПОЛНАЯ ГАММА-ФУНКЦИЯ 


(см. также 26.4) 


x 
Το. (Re a> 0). 


0 


1 


а) 


6.5.1. P(a, x) = 
Ῥ 


x 
6.5.2. γία. xX) = Pla, x) Ша) = { αν τμ (Re g > 0). 
J | 


во 
6.5.3. Га, x) = Ра) - ма») = фени 


2 
x 

6.5.4. y*(a, x) = x~"P(a, x) = —— γ(α, x), Y* является 
Г(а) 


однозначной аналитической функцией переменных а их 
и не имеет особых точек в конечной части плоскости. 


Интеграл вероятностей у?-распределения 


=P(p +1, uvp +1) 
(неполная гамма-функция в форме Пирсона). 


co 


6.5.7.. C(x, а) = { 14-1 с0${ dt (Веа< |. 


χ 


ГАИ | 
мы 
РУДУ ΞΘ 
ΛΔ ΘΑ 
| Ими 
GE ZITA Δ 
И] af i} 
ζ ναι τι Pit 


=f ΓΗ 


mie 


Е ᾿ 
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со 


6.5.8. S(x, а) = ! {5-1 sint dt (Rea <1). 
x 


[ο ο) 


6.5.9, Εη(χ) = ! e-ty-ndt = χπ-ι ΤΙ — и, x), 
1 


oe) 


6.5.10. αγ(χ) = etude =x™-1T(1 +n, x). 
1 


ры 1 
6.5.11. en(x) = ΣΝ a 
j=0 Л 


Неполная гамма-функция как частный случай 
вырожденной гипергеометрической функции 
(см. гл. 13) 


6.5.12. γ(α, x) = а x%e-*M(1, 1 + a, x) = 
= a 'x*M(a, 1 + a, —х). 


Частные значения 


2 = 
6.5.13. Р(и, χ}--1 — (+++ ie +... = е-* = 
2! (n — 1)! 


= 1 — Εῃ-ι(χ) е". 
Связь с распределением Пуассона см. в 26.4. 
6.5.14. y*(—n, x) = хз. 
со 


6.5.15: T(0, x)= \ et dt = E,(x). 


2 


χ 
6.5.16. γ (> , ы — "и = Jz erf x. 
1 со 
65.7. Г Е , ы = 2 ε 4! = Jr erfe x. 
x 
6.5.18. | ψπχγ" Ε — χ3}-- ( edt 
in Вы > | | 7 \ | 
0 


— 1) *—1(_ 1); 
а j= -- [ιο --ε- > 


--- πία 
6.5.20. Г(а, ix) = [C(x, а) — iS(x, α)]. 


Рекуррентные формулы 
х‘е-® 

Га-+ 1) | 

6.5.22. γ(α + 1, x) = αγία, x) -- χθε-Ἕ, 


6.5.21. Pa +1, x) = Ра, χ) -- 


е-* 
6.5.23. γα — 1, x)= xy*(a, x) + -----» 
| Г(а) 


Производные и дифференциальные уравнения 


co 
* 8 
«524, [1 | = И -ш»х- 
да. α--0 1 
= —Е1(х) — шх. 
6.5.25. -θγ(α, х)_ __ &a@ x _ х9-1е-2. 
ox ox 


6.5.26. = [χ-ἀΤία, χ)] = (—1)* x-*-" Ta +n, x) 
xX 


(n = 0, τ a ) 
6.5.27. [e*x*y*{a, х)] = e*x**y*(a — п, x) 
ox” 
ak № ee РВ? 
д? ok 5 ov * 
6.5.28. x у +(a+1+x) у + ay* = 0. 
ax? Ox | 
Разложения в ряд 
6.5.29. y*(a, 2) -- ε-5Ὑ i 
5.29. γ"(α,. 2) = =” —— Ее 
pave +n+1) 
ο0 __7)\n 
oe es τω 


Г(а) 5—5 (α 1- π) π! 
6.5.30. y(a, x + у) -- γία, x) = 


- ΤΣ (a — 1)(α — 2)... (a — n) [1 — eYen(y)] 


п 
n=0 x 


(lyl < |x). 


Разложение в непрерывную дробь 


6.5.31. Га. х = Es = aed. ~~) 
x+ I+ x+ И x+ 


(x > 0, |al < 9%). 


Асимптотические разложения 


6.5.32. Г(а, z)~ 21-—1е-2 | Е Е + | 
д д 


3π 
[=-=, [ατᾷ 21 <. 


Пусть Rp(a, 2) = ил (а, 2) +... — остаточный член это- 
го ряда. Тогда, если a, 2 — действительные, дляп >a — 2 
имеем 


| Rn(a, 2)| < | ива (а, 2)| 


sign Rp(a, 2) = sign Un4(a, 2). 


со (—1)* z4+# 


6.5.33. y(a, z)~ > Seer 


n=0 


(a + +00). 
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0, > 1, 
6.5.34. lim 2" _ {2 α--1. 
π-χοο e%n 
,, 040 < 1. 


6.5.35. Viz +1, z)~ e*2? [5 21/2 if = + 


aa Jarg 21 <-> |: 
-24 pia + Ζ-»00, | arg 2 τ 


Определенные интегралы 


ee) 
b 
6.5.36. \ etry, сд = 1. — |! = ey 
a (а +c)? 
(Re (a + c)>0, Reb> —1). 

[» 9) 

6.5.37. \ А СА. 
а 
0 


(Re (a + b) > 0, Rea> 0). 


6.6. НЕПОЛНАЯ БЕТА-ФУНКЦИЯ 


6.6.1. Β,ία, 5- | 17-11 — 08-4. 
0 
6.6.2. 1[.(а, b) = B,(a, b)/B (a, ὁ). 
Статистические приложения см. в 26.5. 


Симметрия 
6.6.3. Γεία, b) — 1 — Π-α(ὖ, а). 
Связь с бипомиальным разложением 


я 
6.6.4. ]γ(α, пла + 1) = > [* ) ov — p)*-J, 
J 


j=a 


Биномиальное распределение см. в 26.1. 


Рекуррентные формулы 
6.6.5. I,(a, ὁ) = xI,(a — 1, b) + (1 — x) Γαία, b — 1). 
6.6.6. (a + b — ах) Га, b) = 
= a(l — x) Γαία +1 b— 1) 4+ δ]αία, b + 1). 


6.6.7. (a + В Га, В = al,(a + 1, b) + bi,(a, b + 1). 


Связь с гипергеометрической функцией 


6.6.8. B,(a, b) = a'x*F(a, 1 b; a+ 1; x) 


ПРИМЕРЫ 
6.7. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ И РАСШИРЕНИЕ ТАБЛИЦ 


Пример 1. Вычислить Г (6.38) с 85. Используя 
рекуррентное соотношение 6.1.16 и табл. 6.1, имеем 


Г(6.38) = [(5.38) (4.38) (3.38) (2.38) (1.38)] Г(1.38) = 
== 232.43671. 


Пример 2. Вычислить In Г (56.38), используя табл. 6.4 
и линейно интерполируя функцию /.. Имеем 


In Г(56.38) = 
и | 56.38 — 5] In (56.38) — (56.38) + fy(56.38). 


В рассматриваемой области ошибка линейной интер- 
поляции функции f, меныпе, чем 10-7. Следовательно, 


[2(56.38) = 0.92041 67 и In Г(56.38) = 169.85497 42. 


Прямая интерполяция в табл. 6.4 функции lg Г(и) уст- 
раняет необходимость пользования логарифмами. Однако 
линейная интерполяция дает ошибку 0.002, поэтому lg Г(и) 
получается с относительной погрешностью 10-5. 

Пример 3. Вычислить ᾧ (6.38) с 85. Используем pe- 
куррентное соотношение 6.3.6 и табл. 6.1: 


1 | 
и ыы 
638) = aaa) 338) 2387 


1 
+ т; +438) = 1.77275 59. 


Пример 4. Вычислить Ф (56.38). Используя табл. 6.3, 
имеем ψ (56.38) = In 56.38 — fs (56.38). В этой таблице 
ошибка линейной интерполяции функции /з в данной обла- 
сти меньше, чем 8° 10-7. Следовательно, 


J3(56.38) = 0.00889 53 и ᾧ (56.38) = 4.023219. 


Пример 5. Вычислить ш (| — 7). Из формулы 
симметрии 6.1.23 и табл. 6.7 получаем ш Га -- Ὁ = 


= ш Td + Ὁ = —0.6509 + 0.3016 i. 
1 
Пример 6. Вычислить ш Г (> + > i | . Логариф- 


мируя рекуррентное соотношение 6.1.15, имеем 


. 1 3 1 ΠΗ 
ΙηΓ|---Ἴ---ἰ]}--]ηΓ!------- -π(χεχη]- 
᾿ 5+5.) [5 ση 2° 2 

= — 0.23419+0.03467 i — Е In - +iarctg ] с 


= 0.11239 — 0.750734. 


Логарифмы комплексных чисел находятся из 4.1.2. 

Пример 7. Вычислить In Г(3 + 77), используя фор- 
мулу удвоения 6.1.18. Логарифмируя формулу 6.1.18, 
получаем 


— <n 27 = — 0.91894, 


-- 
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(= ae 7| In 2 = 1.73287 + 4.85203 i, 


— 3.31598 + 2.32553 i, 


5 

a | 
es 
ιο | w 

ᾱ- 

| 
ныне 

| 


| 


ШГ (2 + > ‘ 
2 
In ΓΩ + 7i) = —5.16252 + 10.11625 1. 


Пример 8. Вычислить ш Г(3 + 7) с 5D, используя 
асимптотическую формулу 6.1.41. Имеем 


In (3 + 74) = 2.03022 15 + 1.16590 451. 


—2.66047 + 2.93869 1, 


Следовательно, 


(2.5 + 7i) In (3 + Τι) = —3.0857779 + 17.1263119 i, 


— (3 + 7i) = —3.0000000 — 7.0000000 i, 
> In (2π) = 0.9189385, 
[12(3 + 70: = 0.0043103 — 0.0100575 i, 
—[360(3 + 7731 = 0.0000059 — 0.000002 1, 


ш ΓΩ + 74) = —5.16252 + 10.11625 i. 


6.8. СУММИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ С ПОМОЩЬЮ ПОЛИГ АММА-ФУНКЦИЙ 


Бесконечные ряды, общий член которых представляет 
собой рациональную функцию индекса, всегда могут быть 
сведены к конечным рядам от пси-и полигамма-функций. 
Проиллюстрируем метод преобразования рядов, выписав 
явно формулу в том случае, когда знаменатель содержит 
трехкратный корень. 

Пусть общий член бесконечного ряда имеет вид 


gp 2, 

d,(n) 42(п) d3(n) 

где 
41(п) = (п + а.) (n а») ... (п + от), 
4›(п) = (п + βι)᾽ (и + Ba)... (и + Br)”, 
d3(n) = (п + γι)ῦ (п + γα)... (п + γε), 


p(n) — многочлен степени, не большей m+ 27 + 35 —2 
Константы αἰ, В; и Yi различны между собой. Разложе- 
ние Un на элементарные дроби имеет следующий вид: 


- ‚ ак - Dik box 
замене ae Se res a 
hai (n αχ) 2 (и - В») (и + В»)? 


ci > ΝΣ. A. ----ᾱς -. 2, Cok 
ΚΞ (3 Ὑχ) (п + yx)” (n + γρ) 


Un = 


m 7 $ 
Sr Σ МЕТ У Cy = 0. 
k=1 k=1 k=1 


со 
Теперь можно выразить У и» через константы, со- 
A= 
держащиеся в полученном разложении, а именно: 


n=1 


Хо = — $ а + ay) — 
j= 
— Зы + 8) + $ ха +89) — 
ре = 


τ р с + ур + 
j= 


$ $ 

+ 5 ^сф +1) — $ +1). 
1—1 jai 2! 

Аналогично получаются разложения в случаях, когда 

знаменатель содержит корни более высокой кратности. 

Если знаменатель содержит простые или двукратные 

корни, соответствующие строки опускаются. 


Пример 9. Найти 


о 
on (8 + 1) (2n + 1) (4n + 1) 
Tak Kak 


(n+ DQn+HD4@n+) ᾿' 


1/3 1 2/3 
ον в ae aes ss 
n+ 1 n+ 1/2 n+ 1/4 
имеем αι = 1, оз = 1/2, a3 = 1/4, ay = 1/3, a= -1, 
аз = 2/3. Таким образом, 
1 1 2 1 
Е”. ЕТ © Go ΠΕΝ, 1 —] = 0.047198. 
=) + 4 το ἢ 
Пример 10. Найти 
— 1 
$ = —— φ 
2) πη + 1) 
Tak как 
1 16 16 1 1 
ИНЫЕ πα =. pS — 7 си 
n(8n + 1} n п + 1/8 n(n +1/8)? 


имеем βι -- 0, βα = 1/8, bi = — 16, big = 16, ba = i. 
bog = 1. Следовательно, 
s= 1660) — 166 [ Ἢ + (1) + v(1 τ) -- 0.013499. 
= 1 
Пример 11. Вычислить 5 = я 
Σι + 1) (π΄ +4) 
(см. также 6.3.13). Имеем 


aipere7 sl ee i. 
(1? + 1 (2+4 6lntiin-i 


thie sca) 
12 \n+2i n—2i 


Отсюда a, = i/6, ag = — i/6, аз = —i/12, a, = i/12, 
αι =i, % = — | оз = 2i, a, = — 2i и, следовательно, 
s=— Γιο 1 Ὁ -- ψΙ--9] а [pl + 29 -- (1 — 29]. 


Учитывая 6.3.9, приводим это выражение к виду 
РЕ = imo +A— = Im $0 +25. 


Из табл. 6.8 находим 5 = 0.13876. 
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Таблица 6.1. Гамма-, дигамма- и тригамма-функции 


т - ; P(e) In r(z) γία) у’ (г) 
1.000 1.00000 00000 0.00000 00000 -0.57721 56649 1.64493 40668 0.000 
1:005 0.99713 85354 -0.00286 55666 -0.56902 09113 1.63299 41567 0.005 
1.010 0.99432 58512 -0.00569 03079 -0.56088 54579 1.62121 35283 0.010 
1.015 0.99156 12888 -0.00847 45187 -0.55280 85156 1.60958 91824 0.015 
1.020 0.98884 42033 -0.01121 84893 -0.54478 93105 1.59811 81919 0.020 


1.025 0.98617 39633 -0.01392 25067 -0,53682 70828 1.58679 76993 0.025 
1.030 0.98254 99506 -0.01658 68539 -0.52892 10873 1.57562 49154 0.030 
1.035 0.98097 15606 -0.01921 18101 -0.52107 05921 1.56459 71163 0.035 
1.040 0.97843 82009 -0.02179 76511 -0.51327 48789 1.55371 16426 0.040 
1.045 0.97594 92919 -0.02434 46490 -0.50553 32428 1.54296 58968 0.045 


1.050 0.97350 42656 -0.02685 30725 -0.49784 49913 1.53235 73421 0.050 
1.055 0.97110 25663 -0.02932 31868 -0.49020 94448 1.52188 35001 0.055 
1.060 0.96874 36495 -0.03175 52537 -0.48262 59358 1.51154 19500 0.060 
1.065 0.96642 69823 -0.03414 95318 -0.47509 38088 1.50133 03259 0.065 
1.070 0.96415 20425 -0.03650 62763 -0.46761. 24199. 1.49124 63164 0.070 


1.075 0.96191 83189 -0.03882 57395 -0.46018 11367 1.48128 76622 0.075 
1.080 0.95972 53107 -0.04110 81702 -0.45279 93380 1.47145 21556 0.080 
1.085 0.95757 25273 -0.04335 38143 -0.44546 64135 1.46173 76377 0.085 
1.090 0.95545 94882 -0.04556 29148 -0.43818 17635 1.45214 19988 0.090 
1.095 0.95338 57227 -0.04773 57114 -0.43094 47988 1.44266 31755 0.095 


1.100 0.95135 07699 -0.04987 24413 -0,42375 49404 1.43329 91508 0.100 
1.105 0.94935 41778 -0.05197 33384 -0.41661 16193 1.42404 79514 0.105 
1.110 0.94739 55040 -0.05403 86341 -0.40951 42761 1.41490 76482 0.110 
1.115 0.94547 43149 -0,05606 85568 0.40246 23611 1.40587 63535 0.115 
1.120 ‘0.94359 01856 -0.05806 33325 -0.39545 53339 1.29695 22213 0.120 


1.125 0.94174 26997 -0.06002 31841 -0.38849 26633 1.28813 34449 0.125 
1.130 0:93993 14497 -0.06194 83322 -0.38157 38268 1.37941 82573 0.130 
1.135 0.93815 60356 -0.06383 89946 -0.37469 83110 1.37080 49288 0.135 
1.140 0.93641 60657 -0.06569 53867 -0.36786 56106 1.36229 17670 0.140 
1.145 0.93471 11562 -0.06751 77212 -0.36107 52291 1.35387 71152 0.145 


1.150 0.93304 09311 -0.06930 62087 -0.35432 66780 1.34555 93520 0.150 
1.155 0.93140: 50217 -0.07106 10569 -0.34761 94768 1.33733 68900 0.155 
1.160 0.92980 30666 -0.07278 24716 -0.34095 31528 1.32920 81752 0.160 
1.165 0.92823 47120 -0.07447 06558. -0.33432 72413 1.32117 16859 0.165 
1.170 0.92669 96106 -0.07612 58106 -0.32774 12847 1.31322 59322 0.170 


1.175 0.92519 74225 -0.07774 81345 -0.32119 48332 1.30536 94548 0.175 
1.180 0.92372 78143 -0.07933 78240 -0.31468 74438 1.29760 08248 0.180 
1.185 0.92229 04591 -0.08089 50733 -0.30821 86809 1.28991 86421 0.185 
1.190 0.92088 50371 -0.08242 00745 -0.30178 81156 1.28232 15358 0.190 
1.195. 0.91951 12341 -0.08391 30174 -0.29539 53259 1.27480 81622 0,195 


1.200 0.91816 87424 -0.08537 40900 -0.28903. 98966 1.26737 72054 0.200 
1.205 0.91685 72606 -0.08680 34780 -0.28272 14187 1.26002 73755 0.205 
1.210 0.91557 64930 -0.08820 13651 -0.27643 94897 1.25275 74090 0.210 
1.215 0.91432 61500 -0.08956 79331 -0.27019 37135 1.24556 60671 0.215 
1.220 0.91310 59475 -0.09090 33619 -0.26398 37000 1.23845 21360 0.220 


1.225 0.91191 56071 -0.09220 78291 -0.25780 90652 1.23141 44258 0.225 
1.230 0.91075 48564 -0.09348 15108 -0.25166 94307 1.22445 17702 0.230 
1.235 0.90962 34274 -0.09472 45811 -0.24556 44243 1.21756 30254 0.235 
1.240 0.90852 10583 -0.09593 72122 -0.23949 36791 1.21074 70707 0.240 
1.245 0.90744 74922 -0.09711 95744 -0.23345 68341 1.20400 28063 0.245 
1.250 0.90640 24771 -0.09827 18364 -0.22745 35334 1.19732 91545 0.250 


! ! d 1 42 ! 
yt In ΜΝ dy In у. dy2 In ΤΕ; 1 


г [ο [ῃ ΓΘ 


1050 «-0.43429 44819 


Для x >2 см. примеры 1—4. 
Взято из [6.12]. 
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Таблица 6.1. Гамма-, дигамма- и тригамма-функции 


¥(z) 


r(z) 


0.90640 
0.90538 
0.90439 
0.90343 
0.90250 


0.90159 
0.90071 
0.89986 
0.89904 
0.89824 


0.89747 
0.89672 
0.89600 
0.89530 
0.89464 


0.89399 
0.89337 


-0.89278 


0.89221 
0.89167 


0.89115 
0.89065 
0.89018 
0.88973 
0.88931 


0.88891 
0.88853 
0.88818 
0.88785 
0.88754 


0.88726 
0.88700 
0.88676 
0.88654 
0.88635 


0.88618 
0.88603 
0.88590 
0.88580 
0.88572 


0.88566 
0.88562 
0.88560 
0.88560 
0.88563 


0.88567 
0.88574 
0.88583 
0.88594 
0.88607 


0.88622 
2 


24771 
57663 
71178 
62946 
30645 


71994 
84765 
66769 
15863 
29947 


06963 
44895 
41767 
95644 
04630 


66866 
80535 
43850 
55072. 
12485 


14420 
59235 
45324 
71116 
35074 


35692 
71494 
41041 
42918 
75748 


38175 
28884 
46576 
89993 
57896 


49081 
62361 
96587 
50635 
23397 


13803 
20800 
43364 
80495 
31217 


94575 
69646 
55520 
51316 
56174 


69255» 
1 


oP 


h. 


-0.09827 
-0.09939 
-0.10048 
-0.10154 
-0.10258 


-0.10358 
-0.10456 
-0.10550 
-0.10642 
-0.10731 


-0.10817 
-0.10900 
-0.10981 
-0.11958 
-9.11133 


-0.11205 
-0.11274 
-0.11341 
-0.11404 


-0.11524 
-0.11579. 
-0.11632 


0.11682 ‘ 
-0.11730 54539 


-0.11775 
-0.11817 
-0.11857 
-0.11894. 
-0.11929 


-0.11961 
-0.11990 
-0.12017 
0.12041 
0.12063 


-0.12082 
-0.12099 
-0.12114 
-0.12125 


--0.12135 


--0.12142 
-0.12146 
-0.12148 
-0.12148 
0.12145 


0.12140 
-0.12132 
-0.12122 
-0.12110 
-0.12095 


-0.12078 


18364 
41651 
67254 
96809 
31932 


74224 
25269 
86634 
59872 
46519 


48095 
66107 
02045 
57384 
33587 


32100- 


54356 
01772 
75756 
77697 


08974 
70951 
64980 


92401. 


52707 
88209 
62331 
76353 
31538 


29142 
70405 
56559 
88823 
68406 


96505 
74307 
02987 
83713 
17628 


05907: 


49657 
50010 
08083 
24980 


01797 
39621 
39528 
02585 
29852 


22376 


ту! 


ew 


-0.22745 
-0.22148 
-Q&21554 
-0.20964 
-0.20376 


-0.19792 
-0.19211 
-0.18634 
-0.18059 
0.17487 


0.16919 
0.16353 
0.15790 
0.15231 
-0.14674 


0.14120 
0.13569 
0.13020 
0.12475 
0.11932 


-0.11392 
-0.10855 
-0.10321 
-0.09789 
-0.09259 


-0.08733 
-0.08209 
-0.07687 
-0.07168 
-0.06652 


-0.06138 
-0.05627 
-0.05118 
-0.04611 
-0.04107 


-0.03605 
-0.03106 
-0.02609 
-0.02114 
0.01621 


-0.01131 
-0.00643 
-0.00158 
+0.00325 

0.00806 


0.01285 
0.01762 
0.02237 
0.02710 
0.03180 


0.03648 


35334 
34266 
61686 
14193 
88437 


81118 
88983 
08828 
37494 
71870 


08889 
45526 
78803 
05782 
23568 


29305 
20180 
93416 


46279 


76069 


80127 
55827 
00582 
11840 
87082 


23825 
19619 
72046 
78723 
ΚΤ ΡΣ ΘΙ 


45446 
00879 
01337 
44589 
28432 


50697 
09237 
01935 
26703 
81479 


64226 
72934 
05620 
39677 
64890 


71930 
62684 
39013 
02758 
55736 


99740: 


α 
ΜΒ ! 
Е ту! 


[-Φ’ 


Jog), е=0.48429 44819 


у (=). 


1.19732 
1.19072 
1.18418 
1.17772 
1.17131 


1.16498 
1.15871 
1.15250 
1.14635 
1.14027 


1.13425 
1.12829 
1.12238 
1.11654 
1.11075 


1.10502 
1.09934 
1.09372 
1.08816 
1.08265 


1.07719 
1,07178 
1.06643 
1.06112 
1.05587 


1.05066 
1.04550 
1.04040 
1.92533 
1.03032 


1.02535 
1.02043 
1.01555 
1.01072 
1.00593 


1.00118 
0.99648 
0.99181 
0.98719 
0.98261 


0.97807 
0.97357 
0.96911 
0.96469 
0.96031 


0.95597 
0.95166 
0.94739 
0.94316 
0.93896 


0.92480 


91545 
50579 
94799 
14030 
98301 


37821 
22990 
44385 
92764 
59053 


34350 
09915 
77175 
27706 
53246 


45678 
97037 
99497 
45379 
27136 


37361 
68773 
14226 


66696 | 


19286 


65216 
97829 
10578 
97036 
50881 


65905 
36002 
39113 
17518 
17241 


48640 
06113 
84147 
77326 
80318 


87886 
94874 
96215 
86921 
62091 


16896 
46592 
46509 
12052 
38700 


22005 


d- 
.κ.τεποπ. 1 
по In ν! 


τ. 


TAMMA-, ДИГАММА- И ТРИГАММА-ФУНКЦИИ 


Таблица 6.1. Гамма-, дигамма- и тригамма-функции 


T(z) 


0.88622 
0.88639 
0.88659 
0.88680 
0.88703 


0.88729 
0.88756 
0.88786 
0.88817 
0.88851 


0.88886 
0.88924 
0.88963 
0.89005 
0.89048 


0.89094 
0.89141 
0.89191 
0.89242 
0.89296 


0.89351 
0.89408 
0.89468 
0.89529 
0.89592 


0.89657 
0.89724 
0.89793 
0.89864 
0.89936 


0.90011 
0.90088 
0.90166 
0.90247 
0.90329 


0.90413 
0.90500 
0.90588 


0.90678. 


0.90770 


0.90863 
0.90959 
0.91057 
0.91156 


0.91361 
0.91466 
0.91573 
0.91682 
0.91793 


0.91906 


69255 
89744 
16850 
49797 
87833 


30231 
76278 
25287 
76586 
29527 


83478 
37830 
91990 
45387 


97463 . 


47686 
95537 
40515 
82141 
19949 


53493 
82342 
06085 
24327 
36685 


42800 
42326 
34930 
20302 
98138 


68163 
30104 
83712 
28748 
64995 


92243 
10302 
18996 
18160 
07650 


87329 
57079 
16796 
66390 
05779 


34904 
53712 


y! 


[9η 


In r(z) 


-0.12078 
-0.12058 
-0.12037 
-0.12013 
-0.11986 


-0.11957 
-0.11927 
-0.11892 
-0.11858 
-0.11820 


-0.11780 
-0.11738 
-0.11693 
-0.11647 
-0.11598 


-0.11547 
-0.11494 
-0.11438 
-0.11380 


-0.11321 


0.11259 
-0,11195 
-0.11128 
-0.11060 
-0.10990 


-0.10917 


-0.10842 
-0.10765 
-0.10687 
-0.10606 


-0.10523 
-0.10437 
-0.10350 
-0.10261 
-0.10170 


-0.10077 
-0.09981 
-0.09884 
-0.09785 
-0.09684 


-0.09580 
-0.09475 
-0.09368 
-0.09259 
-0.09147 


-0.09034 
-0.08919 
-0.08802 
-0.08683 
-0.08562 


-0.08440 


22376 
81200 
07353 
01860 
65735 


99983 
05601 
83580 
34900 
60534 


61446 
38595 
92928 
25388 
36908 


28415 
00828 
55058 
92009 
12579 


OST 


08127 
84864 
48737 
00610 


41338 
71769 
92746 
05105 
09676 


07282 
98739 
84860 
66447 
44301 


19212 
91969 
63351 
34135 
05088 


76974 
50552 
26573 
05785 
88929 


76741 
69951 
69286 
75466 
89203 


11210 


In y! 


a 


log, e=0.43429 44819 


¥(z) 


0.03648 
0.04115 
0.04579 
0.05041 
0.05502 


0.05960 
0.06416 
0.06871 
0.07323 
0.07773 


0.08222 
0.08668 
0.09113 
0.09556 
0.09997 


0.10436 
0.10873 
0.11309 
0.11742 
0.12174 


0.12604 
0.13033 
0.13459 
0.13884 
0.14307 


0.14729 
0.15148 
0.15566 
0.15983 
0.16398 


0.16811 
0.17222 
0.17632 
0.18040 
0.18447 


0.18852 
0.19256 
0.19658 
0.20058 
0.20457 


0.20854 
0.21250 
0.21645 
0.22037 
0.22429 


0.22819 
0.23207 
0.23594 
0.23980 
0.24364 


0.24747 


У 
4 


wal 


99740 
36543 
67896 
ЕЯ 
21146 


46439 
73074 
02697 
36936 
77400 


25675 
83334 
51925 
32984 
28024 


38544 
66023 
11923 
77690 
64754 


74528 
08407 
67772 
53988 
68404 


12354 
87158 
94120 
34529 
09660 


20776 
69122 
55933 
82427 
49813 


59282 
12015 
09180 
51951 
41410 


78749 
65064 
01462 
89037 
28871 


22037 
69593 


d 
Κο 1 
7 In y! 


5 У (т) 


0.93480 


0.93067 


0.92658 
0.92252 
0.91850 


0.91451 
0.91055 
0.90663 
0.90274 
0.89888 


0.89505 
0.89125 
0.88749 
0.88375 
0.88005 


0.87637 
0.87272 
0.86911 
0.86552 
0.86196 


0.85843 
0.85492 
0.85145 
0.84800 
0.84457 


0.84118 
0.83781 
0.83446 
0.83115 
0.82785 


0.82459 
0.82134 
0.81812 
0.81493 
0.81176 


0.80861 
0.80549 
0.80239 
0.79931 
0.79626 


0.79323 
0.79022 
0.78723 
0.78427 
0.78132 


0.77840 
0.77550 
0.77262 
0.76976 
0.76692 


0.76410 


Be 


22005 
57588 
41142 
68425 
35265 


37552 
71245 
32361 
16984 
21253 


41371 
73596 
14249 
59699 
06378 


50766 
Fant 
18871 
35815 
36921 


18931 
78630 
12856 
18488 
92455 


31730 
33330 
94315 
11790 
82897 


04826 
74802 
90092 
48001 
45875 


81094 
51079 
53282 
85198 
44350 


28302 
34645 
61012 
05060 
64486 


37011 
20396 
12424 


24 
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94 6. ГАММА-ФУНКЦИЯ И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 


Таблица 6.1. Гамма-, дигамма- и тригамма-функции 


т r(x) In r(z) ¥(z) у (z) 
1.750 0.91906 25268 -0.08440 11210 0.24747 24535 0.76410 18699 0.750 
$195 0.92020 92224 -0.08315 42192 0.25128 59559 0.76130 23773 0.755 
1.760 0.92137 48846 -0.08188 82847 0.25508 55103 0.75852 26870 0.760 
1.765 0.92255 95178 -0.08060 33871 0.25887 12154 0.75576 25950 0.765 
1.770 0.92376 31277 -0.07929 95955 ‚ 0.26264 31686 0.75302 19003 . 0.770 
1.775 0.92498 57211 -0.07797 69782 0.26640 14664 0.75030 04040 0.775 
1.780 0.92622 73062 -0.07663 56034 0.27014 62043 0.74759 79107 0.780 
1.785 0.92748 78926 -0.07527 55386 0.27387 74769 0.74491 42268. 0.785 
1.790 0.92876 74904 -0.07389 68509 0.27759 53776 0.74224 91617 0.790 
1,795 0.93006 61123 -0.07249 96070 0.28129 99992 . 0.73960 25271 0.795 
1.800 0.93138 37710 -0.07108 38729 0.28499 14333 0.73697 41375 0.800 
1.805 0.93272 04811 -0.06964 97145 0.28866 97707 0.73436 38093 0.805 
1.810 0.93407 62585 -0.06819 71969 0.29233 51012 0.73177 13620 0.810 
1.815 0.93545 11198 -0.06672: 63850 0.29598 75138 0.72919 66166 0.815 
1.820 0.93684 50832 -0.06523 73431 0.29962 70966 0.72663 93972 0.820 
1.825 0.93825 81682 -0.06373 01353 0.30325 39367 0.72409 95297 0.825 
1.830 0.93969 03951 -0.06220 48248 0.30686 81205 0.72157 68426 0.830 
1.835 0.94114 17859 -0.06066 14750 0.31046 97335 0.71907 11662 0.835 
1.840 0.94261 23634 -0.05910 01483 0.31405 88602 0.71658 23333 0.840 
1.845 0.94410 21519 -0.05752 09071 0.31763 55846 0.71411 01788 0.845 
1.850 0.94561 11764 -0.05592 38130 0.32119 99895 0.71165 45396 0.850 
1.855 0.94713 94637 -0.05430 89276 0.324175 21572 0.70921 52546 0.855 
1.860 0.94868 70417 -0.05267 63117 0.32829 21691 0.70679 21650 0.860 
1.865 0.95025 39389 -0.05102 60260 0.33182 01056 0.70438 51138 0.865 
1.870 0.95184 01855 -0.04935 81307 0.33533 60467 0.70199 39461 0.870 
1.675 0.95344 58127 -0.04767 26854 0.33884 00713 0.69961 85089 0.875 
1.880 0.95507 08530 -0.04596 97497 0.34233 22577 0.69725 86512 0.880 
1.885 0.95671 53398 -0.04424 93824 0.34581 26835 0.69491 42236 0.885 
1.890 0.95837 93077 -0.04251 16423 0.34928 14255 0.69258 50790 0.890 
1.895 0.96006 27927 ~0.04075 65875 0.35273 85596 0.69027 10717 0.895 
1.900 0.96176 58319 -0.03898 42759 0.25618 41612 0.68797 20582 0.900 
1.905 0.96348 84632 -0.03719 47650 0.35961 83049 0.68568 78965 0.905 
1.910 0.96523 07261 -0.03538 81118 0.36304 10646 0.68341 84465 0.910 
1.915 0.96699 26608 -0.03356 43732 0.36645 25136 0.68116 35696 0.915 
1.920 0.96877 43090 -0.03172 36054 0.36985 27244 0.67892 31293 0.920 
1.925 0.97057 57134 -0.02986 58646 0.37324 17688 0.67669 69903 0.925 
1.930 0.97239 69178 -0.02799 12062 0.37661 97179 0.67448 50194 0.930 
1.935 0.97423 79672 -0.02609 96858 0.37998 66424 0.67228 70846 0.935 
1.940 0.97609 89075 -0.02419 13581 0.38334 26119 0.67010 30559 0.940 
1.945 0.97797 97861 ~0.02226 62778 0.38668 76959 0.66793 28044 0.945 
1.950 0.97988 06513 -0.02032 44991 0.39002 19627 0.66577 62034 0.950 
1.955 0.98180 15524 -0.01836 60761 0.39334 54805 0.66363 31270 0.955 
1.960 0.98374 25404 -0.01639 10621 0.39665 83163 0.66150 34514 0.960 
1.965 0.98570 36664 -0.01439 95106 0.39996 05371 0.65938 70538 0.965 
1.970 0.98768 49838 -0.01239 14744 0.40325 22088 0.65728 38134 0.970 
1.975 0.98968 65462 -0.01036 70060 0.40653 33970 0.65519 36104 0.975 
1.980 0.99170 84087 -0.00832 61578 0.40980 41664 0.65311 63266 0.980 
1.985 0.99375 96274 -0.00626 89816 0.41306 45816 0.65105 18450 0.985 
1.990 0.99581 32598 -0.00419 55291 0.41631 47060 0.64900 00505 0.990 
1.995 0.99789 63643 -0.00210 58516 0.41955 46030 0.64696 08286 0.995 
2.000 1.00000 00000 0.00000 00000 0.42278 43351 0.64493 40668 1.000 
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Взято из [6.12]. 


ТЕТРАГАММА- И ПЕНТАГАММА-ФУНКЦИИ 


Таблица 6.2. Тетрагамма-и пентагамма-функции 


ψίϑ)(α) 


6.49393 
6.25106 
5.01969 
5.79918 
5.58891 


5.38832 
5.19686 
5.01404 
4.83939 
4.67247 


4.51287 
4.36020 
4.21411 


‘4.07424 


3.94028 


3.81193 
3.68891 
3.57095 
3.45780 
3.34922 


3.24499 


3.14490 
3.04875 
2.95636 
2.86754 


2.78214 


2.69999 
2.62093 
2.54484 
2.47158 


2.40102 
2.33304 
2.26752 
2.20436 
2.14345 


2.08471 
2.02802 
1.97332 
1.92051 
1.86951 


1:82925 
1.77266 
1.72667 
1.68221 
1.63923 


1.59765 
1.55743 
1.51852 
1.48085 
1.44439 


1.40909 


a 


94023 
18729 
49890 


38573 


68399 


23132 
56970 
67303 
69702 
74947 


67903 


88083 


11755 
35447 
60737 


80220 


64540 
50416 


29554 
38402 


48647 


`58422 
.84139 


52925 
95589 


40092 
05478 
96227 
97000 
67746 


39143 
08348 
35032 
37678 
90132 


18367 
97472 
48830 
37473 
69616 


90339 
81419 
59295 
73161 
03178 


58792 
77157 
21649 
80478 
65370 
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-0.81487 
-0.80129 
-0.78803 
-0.77509 


-0.76246 
-0.75012 


-0.73807° 


-0.72630 
-0.71480 


-0.70357 
~0.69259 
-0,68185 
-0.67136 
-0.66110 


-0.65107 
~0.64125 


-0.63166, 


-0.62226 
-0.61208 


-0.60408 
-0.59528 
-0.58667 
-0.57823 
-0.56997 


-0.56189 
0.55397 
-0.54621 
0.53861 
-0.53116 


0.52386 
-0.51671 
-0,50970 
-0.50283 
-0.49609 


-0.48948 
-0.48300 
-0.47665 
-0.47042 
-0.46431 


-0.45831 
-0.45242 
-0.44665 
-0.44098 
-0.43542 


-0.42996 
-0.42460 
-0.41934 
-0.41417 
-0.40909 


-0.40411 


66442 
76121 
51399 
87419 
83287 


41904 
69793 
76946 
76669 


᾿85441 


22779 
11105 
75627 
44220 
47316 
17793 
90881 
04061. 
96973 
11332 


90841 
81112 
29593 
85490 
99702 


24756 


14738 


25238 
13291 
37320 


57084 
33630 
29242 
07396 


32712: 


70921 
88813 
54207 
35909 
03677 


28188 
81007 
34549 


62055. 


37563 


35876 
32537 


cP 


¥'3) (x) 


1.40909 
1.37489 
1.24177 
1.30967 
1.27856 


1.24841 
1.21917 
1.19082 
1.16332 
1.13663 


1.11074 
1.08561 
1.06121 
1.03752 
1.01452 


0.99217 
0.97046 
0.94937 
0.92886 


0.90893" 


0.88956 


0.87072. 


0.85239 
0.83456 
0.81722 


0.80034 
0.78392 
0.76793 
0.75237 
0.73721 


0.72245 
0.70807 
0.69407 
0.68042 
0.66712 


0.65416 
0.64153 
0.62921 
0.61720 
0.60549 


0.59406 
0.58292 
0.57205 


0.56144. 


0.55108 


0.54098 : 


0.53112 
0.52149 
0.51208 
0.50290 


0.49393 
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38216 
08979 
77770 


47490 
33658 
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81843 
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95719 
47929 
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6. ГАММА-ФУНКЦИЯ И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 


Таблица 6.3. Гамма- и дигамма-функции для целых 
и полуцелых значений аргумента 


Η г(п) 1/T(n) г(п- 3) y(n) Л (п) f3(n) 
0)1.00000 00000 0)1.00000 000 -1)8.86226 93 -0.57721 56649 1.08443 755 0.57721 56 
2 0) 1:.00000 00000 0)1.00000 000 0)1.32934 04 +0.42278 43351 1.04220 712 0.27036 ee 
3 0)2.00000 00000 - 1)5.00000 000 0) 3.32335 10 0.92278 43351 1.02806 452 0.17582 795 
4 0) 6.00000 00000 - 1)1.66666 667 1)1.16317 28 1.25611 76684 1.02100 830 0.13017 669 
5 1)2.40000 00000 - 2)4.16666 667 1)5.23427 78 1.50611 76684 1.01678 399 0.10332 024 
6 2)1.20000 00000 - 3)8.33333 333 2)2.87885 28 1.70611 76684 1.01397 285 0.08564 180 
7 2)7.20000 00000 - 3)1.38888 889 3) 1.87125 43 1.87278 43351 1.01196 776 0.07312 581 
8 3)5.04000 00000 - 4)1.98412 698 4)1.40344 07 2.01564 14780 1.01046 565 0.06380 006 
9 4) 4.03200 00000 - 5)2.48015 873 5) 1.19292 46 2.14064 14780 1.00929 843 0.05658 310 
10 5) 3.62880 00000 - 6)2.75573 192 6) 1.13327 84 2.25175 25891 1.00836 536 0.05083 250 
Bl 6) 3.62880 00000 - 7)2.75573 192 7) 1.18994 23 2.35175 25891 1.00760 243 0.04614 268 
12 7) 3.99168 00000 - 8)2.50521 084 8)1.36843 37 2.44266 16800 1.00696 700 0.04224 497 
13 8)4.79001 60000 (- 9)2.08767 570 9)1.71054 21 2.52599 50133 1.00642 958 0.03895 434 
14 9)6.22702 08000 -10)1.60590 438 10)2.30923 18 2.60291 80902 1.00596 911 0.03613 924 
15 10)8.71782 91200 -11)1.14707 456 11)3.34838 61 2.67434 66617 1.00557 019 0.03370 354 
16 12)1.30767 43680 -13) 7.64716 373 12)5.18999 85 2.74101 33283 1.00522 124 0.03157 539 
17 13)2.09227 89888 -14)4.77947 733 13)8.56349 74 2.80351 33283 1.00491 343 0.02970 002 
18 14)3.55687 42810 -15)2.81145 725 15) 1.49861 21 2.86233 68577 1.00463 988 0.02803 490 
19 15)6.40237 37057 -16)1.56192 070 16)2.77243 23 2.91789 24133 1.00439 519 0.02654 657 
20 17)1.21645 10041 -18)8.22063 525 17) 5.40624 30 2.97052 39922 1.00417 501 0.02520 828 
21 18)2.43290 20082 -19)4.11031 762 19)1.10827 98 3.02052 39922 1.00397 584 0.02399 845 
22 19)5.10909 42172 -20)1.95729 411 20)2.38280 16 3.06814 30399. 1.00379 480 0.02289 941 
23 21)1.12400 07278 -22)8.89679 139 21)5.36130 36 3.11359 75853 1.00362 953 0.02189 663 
24 22) 2.58520 16739 -23) 3.86817 017 23)1.25990 63 3.15707 58462 1.00347 806 0.02097 798 
25 23)6.20448 40173 -24) 1.61173 757 24) 3.08677 05 3.19874 25129 1.00333 872 0.02013 331 
26 25) 1.55112 10043 -26) 6.44695 029 25) 7.87126 49 3.23874 25129 1.00321 011 0.01935 403 
27 26) 4.03291 46113 -27)2.47959 626 27) 2.08588 52 3.27720 40513 1.00309 105 0.01863 281 
28 28)1.08888 69450 -29) 9.18368 986 28)5.73618 43 3.31424 10884 1.00298 050 0.01796 342 
29 29) 3.04888 34461 -30)3.27988 924 30)1.63481 25 3.34995 53741 1.00287 758 0.01734 046 
30 30)8.84176 19937 -31)1.13099 629 31) 4.82269 69 3.38443 81327 1.00278 154 0.01675 925 
31 32)2.65252 85981 -33) 3.76998 763 33)1.47092 26 3.41777 14660 1.00269. 170 0.01621 574 
32 33)8.22283 86542 -34)1.21612 504 34)4.63340 61 3.45002 95305 1.00260 748 0.01570 637 
33 35)2.63130 83693 -36) 3.80039 076 36) 1.50585 70 3.48127 95305 1.00252 837 0.01522 803 
34 36)8.68331 76188 -37)1.15163 356. 37)5.04462 09 3.51158 25608 1.00245.392 0.01477 796 
35 38)2.95232 79904 -39) 3.38715 754 39) 1.74039 42 3.54099 43255 1.00238 372 0.01435 374 
36 40)1.03331 47966 -41)9.67759 296 40)6.17839 94 3.56956 57541 1.00231 744 0.01395 318 
37 41)3.71993 32679 -42)2.68822 027 42)2.25511 58 3.59734 35319 1.00225 474 0.01357 438 
38 43)1.37637 53091 -44)7.26546 018 43)8.45668 42 3.62437 05589 1.00219 534 0.01321 560 
39 44)5.23022 61747 -45)1.91196 320 45) 3.25582 34 3.65068 63484 1.00213 899 0.01287 530 
40 46)2.03978 82081 -47) 4.90246 976 47) 1.28605 02 3.67632 73740 1.00208 546 0.01255 208 
41 47)8.15915 28325 -48) 1.22561 744 48)5.20850 35 3.70132 73740 1.00203 455 0.01224 469 
42 49) 3.34525 26613 -50) 2.98931 083 50) 2.16152 90 3.72571 76179 1.00198 606 0.01195 200 
43 51)1.40500 61178 -52)7.11740 673 51)9.18649 81 3.74952 71417 1.00193 983 0.01167 297 
44 52)6.04152 63063 -53) 1.65521 087 53) 3.99612 67 3.77278 29557 1.00189 570 0.01140 668 
45 54)2.65827 15748 -55) 3.76184 288 55) 1.77827 64 3.79551 02284 1.00185 354 0.01115 226 
45 =6)1.19622 22087 -57)8.35965 084 56)8.09115 74 3.81773 24506 1.00181 321 0.01090 895 
47 57)5.50262 21598 -58)1,81731 540 58) 3.76238 82 3.83947 15811 1.00177 460 0.01067 602 
48 59)2.58623 241 -60)3.86662 851 60) 1.78713 44 3.86074 81768 1.00173 759 0.01045 283 
49 61)1.24139 15593 -62)8.05547 607 61)8.66760 18. 3.88158 15102 1.00170 210 0.01023 879 
50 62)6.08281 86403 -63) 1.64397 471 63)4.29046 29 3.90198 96734 1.00166 803 0.01003 333 
51 (64)3.04140 93202 (-65) 3.28794 942 (65)2.16668 38 3.92198 96734 1.00163 530 0.00983 596 
а 
(π--1)! 1/(ι--1) | | (п-3)! Τε Ln (η--1)! 
|= (2) Чел f; (п) г(п)= (2) т" —е-п/ (π) $ (п) =т п- /3(п) (2,)1=2.50662 82746 31001 


Значения %(и) взяты из [6.12]. 


ГАММА- И ДИГАММА-ФУНКЦИИ ДЛЯ ЦЕЛОГО И ПОЛУЦЕЛОГО АРГУМЕНТА 


‘Таблица 6.3. Гамма- и дигамма-функции для целых и полуцелых значений аргумента 


Л (п) 


r(n) 


64 
66 
67 


3.04140 
1.55111 
8.06581 
69) 4.27488 
71) 2.30843 


73) 1.26964 
74) 7.10998 
4.05269 
2.35056 
1.38683 


81) 8.32098 
5.07580 
3.14699 
1.98260 


1.26386 


90)8.24765 
5.44344 
3.64711 
2.48003 
1.71122 


100) 1.19785 
101)8.50478 
6.12344 
4.47011 


3.30788 


109) 2.48091 
1.88549 
1.45183 
1.13242 


8.94618 


118) 7.15694 
5.79712 
4.75364 
3.94552 


3.31424 


128) 2.81710 
130) 2.42270 
2.10775 
1.85482 


1.65079 


1.48571 
1.35200 
1.24384 
1.15677 
1.08736 


149} 29167 
149) 9.91677 
151) 9.61927 
153) 9.42689 
155) 9.33262 


(157) 9.33262 


93202 
87533 
75171 
32841 
69734 


03354 
58780 
19505 
13313 
11855 


71127 
21388 
73260 
83154 
93219 


05921 
93908 
10918 
55424 
45243 


71670 
58857 
58377 
54615 
54415 


40811 
47017 
09203 
81178 
21308 


57046 
60207 
33370 
39697 
01346 


41144 
95384 
72984 
64226 
55161 


59645 
15277 
14055 
25071 
61567 


78488 
93487 
59682 
04489 
15444 


15444 


(n—1)! 


n!=(2Qr)tn™*4e—nf; (п) 


I —Й———— ———— ————— a ae ee a ee a a ee 


1/r(n) 
65) 3.28794 
6.44695 
1.23979 
2.33924 
4.33193 


т 


11 
fo 
с 


1.40647 
2.46749 
4.25430 
7.21068 


т 


11. 
- 
~ 


1.97013 


5.04386 
7.88103 


91) 1.21246 
1.83707 
2.74189 
4.03220 
5.84376 


-101)8.34824 
1.17580 
1.63306 
2.23707 
3.02307 


-110) 4.03077 
5.30364 
6.88785 
8.83058 
1.11779 


1.39724 
1.72499 
2.10364 
2.53451 
3.01728 


-129) 3.54974 
4.12760 
4.74437 
5.39134 
6.05768 


6.73076 
7.29644 
8.03961 
8.64474 
9.19653 


-149) 9.68056 
~150) 1.00839 
-152) 1.03957 
-154) 1.06079 
-156)1.07151 


-158)1.07151 


3.17763. 


942 
964 
993 
515 
547 


631 
255 


029 


1/(n—1)! 


r(n) =(2n)*n” ея], (п) 
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r(n+3) 


65) 2.16668 
67) 1.11584 
68) 5.85817 
70) 3.13412 
72) 1.70809 


73) 9.47993 
5)5.35616 
3.07979 
1.80167 
1.07199 


6.48559 
3.98864 
2.49290 
1.58299 
90) 1.02102 


91)6.68774 
93) 4.44735 
95) 3.00196 
97) 2.05634 
99) 1.42915 


101) 1.00755 
102) 7.20403 
104) 5.22292 
106) 3.83884 
108) 2.85994 
110)2.15925 
112)1.65183 
114)1.28016 
116)1.00493 
117) 7.98921 
119)6.43131 
121)5.24152 
123) 4.32425 
125) 3.61075 
127) 3.05108 


129)2.60868 
131)2.25650 
133)1.97444 
135) 1.74738 


137) 1.56390 & 


139) 1.41533 
141)1.29503 
143)1.19790 
145)1.12004 
147)1.05843 


149) 1.01081 
150) 9.75431 
152) 9.51045 
154) 9.36780 
156) 9.32096 


(158) 9.36756 


(n—3)! 


¥(n) 


3.92198 
3.94159 
3.96082 
3.97969 
3.99821 


4.01639 
4.03425 
4.05179 
4.06903 
4.08598 


4.10265 
4.11904 
4.13517 
4.15105 


4.16667 


4.18205 
4.19721 
4.21213 
4.22684 
4.24133 


4.25562 
4.26970 
4.28359 
4.29729 
4.31080 


4.32413 
4.33729 
4.35028 
4.36310 
4.37576 


4.38826 
4.40060 
4.41280 
4.42485 
4.43675 


4.44852 
4.46014 
4.47164 
4.48300 
4.49424 


4.50535 
4.51634 
4.52721 
4.53796 
4.54860 


4.55913 
4.56954 
4.57985 
4.59006 
4.60016 


4.61016 


96734 
75166 
82858 
62103 
47288 


65470 
36899 
75495 
89288 
80814 


47481 
81907 
72229 
02388 
52388 


98542 
13693 
67425 
26248 
53785 


10927 
55998 
44887 
31188 
66323 


99657 
78604 
48734 
53862 
36140 


36140 
92931 
44150 
26078 
73697 


20756 
99825 
42354 
78718 
38268 


49379 
39489 
35142 
62023 
45002 


08160 
74827 
67610 
08426 
18527 


18527 


и (п)! 


γίτι) =In n—f3(n) 


1.00163 
1.00160 
1.00157 
1.00154 
1.00151 


1.00148 
1.00146 
1.00143 
1.00141 
1.00138 


1.00136 
1.00134 
1.00132 
1.00130 
1.00128 


1.00126 
1.00124 
1.00122 
1.00120 
1.00119 


1.00117 
1.00115 
1.00114 
1.00112 
1.00111 


1.00109 
1.00108 
1.00106 
1.00105 
1.00104 


1.00102 
1.00101 
1.00100 
1.00099 
1.00098 


1.00096 
1.00095 
1.00094 
1.00093 
1.00092 


1.00091 
1.00090 
1.00089 
1.00088 
1.00087 


1.00086 
1.00085 
1.00085 
1.00084 
1.00083 


1.00082 
κε 
9 


530 
383 
355 
438 
628 


919 
304 
780 
341 
984 


704 
498 
362 
292 
286 


341 
455 
623 
845 
118 


439 
807 
220 
675 
172 


709 
283 
894 
540 
220 


933 
677 
452 
255 
087 


946 
831 
741 
676 
635 


617 
620 
646 
691 
757 


843 
947 
070 
210 
368 


542 


Ἴ 


J3(n) 


0.00983 
0.00964 
0.00946 
0.00928 
0.00911 


0.00895 
0.00879 
0.00864 
0.00849 
0.00835 


0.00821 
0.00808 
0.00795 
0.00783 
0.00771 


0.00759 
0.00748 
0.00737 
0.00726 
0.00715 


0.00705 
0.00696 
0.00686 
0.00677 
0.00668 


0.00659 
0.00650 
0.00642 
0.00634 
0.00626 


0.00618 
0.00610 
0.00603 
0.00596 
0.00589 


0.00582 
0.00575 
0.00569 
0.00562 
0.00556 


0.00550 
0.00544 
0.00538 
0.00532 
0.00527 


0.00521 
0.00516 
0.00511 
0.00505 
0.00500 


0.00495 
ΚΕ 
4 


596 
620 
363 
784 
846 


514 
758 
546 
852 
648 


912 
619 
750 
284 
203 


489 
125 
096 
388 
986 


878 
052 
495 
197 
148 


337 
756 
335 
247 
302 


554 
995 
619 
419 
389 


522 
814 
258 
850 
584 


457 
463 
598 
858 
239 


738 
350 
072 
901 
833 


. 866 


(2n)2=2,50662 82746 31001 
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Таблица 6.4. Логарифмы гамма-функции 


η 1020 Г (п) log,, Г (n+4) log, Г (n+4) log), T (n+3) Ль(п) 
1 0.00000 000 -0.04915 851 -0.05245 506 0.04443 477 1.00000 000 
2 0.00000 000 +0.07578 023 +0.12363 620 +0.17741 398 0.96027 923 
a 0.30103 000 0.44375 702 0.52157 621 0.60338 271 0.94661 646 
4 0.77815 125 0.96663 576 1.06564 43 1.16765 41 0.93972 921 
5 1.38021 12 1.60345 79 1.71885 68 1.83666 09 6.93558 323 
6 2.07918 12 2.33045 66 2.45921 95 2.58998 86 0.93281 466 
7 2.05733 ;25 3.13208 89 3.27213 28 3.41389 73 0.93083 524 
8 3.70243 05 3.99739 04 4.14719 41 4.29850 39 0.92934 980 
9 4.60552 05 4.91820 91 5.07661 30 5.23635 60 0.92819 400 
10 5.55976 30 5.88824 59 6.05433 66 6.22163 27 0.92726 910 
11 6.55976 30 6.90248 63 7.07552 59 7.24966 15 0.92651 221 
12 7.60115 57 7.95684 40 8.13622 37 8.31660 83 0.92588 137 
13 8.68033 70 9.04792 45 9.23313 36 9.41927 06 0.92534 753 
14 9.79428 03 10.17286 3 10.36346 8 10.55493 3 0.92488 990 
15 10.94040 8 11,32921 0 11.52483 6 11.72126 5 0.92449 327 
16 12.116500 12.514847 12.715167 12.916241 0.92414 619 
17 13,320620 13.727922 13.932651 14.138090 0.92383 993 
18 14.551069 14.966804 15.175689 15.385245 0.92356 769 
19 15.806341 16.230045 16.442861 16.656311 0.92332 409 
20 17.085095 17.516352 17.732896 17.950042 0.92310 485 
21 18.386125 18.824561 19.044649 19.265313 0.92290` 649 
22 19.708344 20.153619 20.377088 20.601105 0.92272 615 
23 21.050767 21.502573 21.729270 21.956492 0.92256 149 
24 22.412494 22.870550 23.100338 23.330629 0.92241 055 
25 23.792706 `24.256751 24.489504 24.722740 0.92227 169 
26 25.190646 25.660444 25.596045 26.132109 0.92214 350 
27 26.605619 27.080949 4т:219290 27.558078 0.92202 481 
28 28.036983 28.517642 28.758623 29.000035. 0.92191 460 
295 29.484141 29.969940 30.213468 30.457412 0.92181 198 
30 30.946539 31.437301 31.683290. 31.929681 0.92171 621 
31 32.423660 32.919221 33.167590 33.416347 0.92162 661 
32 33.915022 34.415228 34.665900 34.916950 0.92154 262 
33 35.420172 35.924878 36.177784 36.431055 0.92146 371 
34 36.938686 37.447757 37.702829 37.958255 0.92138 944 
35 38.470165 38.983473 39.240648 39.498167 0.92131 942 
36 40.014233 40.531658 40.790876 41.050429 0.92125 329 
37 41.570535 42.091963 42.353169 42.614701 0.92119 073 
38 43.138737 43.664060 43.927200 44.190658 0.92113 146 
39 44.718520 45.247636 45.512661 45.777995 0.92107 524 
40 46. 309585 46.842397 47.109258 47.376420 0.92102 182 
4] 47.911645 48.448061 48.716713 48.985659 0.92097 101 
42 49.524429 50.064362 50.334761 50.605448 0.92092 262 
43 51.147678 51.691044 51.963150 52.235536 0.92087 648 
44 52.781147 53, 327866 53.601639 53.875686 0.92083 244 
45 54.424599 54.974597 55.249999 55.525670 0.92079 035 
46 56.077812 56.631014 56.908011 57.185269 0.92075 010 
47 57.740570 58.296908 58.575464 58.854276 0.92071 156 
48 59.412668 59.972075 60.252157 60.532491 0.92067 462 
49 61.093909 61.656322 61.937899 62.219723 0.92063 919 
50 62.784105 63.349462 63.632504 63.915788 0.92060 518 
51 64.483075 65.051318 65.335796 65.620510 0.92057 250 
log,y (n—1)! log,, (n—3)! log,, (π.--τ) | 102 и (π--1)} 


In r(n)=In (n--1)!=(n—$) Inn—ntfo(n) 
Значения lg Г(п) взяты из [6.18]. 


In 10=2.30258 509299 


108 19 Г (п) 
64.483075 
66.190645 
67.906648 
69.630924 
71.363318 


73.103681 
74.851869 
76.607744 
78.371172 
80.142024 


81.920175 
83.705505 
85.497896 
87.297237 
89.103417 


90.916330 
92.735874 
94.561949 
96.394458 
98.233307 


100.07841 
101.92966 
103.78700 
105.65032 
107.51955 


109.39461 
111.27543 
113.16192 
115.05401 
116.95164 


118.85473 
120.76321 
122.67703 
124.59610 
126.52038 


128.44980 
120.38430 
132.32382 
134.26830 
136.21769 


138.17194 
140.13098 
142.09477 
144.06325 
146.03638 


148.01410 
149.99637 
151.98314 
153.97437 
155.97000 


157.97000 


1080 (n—1)! 


ЛОГАРИФМЫ ГАММА-ФУНКЦИИ 


logy Г (n+) 


65.051318 
66. 761717 
68.480496 
70.207494 
71.942561 


73.685548 
75.436313 
77.194720 
78.960637 
80.733936 


82.514493 
84.302190 
86.096910 
87.898542 
89.706978 


ΕΕ} 
93.343845 
95.172075 
97.006708 
98.847650 


100 Г (п+=) 


65.335796 
67.047603 
68.767762 
70.496116 
ΠΕΣ 


73.976805 
75.128854 
77.488522 
79.255677 
81.020194 


82.811950 
84.600825 
86.396705 
88.199479 
90.009038 


91.825280 
93.648101 
95.477405 
97.313096 
99.155080 


Таблица 6.4. Логарифмы гамма-функции 


10810 Г (+5) 


65.620530 
67.333720 
69.055256 
70,784961 
72.522683 


74.268279 
76.021606 
77.782531 
79.550922 
81.326654 


83.109604 
84.899655 
86.696691 
88.500604 
90.311284 


92.128629 
93.952538 
95.782913 
97.619659 


99.462684 


100.69481 
102.54810 
104.40744 
106.27274 
108.14393 


110.02091 
111.90363 
113.79200 
115.68594 
117,58540 


119.49029 
12}.40056 
123.31614 
125.23696 
127.16296 


129.09407 
131.03025 
132.97143 
134.91756 
136.86857 


138.82442 
140.78505 
142.75041 
144.72044 
146.69511 


148.67435 
150.65813 
152.64639 
154.63909 
156.62619 


158.63763 


10810 (πι--1)} 


101.00327 
102.85758 
104.71791 
106.58420 
108.45636 


110.33430 
112.21797 
114.10727 
116.00214 
117.90250 


119.80820 
121.71946 
123.63591 
125.55760 
127.48445 


129.41642 
131.25344 
133.29545 
135.24239 
137.19421 


139.15086 
141,11228 
143.07842 
145.04923 
147.02467 


149.00467 
150.98920 
152.97820 
154.97164 
156.96946 


158.97163 


Ιοβῃρ (n—3)! 


in r(n)=In (п-$)!=(7-;) Ш п-я+ (п) 


101.31190 
103.16722 
105.02855 
106.89582 
108.76895 


110.64785 
112.53246 
114.42269 
116.31848 
118,21976 


120.12646 
122.03850 
123.95583 


125.87838. 
127.80610- 


129.73891 
131.67676 
133.61959 
135.56735 
137.51999 


139.47743 
141.43964 
143.40657 
145.37815 
147.35435 


149.33511 
151.32939 
153.31013 
155.20430 
157.30285 


159.30574 


log ig (π--1)}} 
In 10=2.30258 509299 


/»{π) 


0.92057 
0.92054 
0.92051 
0.92048 
0.92045 


0.92042 
0.92040 
0.92037 
0.92035 
0.92032 


0.92030 
0.92028 
0.92026 
0.92024 
0.92022 


0.92020 
0.92018 
0.92016 
0.92014 
0.92012 


0.92011 
0.92009 
0.92008 
0.92006 
0.92004 


0.92003 
0.92002 
0.92000 
0.91999 
0.91998 


0.91996 
0.91995 
0.91994 
0.91993 
0.91991 


0.91990 
0.91989 
0.91988 
0.91987 
0.91986 


0.91985 
0.91984 
0.91983 
0.91982 
0.91981 


0.91980 
0.91979 
0.91978 
0.91978 
0.91977 


0.91976 


ie 
3 


250 
108 
084 
173 
367 


661 
051 
530 
095 
741 


464 
261 
127 
061 
057 


115 
231 
401 
625 
900 


223 
593 
008 
465 
964 


502 
078 
690 
338 
019 


733 
479 
254 
059 
892 


752 
638 


550 


486 
446 


428 
433 
459 
505 
572 


659 
764 
887 
028 
186 


361 


Ἴ 


99 


100 


6. ГАММА-ФУНКЦИЯ И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 


Таблица 6.5. Вспомогательные функции для гамма-и дигамма-функций 


1 fi (α) 2 (=) f3(z) <z> 
0.015 1.00125 077 0.92018 852 0. 00751 875 67 
0,014 1.00116 735 0.92010 519 0. 00701 633 41 
0. 013 1.00108 391 0. 92002 186 0. 00651 408 ΤΊ 
0. 012 1.00100 050 0. 91993 853 0. 00601 200 83 
0. 011 1.00091 708 0. 91985 520 0. 00551 008 91 
0. 010 1. 00083 368 0. 91977 186 0. 00500 833 100 
0. 009 1.00075 028 0. 91968 853 0, 00450 675 111 
0. 008 1.00066 689 0. 91960: 520 0. 00400 533 125 
0. 007 1. 00058; 350 0. 91952 187 0. 00350 408 143 
0. 006 1.00050 012 0. 91943 853 0.00300 300 167 
0. 005 1.00041 675 0.91935 52( 0. 00250 208 200 
0. 004 1.00033 339 0. 91927 187 0. 00200 133 250 
0. 003 1.00025 003 0. 91918 853 0. 00150 075 333 
0. 002 1.00016 668 0. 91910 520 0.00100 033 500 
0. 001, 1.00008 334 0. 91902 187 0.00050 008 1000 
0. 000 1.00000 000 0. 91893 853 0. 00000 000 со 
| isa ΜΝ а 

"2 | eae 3 
х!= (2*)3 Зет (zx) 
P(x) = (2x) 357 4e-2fi (zx) 
In F(x) =In (α--1)!--(α-- 1) In α--αἠ-]2(α) 
v(x) =In z—fa(z) 
(2*)+=2.50662 82746 31001 
Таблица 6.6. Факториалы больших чисел 
n n! n ae 
100 157) 9.3326 21544 39441 52682 Ἢ 600 1408)1. 2655 72316 22543 07425 
200 374) 7.8865 78673 64790 50355 700 1689) 2. 4220 40124 75027 21799 
300 614) 3.0605 75122 16440 63604 800 1976) 7.7105 30113 35386 00414 
400 868) 6. 4034 52284 66238 95262 900 2269) 6. 7526 80220 96458 41584 
500 1134)1.2201 36825 99111 00687 "1000 2567) 4. 0238 72600 77093 77354 
Гг(и-1) Γ(ηἠ-1)᾽ 
Взято из [6.10]. 
<x> — целое число, ближайшее к x. 
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ГАММА-ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА 


Табл иц а 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


Ве п г(2) 


0.00000 00000 00 
0.00819 77805 -65 
0.03247 62923 18 
0. 07194 62509 00 
0.12528 93748 21 


0.19094 54991 87 
0. 26729 00682 14 
0. 35276 86908 60 
0. 44597 87835 49 
0.54570 51286 05 


0. 65092 31993 02 
0. 76078 39588 41 
0.87459 04638 95 
0.99177 27669 59 
1.11186 45664 26 


1.23448 30515 47 
1.35931 22484 65 
1.48608 96127 57 
1.61459 53960 00 


1.74464 42761 74 


1.87607 87864 31 


2.00876 41504 71 . 


2.14258 42092 96 
2.27743 81922 04 
2.41323 81411 84 


2.54990 68424 95 


‚ 2.68737 61537 50 


2.82558 56411 91 
2.96448 14617 89 
3.10401 54399.01 


3.24414 42995 90 
3. 38482 90223 77 
3.52603 43067 09 
3.66772 81104 88 
3.80988 12618 23 


3.95246 71261 89 
4. 09546 13204 51 
4. 23884 14660 71 
4. 38258 69752 28 
4.52667 88647 16 


4. 67109 95934 09 
4.81583 29197 96 
4.96086 37766 87 
5.10617 81606 63 
5.25176 30342 30 


5. 39760 62389 84 
5.54369 64183 04 
5.69002 29483 73 
5.83657 58764 54 
5.98334 58655 32 


6. 13032 41445 53 


ГОО ОИ ЗОО ЗОВИ t КРЫМ 


+! 


Лт ii г(2) 
‘0.00000 00000 00 


‚0.05732 29404 17 
“0111230 22226 44 

0.16282 06721 68. 
0.20715 58263 16. 


“0, 24405 82989 05 


0..27274 38104 91 
0. 29282 63511 87 
0. 30422 56029 76 
0.30707 43756 42 


0.30164 03204 68 
0. 28826 66142 39 
0.26733 05805 81 
0. 23921 67844 65 
0.20430 07241 49 


0.16293 97694 80 
0.11546 87935 89 
0.06219 86983 29 
0.00341 66314 77 
0.06061 28742 95 


0.12964 63163 10 
0. 20345 94738 33 
0. 28184 56584 26 
0.36461 40489 50 
0.45158 81524 41 


0. 54260 44058 52 
0.63751 09190 46 
0. 73616 63516 79 
0.83843 89130 96 
0.94420 54730 39 


1.05335 07710 69 
1.16576 67132 86 
1.28135 17459 32 
1.40001 02965 76 
1.52165 22746 73 


1.64619 26242 69 
1.77355 09225 91 
1.90365 10190 19 
2.03642 07096 93 
2.17179 14436 05 


2.30969 80565 73 
2.45007 85299 47 
2.59287 37713 19 
2. 73802 74148 20 
2.88548 56389 27 


3.03519 69999 22 
3.18711 22793 89 
3.34118 43443 27 
3.49736 80186 15 
3.65561 99647 12 


3.81589 85746 15 


х = 10 


< 


9. 


° 


0 62 00 00 NIN ча OD OD сс Ὀπύπίπιπο алла 


00000 <0 0 30 хо 09 со со © © © 


10.0 


Rein r(s) 
6.13032 41445 53 
6.27750 24635 84 

6. 42487 30533 35 


6.57242 85885 29 
‚ 6. 72016 21547 03 


7. 01613 75979 76 


7.31275 12034 30 
7.46128 36194 29 


7. 60995 96929 51 


7.90772 40468 98 
8. 05680 35089 04 
8.20600 89631 00 


8. 35533 65025 11 
8. 50478 23991 25 
8. 65434 30931 23 
8. 80401 51829 10 
8.95379 54158 79 


9.10368 06798 32 
9.25366 79950 15 


9.55393 74783 21 
9.70421 42849 72 


- 9.85458 24074 86 
-10.00503 94267 90 
-10.15558 30186 86 
-10.30621 09489 48 
-10. 45692 10687 39 


-10.60771 13103 15 
-10. 75857 96829 95 
-10. 90952 42693 78 
-11.06054 32217 92 
-11.21163 47589 48 


-11.26279 71628 04 
-11.51402 87756 02 
-11, 66532 79970 81 
-11.81669 32818 48 
-11. 96812 31369 01 


-12.11961 61192 81 
-12. 27117 08338 67 
-12. 42278 59312 81 


eS tae ἃ 1 Ἱ 


-12.57446 01059 08. 


-12.72619 20940 29 


-12.87798 06720 44 
-13. 02982 46547 89 
-13.18172 28939 51 
-13. 33367 42765 47 
-13. 48567 77234 95 


-13. 63773 21882 47 


6. 86806 72180 48. 
7.16436 74421 06. 


7.75877 46746 55 


9.40375 45067 08 . 


та τί) 


3. 81589 85746 15 
"3.97816 38691 88 
4.14237 74050 86 
4.30850 21885 83 
‘4.47650 25956 68 


4. 64634 42978 70 
4.81799 41933 05 
4.99142 03424 89 
5. 16659 19085 37 
5.34347 91013 53 


5.52205 31255 15 
5.70228 61315 35 
5.88415 11702 39 
6.06762 21500 13 
6. 25267 37967 05 


6. 43928 16159 76 
6. 62742 18579 12 
6.81707 14837 44 
7.00820 81345 02 
7.20081 01014 93 


7.39485 62984 36 
7. 59032 62351 84 


7. 18719 99928 77, 


7.98545 82004 68 
8.18508 20125 03 


8. 38605 30880 89 
8. 58835 35709 62 
8. 79196 60705 87 
8. 99687 36442 29 
9. 20305 97799 25 


9.41050 83803 12 
9.61920 37472 42 
9.82913 05671 62 
10. 04027 38971 80 
10.25261 91518 09 


10. 46615: 20903 24 
10. 68085 88047 12 
10. 89672 57081 77 
11.11373 95241 57 


21. 33188 72758 53 
11, 55115 62762 02 


11.77153 41183 09 
11.99300 86662 85 
12.21556 80464 79 
]2. 43920 06390 90 


12. 66389 50701 28 
12. 88964 02037 08 
13. 11642 51346 66 
13.34423 91814 77 
13.57307 18794 55 


13. 80291 29742 30 


Линейная интерполяция дает около 3 знаков, восьмиточечная интерполяция — около ὃ знаков. Для 2, 
находящегося вне области таблицы, см. примеры 5 — 8. 
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Таблица 6.7. Гамма-Фуикция комплексного аргумента 


г 1.1 
у Ав г() 47η т (2) y ΑἿΘ In T(z) (тв Г(2) 
0.0 - 0.04987 24412 60 0.00000 00000 00 5.0 - 5.96893 91493 52 3.96198 63258 60 
0.1 - 0.05702 02290 38 - 0.04206 65443 76 5.1 - 6.11415 43840 05 4.12446 68364 90 
0.2 - 0.07824 35801 68 - 0.08230 97383 98 5.2 - 6.25959 93585 61 4.28888 73284 80 
0.3 - 0.11291 43470 17 - 0.11905 06275 18 5.3 - 6.40526 53566 40 4. 45521 12743 47 
0.4 - 0.16008 21257 99. - 0.15086 79240 09 5.4. - 6.55114 41480 20 4. 62340 34819 04 
0.5 - 0.21858 96764 09 - 0.17666 11398 43 5.5 - 6.69722 79531 89 Δ. 79343 00232 04 
0.6 - 0.28718 99839 43 - 0.19566 16788 64 5.6 - 6.84350 94110 69 4.96525 81683 67 
0.7 - 0.36464 3873153 - 0.20740 35526 60 5.7 - 6.98998 15495 70 5.13885 63238 91 
0.8 - 0.44978 83131 87 - 0.21167 10325 55 5.8 - 7.13663 77586 96 5.31419 39750 77 
0.9 - 0.54157 54093 11 - 0.20843 91333 00 5.9 - 7.28347 17659 19 5. 49124 16322 40 
1.0 - 0.63908 78153 48 - 0.19781 78257 67 6.0 - 7.43047 76136`25 5. 66997 07803 94 
1.1 - 0. 74153 80620 74 - 0.18000 55175 74 6.1 - 7.57764 96383 95 5.85035 28321 46 
1.2 - 0.84825. 85646 26 - 0.15525 33222 12 6.2 - 7.72498 24519 72 6. 03236 40835 50 
1.3 - 0.95868: 73364 97 - 0.12383 93047 38 6.3 - 7.87247 09237 38 6. 21597 56726 90 
1.4 - 1.07235 26519 67 - 0.08605 08957 00 6.4 - 8.02011 01645 61 6. 40116 35407 92 
1.5 - 1.18885 84815 22 - 0.04217 34907 11 6.5 - 8.16789 55118 88 6. 58790 33956 67 
1,6 - 1.30787 15575 95 ‹ + 0.00751 65191 79 6.6 - 8.31582 25159 69 6. 77617 16773 32 
1.7 - 1.42911 03402 04 0.06275 56777 30 6.7 - 8.46388 69271 17 6.96594 55256 30 
1.8 - 1.55233 58336 11 0.12329 53847 15 6.8 - 8.61208 46838 95 7.15720 27497 24 
1.9 - 1.67734 40572 49 0.18890 25358 69 6.9 - 8.76041 19021 72 7. 34992 17993 20 
2.0 - 1.80395 99248 63 0. 25935 93780 23 7.0 - 8.90886 48649 60 7.54408 17375 09 
2.1 —- 1.93203 22878 13 0.33446 29085 79 7.1 - 9.05744 00129 63 7. 73966 22151 13 
2.2 - 2.06142 99239 46 0.41402 40321 50 7.2 - 9.20613 39357 92 7.93664 34464 25 
2.3 - 2.19203 82866 29 0. 49786 66085 82 7.3 - 9.35494 33637 73 8.13500 61862 70 
2.4 - 2.32375 68617 01 0.58582 64745-04 7.4 - 9.50386 51603 25 8.33473 17082 71 
2.5 - 2.45649 70097 26 0.67775 04868 09 7.5 - 9.65289 63148 29 8. 53580 17842 76 
2.6 - 2.59018 01959 43 0. 77349 56148 91 7.6 - 9.80203 39359 83 8. 73819 86648 33 
2.71 - 2.72473 65306 67 0.87292 80949 66 7.7 - 9.95127 52455 81 8.94190 50606 84 
2.8 - 2.86010 35591 81 0.97592 26515 07 7.8 -10.10061 75726 94 9. 14690 41251 84 
2.9 - 2.99622 52529 98 1.08236 17859 08 1.9 -10. 25005 83482 21 9. 35317 94376 01 
3.0 - 3.13305 11644 50 1.19213 51297 05 8.0 -10. 39959 50997 80 9.56071 49872 49 
3.1 - 3.27053 57144 30 1.30513 88581 77 8.1 -10. 54922 54469 17 9. 76949 51583 85 
3.2 - 3.40863 75892 32 1.42127 51595 43 8.2 -10. 69894 70966 06 9. 97950 47158 43 
3.3 - 3.54731 92273 03 1.54045 17547 76 8.3 -10. 84875 78390 24 10,19072 87913 49 
3.4 - 3.68654 63804 17 1.66258 14631 94 3.4 -10,99865 55435 72 10, 40315 28704 84 
3.5 - 3.82628 77368 25 1. 78758 18092 68 8.5 -11.14863 81551 38  10.61676 27802 52 
3.6 - 3.96651 45962 20 1.91537 46664 26 8.6 -11.29870 36905 72 10,83154 46772 22 
3.7 - 4.10720 05882 64 2.04588 59340 24 8.7 -11.44885 02353 71 11, 04748 50362 14 
3.8  - 4.24832 14278 81 2.17904 52440 32 8.8 -11.59907 59405 42 11, 26457 06394 86 
3.9 - 4. 38985 47017 40 2.31478 56943 26 8.9 -11. 74937 90196 53 11, 48278 85664 18 
4.0 - 4.53177 96812 84 2.45304 36058 25 9.0 -11.89975 77460 43 11.70212 61836 32 
4.1 - 4.67407 71584 70 2.59375 83010 13 9.1 -12.05021 04501 83 11.92257 11355 62 
4.2 - 4.81672 93009 83 2.73687 19016 54 9.2 -12.20073 55171 88 12.14411 13354 15 
4.3 - 4.95971 95242 44 2.88232 91437 48 9.3 -12. 35133 13844 58 — 12.36673 49565 33 
4.4 ^- 5.10303 23779 21 3.03007 72080 09 9.4 -12.50199 65394 43 12,59043 04241 06 
4.5 - 5.24665 34450 28 3. 18006 55643 29 9.5 -12.65272 95175 33 12.81518 64072 43 
4.6 .- 5.39056 92519 72 3, 33224 58288 43 9.6 -12.80352 89000.52 13,04099 18113 65 
4.7 - 5.53476 71881 64 3. 48657 16324 07 9.7 -12.95439 33123 60 13, 26783 57709 12 
4.8 - 5.67923 54339 89 3. 64299 84993 84 9.8 -13.10532 14220 44 13, 49570 76423 49 
4.9 - 5.82396 28961 29 3. 80148 37357 79 9.9 -13.25631 19372 14  13.72459 69974 44 
5.0 - 5.96893 91493 52 3.96198 63258 60 10.0 -13, 40736 36048 74 13,95449 36168 27 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


AE т ΓίΖ) 


0.08537 40900 03 
0. 09169 75124 13 
`0.11050 89067 86 
0.14135 09532 62 
0.18352 07443 57 


0.23614 32688 51 
0. 29824 98509 35 
0. 36884 83560 49 
0.44697 73864 90 
0.53174 22756 96 


0.62233 46814 87 
0. 71803 95313 44 
0.81823 34133 20 
.0.92237 79303 78 
1.03001 06294 86 


1.14073 52341 62 
1.25421 22047 39 
1.37015 01536 37 
1.48829 83245 09 
1.60844 01578 57 


1.73038 78680 93 
1.85397 79144 87 
1.97906 72374 32 
2.10553 01371 17 
2.23325 56848 33 


2.36214 55727 43 
2.49211 23232 46 
2.62307 77928 95 
2. 75497 19177 39 
2.88773 16568 77 


3.02130 00992 07 
3.15562 57049 65 
3.29066 16590 00 
3. 42636 53170 56 
3.56269 77297 54 


3.69962 32317 85 
3.83710 90860 24 
3.97512 51741 07 
4.11364 37264 61 
4. 25263 90859 57 


4.39208 75003 42 
4.53196 69393 70 
4. 67225 69332 23 


4.81293 84293 30. 


4.95399 36651 50 


5.09540 60548 36 
5. 23716 00880 20 
5. 37924 12391 93 
5.52163 58863 97 
5. 66433 12381 00 


5.80731 52672 85 


bt 4:4 


z=1.2 


Im т Г(2) 


0.00000 00000 00 
0. 02865 84973 21 
0.05586 39903 67 


. 0.08025 91592 09 


0.10066 05658 03 


0. 11610 77219 87 
0.12588 00935 13 
0.12948 68069 28 
0.12663 80564 16 
0.11720 77278 71 


0.10119 48344 90 
0.07868 85726 52 
0.04983 92764 14 
0.01483 57562 65 
0.02611 15201 47 


0.07278 23932 61 
0.12495 51937 38 
0.18241 21090 01 
0. 24494 25273 48 
0.31234 49712 35 


0.38442 80719 73 
0.46101 09100 87 
0.54192 29484 31 
0.62700 37140 16 
0. 71610 23338 39 


0.80907 69945 69 
0.90579 43715 71 
1.00612 90561 43 
1.10996 29987 33 
1.21718 49784 62 


1.32769 01044 18 
1.44137 93510 29 
1.55815 91278 68 
1.67794 08829 56 
1.80064 07379 67 


1.92617 91533 49 
2.05448 06211 84 
2.18547 33836 08 
2.31908 91746 67 
2.45526 29835 70 


2. 59393 28374 55 
2. 73503 96019 03 
2.87852 67976 01 
3.02434 04316 86 
3.17242 88424 26 


3.32274 25560 43 
3. 47523 41545 72 
3.62985 81537 79 
3. 78657 08902 31 
3.94533 04167 32 


4.10609 64053 70 
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Pein Τ(Ζ) 


5.80731 52672 85 
5.95057 66519 39 
6. 09410 47211 91 
6. 23788 94064 81 
6, 38192 11972 10 


6, 52619 11003 82 
6. 67069 06038 24 
6. 81541 16425 98 
6. 96034 65682 97 
7.10548 81209 15 


7. 25082 94030 54 
7. 39636 38562 29 
7.54208 52390 70 
7. 68798 76072 47 
7.83406 52949 57 


7.98031 28978 26 
8. 12672 52570 99 
8. 27329 74450 10 
8. 42002 47512 17 
8. 56690 26702 20 


8. 71392 68896 74 
8. 86109 32795 24 
9.00839 78818 89 
9.15583 69016 37 
9. 30340 66975 98 


9.45110 37743 60 
9.59892 47746 01 
9. 74686 64719 23 
9. 89492 57641 38 


10. 04309 96669 84 


-10. 19138 53082 31 
-10. 33977 99221 46 
-10. 48828 08443 04 
-10. 63688 55067 01 
-10. 78559 14331 66 


-10.93439 62350 38 
-11. 08329 76070 93 
-11. 23229 33237 11 
-11. 38138 12352 53 
-11.53055 92646 46 


-11.67982 54041 57 
-11.82917 77123 44 
-11.97861 43111 70 
-12.12813 33832 78 
-12.27773 31694 04 


-12. 42741 19659 29 
-12.57716 81225 64 
-12. 72700 00401 42 
-12. 87690 61685 35 
-13.02688 50046 68 


-13. 17693 50906 38 


Im 1η Γ(2) 


4.10609 64053 70 
4. 26883 00575 53 
4.43349 40204 01 
4.60005 23089 91 
4. 76847 02339 50 


4. 93871 43339 56 
5. 11075 23127 64 
5.28455 29803 68 
5.46008 61980 02 
5.63732 28266 55 


5. 81623 46788 41 
5.99679 44733 73 
6. 17897 57929 16 
6. 36275 30441 11 
6. 54810 14200 83 


6. 73499 68651 55 
6. 92341 60416 24 


"7.11333 62984 34 


7. 30473 56416 32 
7. 49759 27064 69 


7. 69188 67310 43 
7. 88759 75313 86 
8. 08470 54778 77 
8. 28319 14729 22 
8. 48303 69297 94 


8. 68422 37525 82 
8. 88673 43171 55 
9. 09055 14530 96 
9. 29565 84265 39 
9. 50203 89238 50 


9. 70967 70361 08 
9. 91855 72443 36 


10. 12866 44054 34 
10. 33998 37387 77 
10.55250 08134 40 


10. 76620 15360 05 
10. 98107 21389 38 
11. 19709 91694 76 
11. 41426 94790 19 
11.63257 02129 90 


11. 85198 88011 32 
12. 07251 29482 35 
12. 29413 06252 48 
12. 51683 00607 77 
12. 74059 97329 36 


12.96542 83615 35 
13. 19130 49005 92 
13. 41821 85311 47 
13. 64615 86543 64 
13.87511 48849 16 


14, 10507 70446 23 


104 6. ГАММА-ФУНКЦИЯ И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 


Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


z=1,3 
у Reinr(z) Чтв г(2) у еп Τ(α) Im In Г(2) 
0.0 - 0.10817 48095 08 0.00000 00000 00 5.0 - 5.64541 41381 33 4, 24823 90621 27 
0.1 - 0.112383 61080 85 0. 01671 99199 34 5.1 - 5.78673 23355 37 4. 41126 31957 95 
0.2 - 0.13070 20636 90 0. 03225 84033 35 5.2 - 5.92835 35606 66 4.57620 66023 67 
0.3 - 0.15843 10081 49 0. 04549 95427 81 5.3 - 6.07026 64370 51 4. 74303 39118 17 
0.4 - 0.19649 12771 78 0.05544 82296 06 5.4 - 6.21246 02140 03 Я. 91171 10050 12 
0.5 - 0.24420 93680 45 0. 06126 78750 55 5.5 - 6.35492 47217 66 5. 08220 49501 77 
0.6 - 0.30082 34434 02. 0.06229 79103 48 5.6 - 6.49765 03305 97 5.25448 39434 72 
0.7 - 0.36553 39002 19 0. 05805 28252 04 5.7 - 6.64062 79133 72 5.42851 72533 50 
0.8 - 0.43754 53407 27 0. 04820 73993 35 5.8 - 6.78384 38113 55 5. 60427 51684 12 
0.9 = 0.51609 74046 40 0.03257 37450 94 5.9 - 6.92730 48028 21 5. 78172 89485 09 
1.0 - 0.60048 45154 05. 0.01107 52190 48 6.0 - 7.07098 80742 52 5.96085 07788 45 
1.1 - 0.69006 62005 12 ‚0.01627 90894 04 6.1 - 7.21489 11938 62 6.14161 37268 52 
1.2 - 0.78427 03001 02 0.04941 70710 23 6.2 - 7.35900 70872 13 6. 32399 17016 49 
1.3 - 0.88259 13601 03 0. 08822 25250 96 6.3 - 7.50332 90147 58 6. 50795 94158 99 
1.4 - 0.98458 61322 90 0.13255 01649 50 6.4 - 7.64785 05510 98 6. 69349 23498 81 
1.5 - 1.08986 76158 16 0. 18223 70479 17 6.5 - 7.79256 55658 27 6. 88056 67176 38 
1.6 - 1.19809 86148 04 0.23711 09920 47 6.6 - 7.93746 82058 02 7. 06915 94350 45 
1.7 - 1.30898 54162 82 0. 29699 65855 44 6.7 - 8.08255 28787 24 7. 25924 80896 76 
1.8 - 1.42227 19237 14 0. 36171 93463 93 6.8 - 8.22781 42379 13 7.45081 09123 38 
1.9 - 1.53773 44011 63 0.43110 85022 51 6.9 - 8.37324 71081 76 7.64382 67501 64, 
2.0 - 1.65517 68709 10 0. 50499 87656 67 7.0 - 8.51884 67726 68 7.83827 50411 67 
2.1 - 1.77442 71431 91 0.58323 13926 09 7.1 - 8.66460 83606 78 8. 03413 57901 50 
2.2 - 1.89533 34239 28 0.66565 47394 67 7.2 - 8.81052 74362 48 8. 23138 95458 91. 
2.3 - 2.01776 14331 34 0. 75212 44759 30 7.3 - 8.95659 96875 66 8. 43001 73795 19 
2.4 - 2.14159 19646 87 0. 84250 35670 42 7.4 - 9.10282 09770 73 8. 63000 08640 04 
2.5 - 2.26671 88222 04 0.93666 21049 03 7.5 - 9. 24918 73322 19 8. 83132 20546 97 
2.6 - 2. 39304 70725 18 1.03447 70464 53 7.6 - 95. 39569 49368 29 9. 03396 34708 43: 
2.7 - 2.52049 15659 37 1.13583 18965 15 7.7 - 9.54234 01230 14 9. 23790 80780 23 
2.8 - 2.64897 56799 18 1.24061 63628 56 7.8 - 9.68911 93636 11 9. 44313 92714 58 
2.9 - 2.77843 02497 03 1.34872 60013 87 7.9 - 9,83602 92650 88 9. 64964 08601 22 
3.0 - 2.90879 26554 06 1.46006 18633 96 8.0 - 9.98306 65608 89 9.85739 70516 25 
3.1 - 3.04000 60402 26 1.57453 01525 07 8.1 -10. 13022 81051 96 10. 06639 24378 12. 
.3.2 - 3.17201 86387 60 1.69204 18960 57 8.2 -10. 27751 08670 60 10. 27661 1981.0 47 
3.3 - 3.30478 31979 94 1.81251 26335 69 8.3 -10.42491 19248 88 10.48804 10011 24 
3.4 - 3.43825 64765 05 1.93586 21235 97 8.4 -10. 57242 84612 54 10. 70066 51627 91 
3.5 - 3.57239 88099 07 2.06201 40693 37 8.5 -10.72005 77580 15 10.91447 04638 39. 
3.6 - 3.70717 37325 19 2. 19089 58627 45 8.6 -10.86779 71917 09 11.12944 32237 30 
3.7 - 3.84254 76469 59 2.32243 83465 44 8.7 -11.01564 42292 16 11, 34557 00727 24 
3.8 - 3.97848 95346 95 2.45657 55932 86 8.8 -11.16359 64236 64 11.56283 79415 00 
3.9 - 4.11497 07016 98 2. 59324 47004 59 8.9 -11.31165 14105 63 11.78123 40512 20 
4.0 - 4.25196 45543 18 2. 73238 56006 34 9.0 -11.45980 69041 59 12. 00074 59040 23 
4.1 - 4.38944 64012 12 2.87394 08855 80 9.1 -11.60806 06939 74 12. 22136 12739 31 
4.2 - 4.52739 32778 30 3. 01785 56433 48 9.2 -11.75641 06415 49 12.44306 81981 38 
4.3 - 4.66578 37904 84 3.16407 73073 22 9.3 -11.90485 46773 52 12. 66585 49636 64 
4.4 - 4.80459 79774 65 3.31255 55163 23 9.4 -12.05339 07978 49 12.88971 01243 51 
4.5 - 4.94381 71850 33 3.46324 19848 78 9.5 -12.20201 70627 34 13. 11462 24431 99 
4.6 - 5.08342 39564 42 3.61609 03828 59 9.6 -12.35073 15923 02 13. 34058 09350 03 
4.7 - 5.22340 19323 94 3.77105 62237 32 9.7 -12.49953 25649 49 13. 56757 48342 95. 
4.8 - 5.36373 57615 52 3.92809 67607 19 9.8 -12.64841 82148 10 13. 79559 35935 62 
4.9 - 5.50441 10199 31 4.08717 08902 55 9.9 -12. 79738 68295 12 14. 02462 68767 33 
5.0 - 5.64541 41381 33 4, 24823 90621 27 10,0 -12.94643 6743034 14. 25466 45529 28 
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Таблица 6.7. Гамма-фувкция комплексного аргумента 


х = 14. 


Fer (=) 


0.11961 29141 72 
0.12473 21357 76 
0.14000 01552 88 
0.16515 59551 89 
0.19978 93616 12 


0. 24337 34438 09 
0.29530 16779 62 
0.35492 46161 10 
0.42158 20669 55 
0.49462 85345 46 


0.57345 12921 03 
0.65748 16506 41 
0.74620 06322 98 
0.83914 04638 04 
0.93588 32199 21 


1.03605 77156 27 
1.13933 54742 88 
1. 24542 63479 49 
1535407 41615 64 
1.46505 26007 14 


1.57816 14562 85 
1.69322 32102 19 
1.81008 03878 54 
1.92859 23663 09 
2.04863 37884 08 


2.17009 23032 73 
2.29286 69947 17 
2.41686 69570 58 
2.54201 00734 84 
2.66822 19640 86 


2. 79543 50784 95 
2.92358 79116 75 
3.05262 43245 92 
3.18249 29542 71 
3.31314 67001 61 


3.44454 22757 38 
3.57663 98160 21 
3. 70940 25331 00 
3.84279 64130 02 
3.97678 99482 49 


4.11135 39012 79 
4.24646 10946 69 
4.38208 62246 51 
4.51820 56949 47 
4.65479 74683 75 


4.79184 09340 18 
4.92931 67880 70 
5.06720 69267 30 
5.20549 43497 23 
5. 34416 30732 30 


5,48319 80511 50 


т Г(2) 


0.00000 00000 00 
0.00597 40017 43 
0.01097 08056 66 
0.01405 93840 03 
0.01439 47989 49 


0.01124 72025 18 
0.00401 77865 38 


+ 0.00775 78473 84 


0.02441 65124 32 
0.04618 11610 42 


0.07317 82199 73 
0.10545 58409 92 
0.14300 11986 37 
0.18575 57618 52 
0.23362 80933 40 


0.28650 41540 26 
0.34425 53337 92 
0.40674 45404 87 
0.47383 07041 21 
0.54537 20299 26 


0.62122 82885 81 
0.70126 23803 49 
0.78534 13608 50 


0.87333 70735 61 


0.96512 64991 00 


1.06059 19035 92 
1.15962 08468 95 
1.26210 60952 18 
1.36794 54704 02 
1.47704 16591 47 


1.58930 19987 43 
1.70463 82510 60 
1.82296 63729 35 
1.94420 62885 89 
2. 06828 16678 10 


2.19511 97123 13 
2.32465 09517 70 
2.45680 90502 77 
2.59153 06235 98 
2. 72875 50671 88 


2.86842 43947 56 
3.01048 30870 18 
3.15487 79501 77 
3.30155. 79836 24 
3.45047 42563 18 


3.60157 97913 33 
3. 75482 94580 13 
3.91017 98712 52 
4. 06758 92973 81 
4.22701 75662 27 


4, 38842 59888 87 


+= 


у 


Oo NNN маза сосссх σ-σ-σ-σ:σ» ллллл ΑΠΩΠΠΚΠΑΠ 
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2 OOODO 30 0 00 SO 09 со Со © © 000 


Ат T(2) 


5.48319 80511 50 
5.62258 51037 75 
5. 76231 08530 59 
5.90236 26637 68 
6. 04272 85898 90 


6. 18339 73257 62 
6. 32435 81614 11 
6. 46560 09417 01 
6. 60711 60288 99 
6. 74889 42683 24 


6.89092 69567 80 
7.03320 58135 18 
7.17572 29534 78 
7.31847 08625 98 
7.46144 23750 25 


7.60463 06520 25 
7.74802 91624 64 
7.89163 16647 23 
8.03543 21899 02 
8.17942 50262 34 


8.32360 47045 82 
8. 46796 59849 44 
8. 61250 38438 82 
8. 75721 34627 90 
8.90209 02169 54 


9.04712 96653 17 
9. 19232 75409.21 
9.33767 97419 53 
9.48318 23233 58 
9.62883 14889 78 


9. 77462 35841 76 
9.92055 50889 05 


-10.06662 26112 05 
-10. 21282 28810 76 
-10.35915 27447.20 


-10.50560 91591 10 
-10.65218 91868 81 
-10. 79888 99915 05 
-10.94570 88327 39 
-11.09264 30623 27 


-11.23969 01199 39 
-11.38684 75293 27 
~11.53411 28946 97 
-11.68148 38972 65 
-11.82895 82920 01 


-11.97653 39045 38 
-12.12420 86282 47 
-~12. 27198 04214 52 
-~12. 41984 73048 02 


-12.56780 73587 55. 


-12, 74585 87212 03 


L77\n Γ(Ζ) 


4. 38842 59888 87 
4.55177 72808 10 
4. 71703 54898 14 
4.88416 59286 80 
5.05313 51119 86 


5.22391 06968 84 
5. 39646 14275 35. 
5.57075 70829 41 
5. 74676 84279 33 
5.92446 71670 92 


6. 10382 59013 94 
6.28481 80874 01 
6. 46741 79988 09 
6. 65160 06901 96 
6. 83734 19628. 28` 


7.02461 83323 73 
7.21340 69984 03 
7.40368. 58155 67 
7.59543 32663 20 
7. 78862 84351 12 


7. 98325 09839 40 
8. 17928 11291 83 
8. 37669 96196 29 
8. 57548 77156 28 
8. 77562 71692 98 


8. 97710 02057 23 
9.17988 95050 80 
9.38397 81856 34 
9. 58934 97875 68 
9.79598 82575 76 


10.00387 79341 91 
10. 21300 35337 97 
10.42335 01372 94 
10.63490 31773 72 
10.34764 84263 58 


11.06157 19846 19 
11.27666 02694 74 
11.49290 00045 92 
11.71027 82098 57 
11.92878 21916 70 


12. 14839 95336 59 
12.36911 80877 89 
12. 59092 59658 40 
12. 81381 15312 39 
13. 03776 33912 29 


13.26277 03893 53 
13.48882 15982 45 
13. 71590 63127 0% 
13.94401 40430 46 
14.17313 45087 16 


14, 40325 76321 42 


> 
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6. ГАММА-ФУНКЦИЯ И РОДСТВЕННЫЕ ЕЙ ФУНКЦИИ 


Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


ΑΘ in Г(2) 


0.12078 22376 35 
0.12545 03928 11 
0.13938 53175 79 
0.16238 37050 76 
0. 19412 35254 45 


0.23418 63474 70 
0.28208 36136 63 
0.33728 34790 33 
0. 39923 54301 20 
0.46739 08704 08 


0.54121 88685 47 
0.62021 70896 71 
0.70391 84698 97 
0.79189 44573 28 
0.88375 56946 74 


0.97915 09391 81 
1.07776 48736 47 
1.17931 53061 81 
1.28355 01134 19 
1.39024 41643 92 


1.49919 63725 85 
1.61022 69592 23 
1. 72317 49667 28 
1.83789 60327 96 
1.95426 04180 71 


2.07215 12706 83 
2.19146 31061 38 
2.31210 04795 77 
2.43397 68277 27 
2.55701 34593 17 


2. 68113 86746 74 
2.80628 69972 89 
2.93239 85022 62 
3. 05941 82284 63 
3.18729 56630 57 


3.31598 42885 64 
3.44544 11840 65 
3.57562 66733 10 
3.70650 40135 44 
3.83803 91197 27 


3.97020 03195 93 
4.10295 81356 26 
4.23628 50905 75 
4.37015 55336 09 
4.50454 54845 89 


4.63943 24943 00 
4. 77479 55187 51 
4.91061 48059 11 


‘w=1.5 


177 п Γ(α) 


0.00000 00000 00 
0.00378 68415 10 
0.00839 39012 17 
0.01460 80536 11 
0.02315 34211 15 


0.03466 89612 75 
0.04969 46638 36 
0.06866 64150 66 
0. 09191 83319 43 
0.11969 06415 60 


0.15214 09934 52 
0.18935 73091 01 
0.23137 07067 73 
0.27816 75270 32 
0.32969 99180 52 


0.38589 47712 67 
0.44666 10201 49 
0.51189 54441 75 
0.58148 71805 09 
0.65532 11610 93 


0. 73328 06816 91 
0.81524 92850 60 
0.90111 21116 92 
0.99075 68430 94 
1.08407 43370 92 


1.18095 90329 08 
1.28130 91860 05 
1.38502 69784 97 
1.49201 85397 98 
1.60219 39035 70 


1.71546 69204 67 
1.83175 51411 18 
1.95097 96800 61 
2.07306 50684 28 
2.19793 91011 06 


2.32553 26824 38 
2.45577 96733 92 
2.58861 67421 82 
2.72398 32197 35 
2.86182 09608 36 


3.00207 42115 08 
3.14468 94828 47 
3.28961 54314 23 
3.43680 27461 51 
3.58620 40415.07 


3.73777 37568 62 


3.89146 80616 79 


~ 4.04724 47663 05 


- 


UW UT UT 
9 9 9 


$9 со со © ыыы аа сососсс ссссс MUM 
eee eeeee оо во о ооо 


Pe п Г(2) 


5.32063 00229 09 
5.45809 92990 12 
5.59594 21987 69 
5. 73414 48816. 77 
5. 87269 42552 05 


6. 01157 79223 61 
6. 15078 41337 33 
6. 29030 17435 55 
6. 43012 01693 96 
6.57022 93551 39 


6.71062 97369 14 
6.85128 22117 36 
6.99220 81085 67 
7.13338 91616 09 
7.27481 74856 07 


7.41648 55529 97 
7.55838 61727 29 
7.70051 24706 26 
7.84285 78711 49 
7.98541 60804 40 


8.12818 10705 51 
8.27114 70647 52 
8. 41430 85238 40 
8.55766 01333 52 
8. 70119 67916 34 


8. 84491 35986 81 
8.98880 58456 98 
9.13286 90053 22 
9.27709 87224 65 
9.42149 08057 13 


9.56604 12192 67 
9.71074 60753 60 
9.85560 16271 36 


-10.00060 42619 46 
-10.14575 04950 41 


-10. 29103 69636 22 
-10. 43646 04212 40 
-10.58201 77325 09 
-10. 72770 58681 09 
-10.87352 19000 77 


-11.01946 29973 44 
-11, 16552 64215 28 
-11.31170 95229 33 
-11.45800 97367 84 
-11.60442 45796 38 


-11.75095 16459 94 
-11, 89758 86050 76 
-12. 04433 31977 78 


75 в Г(2) 


4.52667 02683 19 
4. 69038 46594 51 
4. 85599 23475 89 
5.02345 93914 30 
5. 19275 29984 42 


5. 36384 14702 24 
5.53669 41510 65 
5. 71128 13794 95 
5.88757 44426 18 
6.06554 55330 63 


6. 24516 77083 65 
6. 42641 48526 40 
6. 60926 16403 83 
6. 79368 35022 65 
6. 97965 65928 01 


7.16715 77597 60 
7.35616 45152 22 
7.54665 50081 65 
7.73860 79984 87 
7.93200 28323 86 


8.12681 94190 02 
8. 32303 82082 45 
8.52064 01697 48 
8.71960 67728 67 
8.91991 99676 69 


9.12156 21668 12 
9.32451 62284 17 
9.52876 54395 97 
9. 73429 35008 92 
9.94108 45113 82 


10. 14912 29545 01 
10. 35839 36845 06 
10.56888 19135 53 
10. 78057 31993 69 
10.99345 34334 60 


11.20750 88298 51 
11.42272 59143 12 
11.63909 15140 53 
11.85659 27478 60 
12. 07521 70166 56 


12. 29495 19944 46 
12. 51578 56196 58 
12. 73770 60868 20 
12. 96070 18385 99 
13. 18476 15581 47 


13. 40987 41617 61 
13. 63602 87918 31 
13. 86321 48100 75 


-12. 19118 32337 59 
-12.33813 65886 95 


-12. 48519 12016 51 


4.20506 32380 55 
4.36488 43223 09 


14. 09142 17910 27 
14.32063 95157 82 


14.55085 79659 84 


5. 04687 17934 63 
5.18354 90163 32 


5, 32063 00229 09 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


x = 1.6 


im In T(z) 


4. 66298 63139 40 
4.82709 89421 23 
4.99309 00410 26 
5.16092 64732 77 
5.33057 61938 29 


Fe т I'(z) 


5.15767 38696 89 
5.29324 00046 70 
5.42921 38858 50 
5, 56558 05247 67 
5. 70232 57347 10 


Im \n г( 2 у 


0.00000 00000 00 5.0 

0.01272 17953 11 5 

0.02614 08547 67 5.2 
5 


Fein Г(2) 


0. 11259 17656 97 
0.11687 93076 07 
0. 12968 70233 13 
0.15085 38452 14 
0.18012 29875 82 


0. 04092 98346 69 
0.05771 47266 93 
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0.21715 76591 72 
0.26155 99560 50 
0.31289 07142 69 
0. 27068 83847 40 
0.43448 55339 80 


0. 50382 21960 58 
0. 57825 58588 66 
0. 65736 82809 44 
0. 74076 95833 61 
0. 82810 01661 20 


0.91903 10002 05 
1.01326 27864 52 
1.11052 43845 66 
1.21057 08228 70 
1.31318 11150 50 


1.41815 60399 85 
1.52531 59861 47 
1.63449 89215 98 
1.74555 85219 99 
1.85836 24696 22 


1.97279 09238 15 
2. 08873 51557 24 
2.20609 63358 10 
2.32478 44606 95 
2.44471 74052 94 


2.56582 00865 46 
2.68802 37258 40 
2.81126 51983 53 
2.93548 64586 59 
3.06063 40331 69 


3.18665 85710 48 
3. 31351 44463 00 
3.44115 94046 31 
3. 56955 42495 22 
3.69866 25626 62 


3.82845 04545 47. 


3.95888 63415 67 
4. 08994 07464 23 
4.22158 61190 90 
4.35379 66759.32 


4.48654 82548 65 
4.61981 81847 38 
4.75358 51673 33 
4. 88782 91705 81 
5.02253 13317 74 


5.15767 38696 89 


0.07705 74009 90 
0.09944 39491 75 
0.12527 90746 90 
0.15488 59553 99 
0.18851 04588 87 


0.22632 83631 44 
0. 26845 42738 89 
0.31495 11405 00 
0.36583 95580 78 
0.42110 63293 75 


0.48071 20031 31 
0. 54459 72874 22 
0.61268 83586 73 
0.68490 11588 51 
0. 76114 48080 60 


0.84132 42695 09 
0.92534 23984 61 
1.01310 14934 56 
1.10450 44515 88 
1.19945 56127 07 


1, 29786 13618 36 
1.39963 05453 39 
1.50467 47448 81 
1.61290 84436 93 
1.72424 91120 48 


1.83861 72327 21 
1.95593 62824 65 
2.07613 26817 55 
2.19913 57221 55 
2.32487 74784 17 


2.45329 27106 82 
2.58431 87608 00 
2.71789 54457 96 
2.85396 49506 80 
2.99247 17222 46 


3.13336 23649 89 
3.27658 55399 89 
3.42209 18672 73 
3.56983 38320 36 
3.71976 56948 92 


3.87184 34062 62 
4. 02602 45248 92 
4.18226 81404 46 
4.34053 48000 81 
4.50078 64388 72 


4.66298 63139 40 


5.83943 60752 49 
5.97689 88014 04 
6.11470 18170 24 
6. 25283 36319 59 
6. 39128 33226 66 


6. 53004 04959 33 
6. 66909 52554 28 
6.80843 81708 20 
6. 94806 02492 33 
7.08795 29088 41 


7.22810 79544 00 
7. 36851 75545 64 
7. 50917 42208 19 
7.65007 07879 17 
7. 19120 03956 68 


7.93255 64719 90 
8. 07413 27171 08 
8. 21592 30888 20 
8. 35792 17887 32 
8. 50012 32493 99 


8. 64252 21222 97 
8. 78511 32665 62 
8. 92789 17384 35 
9. 07085 27813 87 
9. 21399 18168 02 


9. 35730 44352 92 
9.50078 63884 89 
9. 64443 35813 39 
9. 78824 20648 48 
9.93220 80292 58 


-10. 07632 77975 98 
-10. 22059 78196 20 
-10. 36501 46660 67 
-10.50957 50232 55 
-10. 65427 56879 66 


-10. 79911 35626 11 
-10.94408 56506 53 
-11.08918 90522 76 
-11.23442 09602 86 
-11.37977 86562 21 


-11.52525 95066 64 
-11.67086 09597 45 
-11.81658 05418 21 
-11.96241 58543 24 
~12. 10836 45707 60 


-12. 25442 44338 60 


5.50200 82001 33 
5.67519 24850 30 
5.85009 99922 68 
6. 02670 25740 71 
6. 20497 29518 79 


6. 38488 46780 37 
6.56641 21003 90 
6. 74953 03284 11 
6.93421 52011 79 
7.12044 32570 25 


7.30819 17047 52 
7.49743 83963 44 
7.68816 18010 64 
7.88034 09808 67 
8.07395 55670 43 


8. 26898 57380 27 
8.46541 21983 05 
8.66321 61583 45 
8. 86237 93155 10 
9.06288 38358 78 


9.26471 23369 30 
9. 46784 78710 61 
9.67227 39098 48 
9.87797 43290 61 
10. 08493 33943 44 


10. 29313 57475 61 
10. 50256 63937 51 
10. 71321 06886 60 
10. 92505 43268 31 
11. 13808 33302 05 


11.35228 40372 42 
11, 56764 30924 55 
11. 78414 74364 58 
12.0017& 42963 80 
12. 22054 11767 06 


12. 44040 58504 89 


12. 66136 63509 22 
12. 88341 09632 56 
13.10652 82170 40 
13. 33070 68786 75 


13. 55593 59442 57 
13. 78220 46327 06 
14.00950 23791 60 
14. 23781 88286 23 
14.46714 38298 57 


14. 69746 74295 03 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


z=1.7 
у Реп, Г(2). Lm т Г(2) y Rein Г(2) Im 1η Г(2) 
0.0 - 0.09580 76974 07 0.06000 00000 00 5.0 - 4.99429 42740 24 4. 79738 98064 85 
9.1 - 0.09977 01624 55 0.02095 53101 47 5.1 - 5.12797 31077 01 4.96193 49448 28 
0.2 - 0.11161 35203 43 0. 04250 99781 99 5.2 - 5.26209 29486 79 5. 12834 25830 88 
0.3 - 0.13120 82417 20 0. 06524 48506 20 5.3 - 5.39663 77210 79 5. 29658 04404 97 
0.4 - 0.15834 67099 43 0.08970 54480 34 5.4  - 5.53159 21994 12 5.46661 72692 91 
0.5 - 0.19275 44989 43 0. 11638 82473 83 5.5 - 5.66694 19505 53 5.63842 28098 55 
0.6 - 0.23410 41754 11 0. 14573 09476 06 5.6 - 5.80267 32805 14 5.81196 77481 03 
0.7 - 0.28203 01468 30 0. 17810 70108 82 5.7 - 5.93877 31855 28 5.98722 36749 88 
0.8 - 0.33614 32007 35 0. 21382 42284 85 5.8 - 6.07522 93070 61 6. 16416 30480 45 
0.9 - 0. 39604 36829 33 0. 25312 66649 29 5.9 - 6.21202 98903 76 6. 34275 91548 66 
. 1.0 - 0.46133 26441 19 0. 29619 91243 57 6.0 - 6.34916 37463 25 6. 52298 60784 05 
1.1 - 0.53162 06562 78 0, 34317 32455 42 . 6.1 - 6.48662 02160 75 6. 70481 86640 24 
1.2 - 0.60653 43029 30 0. 39413 44205 39 6.2 - 6.62438 91385 04 6. 88823 24881 89 
1.3 - 0.68572 05552 37 0.44912 88915 80 6.3 - 6.76246 08200 42 7.07320 38287 20 
1.4 - 0.76884 93610 19 0. 50817 05624 82 6.4 - 6.90082 60067 27 7.25970 96365 25 
1.5 - 0.85561 48134 32 0. 57124 72307 84 6.5 - 7.03947 58582 98 7. 44772 75087 22 
1.6 - 0.94573 52538 42 0. 63832 60866 03 6.6 - 7.17840 19241 47 7.63723 56630 84 
1.7 - 1.03895 26210 76 0. 70935 84280 02 6.7 - 7.31759 61209 77 7.82821 29137 39 
1.8 - 1.13503 13039 83 0. 78428 36123 89 6.8 - 7.45705 07120 18 8. 02063 86480 35 
1.9 - 1.23375 66975 90 0.86303 23052 04 6.9 - 7.59675 82876 82 8. 21449 28045 37 
2.0 - 1.33493 36116 09 0.94552 91079 51 7.0 - 7.73671 17475 34 8. 40975 58520 62 
2.1 - 1.43838 46369 05 1.03169 46541 37 7.1 - 7.87690 42834 81 8. 60640 87697 25 
2.2 - 1.54394 85411 53 1.12144 72591 94 7.2 - 8.01732 93640 69 8. 80443 30279 13 
2.3 - 1.65147 87389 10 1.21470 42030 73 7.3 - 8.15798 07198 22 9.00381 05701 63 
2.4 - 1.76084 18623 15 1.31138 27144 41 7.4 - 8.29885 23295 23 9.20452 37958 73 
2.5 - 1.87191 64452 44 1.41140 07152 26 7.5 - 8.43993 84073 80 9.40655 55438 14 
2.6 - 1.98459 17246 80 1.51467 73744 45 7.6 - 8.58123 33910 02 9. 60988 90763 93 
2.7 - 2.09876 65571 99 1.62113 35114 76 7.7 - 8.72273 19301 22 9. 81450 80646 38 
2.8 - 2.21434 84448 82 1.73069 18813 34 7.8 - 8.86442 88760 30 — 10.02039 65738 46 
2.9 - 2.33125 26629 53 1.84327 73680 71 7.9 - 9.00631 92716 38 10.22753 90498 84 
3.0 - 2.44940 14805 61 1.95881 71071 34 8.0 - 9.14839 8342151 10.43592 03060 85 
3.1 - 2.56872 34658 89 2.07724 05531 98 8.1 - 9.29066 14862 98 10, 64552 55107 28 
3.2 - 2.68915 28670 03 2.19847 95064 74 8.2 - 9.43310 42680 75 10.85634 01750 59 
3.3 - 2.81062 90603 59 2.32246 81077 41 8.3 - 9.57572 24089 73 11.06835 01418 23 
3.4 - 2.93309 60594 79 2.44914 28100 87 8.4 - 9.71851 17806 54 11, 28154 15743 00 
3.5 - 3.05650 20770 24 2.57844 23336 16 8.5 - 9.86146 83980 47 11. 49590 09457 89 
3.6 - 3.18079 91341 33 2. 71030 76079 67 8.6 -10.00458 84128 32 11,71141 50295 52 
3.7 -—3.39594 27115 93 2.84468 17064 22 8.7 -10.14786 81072 85 11,92807 08891 58 
3.8 - 3.43189`14379 84 2.98150 97744 80 8.8 -10. 29130 38884 74 12,14585 58692 46 
3.9 - 3.55660 68105 24 3. 12073 89551 42 8.9 -10. 43489 22827 58 12. 36475 75866 47 
4:0 - 3.68605 29448 47 3.26231 83125 99 9.0 -10.57862 99305 96 12.58476 39218 81 
4.1 - 3.81419 63503 82 3.40619 87555 93 9.1 -10.72251 35816 27 12.80586 30109 93 
4.2 - 3.94300 57284 13 3.55233 29614 33 9.2 -10.86654 00900 14 13,02804 32377 08 
4.3 - 4.07245 17902 59 3. 70067 53013 46 9.3 -11.01070 6410032 13.25129 32259 06 
4.4 - 4.20250 70933 22 3.85118 17677 02 9.4 -11.15500 95918 83 13,47560 18323 86 
4.5 - 4.33314 58930 01 4.00380 99034 45 9.5 -11.29944 67777 28 13.70095 81399 16 
4.6 - 4.46434 40087 52 4.15851 87339 90 9.6 -11.44401 51979 25 13,92735 14505 47 
4.7 - 4.59607 87027 47 4. 31526 87017 23 9.7 -11.58871 21674 47 14.15477 12791 90 
4.8 - 4.72832 85697 79 4.47402 16031 94 9.8 -11.73353 5082491 14, 38320 73474 23 
4.9 - 4.86107 34372 26 4.63474 05290 18 9.9 -11.87848 14172 43 14,61264 95775 51 
5.0 - 4,99429 42740 24 4,79738 98064 85 10.0 -12.02354 87208 09 14,84308 80868 68 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


ммм ΝΝΛΝΔΝΝ о ыыы 


99 49 9 8 
2 CONGO S2WNKO .Οοοο-σοον ФНО .οςο-σουι SWNHO хоч swnKeo 
ee ВИ. бы ία ἠὲ μιν 


ο 9 ὁ ὁ e 
Tit [1 


WM +©>5>ъ-5>.>.ъ HLHAD WWWwWwW WWwWwW MNP 


1.45143 40669 35 
1.55556 80105 11 
1.66161 15761 22 


1.76944 28703 84 
1.87895 01786 38 
1.99003 10163 61 
2.10259 12619 95 
2.21654 43688 12 


2.33181 06516 27 
2.44831 66432 13 
2.56599 45147 78 
2.68478 15548 41 
2.80461 97009 53 


2.92545 51190 19 
3. 04723 78253 42 
3.16992 13469 31 
3.29346 24159 89 
3.41782 06949 39 


3.54295 85286 89 
3. 66884 07212 13 
3. 79543 43338 26 
3.92270 85028 21 
4. 05063 42744 24 


4. 17918 44552 05 
4.30833 34763 48 
4.43805 72703 06 
4.56833 31585 96 
4. 69913 97495 61 


4.83045 68451 13. 


1.22628 86841 72 
1.32148 25078 65 
1.41997 05387 49 


1.52168 16884 90 
1.62654 50508 69 
1.73449. 04020 35 
1.84544 85788 28 
1.95935 17594 45 


2. 07613 36663 29 
2.19572 97074 49 
2.31807 70690 52 
2.44311 47704 17 
2.57078 36890 62 


2. 70102 65631 50 
2.83378 79764 90 
2.96901 43304 05 
3.10665 38058 79 
3.24665 63186 51 


3.38897 34693 93 
3.53355 84906 21 
3.68036 61916 47 
3.82935 29025 75 
3.98047 64181 31 


4.13369 59419 14 
4.28897 20315 17 
4.44626 65448 66 


4.60554 25879 92. 


4.76676 44644 38 
4.92989 76263 84 


Ὁ OONCW SPWNFHO OCONOUW BWNKO YOO Wow PWNHO о © ^^ BWNRHKO OO WOoOwW ро 


о «οΟ.ο.0.ο.ο 0ооохо οοοώοοοο οοοοὐοσοοσοοο ----- ++ 


— 


7. 81850 94055 06 
7.95781 94361 78 
8. 09736 69787 03 


8. 23714 58220 35 
8. 37714 99935 16 
8.51737 37469 39 
8.65781 15513 42 
8. 79845 80804 75 


8.93930 82029 08 
9.08035 69727 14 
9.22159 96207 08 
9. 36303 15461 81 
9.50464 83091 20 


. 9.64644 56228 63 


9. 78841 93471 63 
9.93056 54816 43 


-10.07288 01596 06 
-10. 21535 96421 85 


-10.35800 03128 01 
-10.50079 86719 24 
-10.64375 13321 05 
-10. 78685 50132 67 
-10.92010 65382 43 


-11.07350 28285 39 
-11.21704 09003 12 
-11.36071 78605 47 
-11.50453 09034 33 
-11.64847 73069 06 


-11. 79255 44293 69 


x=1.8 

y ΛΘ. In T(z) Г п Г(2) y Fe п Γ(α) 272 п T(z) 
0.0 - 0.07108 38729 14 0.00000 00000 00 = - 4.83045 68451 13 4.92989 76263 84 
0.1 - 0.07476 57386 86. 0. 02858 63331 36 5. - 4.96226 53555 54 5. 09490 86275 80 
0.2 - 0.08577 55297 09 0. 05769 29209 31 5, - 5.09454 72216 70 5. 26176 50781 04 
0.3 - 0.10400 76857 32 0. 08782 58538 91 54 - 5.22728 53433 89 5. 43043 56009 62 
0.4 - 0.12929 22486 30 0. 11946 40495 57 5. - 5.36046 35143 73 5. 60088 97905 12 
0.5 - 0.16140 31015 52 0. 15304 83729 82 5. - 5.49406 63619 68 5.77309 81726 78 
0.6 - 0.20006 82029 53 0.18897 35429 70 5. - 5.62807 92920 13 5.94703 21669 16 
0.7 - 0.24498 08149 51 0. 22758 31014 17 5. — 5.76248 84380 56 6. 12266 40498 86 
0.8 - 0.29581 07721 71 0. 26916 73612 58 De - 5.89728 06145 63 6. 29996 69207 68 
0.9 - 0.35221 50054 25 0. 31396 39650 50 as - 6.03244 32737 64 6.47891 46681 58 
} - 0.41384 67690 74 0. 36216 05120 09 6. - 6.16796 44658 02 6. 65948 19384 99 
1. - 0.48036 32669 52 0.41389 86472 00 6. - 6.30383 28019 05 6. 84164 41059 65 
1. - 0.55143 15880 74 0.46927 90315 88 6. - 6.44003 74202 92 7. 02537 72437 42 
| be - 0.62673 30272 43 0.52836 66950 54 6. - 6.57656 79546 04 7.21065 80966 53 
As - 0.70596 59713 03 0.59119 63857 23 6. - 6.71341 45046 23 7. 39746 40550 43 
1. - 0.78884 75850 80 0.65777 76436 65 6. - 6.85056 76090 92 7.58577 31298 85 
° - 0.87511 45440 57 0. 72809 94297 11 6. - 6.98801 82204 65 7. 77556 39290 39 
- - 0.96452 30468 26 0.80213 42229 48 6. - 7.12575 76814 17 7.96681 56346 11 
. ~ 1.05684 83111 80. 0. 87984 15616 08 6. - 7.26377 77029 87 8. 15950 79813 46 
. - 1.15188 37223 02 0.96117 10434 30 6. - 7.40207 03441 98 8.35362 12360 30 
1. 24943 97659 29 1.04606 48267 65 is 7.54062 79930 63 8.54913 61778 15 
1.34934 28469 99 1.13445 96865 98 г 7. 67944 33488 49 8. 74603 40794 54 


8. 94429 66893 74 
9. 14390 62145 64 
9. 34484 53042 25 


9.54709 70341 42 
9. 75064 48917 54 
9.95547 27618 74 
10. 16156 49130 30 
10.36890 59844 02 


10. 57748 09733 12 
10, 78727 52232 56 
10. 99827 44124 32 
11. 21046 45427 62 
11. 42383 19293 59 


11, 63836 31904 38 
11, 85404.52376 37 
12. 07086 52667 34 
12. 28881 07487 37. 
12. 50786 94213 31 


12. 72802 92806 69 
12.94927 85734 79 
13.17160 57894 90 
13.39499 96541 43 
13. 61944 91215 87 


13, 84494 33679 42 
14.07147 17848 17 
14. 29902 39730 75 
14.52758 97368 21 
14. 75715 90776 29 


14.98772 21889 61 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


r= 1,9 
у Re \n г(2) Tm in Г(2) y fe In r(z) Lm in г(2) 
0.0 - 0.03898 42759 23 0.00000 00000 00 5.0 - 4.66612 81728 77 5.06052 77830 38 
0.1 - 0.04242 16648 18 0.03569 47077 36 5.1 - 4.79608 44074 24 5.22603 70297 75 
0.2 - 0.05270 43596 13 0.07184 49288 73 5.2 - 4.92654 53878 64 5. 39337 36626 27 
0.3 - 0.06974 53071 16 0.10889 51730 33 5.3 - 5.05749 30552 47 5.56250 72499 47 
0.4 - 0.09340 38158 25 0. 14726 87453 39 5.4 - 5.18891 02823 51 5. 73340 82679 93 
0.5 - 0.12349 16727 26 0.18735 90383 60 5.5 - 5.32078 08121 05 5.90604 80662 49 
0.6 - 0.15978 08372 30 0.22952 28050 02 5.6 - 5.45308 92008 98 6. 08039 88340 38 
0.7 - 0.20201 20244 82 0.27407 56544 06 5.7 - 5.58582 07663 21 6. 25643 35684 02 
0.8 - 0.24990 35004 09 0.32128 97690 64 5.8 - 5.71896 15389 41 6. 43412 60432 49 
0.9 - 0.30315 95035 34 0.37139 36389 55 5.9 - 5.85249 82177 50 6. 61345 07797 49 
1.0 - 0.36147 78527 10 0.42457 34706 81 6.0 - 5.98641 81289 78 6. 79438 30179 35 
1.1 - 0.42455 64621 11 0.48097 58618 37 6.1 - 6.12070 91879 56 6. 97689 86894 96 
1.2 - 0.49209 86372 39 0. 54071 13247 70 6.2 - 6.25535 98637 85 7.16097 43917 16 
1.3 - 0.56381 71504 20 0.60385 82827 52 6.3 - 6.39035 91465 66 7.34658 73625 14 
1.4 - 0.63943 71834 98 0.67046 72268 81 6.4 - 6.52569 65169 71 7.53371 54565 59 
1.5 - 0.71869 82795 42 0. 74056 47971 47 6.5 - 6.66136 19179 75 7.72233 71224 13 
1.6 - 0.80135 54698 30 0. 81415 76239 52 6.6 - 6.79734 57285 54 7.91243 13806 57 
1.7 - 0.88717 97447 03 0. 89123 58296 55 6.7 - 6.93363 87392 01 8. 10397 78029 64 
1.8 - 0.97595 80247 42 0.97177 61401 47 6.8 - 7.07023 21291 12 8. 29695 64920 80 
1.9 - 1.06749 27687 53 1.05574 45936 43 6.9 - 7.20711.74449 04 8. 49134 80626 65. 
2.0 - 1.16160 13318 68 1.14509 88592 34 7.0 - 7.34428 65807 56 8. 68713 36229 72 
2.1 - 1.25811 51641 83 1.23379 01934 57 7.1 - 7.48173 17598 49 8. 88429 47573 07 
2.2 - 1.35687 89195 14 1.32776 50714 39 7.2 - 7.61944 55170 18 9.08281 35092 45 
2.3 - 1.45774 95259 72 1.42496 65323 75 7.3 - 7.75742 06825 11 9. 28267 23655 74 
2.4 - 1.56059 52554 63 1.52533 52787 28 7.4 - 7.89565 03667 87 9. 48385 42409 11 
2.5 - 1.66529 48176 11 1.62881 05662 06 7.5  - 8.03412 79462 62 9.68634 24629 38 
2.6 - 1.77173 64947 51 1.73533 09174 80 7.6 - 8.17284 70499 43 9. 89012 07585 45 
2.7 - 1.87981 73280 00 1.84483 46926 69 7.7 - 8.31180 15468 79 10. 09517 32398 33 
2.8 - 1.98944 23595 80 1.95726 05315 67 7.8 - 8.45098 55343 75 30. 30148 43916 76 
2.9 - 2.10052 39332 16 2.07254 77068 08 7.9 - 8.59039 33269 14 10. 50903 90590 64 
3.0 - 2.21298 10520 42 2.19063 63887 13 8.0 - 8.73001 94457 32 10. 71782 24352 78 
3.1 - 2.32673 87919 77 2.31146 78475 36 8.1 - 8.86985 86090 10 10.92782 00504 91 
3.2. - 2.44172 77675 72 2.43498 46022 00 8.2 - 9. 00990 57226.31 11.13901 77608 39 
3.3 - 2.55788 36468 15 2.56113 05263 98 8.3 - 9.15015 58714 69 11, 35140 17379 39 
3.4 - 2.67514 67111 48 2. 68985 09205 60 8.4 - 9.29060 43111 75 11.56495 84588 29 
3.5 - 2.79346 14569 24 2.82109 25566 19 8.5 - 9.43124 64604 23 11, 77967 46963 13 
3.6 - 2.91277 62346 38 2.95480 37012 40 8.6 - 9.57207 78935 85 11.99553 75096 87 
3.7 - 3.03304 29224 14 3.09093 41220 91 8:7 - > ="9. 71309-43338 13 12. 21253 42358 42 
3.8 - 3.15421 66305 10 3.22943 50808 91 8.8 - 9.85429 16464 97 12. 43065 24807 06 
3.4; - st, 2.276228 54337-36 3.37025 93162 16 8.9 - 9.99566 58330 75 12. 64988 01110 27 
4.0 - 3.39912 01294 42 3.51336 10185 24 9.0 -10. 13721 30251 72 12.87020 52464 75 
4.1 - 3.52277 40173 08 3.65869 57993 21 9.1 -10. 27892 94790 52 13. 09161 62520 42 
4.2 - 3.64718 27007 49 3.80622 06560 50 9.2 -10. 42081 15703 58 13. 31410 17307 41 
4.3 - 3.77231 39057 84 3.95589 39339 63 9.3 -10.56285 57891 26 13. 53765 05165 78 
4.4 - 3.89813 73167 71 4.10767 52859 66 9.4 -1. 70505 87350 54 13. 76225 16677 85 
4.5 - 4.02462 44269 53 Δ. 26152 56312 41 9.5 -10.84741 71130 08 13. 98789 44603 16 
4.6 - 4.15174 84023 59 4.41740 71132 72 9.6 -10,98992 77287 64 14. 21456 83815 73 
4.7 - 4.27948 39577 56 4.57528 30577 67 9.7 -11.13258 74849 48 14. 44226 31243 75 
4.8 - 4.40780 72434 44 4. 73511 79308 60 9.8 —-11. 2753933771 93 14. 67096 85811 36 
4.9 - 4.53669 57418 38 4. 89687 72979 01 9.9 -11.41834 24904 66 14.90067 48382 65 
5.0 - 4.66612 81728 77 5.06052 77830 38 10.0 -11.56143 19955 88 15. 13137 21707 60 
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Таблица 6.7. Гамма-функция комплексного аргумента 


Rein Γ(Ζ) 


0.00000 00000 00 
0.00322 26151 39 
0. 01286 59357 41 
0. 92885 74027 79 
0. 05107 93722 62 


0. 07937 37235 30 
0. 11354 77183 40 
0.15338 06308 81 
0. 19863 06626 31 
0. 24904 17059 66 


0. 30434 96090 22 
0. 36428 77010 76 
0.42859 14442 42 
0. 49700 21701 52 
0. 56926 99322 58 


0. 64515 55533 76 
0. 72443 19760 33 
0.80688 50339 42 
0. 89231 37613 78 
0.98053 03476 69 


1.07135 98302 14 
1.16463 96040 42 
1.26021 88108 76 
1.35795 76568 48 
1.45772 66961 57 


1.55940 61080 61 
1.66288 49866 52 
1.76806 06566 17 
1.87483 80234 65 
1.98312 89631 02 


2.09285 17530 93 
2.20393 05460 64 
2. 31629 48844 77 
2.42987 92551 37 
2.54462 26813 03 


2. 66046 83499 73 
2.77736 32717 84 
2.89525 79709 78 
3. 01410 62029 30 
3.13386 46968 42 


3.25449 29213 81 
3.37595 28711 45 
3.49820 88720 59 
3.62122 74039 03 
3. 74497 69383 89 


3.86942 77912 99 
3.99455 19873 65 
4.12032 31366 90 
4. 24671 63216 20 
4, 37370 79930 87 


4.50127 58755 42 


== () 


т In f(z) 


0.00000 00000 00 
0.04234 57120 74 
0.08509 33372 06 
0.12863 61223 10 
0.17335 05507 97 


0.21958 93100 95 
0.26767 56897 80 
0. 31789 96132 02 
0.37051 53392 47 
0.42574 07261 44 


0.48375 78429 30 
0.54471 46524 35 
0.60872 74700 17 
0.67588 39160 88 
0. 74624 61166 63 


0.81985 39537 67 
0.89672 82178 63 
0.97687 35612 07 
1.06028 11909 26 
1.14693 12720 53 


1.23679 50241 04 
1.32983 65907 26 
1.42601 44920 94 
1.52528 30352 04 
1.62759 33595 36 


1. 73289 43555 35 
1.84113 34120 22 
1.95225 70264 63 
2.06621 12994 71 
2.18294 23322 91 


2.30239 65434 67 
2.42452 09185 18 
2.54926 32043 52 
2.67657 20582 60 
2.80639 71597 50 


2.93868 92920 59 
3.07340 03990 47 
3.24048 36221 88 
3.34989 33215 16 
3.49158 50837 57 


3.63551 57202 41 
3.78164 32567 78 
3.92992 69172 45 


4.08032 71023 23. 
4.23280 53645 81. 


4. 38732 43808 43. 


4.54384 79226 20 
4. 70234 08252 48 
4. 86276 89562 20 
5.02509 91831 32 


5.18929 93415.60 


° 


ооо @ 


+ 
> «ΟΟΟ.Ο ο... οεοοοοοο οοοοο(οοσοοο -- 


Ke In Γ(2) 


4.50127 58755 42 
4.62939 88796 82 
4. 75805 70222 52 
4.88723 13522 76 
5.01690 38831 33 


5.14705 75299 57 
5.27767 60518 81 
5. 40874 39987 03 
5.54024 66615 82 
5.67217 00274 24 


5.80450 07366 29 
5.93722 60439 25 
6.07033 37820 31 
6. 20381 23278 98 
6. 38765 05713 36 


6. 47183 78858 22 
6. 60636 41013 16 
6. 74121 94789 19 
6.87639 46872 45 
7. 01188 07803 50 


7.14766 91771 18 
7.28375 16419 82 
7.42012 02668 81 
7.55676 74543 62 
7. 69268 59017 46 


7.83086 85862 69 
7.96830 87511 38 
8. 10599 98924 36 
8. 24393 57468 08 
8. 38211 02798 83 


8. 52051 76753 67 
8. 65915 23247 82 
8. 79800 88177 87 
8. 93708 19330 47 
9. 07636 66296 28 


9.21585 80388 55 
9.35555 14566 37 
9. 49544 23361 92 
9. 63552 62811 84 
9. 77579 90392 11 


9.91625 64956 49 


-10. 05689 46678 12 


`-10. 19770 96994 20 


-10. 32869 78553 49 
-10.47985 55166 49 


-10. 62117 91758 12 
-10. 76266 54322 81 
-10.90431 09881 75 
-11.04611 26442 29 
-11. 18806 72959 27 


-1].33017 19298 27 


[т в Γίτ) 


5.18929 93415 60 
5.35533 82031 27 
5.52318 54439 62 
5. 69281 16137 11 
5. 86418 81052 00 


6. 03728 71248 73 
6. 21208 16640 30. 
6. 38854 54709 43 
6. 56665 30238 56 
6. 74637 95048 97 


6. 92770 07748 95 
7. 11059 33491 13 
7. 29503 43738 76 
7.48100 16040 81 
7. 66847 33815 76 


7.85742 86143 76 
8. 04784 67567 00 
8. 23970 77898 07 
8. 43299 22035 86 
8.62768 09788 99 


8. 82375 55706 27 
9. 02119 78914 05 
9. 21999 02960 14 
9. 42011 55664 09 
9.62155 68973 45 


9.82429 78825 87 
10. 02832 25016 83 
10.23361 51072 54 
10. 44016 04128 09 
10. 64794 34810 35 


10. 85694 97125 60 
11. 06716 48351 59 
11, 27857 48933 86 
11. 49116 62386 10 
11. 70492 55194 45 


11, 94965;96725:52 
12. 13589 59137 86 
12. 35308 17297 01 
12.57138 48693 62 
12. 79079 33364 76 


13.01129 53818 23 
13, 23287 94959 63 
13. 45553 44022 19 
13. 67924 90499 21 
13. 90401 26078 95 


14. 12981 44581 93 
14. 35664 41900 46 
14. 58449 15940 42 
14. 81334 66565 09 
15. 04319 95540 92 


15.27404 06485 34 


Таблица 6.8. Дигамма-функция комплексного аргумента 


х=1.0 ᾽ 
be 3 Rey(z) Im %(=) у Rey(z) Im'y(2) 
0.0 -0.57721. 56649 ‘0.00000 5.0 1.61278 48446 1.47080 
0.1 -0.56529 77902 0.16342 5.42 1.63245. 69889 1.47276 
0.2 .-0.53073 04055 0.32064 Se 1.65175 20861 1.47464 
0,3 -0.47675 48934 0.46653 5.3 1.67068 42228 1.47646 
0.4 -0.40786 79442 0.59770 5.4 1.68926 67162 1.47820 
0.5 ` -0.32888 63572 0.71269 5.5 1.70751 21687 1.47989 
0.6 -0.24419 65809 0.81160 5.6 1.72543 25175 1.48151 
0.7 -0.15733 61258 0.89563 о 1.74303 90807 1.48308 
-0.8 -0.07088 34022 0.96655 5.8 1.76034 25988 1.48459 
.0.9 +0.01345 20154 1.02628 5.9 1.77735 32733 1.48605 
1.0 0.09465 03206 1.07667 6.0 1.79408 08018 1.48746 
lt 0.17219 05426 1.11938 6.1 1.81053 44105 1.48883 
1.2 0.24588 65515 1.15580 6.2 1.82672 28842 1.49015 
| 0.31576 20906 1.18707 6.3 1.84265 45939 1.49143 
1.4 0.38196 28134 1.21413 6.4 1.85833 75219 1.49267 
1.5 0.44469 79402 1.23772 6.5 1.87377 92858 1.49387 
1.6 0.50420 34618 1.25843 6.6 1.88898 71602 1.49504 
1.7 0.56072 00645 1.27675 6.7 1.90396 80964 1.49617 
1.8 0.61448 06554 1,29306 6.8 1.91872 87422 1.49727 
1,9 0.66570 39172 1.30766 6.9 1.93327 54582 1.49833 
2.0 0.71459 15154 1.32081 7.0 1.94761 43346 1.49937 
2.1 0.76132 74328 1.33271 7η 1.96175 12062 1.50037 
2.2 0.30607 84807 1.34353 ; het 1.97569 16663 1.50135 
2.3 0.84899 54079 1.35341 las 1.98944 10799 1.50230 
2.4 0.89021 42662 1.36246 7.4 2.00300. 45959 1.50323 
2.5 0.92985 78387 1.37080 Pe} 2.01638 71585 1.50413 
2.6 .0.96803 70243 1.37849 7.6 2.02959 35177 1.50501 
y FY £ 1.00485 21252 1.38561 7.7 2.04262 82397 1.50586 
2.8: 1.04039 40175 1.39222 7.3 2.05549 57159 1.50669 
2.9 1.07474 51976 1.39838 7.9 2.06820 01717 1.50751 
3:9 1.10798 07107 1.40413 8.0 2.08074 56749 1.50830 
3.1 1.14016 89703 1.40951 8.1 2.09313 61434 1.50907 
3.2 1.17137 24783 1.41455 8.2 2.10537 53524 1.50982 
3:3 1.20164 84581 1.41928 8.3 2.11746 69410 1.51056 
3.4 1.23104 94107 1.42374 8.4 2.12941 44191 1.ΠΘῚ 
3.5 1.25962 36033 1.42794 8.5 2.14122 11731 1.51197 
3.6 1.28741 54995 1.43191 8.6 2.15289 04718 1.51266 
3.7 1.31446 61381 1.43566 8.7 2.16442 54716 1.51332 
3.8 1.34081 34679 1.43922 8.8 2.17582 92217 1.51398 
2.9 1.35649 26435 1.44259 8.9 2.18710 46687 1.51462 
4.0 ‚1.39153 62879 1.44580 9.0 2.19825 46616 1.51524 
4.1 1.41597 47255. 1.44885 9.1 2.20928 19555. 1.51585 
4.2 1.43983 61892 1.45175 9.2 2.22018 92160 1.51645 
4,3 1.46314 70060 1.45452 9.3 2.23097 90229 1.51703 
4.4 1.48593 17620 1.45716 9.4 2.24165 38740 1.51760 
4.5 1.50821 34505 1.45969 9.5 2.25221 61882 1.51816 
4.6 1.53001 36052 1.46210 9.6 2.26266 83093 1.51871 
4.7 1.55135 24197 1.46441 9.7 2.27301 25085 1.51925 
4.8 1.57224 88550 1.46663 9.8 2.28325 09877 1.51978 
4.9 1.59272 07370 1.45876 ~9.9 2.29338 58823. 1.52029 
5.0 1.61278 48446 1.47080 10.0 2.30341 92637 1,52u80 
a 3 `(-5)5 (-5)1 
5 | 6 ΙΝ 
/πψ(]-εἰγ)-ἐποοίη ry- 
Вспомогательная функция для Re (1 + iy) 

у! fly) <y> yt fy) Ἵν 

0.11 0.00100 956 9 0.05 0.00020 839 20 

0,10 0.00083 417 10 0.04 0.00013 335 25 

0.69 0.00067 555 11. 0,03 0.00007 501 33 

0.08 0.60053 368 13 0.02 0.00003 333 50 

0.07 0.00040 853 14 0.01 0.00000 833 100 

0.06 0.00030 011 17 0.00 0.00009 000 bed 

(-6)2 (-6)2 
3 3 


Ве ψ(1 + iy) = шу+Л0), 
<y> — целое число, ближайшее ку. 


ДИГАММА-ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА 113 


Таблица 6.8. Дьгамма-функция комплексного аргумента 


т =1.1 7 т =1.2 
ν №0) туз) Rey Rey(z) Ту) оч и) Ту у ТТ) ту 


0.0 0.42375 0.00000 5.0. 1.61498 1.45097 0.0 -0.28904 0.00000 5.0 1.61756 1.43125 
0:1 `-0.41451 °0.14258 5.1 `1.63457 145332 0.1 -0.28169 0.12620 5.1 1.63705 1.43396 
0:2 ‘0.38753 ° 0.28082 5.2 1.65378 1'45557 0.2 (-0.26014 0.24926 5.2 1.65617 1.43658 
0.3 0.34490 0.41099 5.3 1.67264 1.45774 0.3 -0.22578 0.36640 5.3 1.67494 1.43910 
0.4 0.28961 0.53042 5.4 1.69115 1.45983 0.4 -0.18064 0.47552 5.4 1.69336 1.44152 
0.5 -0,22498 0.63764 5.5 1.70933 -1.46184 0.5 -0.12710 0.57530 5.5 1.71146 1.44386 
0.6 —-0.15426 0.73229 5.6 1.72718 1146378 0.6 -0.06753 0.66517 56 1.72924 1.44612 
0.7 —0.08023 0.81484 5.7 1.74473 1146565 0.7 -0.00412 0.74519 5.7 1.74672 1.44829 
0.8 -0.00509 0.88630 5.8 1.76197 1.46746 0.8 +0.06130 0.81589 5.8 1.76390 1.45039 
0.9 +0.06954 0.94792 5.9 1.77893 1.46921 0.9 0.12730 0.87806 5.9 1.78079 1.45243 
1.0 0.14255 1.00102 6.0` 1.79561 1.47090 1.0 0.19280 ° 0.93260 6,0 1.79740 1.45439 
1.] 0.21327 1.04687 6.1 1.81201 1.47253 11 0.25707 0.98046 61 1.81375 1.45629 
1.2 ° 0.28131 1.08660 6.2 1.82815 1.47411 1.2 0.31960 1.02252 6.2 1.82983 1.45813 
1.3 0.34649 1.12119 6.3 1.84404 1.47565 1.3 0.38012 1.05960 6,3 1.84567 1.45991 
1.4 0.40880 1.15146 6.4 1.85968 1.47713 1.4 0.43846 1.09240 6.4 1.86126 1.46164 
1.5 0.46829 1.17810 6.5 1.87508 1.47857 1.5 0.49459 1.12153 6,5 1.87661 1.46331 
1.6 0.52507 1.20169 6.6 1.89025 1'47995 16 0.54851 1.14752 6.6 1.89173 1.46493 
1.7. . 0.57930 1.22269 6.7 1.90519 1'48132 1.7 0.60028 1.17082 6.7 1.90663 1.46651 
1.8 0.63111 1.24148 6.8 1.91992 1.48253 1.8 0.64999 1.19179 6.8 1.92132 1.46803 
1.9 0.68067 1.25839 6.9 1.93443 1.48391 1.9 0.69774 1.21074 6.9 1.93579 1.46952 
2.0 0.72813 1.27368 7.0 1.94874 1.48515 2.0 0.74362 1.22794 7.0 1.95006 1.47096 
2.1 . 0.77363 1.28755 7.1 1.96284 1249635 2.1 0.78775 1.24362 7.1 1.96413 1.47236 
2.2 0.81730 1.30021 7.2 1.97675 1.48752 2.2 0.83022 1.25796 7.2 1.97800 1.47372 
2.3. 0.85928 1.31179 7.3 1.99047 1.48866 2.3 0.87114 1.27112 7.3 1.99169 1.47505 
2.4 0.89967 1.32243 7.4 2.00401 1'48977 2.4 0.91060 1.28323 7.4 2.00519 1.47634 
2.5 0.93858 1.33224 7.5 2.01736 1.49085 2.5 0.94868 ° 1:29442 7,5 2.01852 1.47760 
2.6 0.97610 1.34131 7.6 2.03054 1'49190 2.6 0.98546 1.30478 7.6 2.03157 1.47882 
2.7 1.01234 1.34972 7.71 2.04356 1.49292 2.1 1.02103 1.31441 7.7 2.04465 1.48001 
2.8° 1.04736 1.35753 7.8 2.05640 1'49392 2.8 1.05546 1.32337 7.8 2.05746 1.48117 
2.9 1.08124 1.36482 7.9 2.06908 1'49489 2.9 1.08881 1.33173 7.9 2.07012 1.48230 
3.0 1.11405 1.37162 8.0 2.08160 1.49584 3.0 1.12113 1,33955 8.0 2.08262 1.48341 
3.1 114586 1.37806 8.1 2.09397 1.49676 3.1 1.15250 1.34688 8,1 2.09496 1.48448 
3.2 1.17671 1.38398 8.2 2.10619 1.49767 3.2 1.18295 1.35377 8.2 2.10716 1.48553 
3.3 1.20667 1.38960 8.3 2.11826 149855 3.3 1.21254 1.36024 8.3 2.11921 1.48656 
3.4 1.23578 1.39489 8.4 2.13019 149940 3.4 1.24132 1.36635 8.4 2.13111 1.48756 
3.5 . 1.26409 1.39989 8.5 2.14198 150024 3.5 1.26932 1.37211 8.5 2.14288 1.48853 
3.6. ^ 1.29164 1.40461 8.6 2.15363 1750106 3.6 1.29659 1.37756 8.6 2.15451 1.48949 
3.7 1.31847 1.40907 8.7 2.16515 1.50186 3.1 1.32315 1.38272 8.1 2.16601 1.49042 
3.8 13446] 1.41331 8.8 2.17654 1.50265 3.8 1.34905 1.38761 8.8 2.17738 1.49133 
3.9 1.37010 1.41732 8.9. 2.18780 150341 3.9 1.37432 1.39226 8.9 2.18862 1.49222 
4.0 139496. 1.42114 9.0 2.19893 1.50416 4.0 1.39898 1.39667 9.0 2.19973 1.49310 
4.1 1.41924 1.42478 9.1 2.20995 1.50489 4.1 1.42306 1.40088 9.1 2.21073 1.49395 
4.2 144294 1.42824 9.2 2.22084 150601 4.2 1.44659 1.40489 9.2 2.22160 1.49478 
4.3 . 1.46611 1.43154 9.3 2.23161. 1.50631 4.3 1.46959 1.40871 9.3 2.23236 1.49560 
4.4 148876 1.43469 9.4 2.24228 1'50699 4.4 1.49209 1.41236 9.4 2.24301 1.49640 
ἐς. εχμθο 1.49791 3251 2.20988: 1. 4.5 1.51410 1,41586 9.5 2.25354 1.49718 
αν Ledeen 1144059 © 916. 2.26326 118000 © 46. 1.53565. 1.41920.'`9.6 2.26997 1.49794 
4.7 1.55384 1.44335 9.7 2.27360 1.50896 4.7 1.55676 1.42240 9.7 2.27429 1.49869 
48. 1.57463 1.44600 9.8 2.28382 1.50960 4.8 1.57743 1.42547 9.8 2.28450 1.49943 
4.9 1.59501 1.44854 9.9 2.29395 1.51021 4.9 1.59769 1.42842 9.9 2.29461 1.50015 
5.0 1.61498 1.45097 10.0 2.30397 151082 5.0 1.61756 1.43125 10.0 2.30462 1.50085 
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Таблица 6.8. Дигамма-функция комплексного аргумента 


[| = ari 


aa 


[ re] ag : 


Г Я | к № 


| 3 


119 : `. х=1.4 
у Αγ) Ги?) Rey(:) ту чу №00 `т\иа Юеу(:) т\:) 
0.0 -0.16919 0.00000 1.62052. 1.41163 0.0 -0.06138 0.00000 5.0 1.62386 1.39213 
0.1 -0.16323 0.11303 1.63990 1.41472 0.1 -0.05646 0.10223 5.1 1.64311 1.39559 
0.2 -0.14567 0.22372 1.65891 1.41769 0.2 -0.04192 0.20269 5.2 1.66200 1.39891 
0.3 -0.11748 0.32997 1.67758 1.42055 0.3 -0.01844 0.29974 5.3. 1.68055 1.40211 
0.4 -0.08009 0.43011 1.69591 1.42331 0.4 +0.01295 0.39204 5.4 1.69878 1.40519 
0.5 -0.03520 0.52298 1.71392 1.42597 0.5 0.05100 0.47862 5.5 1.71668 1.40817 
0.6 +0.01541 0.60796 1.73161 1.42853 0.6 0.09436 0.55886 5.6 1.73428 1.41103 
0.7 0.07003 0.68491 1.74900 1.43101 0.7 0.14171 0.63250 5.7 1.75158 1.41380 
0.8 0.12718 0.75404 1.76611 1.43340 0.8 0.19183 0.69957 5.8 1.76860. 1.41648 
0.9 0.18561 0.81582 1.78292 1.43571 0.9 0.24367 0.76033 5.9 1.78533 1.41907 
1.0 0.24434 0.87085 1.79947 1.43794 1.0 0.29635 - 0.81517 6.0 1.80180 1,42157 
1.1 0.30262 0.91983 1.81575 1.44011 1.1 0.34918 0.86457 6.1 1.81800 1.42399 
1.2 0.35994 0.96341 1.83177 1.44220 1.2 0.40163 0.90903 6.2: 1.83395 1.42634 
1.3 0.41593 1.00227 1.84754 1.44423 1.3 0.45331 0.94907 6.3 1.84966 1.42861 
1.4 0.47035 1.03698 1.86308 1.44619 1.4 0.50395 0.98517 6.4 1.86513 1.43081 
1.5 0.52310 1.06809 1.87837 1.44810 1.5 0.55336 1.01778 6.5 1.88036 1.43294. 
1.6 0.57409 1.09605 1.89344 1.44995 1.6 0.60144 1.04730 6.6 1.89537 1.43502 
1.7 0.62333 1.12126 1.90829 1.45174 1.7 0.64811 1.07409 6.7 1.91017 1.43702. 
1.8 0.67084 1.14409 1.92293 1.45348 1.8 0.69337 1.09849 6.8 1.92475 1.43898 
1.9 0.71667 1.16483 1.93735 1.45517 1.9 0.73722 1.12075 6.9 1.93912 1.44087 
2.0 0376087 1.18373 1.95158 1.45681 2.0 0.77968 1.14113 7.0 1.95330 1.44271 
2.1 0.80353 1.20102 1.96560 1.45841 2.1 0.82078 1.15984 7.1 1.96727. 1.44450 
2.2 0.84470 1.21688 1.97944 1.45996 2.2 0.86058 117707 7.2 1.98106 1.44625 
2.3 0.88447 1.23148 1.99309 1.46147 2.3 0.89913 1.19296 7.3 1.99467 1.44794 
2.4 0.92290 1.24495 2.00655 1.46294 2.4 0.93647 1.20768 7.4 2.00809 1.44959 
2.5 0.96007 1.25743 2.01984 1.46438 2.5 0.97265 1.22133 7.5 2.02134 1.45119 
2.6 0.99604 „1.26900 2.03296 1.46577 2.6 1.00775 1.23402 7.6 2.03442 1.45276 
2.7 1.03088 1.27976 2.04591 1.46713 2.7 1.04179 1.24585 7.7 2.04733 1.45428 
2.8 1.06464 1.28980 2.05869 1.46845 2.8 1.07484 1.25689 7.8 2.06008 1.45576 
2.9 1.09739 1.29918 2.07131 1.46974 2.9 1.10693 1.26723 7.9 2.07267 1.45721 
3.0 1.12917 1.30797 2.08378 1.47100 3.0 1.13813 1.27693 8.0 2.08510 1.45862 
3.1 1.16004 1.31621 2.09610 1.47223 3.1 1.16846 1.28604 8.1 2.09739 1.46000 
3.2 1.19005 1.32396 2.10827 1.47342 3.2 1.19797 1.29461 8.2 2.10952 1.46134 
3.3 1.21923 1.33126 2.12029 1.47459 3,2 1.22670 1.30269 8.3 2.12151 1.46266 
3.4 1.24763 1.33814. 2.13217 1.47573 3.4 1.25469 1.31032 8.4 2.13337 1.46394 
3.5. 1.27529 1.34464 2.14391 1.47685 3.5 1.28196 1.31753 8.5 2.14508 1.46519 
3.6 1.30223 1.35080 2.15552 1.47794 3.6 1.30855 1.32436 8.6 2.15666 1.46641. 
3.7 1.32851 1.35663 2.16700 1.47900 3.7 1.33450 1.33084 8.7 2.16811 1.46760 
3.8 1.35413 1.36216 2.17834 1.48004 3.8 1.35983 1.33699 8.8 2.17943 1.46877 
3.9 1.37915 1.36742 2.18956 1.48106 3.9 1.38456 1.34283 8.9 2.19063 1.46991 
4.0 1.40357 1.37242 2.20066 1.48205 4.0 1.40873 1.34840 9.0 2.20170 1.47103 
4.1 1.42744 1.37718 2.21163 1.48302 4.1 1.43235 1.35370 9.1 2.21265 1.47212 
4.2 1.45077 1.38172 2.22249 1.48397 + 4.2 1.45546 1.35876 9.2 2.22349 1.47319. 
4.3. 1.47358 1.38606 2.23323 1.48490 4.3 1.47806 . 1.36359 9.3 2.23421 1.47423 
4.4 1.49590 1.39020 2.24386 1.48582 4.4 1.50019 1.36821 9.4. 2.24481 1.47525 
4.5 1.51775 1.39416 2.25437 1.48671 4.5 1.52185 1.37263 9.5 2.25531 1.47626 
4.6 1.53914 1.39795 226418. 1.48758 4.6 154307 1.37686 9.6. 2.26570 1.47724. 
4.7 1.56010 1.40158 2.27508 1.48844 4.7 1.56387 1.38092 9.1 2.27598 1.47820 
4.8 1.58064 1.40507 2.28528 1.48927 4.8 1.58425 1.38481 9.8 2.28616 1.47914 
449 1.60078 1.40841 2.29537 1.49010 4.9 1.60425 1.38854 9.9 2.29623 . 1.48006 
5.0 1.62052 1.41163 10.0 2.30537 1.49090 5.0 1.62386 1.39213 10.0 2.30621 1.48096 
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Таблица 6.8. Дигамма-функция комплексного аргумента 
т=1.6 


ед» Шт\иг) у Веда из Рег) L772) у Rey(z) Lmy(z) 


= 


0.03649 0.00000 5.0 1.62756 1.37278 0.9 0.12605 0.00000 5.0 1.63162 1.35357 
0.04062 0.09325 5,1 1.64667 1.37658 Οἱ 012955 0.08566 5.1 1.65057 1.35773 
0.05284 0.18511 5.2 1.66543 1.38025 0.2 0.13995 0.17023 5.2 1.66919 1.36173 
0.07266 0.27432 5.3 1.68386 1.38378 0.3 0.15687 0.25268 5.3 1.68748 1.36558 
0.09932 0.35978 5.4 1.70196 1.38719 0.4 0.17976 0.33214 5.4 1.70546 1.36930 
0.13189 0.44066 5.5 1.71976 1.39047 0,5 0.20790 0.40789 5.5 1.72313 1.27269 
0.16935 0.51640 5.6 1.73725 1.39364 0.6 0.24050 0.47942 5.6 1.74051 1.37635 
0.21064 0.58668 5.7 1.75445 1.39670 0.7 0.27674 0.54642 5.1 1.75760 1.37969 
0.25479 0.65144 5.8 1.77137 1.39965 0.8 0.31581 0.60875 5.8 1.77441 1.28293 

9 1.78801 1.40251 0,9 0.35697 0.66642 5.9 1.79095 1.28605 


1.80724 1.38908 
1.82327 1.39200 
1.83906 1.29484 
1.85460 1.39759 
1.86992 1.40025 


1.88501 1.40284 
1.89989 1.40534 
1.91455 1.40778 
1.92900 1.41014 
1.94326 1.41244 


1.95731 1.41467 
1.97118 1.41684 
1.98487 1.41895 
1.99837 1.42101 
2.01169 1.42301 


2.02485 1.42496 
2.03784 1.42686 
2.05066 1.42871 
2.06332 1.43051 
2.07583 1.43227 


2.08819 1.43398 
2.10040 1.43565 
2.11246 1.43728 
2.12439 1.43888 
2.13617 1.44043 


2.14782 1.44195 
2.15934 1.44344 
2.17073 1.44489 
2.18199 1.44631 
2.19313 1.44770 


2.20415 1.44905 
2.21504 1.45038 
2.22583 1.45168 
2.23650 1.45295 
2.24706 1.45420 


2.25751 1.45542 
2.26785 1.45661 
2.27809 1.45778 
2.28822 1.45892 
1.60810 1.26882 2.29720 1.47004 1.61232 1.24925 2.29826 1.46005 


1.62756 1.37278 10. 2.30716 1,47105 1.63162 1,35357 1 2.30820 1.46115 
hae fon) ae Esa ΠΤ | [μα таз] 


; 4) 
Im ψί1.5-ἠ-1ἠ) = th aie 


0.39957 0.71957 
0.44305 0.76840 
9.48692 0.81319 
0.53082 0.85423 
0.57445 0.89183 


0.34824 0.76494 .0 1.80439 1.40528 
0.39614 0.81424 .1 1.82051 1.40796 
0.44411 0.85907 .2 1.83638 1.41055 
0.49175 0.89980 6.3  4,85201 1.41306 
0.53878 0.93684 6.4 1.86741 1.41549 


0.58497 0.97054 6.5 1.88258 1.41786 
0.63013 1.00127 6.6 1.89752 1.42015 
0.67432 1.02932 6.7 1.91225 1.42237 
0.71732 1.05500 6.8 1.92677 1.42453 
0.75916 1.07855 6. 1.94109 1.42663 


0.79983 1.10020 7. 1.95521 1.42866 
0.83935 1.12015 7 1.96914 1.43065 
0.87772 1.13857 7 1.98287 1.43257 
0.91499 1.15563 7 1.99643 1.43445 
0.95118 1.17146 7. 2.00981 1.43628 

7 

7 

7 


5 
5 
5 
5 
0.30091 0.71078 5. 
6 
6 
6 


0.61757 0.92629 
0.66001 0.95790 
0.70167 0.98693 
0.74244 1.01363 
0.78228 1.03824 


0.82115 1.06096 
0.85905 1.08197 
0.89597 1.10144 
0.93193 1.11953 
0.96694 1.13635 


1.00102 1.15204 
1.03421 1.16668 
1.06653 1.18039 
1.09801 1.19324 
1.12867 1.20530 


1.15856 1.21664 
1.18770 1.22733 
1.21611 1.23741 
1.24383 1.24693 
1.27089 1.25594 


1.29731 1.26448 
1.32311 1.27257 
1.24833 1.28026 
1.37297 1.28757 
1.39707 1.29454 


1.42065 1.30117 
1.44373 1.20750 
1.46632 1.31354 
1.48844 1.31932 
1.51012 1.32485 


1.53136 1.33014 
1.55219 1,33522 
1.57262 1.24009 
1.59265 1.34476 


® 
о MOON UI мо OO "ou hWNEe © Sowow SwWNreO Soaonoaw > > № => Oo 05 


» 
9 


0.98634 1.18618 2.02301 1.43805 
1.02050 1.19990 2.03604 1.43978 
1.05370 1.21271 2.04891 1.44147 
1.08598 1.22469 2.06162 1.44312 
1.11738 1.23592 2.07417 1.44472 


7 
7 
1.14794 1.24647 8. 2.08657 1.44628 
1.17769 1.25639 8 2.09882 1.44781 
1.20667 1.26574 
1.23491 1.27457 
1.26245 1.28290 


1.28931 1.29080 
1.31552 1.29828 
1.34112 1.20537 
1.36612 1.31212 
1.39055 1.31853 


8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
8 
1.41443 1.32464 9 
1.43779 1.33047 9. 
9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

0 


e 
= 


2.11092 1.44930 
2.12288 1.45075 
2.13470 1.45217 


9 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 
1 
2 
3 
4 
3 2.14638 1.45355 
7 
8 
9 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0 


» 
© © © —1 ^^ пл fwWNrH Oo © © — ^^ ‹л ло 9 со — сл > > о 3 09 — &^ «м шло 9 60 — 5 «^ 4> м --о 


2.15794 1.45491 
2.16936 1.45623 
2.18065 1.45753 
2.19182 1.45879 


2.20286 1.46003 
2.21379 1.46124 
2.22460 1.46242 
2.23530 1.46358 
2.24588 1.46471 


2.25635 1.46582 
2.26672 1.46691 
2.27698 1.46798 
2.28714 1.46902 


1.46065 1.33603 
1.48302 1.34134 
1.50493 1.34642 


1.52639 1.35128 
1.54742 1.35594 
1.56804 1.26041 
1.58826 1.26470 
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Таблица 6.8. Дигамма-функция комплексного аргумента 
х=1.8 
Rey(z) πγίὶ и №) Ти 


r=1.7 


А?е\(:) Im ¥(z) Retz) 77» %(:) 


= 
= 
S 


0.0 0.20855 0.00000 5.0 1.63603 1.33453 0,0 0.28499 0.00000 5.0 1.64078 1.31566 
0.1 0.21156 0.07918 5,1 .1.65482 1.33902 0.1 0.28760 0.07358 5.1 1.65939 1.32048 
0.2 0.22050 0.15747 5,2 1.67328 1.34335 0.2 0.29537 0.14644 .5.2 1.67769 1.32513 
0.3 0.23511 0.23407 5.3 1.69142 1.34752 0.3 0.30809 0.21792 5.3 1.69567 1.32961 
0.4 0.25494 0.30824 5.4 1.70926 1.35154 0.4 0.32541 0.28740 5.4 1.71336 1.33393 
0.5 0.27945 0.37937 5.5 1.72680 1.35543 0.5. 0.34693 0.35437 5.5 1.73076 1.33810 
0.6 0.30803 0.44701 5.6 1.74405 1.35918 0.6 0.37215 0.41842 5.6 1.74787 1.34213 
0.7 0.34001 0.51086 5.7 1.76102 1.36280 0.7 0.40053 0.47928 5.7 1.76472. 1.34603 
0.8 0.37474 0.57074 5.8 1.77772 1.36630 0.8 0.43155 0.53675 5.8 1.78130 1.34979 
0.9 0.41161 0.62661 5.9 1.79416 1.36969 0.9 0.46469 0.59076 5.9 1.79762 1.35344 
1.0 0.45005 0.67852 6.0 1.81034 1.37297 1.0 0.49947 0.64131 6.0 1.81369 1.35697 
1.1 0.48957 0.72661 6.1 1.82627 1.37614 1,1 0.53546 0.68847 6.1 1.82952 1.36038 
1.2 0.52973 0.77107 6.2 1.84196 1.37922 1,2 0.57226 0.73237 6.2 1.84511 1.36369 
1.3 0.57018 0.81211 6.3 1.85742 1.38220 1.3 0.60955 0.77316 6.3 1.86047 1.36690 
1.4 0.61063 0.84996 6.4 1.87266 1.38509 1,4 0.64706 0.81103 6.4 1.87561 1.37001 
1.5 0.65085 0.88488 6.5 1.88767 1.38789 1.5 0.68455 0.84617 6.5 1.89053 1.37303 
1.6 0.69065 0.91710. 6.6 1.90246 1.39061 1,6 0.72184 0.87877 6.6 1.90525 1.37596 
1.7 0.72990 0.94685 6.7 1.91705 1.39326 1,7 0.75879 0.90903 6.7 1.91975 1.37881 
1.8 0.76849 0.97436 6.8 1.93143 1.39582 1,8 0.79528 0.93713 6.8 1.93406 1.38158 
1.9 0.80636 0.99982 6.9 1.94562 1.39832 1,9 0.33122 0.96326 6.9 1.94817 1.38426 
2.0 ‘0.84345 1.02342 7.0 1.95961 1.40074 2,0 0.86655 0.98757 7.0 1.96210 1.38688 
2.1 0.87973 1.04533 7.1 1.97342 1.40310 2.1 0.90123 1.01022 7.1 1.97583 1.38942 
2.2. 0.91519 1.06570 7.2 1.98704 1.40539 2.2 0.93523 1.03136 7.2 1.98939 1.39189 
2.3 0.94981 1.08468 7.3 2.00048 1.40762 2.3 0.96853 1.05110 7.3 2.00277 1.39430 
2.4 0.98362 1.10238 7.4 2.01375 1.40980 2.4 1.00111 1.06957 7.4 2.01598 1.39664 
2.5 1.01661 (1.11893 7.5 2.02685 1.41191 2.5 1.03299 1.08687 7.5 2.02903 1.39892 
2.6 1.04879 1.13441 7.6 2.03979 1.41398 2.6 1.06416 1.10310 7.6 2.04191 1.40115 
2.7 1.08020 1.14893 7.7 2.05256 1.41599 2.7 1.09463 1.11836 7.7 2.05463 1.40332 
2.8 1.11084 1.16257 7.8 2.06518 1.41794 2,8 1.12442 1.13270 7.8 2.06719 1.40543 
2.9 1.14075 1.17539 7,9 2.07764 1.41986 2,9 1.15353 1.14622 7.9 2.07960 1.40749 
3.0 1.16993 1.18747 8.0 2.08996 1.42172 3,0 1.18200 1.15898 8.0 2.09187 1.40950 
3.1 1.19842 1.19886 8.1 2.10212 1.42354 3,3 1.20982 1.17103 8.1 2.10399 1.41146 
3.2 `` 1.22625 1.20962 8.2 2.11415. 1.4253. 3.2. 1.23703 1.18243 8.2 2.11597 1.41338 
3.3 1.25342 1.21981 8.3 2.12603 1.42704 3,3 3.26363 1.19322 8.3 2.12781 1.41525 
3.4 1.27997 1.22945 8.4 2.13778 1.42874 3.4 1.28965 1.20345 8.4 2.13952 1.41708 
3.5 1.30592 1.23859 8.5 2.14939 1.43039 3.5 1.31511 1.21317 8.5 2.15109 1.41886 
3.6 1.33129 1.24727 8.6 2.16087 1.43200 3.6 1.34003 1.22241 8.6 2.16253 1.42061 
3.1 '1.35610--1:25553.> 8,7 2.17222 °'1,43358.. 3,7: 2.36441. 1 22119: 8.1 2.17385. 1.42231 
3.8 1.38037 1.26338 8.8 2.18345 1.43513 3.8 1.38829 1.23956 8.8 2.18504 1.42398 
3.9` 1.40413 1.27087 8.9 2.19456 1.43664 3,9 1.41168 1.24754 8609 2.19611 1.42561 
4.0 1.42738 1.27800 9.0 2.20555 1.43811 4,0 1.43459 1.25516 9.0 2.20707 1.42720 
4.1 1.45015 1.28481 9.1 2.21642 1.43956 4,1 1.45704 1.26243 9.1 2.21790 1.42876 
4.2 1.47246 1.29132 9.2 2.22717 1.44097 4.2 1.47904 1,26939 9.2 2.22862 1.43029 
4.3 1.49432 1.29755 9.3 2.23781 1.44235 - 4.3 1.50062 1.27605 9.3 2.23923 1.43178 
4.4. 1.51574 1.30351 9.4 2.24834 1.44371 4.4 1.52178 1.28242 9.4 2.24974 1.43324 
4.5 1.53675 1.30922 9.5 2.25877 1.44503 4.5 1.54254 1.28854 9.5 2.26013 1.43468 
4.6 1.55736 1.31470 9.6 2.26908 1.44633 4,6 1.56292 1.29440 9.6 2.27042 1.43608 
4:7 1.57758 1.31996 9.7 2.27930 1.44760 4,7. 1.58291 1.30004 9.7 2.28061 1.43745 
4.8 1.59742 1.32501 9.8 2.28941 1.44885 4,8 1.60255 1.30545 9.8 2.29069 1.43880 
4.9 1.61690 1.32986 9.9 2.29942 1.45007 4.9 1.62183 1.31065 9.9 2.30068 1.44012 
5:0 1.63603 1.33453 0.0 2.30933 1.45127 5,0 1.64078 1.31566 10.0 


2.31057 1.44142 
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Таблица 6.8. Дигамма-функция комплексного аргумента 


х=1.9 | х=2.0 
Леа Пил и Seve) Lye) у Αγ ИПуод у Ae yz). ПИ 


0.35618 0.00000 5.0 1.64585 1.29698 0.0 0.42278 0.00000 5.0 1.65125 1.27849 
0.35847 0.06870 5.1 1.66428 1.30212 0.1 0.42480 0.06441 5.1 1.66948 1.28394 
0.36528 0.13681 5.2 1.68240 1.30707 0.2 0.43081 0,12833 5.2 1.68742 1.28919 
0.37644 0.20377 5.3 1.70022 1.31185 0.3 0.44068 0.19130 5.3 1.70506 1.29426 
0.39169 0.26908 5.4 1.71775 1.31647 0.4 0.45420 0.25288 5.4 1.72242 1.29916 
0.41071 0.33229 5.5 1.73500 1.32092 0.5 0.47111 0.31269 5.5 1,73951 1.30389 
0.43309 0.39306 5.6 1.75197 1.32522 0.6 0.49110 0.37042 5.6. 1.75633 1.30846 
0.45842 0.45110 5.7 1.76868 1.32938 0.7 0.51380 0.42583 5.7 1.77290 1.31288 
0.48625 0.50624 5.8 1.78513 1.33341 0.8 0.53887 0.47874 5.8 1.78921 1.31715 
0.51614 0.55838 5.9 1.80133 1.33730 0.9 0.56594 0.52904 5.9 1.80528 1.32129 
0.54770 0.60749 6.0 1.81728 1.34107 1.0 0.59465 0.57667 6.0 1.82111 1.32530 
0.58053 0.65359 6.1 1.83300 1.34473 1.1 0.62468 0.62165 6.1 1.83671 1.32918 
0.61431 0.69677 6.2 1.84848 1.34827 1.2 0.65572 0.66400 6.2 1.85208 1.33295. 
0.64872 0.73714 6.3 1.86374 1.35170 1.3 0.68751 0.70380 6.3 1.86723 1.33660 
0.68351 0.77483 6,4 1.87878 1.35503 1.4 0.71980 0.74116 6.4 1.88217 1.34015 
0.71846 0.80999 6.5 1.89361 1.35826 1.5 0.75239 0.77618 6.5 1.89690 1.34358 
0.75338 0.84278 6.6 1.90824 1.36140 1,6 0.78510 0.80899 6.6 1.91143 1.34692 
0.78814 0.87335 6.7 1.92266 1.36445 1.7 0.81779 0.83973 6.7 1.92576 1.35017 
0.82261 0.90188 6.8 1.93688 1.36741 1.8 0.85033’ 0.86853 68 1.93990 1.35332 
0.85669 0.92851 6.9 1.95092 1.37029 1:9 0.88262 0.89551 6.3 1.95385 1.35639 
0.89031 0.95338 7.0 1.96476 1.37308 2.0 0.91459 0.92081 7.0 1.96761 1.35937 
0.92342 0.97664 7.1 1.97843 1.37581 2.1 0.94617 0.94454 7.1 1.98120 1.36227 
0.95598 0.99840 7.2 1.99192 1.37846 2.2 0.97731 0.96681 7-2 1.99462 1.36509 
0.98795 1.01879 7.3 2.00523 1.38104 2.3 1.00798 0.98775 7.2 2.00186 1.36784 
1.01932 1.03792 7.4 2.01838 1.38355 2.4 1.03814 1.00743 7.4 2.02094 1.37052 
1.05008 1.05588 7.5 2.03136 1.38599 2.5 1.06779 1.02597 7.5 2.03385 -1.37313. 
1.08022 1.07278 7.6 2.04418 1.38838 2,6 1.09690 1.04344 7.6 2.04661 1.37567 
1.10975 1.08868 7.7 2.05684 1.39070 2.7 1.12548 1.05992 7.7 2.05921 1.37815 
1.12867 1.10367 7.8 2.06935 1.39297 2.8 1.15352 1.07548 7.8 2.07167 1.38056 
1.16698 1.11782 7,9 2.08171 1.39518 2.9 1.18102 1.09020 7.9 2.08397 1.38292 
1.19470 1.13119 8.0 2.09393 1.39734 3.0 1.20798 1.10413 8.0 2.09613 1.38522 
1.22184 1.14384 8.1 2.10600 1.39944 3.1 1.23442 1.11733 8.1 2.10815 1.38746 
1.24841 1.15583 8.2 2.11793 1.40149 3.2 1.26034 1.12985 8.2 2.12003 1.38966 
1.27442 1.16719 8.3 2.12973 1.40350 3.3 1.28575 1.14174 8.3 2.13178 1.39180 
1.29990 1.17798 8.4 2.14139 1.40546 3.4 1.31067 1.15304 8.4 2.14339 1.39389 
1.22485 1.18823 8.5 2.15292. 1.40738 3.5 1.33510 1.16379 8.5 2.15487 1.39593 
1.34929 1.19798 8.6 2.16432 1.40925 3.6 1.35905 1.17403 8.6 2.16623 1.39793 
1.37324 1.20727 8.7 2.17560 1.41108 3.7 1.38254 1.18379 8.7 2.17746 1.39988 
1.39670 1.21613 8.8 2.18675 1.41286 3.8 1.40558 1.19310 8.8 2.18858 1.40179 
1.41970 1.22458 8.9 2.19778. 1.41461 3.9 1.42818 1.20200 8.9. 2.19957 1.40366 
1.44226 ‘1.23265 9.0 2.20870 1.41632 4.0. 1.45036 1.21050 9.0. 2.21045 1.40548 
1.46437 1.24037 9.1 2.21950 1.41800 4.1 1.47212 1.21864 9.1 - 2.22121 1.40727. 
1.48606 1.24775 9.2 2.23019 1.41964 4.2 1.49348 1.22643 9.2 ‘2.23187 1.40902 
1.50734. 1.25482 9.3 2.24077 1.42124 4.3. 1.51446 1.23389 9.3 2.24241 1.41074 
1.52822 1.26160 °9.4 2.25124 1.42281 4.4 1.53505 1.24105 9.4 2.25284 1.41241 
1.54872 1.26810 9.5 2.26160 1.42435 4.5 1.55527 1.24792 9.5 2.26318 1.41406 
1.56885 1.27434 9.6 2.27186 1.42586 4.6 1.57514 1.25452 9.6 2.27340 1.41566 
1.58861 1.28033 9.7 2.28202 1.42733 4.7 1.59466 1.26086 9.7 2.28353 1.41724 
1.60803 1.28610 9.8 2.29207 1.42878 4.8 1.61385 1.26696 9.8 2.29356 1.41879 
1.62710 1.29164 9.9 2.30203 1.43020 4.9 1. 63270 1.27283 9.9 2.30349 1.42030 
1.64585 1.29698 10.0. 2.31190 1.43159 5.0 1.65125 1.27849 10.0 2.31332 1.42179 
Γι] (-4)4] - Ce iw ly | р. ны Уи [3] 
1 4 4 8 - | ие: 9 
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ЛИТЕРАТУРА 


Книги и статьи 


6.1. Artin Е. Einfiihrung in die Theorie der Gamma- 
funktion. — Leipzig, 1931. 

6.2. BOhmer P. Е. Differenzengleichungen und bestimmte 
Integrale. — Leipzig: Koehler, 1939, Ch. 3—5. 

6.3. Doetsch G. Handbuch der Laplace-Transformation. — 
Basel: Birkhauser, 1955, V. II, $. 52—6l. 

6.4. Erdélyi A. et al. Higher transcendental functions. — 
N.Y.: McGraw-Hill Book Co., 1953, Ch. 1, sec. 5, 
У. 2, Ch. 9. Русский перевод: Бейтмен 
Г. Эрдейи А. Высшие трансцендентные функ- 
ции. — М.: Наука, 1973, Т.Г; 1974, Т.П. 

6.5. Hastings С., Jr. Approximations for digital сот- 
puters. — Princeton: Princeton Univ. Press, 1955. 

6.6. L6schF.,Schoblik F. Die Fakultat und verwandte 
Funktionen. — Leipzig: Teubner, 1951. 

6.7. Sibagaki W. Theory and applications of the gamma 
function. — Tokyo: Iwanami Syoten, 1952. 

6.8. Whittaker Е. Т., Watson С. М. A course of 
modern analysis. — Cambridge: Cambridge Univ. 
Press, 1952, Ch. 12. Русский перевод: Уит- 
текер Э. Т., Ватсон Дж. Н. Курс современ- 
ного анализа. — М.: Физматгиз, 1962, Т.Г; 1963, Т.П 


Таблицы 


6.9. Абрамов А. А. Таблицы In Г(2) в комплексной 
области. — М.: Изд-во АН СССР, 1953. 
In Γ(χ + iy), x = 0(0.01) 10, у= 0(0.01)4, 6D. 

6.10. Ballistic Research Laboratory. A table of the factorial 
numbers and their reciprocals from 1! through 
1000! to 20 significant digits. — Aberdeen Proving 
Ground, 1951. -- Technical Note № 381. 

6.11. British Association for the Advancement of Science. 
Mathematical tables. — Cambridge: Cambridge Univ. 
Press, 1951, У. Т, р. 40 — 59. — Гамма и полигамма 
функции. Кроме того, 


x 
T в (t)! dt, x = 0(0.01)1, 10D. 


0 


6.12. Davis H. T. Tables of the higher mathematical func- 
tions. — Bloomington: Principia Press, 1933, V. 1; 
1933, Vs 4. 

Многозначные таблицы гамма- и полигамма- 
функций πο 4((х) и их логарифмов. 

6.13. Duarte Е. J. Nouvelles tables de logy) п! 4 33 deci- 
males depuis п = 1 jusqu’a п = 3000. — P.: Index 
Generalis, 1927. 

6.14. National Bureau of Standards. Tables of п! and 


Г(п + 1/2) for the first thousand values of п. — 


Washington: Government Printing Office, 1951. — 
(Applied Math. Series; 16). 

6.15. National Bureau of Standards. Table of Coulomb wave 
functions. — Washington: Government Printing Of- 
fice, 1952, V. I, p. 114—135. — (Applied Math. 
Series; 17). 

6.16. National Bureau of Standards. Table of the gamma 
function for complex arguments. — Washington: Go- 
vernment Printing Office, 1954. — (Applied Math. 
Series; 34). Русский перевод: Таблицы 
логарифмов гамма-функции в комплексной облас- 
ти. — M.: ВЦ AH CCCP, 1966. — (БМТ; Вып. 40). 
1η Г(х + iy), x = 0(0. 1)10, у = 0(0.1)10, 12D. 

6.17. National Physical Laboratory. Tables of Weber ра- 
rabolic cylinder functions. — L.: Her Majesty’s Sta- 
tionery Office, 1955, р. 226—233. 


Действительная и мнимая части функции In Γ(Κ|4- 
+ ia/2), k=0(1)3, а==0(0.1) 5(0.2)20, 8D; (1Г(3]4 + 
‘reine [4-+ ia/2)|)-/?, а =0(0.02) 1(0.1) 5(0.2)20, 
8D. 


Русский перевод: Миллер Дх. UTI. 
Таблицы функций Вебера. — М.: ВЦ АН СССР, 
1968. — (BMT; Вып. 45). 

6.18. Pearson Е. 5. Table of the logarithms of the сот- 
plete Г — function, arguments 2 to 1200. — Cam- 
bridge: Cambridge "Univ. Press, 1922. — (Tracts for 
Computers; Ne VIII). 

Ig Г(р), р = 2(0.1) 5(0.2) 70(1) 1200, 10D. 

6.19. Peters J. Ten-place logarithm tables. — М.У.: Еге- 

derick Ungar Publ. Co., 1957, V. I, Appendix, 


p. 58 —68. 
n!, п = 1(1)60, точные; (n!)?, n= 1(1)43, 54D; 
lg (n!), п = 1(1)1200, 18D 

6.20. Stanley J. P., Wilkes М. V. Table of the 
reciprocal of the gamma function for complex argu- 
ment. — Toronto: Univ. of Toronto Press, 1950. 
x = —0.5(0.01)05, у = 0(0.01)1, 6D 

6.21. ZyczkowskiM. Tablice funkcyj eulera i pokrew- 
nych. — Warsaw: Panstwowe Wydawnictwo Nav- 
kowe, 1954. 

Обширные таблицы интегралов, содержащих гам- 
ма- и бета-функции. 


ЛИТЕРАТУРА, ДОБАВЛЕННАЯ ПРИ ПЕРЕВОДЕ 


Книги 


6.22. Лебедев Н. Н. Специальные функции и их при- 
ложения. — М.; Л.: Физматгиз, 1963. 


6.23. Смирнов В. И. Курс высшей математики. — Μ.: 
Физматгиз, 1958, Τ.ΠΙ, 4.2. 


Таблицы *) 


6.24. Петерс M., Штейн И. Математические табли- 
цы. — M.: ВЦ АН CCCP, 1965. — (BMT; Вып. 34). 
πὶ, n = 1(1) 60, 
точные значения и разложения на простые множи- 
тели: | 
I/n!, п = 1(1)43, 54D; In (πὶ, 
п = 1(1) = 1200, 18D. 
6.25. Сегал Б. И., Семендяев К. А. Пятизначные. 
математические таблицы. — М.: Физматгиз, 1962. 
I(x), x = (0.0001) 2,502; I'(n+1), п = (150, 65. 
6.26. Таблицы логарифмической производной гамма-функ- 
ции и ее производных в комплексной области. — 
М.: ВЦ AH CCCP, 1965. 
(x + iy), x = (0.01) 2, у= 0.(0.01) 4; ф®(х-+ 1), 
п = 1(1)10, x = 1(0.1) 2, у = 0(0.1) 4, 7D или] 7S. 
6.27. Таблицы специальных функций / Под ред. Шпиль- 
рейна Я.Н. — M.: ГТТИ, 1934 
I(x), x = 1(0.002) 2, 5D. 
6.28. Xaamu К., Барк Л. С. Многозначные таблицы 
круговых, гиперболических и других функций. — 
M.: ВЦ АН CCCP, 1965. — (BMT; Вып. 27). 
lg Γ(χ), х=0(0.01) 1(0.00001) 1.001(0.0001) 1.1(0.001)2 
(0.01)3, 8—13D; 
I(x), x = —5(0. 01) 1(0.001) 2(0.01)5, 7—8D. 


*) Библиографию таблиц неполных гамма- и бета- 
функций см. в гл. 26, 
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ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И ИНТЕГРАЛЫ ФРЕНЕЛЯ 


У. ГАУЧИ 


СОДЕРЖАНИЕ 


ΑΡ ОИ ВОВ ое ооо раннее 

7.2. Кратные интегралы вероятностей .......................................... 
7.3. Интегралы Френеля ................ ημων. IAT Se М 
7.4. Определенные и неопределенные ΠΗΤΕΓΡ8ΠΗΙ................................ 
ПРИМЕРЫ .»..»ν»νο.υ«ἔοςς ТИ РИ РОО И ИЕ On cre cc Een eae ine 


Хх . 
(=) e~*, erf x = (=) ем x = 0(0.01)2, 10D. 
TT 


se 0 


Таблица 7.2. Производная интеграла вероятностей (2 <х < 10) .......... 


ΚΩ е—*", x = 2(0.01)10, 85. 

к = 

Таблица 7.3. Дополнительный интеграл вероятностей (2 < x < 00).......... 

х 
42 р. д? —{? -ᾳ 
xe” erfo x = | — | хе e~ dt, x * = 0.25( —0.005)0, 7D; 
уп 
ΓῚ ; Юз: 


ес ик, п = 1(1)10, 157. 


Таблица 7.4. Кратные интегралы вероятностей (0 < x < 5)................ 


© 
2»Ρ Е + 1 i* etfc x = 2987 [7 of. |= (! — x)" ott 


x = 0(0.1)5, п = 1(1)6, 10, 11, 65. 


Таблица αι Κερ Пл сакс ь, 


4 
αὐ. edt, x = 0(0.02)2, 10D. 
a 


x 
xt \ edt, х = 0.25(—0.005)0, 9D. 
; 0 


a | 3 
Таблица 7.6. (3/Г(1/3)) Τ.Σ, мха рам, 


x = 0(0.02)1.7(0.04)2.3, 7D. 
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Таблица ΤΙ. Интегралы Френеля. (0 < ws рф aa oes NF BESS Bel a aed 142 
co (5 η) dt, 
2 ; 


sin & ‘| dt, x = 0(0.02)5, 7D. 


C(x) = 


S(x) = 


=: Stu 


Таблица 7.8. Вспомогательные функции (0 -««χ-«οο)........................ 144 


me) fii ‚ [к 
I(x) = Ε -- 569] Cos Ε х | | ; σω] sin | ᾽ 
g(x) = |; re co] cos (=~) +[5 — 569 sin С “| 


x = 0(0.02)1, x1? = 1(—0.02)0, 15D. 


Таблица 7.9. Интеграл вероятностей комплексного аргумента (0 <х < 3.9, :- 
Ожу< 3) occ so cs иные SEBEL EL CONT RSs Om быки - 146 


w(z) = e~* erfc(—iz), z=x+ iy, x = 0(0. ΠΗ 9, 
у = 0(0.1)3, 6D. 


Таблица 7.10. Комплексные нули интеграла вероятностей (1 <n < 19)........ 150 
НТ еее №, 1 = 1(1)10,, 80. : 

Таблица 7.11. Комплексные нули интегралов Френеля (0 <n <5) ............ 150 
Zn, Zn» ClZn) = 0, 5@) ='0, п = 0(1)5; 4D. 

Таблица 7.12. Максимумы и минимумы интегралов Френеля (0 < п < 5) ...... 150 


С(\/4т + 1), Ο((λη + 3), δ(ψ4π + 2), 
$(/4п + 4), п = 0(1)5, 6D 
о орон ee ee рее нание 151 


7.1. ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Определения _ Разложения в ряд 
- “ | a © п «9811 
ГА _2_ —# 7.15. ей z= _2 ye . 
7.1.1. erf z= ΚΝ dt. | | ут Ve п!(2п + 1) 
0 
со Y 
7.1.2. в 2 en Pat = 1 — ей z. } 
ы 08 
| $ 
7.1.3. (2)=е“ =. + τα = е— 2" erfc(—iz). 06 
к ’ 


В 7.1.2 Ha путь интегрирования наложено следующее 04 
ограничение: arg t -› «, где |α| < 7/4, при ἵ -» oo вдоль 
пути. (Значение a = π|4 допустимо, если Κε [5 ограничено | 
слева.) 


7.1.4. w(z) = + \ 


--ο0 


-4 
Интегральное представление P ye aoe 
ΠΡ a | a" ΠΡ 
ей ας C е-йи 04 28 72 16 2.0 
=—\—— Ш 2>0О0). 
z—t π 2-2 


_ Рис. 11. у = е=? Ὦ et? di: φ--2{16. 


9.1. ИНТЕГРАЛ: ВЕРОЯТНОСТЕЙ | 121 


Ob UX 
0.4 LF hin 


O=F 
/ a =F 
В eee eee es ee η ый ese. ------------- 


AT Hh 08° 12 16 20 24 1 


Рис. 7.2. у =:¢—.” }* ав р=20)6, 


gh 2 
% - 25111 


7.1.6. erf z= и, р πε 
уп 2 1°3...(2n 1) 


| _ 0 ἮΝ 
7.1.7. -егЁ z= 2 ΣΟ 0" Vanes 22°) — Γοπεα[{2}] 


п =0 
- ({χ)» 
7.1.8. ω(Ζ) = >. —-———— + Pynxuun Бесселя I n—1;o(x) 
n 
=F 
(2 | 
см. в гл. 10. | 
Соотношения симметрии 
7.1.9. erf(—z) = — erf 2. | 


7.1.10. erf 2 = erf a 
7.1.11. w(—2z) = 2e-” —'w(2z). 
7.1.12. ω(Ζ) = w(—z). 
‚ Неравенства (cm.. [7.11], [7.17]. 


со 
1 2 1 
7.1.13. ——_—_————- < ε \ её αὖ 
ее 2 ae Е dt< ] 4 
x x+ x? + — 
π 
(x > 0). 
Другие неравенства см. в [7.2]. 
Разложения в непрерывную дробь 
со 
7.1.14. 2е” \ м Ще МЕ. τι... 
Z+ Z+ Zt Zt Z+ 
2 
`(Ве2'> 0). 
pees ΟΝ ! : 
7.1.15. I \ бы) к Ha aya 3/2 2. — 
ψπ z—t Z— 2— zZ- Z— 2-- 
п (п) 
= a lim A (Im z ¥ 0), 


х и Hi — соответственно нули и весовые множители 
полиномов Эрмита. Их числовые значения см. в гл. 25. 


TV) 


LT] 
(7 


< \) -18 
100 SOON 
Se NO | 


a. 2 
= SY SHE 
eS 2 
SERS 
ae i 
Oi 
oe ΖΑ 


WY), ORO 
TIKI LL SORE 


+ 780° -80° 0" 60° *180° -60°0°00" 120° 


Рис. 7.3. Линии уровня w(z). 


Значение на бесконечности 
71.16. erf Ζ-»1 ( — со в области | argz| < 7) . 


Максимум и точка перегиба интеграла Досона (см. [7.31] 


и 
Е(х) = Г” edt. 
| Ὃν 0 


7.1.17. F(0.92413 88730...): = 0.54104 42246... 
7.1.18. F(1.50197 52682...) = 0.42768 66160... 


Производные 
1+1 2 ΕΝ 
7.1.19. в erf 2 = (—1)"—— Ηῃ(Ζ)ε Ε 


@ =O; 1, 2.0). 


7.1.20. wi®t2)(z) + 2zw(™4)(z) + 2(n + 1)w™(z) = 
(n= 0, 1, 2,...), 


w(z) = w(z), w(z) = — 2zu(z) + 7 . 
— π 


О полиномах Эрмита H,(z) см. в гл. 22. 
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Связь с вырожденной гипергеометрической 
функцией (см. гл. 13) 


7.1.21. = ЗЕМ. 2, -#) = 


ψπ 2 
25 — 5? 3 
=——e Mil, --, 23]. 
ψπ (. 2 


Функция нормального распределения со средним 
значением т и стандартной дисперсией с (см. гл. 26) 


я 
е-@-ту lot, _ 1 5('+ erf (= alk 
2 o 2 


tg 
О ыы 
у 


л/2п 


Асимптотическое разложение 


1.3... @т— 1) 


[» ο) 
7.1.23. κ΄ἴπζεΐ erfoz~1 + (-- 1)™ 
у oe 


т=1 


3π 
Ζ-»00, |81σ Ζ| < — |. 
4 


Если ряд оборван после n-ro члена и Ry(z) — его остаток, 
то 


(2n — 1) 


7.1.24. В. ihe Oe 5“ 0, 
: (227) 


co 
—n—-1/2 
=(er(1+ 4) dt (1 arg 21 <=), 
Γη 2 
0 
[are #1 < = 
η 


Для действительных x остаток Κη(χ) по абсолютной вели- 
чине меньше первого отбрасываемого члена и имеет тот 
же знак. 


10| < 1 


Аппроксимация рациональными функциями 
(см. [7.10]) (0 < x < 00) 
7.1.25. erf x = 1 — (ait + аз + аз) e~* + e(x), 
веет, | =(х) | < 
1+ рх 
р = 0.47047, a, = 0.34802 42, 


2.5. 10-5, 


аз = — 0.09557 98, аз = 0.74785 56. 


7.1.26. erf x = 1 — (ayt + аз? + ast? + ай + 
+ ast)e—* + a(x), 


t= et | =(х)| < 1.5: 10-7, 
1+ px 


= 0.32759 11, αι = 0.25482 9592, 
аз = —0.28449 6736, аз = 1.42141 3741, 
αἱ = —1.45315 2027, as = 1.06140 5429. 


1 


КИ y ee ο“ a ee 
(1 + ax + азх? + ααχ) + a,x")! 


+ e(x), 
| =(х)| < 5-10, 
a, = 0.278393, аз = 0.000972, 
аз = 0.230389, αἱ = 0.078108. 
7.1.28. erf x =1— с бо ДЕ 4 
(1 + ayx + ах? + ... + ах 8 
+ ε(χ), 


| e(x)| < 3: 10-", 
a, = 0.07052 30784, аз = 0.04228 20123, 
аз = 0.00927 05272, а, = 0.00015 20143, 
аз = 0.00027 65672, а = 0.00004 30638. 


Бесконечный ряд для интеграла вероятностей 
комплексного аргумента (см. [7.19]) 


7.1.29. erf(x + iy) = erf x + 


е—х? ь 
+ —— [(l — cos 2ху) + isin 2xy] + 


TX 


№ 2 а eg 


п 


Ital, у) + ign(x, γ)] + 
+ e(x, y), 


где 
и(х, у) = 2х — 2x ch пу с0$ 2ху + п sh ny sin 2ху, 
gn(x, у) = 2x chny sin 2xy + п sh ny cos 2xy, 


| e(x, y)| = 10-8 [егЁ (x + 1) |. 


7.2. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Определение 


co 
7.2.1. i" erfe z= ! ierfotdt (1-0, 1, 2,...), 
z 


2 
εἰ ee ? 


“ἊΝ 


‚ ierfc z = erfc 2. 


Дифференциальное уравнение 


7.2.2. 474.224 2ηγ-0, 
42? 42 


у = А erfc 2 + В ес (—2) 


(A и В — постоянные). 


7.3. ИНТЕГРАЛЫ ФРЕНЕЛЯ 


Выражение в виде простого интеграла 


. - 2 t — 7 % — 
7.2.3. 18 οτ[ς Ζ = —— τε ke: — Ежи dt. 
n! 
2 
Разложение в степенной ряд *) 
= се 


7.2.4. i” erfc > == µ-:---....-...., В 
т ere TI i cutie Ξ = 


Рекуррентные соотношения 


| #. on 
7.2.5. imerfez = — —i® εγ[ς Ζ + — ег 2 
n 2n 


7.2.6. 2(n + 1) (n + 2) i" erfc 2 = 


= (2n + 1 + 223) 15 ετῖς Ζ — > Зоной 


9°02 0406 08 10 12 τὰ 16 161 
Рис. 7.4. Кратные интегралы вероятностей. 


у = OT Е + i) ετῖς x; п=0, 1, 2, 4, 8, 14, 22. 


7.3. ИНТЕГРАЛЫ ФРЕНЕЛЯ 


Определение 


cos ΕΞ 7) dt. 
Zz . 

sin [5 η dt. 
τ 


*) Члены этого ряда, соответствующие k =n + 2, 
n+4,n-+ 6, .... считаются равными нулю. 


РЗ... C(z) = 


7.3.2. S(z) = 


= οἱ σὴ αὶ 


Значение в нуле 


7.2.7. 13 ес 0 = 


2% V'(n/2 + 1) 


7.2.8. -ᾱ- i” erfc 2 


dz 


= = dc z 


Производные 
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+1, Of BBs. 


(0, Ι. 2, 


а® 2 2 
7.2.9. у (οἵ егЁс 2) = (—1)" 2"n! e* 13 ег 2 


ΡΖ 


7.2.10. 15 ес z= 


(25-1πγ43 


Связь с Hh,(z) (см. 19.14) 


Н(\/2?). 


1 


Связь с полиномами Эрмита νά гл. 22) 


7.2.11. (—1)"i" erfc 2 + i* erfc (— os 


hk n(iz). 


Связь с вырожденной гипергеометрической 


7.2.12. 11 οτ[ς 2 = -Ἴ 


функцией (см. гл. 13) 

м" as ’ tl - 
2 2 
мены 

Z 2 


.. 28 Г(и+1]2) 


1 
2® Г(и/2 + 1) 


2 


Связь с функциями параболического 
цилиндра (см. гл. 19) 


7.2.13. 1’ erfc z = Ori; ду - О-п-1(2 \/2). 


7.2.14. и 


oe 11222 


e~* 


Асимптотическое разложение 


© (—1)т (2т + п)! 
π΄ 


т (22) --, nm (2z)?™ 


3π 
(><, | arg 2| < =} 


Используются также следующие функции: 


7.3.3. C(x) 


7.3.4. Si(x) = 


+ 
] 


aly | 


ai} | 


x 
\ sin fdt, Sx) = 
0 


x 
{cos dt, С») = 
0 


1 
ψ1π 


1 sin {Κ 
——— | —— dt 
20 Jt 
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Вспомогательные функции 


‚ 7.3.54 f(z) = |; -- το] cos | 2 м 


— Е -- (ο) Ε я . 


7.3.6; σ(2) = Ε io се] о. ( 2) $ 


+ В be 5 ΣΝ ic =. 


Функциональные соотношения 


ο» |5) =<, Η ” 
7.3.8. se) = ΠΠΙΗ͂ - [= »)- 


7.3.9. C(z) => + f(z) sin( = 2 i g(z) cos С: Ἴ у 


7.3.7. C(x) = 


73.10, (2) =; — f(@ cos( =] — κ) sin( = 2 ] 


Разложения в ряд 


--ς-- 05 (π/2}9 
7.3.11. C(z) = ο ΟΣ ΛΞ. „бе. 
(2) 2 ami (an + ι΄ у 


_ Ὁ 133 -2в 
7.3.12. C(z) = cos Ε 2 У. et Gal oh ea ат 4 
2° JO 1:3... (4n + 1) 


(-- 1)” πϑ|-1 


Cc 
+ κ 2] = ο 
215413... (4n + 3) 


oo a 1)" (π|2 511 
7.3.13. 5 — 
р 2 — 1)! (4n + 3) . 


L(t) Cin) 
МА ο(ἆ) 52) 


9(4) 


24 +3. 


08 ре er 


7 ας 12 18 24 30 36 2 


Рис. 7.5. Интегралы Френеля. 
у = C(x), у = SX). 


An4-3 


. 2n41 
7.3.14. S(z) = —c0s( = 7 i aa 2imi3 4 
2 --ὁ 1:3... (4n + 3) 
+ sin( 2 > (— 1)” πι πη и 
р. --Ὁ 1:3... (4n + 1) 


7.3.15. Co(z) = Jyjo(z) + Льр(2) + (2) +. 
7.3.16. δο(Ζ) == 1з/э(2) -Ε Ja /2(2) +- αι. αἴ) + ace 


Функции Бесселя /и.1/›(2) см. в гл. 10. 


Соотношения симметрии 
7.3.17. C(—z) = —C(z) S(—z) = —5(2. 
7.3.18. С(2) = #С(2), S(iz) = —iS(z). 
7.3.19. C@) = С@), δία) = δία] 


Значение на бесконечности 


iho. CO) = - ‚ SO) > (х -› οο). 


Производные 
Το... [οί = --πχρ(χ), 
ах 
480) = txf(x) —1. 
5 


Связь с интегралом вероятностей (см. 7.1.1, 7.1.3) 


5 ae er -5:]- 


πε |1 _ ng [FF +5: 


7.3.22. C(z) + iS(z) = 


2 


7.3.23. че х)-== βοή 1+ 7 ЕЕ (0 xl} 


7.3.24. flo) = 1m | a «δ (1 4 0х] | 


Связь с вырожденной гипергеометрической 
функцией (см. гл. 13) 


7.3.25. C(z) + i8(2)' 3,24 : τ. 7) 
aha СЁ i a --» --;» i— = 
(5 η 


= хе" М |1; 2, а. 
2 2 


Связь со сферическими функциями Бесселя 
(см. гл. 10) 


> 26. С5(2) = 


т 
το | 


a ее, ame) ν κ “4 Л) dt. 
0 0 | 


Neen arrears 


7.4. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Асимптотические разложения 


7.3.27. πΖ|ΐΖ) -ο 1+ > ви 


} 


ΕΕ] π 
2-5, ша <2), 


7.3.28. п29(2) ~ > oe ae 


р $. 
ον αν” 


со, | arg Е 
2 > 9 ἌΣ ЕВ αἱ 
| 


Если RY Л(2), В (2) — остатки, начинающиеся с (п + 1)-ro 
члена рядов 7.3.27 и 7.3.28 соответственно, то 


1.3... 4п — 


7.3.29. О ρω, 
[1729 вы 


Κίδ(α) = (—1” 


со 


{1} = т а: \ —_ dt 
T(2n+ 1/2) 1 + (Ωι/πΖ")᾽ 
0 


[are = επ] 
4 
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| 7.3.30. В®(2) = (—1* а gs 
| (кг?) 
| = 1:2 0-1 
Wy a Se 5 ΕΟΝ \ Ὁ 
ГОл + 3/2) J) 1+ (2/п22)* 
Ἡ ( arg z| < Al 
4 
7.3.31. |06}| <1, [0M] <1 
(are 2| < =. ‘ 
8 


Для действительных х остатки RY | (х) и RY (x) по аб- 


солютной величине меньше первого отбрасываемого 
члена и имеют тот же знак. 


Аппроксимация рационалеными функциями Ἢ) 
(0< x < 00). 


1 + 0.926 x 


τ. |) ee ое ВИ 
2+ 1.792 x + 3.104 х? 


+ ε(χ), 


еж) | < 2- 0%. 


7.3.33. 2(х) = 1 ам 


2 + 4.142 x + 3.492 х*-{ 6.670 хз 


| fx] < 2:10» 


Более точные приближения см. в [7.1]. 


7.4. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Более полную таблицу интегралов см. в [7.5], [7.8], 
[7.15], [7.22]. 


7.4.1. Ve αἱ -- Απ 

0 

со | Иа b 

on (alot +e) gy = If % ϱ(θ'--αο)|α arte — 

7.4.2. \ я |- Ja 

᾿ | 

(Кеа> 0). 

Ν ii 

. т... 7 а 


0 


(Веа> 0, Ве b> 0). 


_ το + 1/2) 


2 1°-3..(Q2n — 1 
7.4.4. \ те dt = 2ап+1/2 
0 


нат [а 
аб w= 0, 12 


7.4.5. \ βπηρ-α dt = 


| 
i — (Re a> 0,n=0, 1, 2,...). 


ος” 8 


: 1 1[π..α 
1.4.6. \e~™ cos (2х0) dt = 5. [7 επ. (Re a > 0). 


ος” 8 


ο0 α| Ja 
7.4.7. \ ε-“ sin (2х1) dt = J ola \ e” dt 
a 


(Re a> 0). 


[» ὁ) == 
Per ae : = 
7.4.8. \ es = IE e ес Jaz 


‚ а: 


(Rea> 0, Rez> 0). 


7.4.9. \ ————— = —~e” erfe az 
Nt (t 2) iF 


(Rea>0, z#0, |argz| < п). 
Jax 
д dt —а4? pe \ t2 1 . 9 
74.0. о ΝΕ; | е dt — = Ei (ax) 
0 0 
ig> 0, x > 0). 
—" 
Е at πμ’ ES 0 0 
7.4.1. т" ег fax (a> wi ). 
0 


*) Формулы 7.3.32, 7.3.33 базируются на формулах, 
данных в [7.10]. 
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7.4.12. 


7.4.13. 


7.4.14. 


7.4.15. 


7.4.16. 


7.4.17. 


7.4.18. 


7.4.19. 


_ 7.4.20. 


7.4.21. 
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1 
— 2 
г. ат os 7 el — (erf /а)] (а > 0). 
0 
οὐ 
--8 
ye at : 
— © 
(Im x = 0, ур 0) 
р 
ый —? at 5 
С - ry γβκοι Е 
--ο0 
(Im x = 0, у> 0). 
со 


[5 --(α)--γ)]ε- dt _ 
й — 2(χ5 — y)2+ (χ3 + γρ 
0 


a By, eee) (Im x = 0, y > 0). 
2 y-—ix 
со 
2χγε-" dt = 
ΝΤ τ, 2(χ3 в у?) β a (x? -- у се 
0 


ἐν w(x + ; у) 


(Im x=0, y> 0). 
бе: | | 


a Ae 
- «3 


[» ὁ) 

\ о-в erf bt dt = x οὐ lAP orto | 
а‘ 2b 

0 


[Rea > 0, | arg bl <=). 


со 

sin(2at) ес bt dt = ΕΞ [{ —ie* P| 
: 2а 

0 


(а>0, Reb> 0). 


[» ὁ) 
\ ε--ἱ erf Jbt dt = 1y 


ayacthb 
0 
(Re (a + b) > 0). 
σα — 
\ е-@ 1 erfc у > ай == = ΩΝ 2/25 
t a 
0 
(Rea>0, Reb> 0). 
= oe --2(ψας + Ν bc) 
\ e(4-%)t erfe [να ΠΗ dt = ыы 
0 vb (Va + yb) 


(Re b> 0, Rec > 0). 


7.4.22. \ e-8t cos ([} dt = 
° Р 
_ asf α 1|2 αἱ 
р ЕВ -5[5 |=} в [+ Е 
м E ΜΝ ο. Ε /2)] sin & | (Веа>0). 


co 
7.4.23. \ e~% sin (2) dt = 
0 


ав Sin (Г) -= |1 - [+] ] 
7.4.24. \ е : dt = 5 |5 ς an. + 


7.4.25. \ 
0 


ΠῚ 


+ ; εν. [25] sin(ab)h (Веа>0, Reb> 0). 


rs 


6-6! di 


(oa) 
7.4.26. | ST rae ὑῈ 
V(t? + Ь) 


0 


x 1/2 1 2ab 
-» | Ε -5 | 72) Jeos an - 


== Ё -- с sin(ab)f (Веа> 0, Reb> о). 
7.4.27 \ e-**C(t) dt.= a № -- 5 в] cos =) — 
ре. а 2 TT 27 
0 
~[4-¢(4}] = (==) (Кеа> 0) 
2 п 2ж)) 
7.4.28. e~**S(t) dt = a | E = c(<)] cos (= + 
a 2 п 2 
0 


[9 iy 
2t 1 | 
-. 7.4.29. Е at = —— 
т 2а(\/а? + 1 — a)? Ja? + | 


(Re a > 0). 


co 


7.4.30. \ ae (8 at = eee ἃ 
п 2а(^/а? + 1+ a)? Ja + ] 


(Re a > 0). 


[1-αἠ-[1-«Π΄- 


е- (@4* + 2δ4 + ο) ἀκ». 


pid |= εἰδ' — aclla orf [νον + +.) +C 
2 a a 


(С = const, a # 0). 


е 


x 


Е В (а # 0). 


7.4.35. \ егЁх ах = χε χ-- ce re, 


7 4 34 μος. ах ΜΗΝ an е- 44-91] x 
«5.545. 4α 
! ia 
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7.4.36. | ей? erf bx dx = 
= 1 [= erf bx — eV lA ore |». — ory ie Ἐς (45-60). 
а 2b 
; | 
7.4.37. фея ert [5 Е 
= 1 ax b 1 | ах-5/ | tds . b 
-1{. ert 2 у.е ма (ах +i = + 
=e | 
ο[- Jax +i ΠΩ] | +C («5ο 
7.4.38. фе (ах? + bx + c)dx = 
.μπ ῥ᾽ — ac Ея 
= | 5 {cos [ - | с] |2 ах -- 5) + 
Ἴδε ыы 
а απ 
7.4.39. [= (ах? + bx + c) dx = 
п b? — ас x 
= | aie ее) $ +9] - 
pe a 
— sin ес] 2 + 5 | +C 
a ап 


7.4.40. C(x) dx = χΟ(χ) — eS sin Ε ν) + С. 
π 


7.4.41. \ S(x) dx = xS(x) + ο. cos Е ы + С. 
и" 


ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Вычислить erf 0.745 ие _ А. 


ряд Тейлора. 
С помощью теоремы Тейлора и формулы 7.1.19 можно 
показать, что 


» используя 


erf (хо + ph) = erf хо + ae —* phx 


ψπ 
Χ | — phxo + > 2h? (2x2 — Я += 


8 _ 48 
е— (№ + Ph) _ ϱ-”δ[] — 2ρ]ιχο + p*h(2x2 — 1) — 


ы = ϑρθχι(2χξ — 3)]- η, 


τηε! =|<1.2. 10-10, |у|<3.2. 1010, если h=107%, |р|<1/2. 
Положим хо = 0.74, р = 0.5 и воспользуемся табл. 7.1. 
Тогда 

erf 0.745 = 0.70467 80779 + (0.5) (0.00652 58247) x 


x | — (0.005) (0.74) + (0.00000 83333) (0.0952)] = 
= 0.70792 8920, e~ (0-745)* =. 


-- = (0.65258 24665) [1 — 0.0074 + (0.000025) (0.0952) + 
+ (0.00000 00833) (0.74) (1.9048)] = 0.57405 7910. 


Для контроля можно провести вычисление при ху = 


_ = 0.75, р = —0.5. 


Пример 2. Вычислить ес x с точностью 5$ для 
х = 4.8. 


Имеем 1/х? = 0.0434028. Использовав табл. 7.2 и при- 
менив линейную интерполяцию в табл. 7.3, получаем 


erfc 4.8 = — (1. 11253) (10719) (0.552669) --- у = 


=! (11352) 0-8. 


x 


Пример 3. Вычислить e™ ) 6!" dt с точностью 5$ 


0 
для x = 6.5. Имеем 1/χ' = 0.0236686. С помощью линейной 
интерполяции в табл. 7.5 получаем 


6.5 
on (6.51 ` её dt = ` (0.506143) 6.5) -- 0.077868. 
и, | 
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Пример 4. Вычислить i? erfc 1.72, используя рекур- 
рентное соотношение и табл. 7.1... 
Из формулы 7.2.1 и табл. 7.1 получаем 


i? ег 1.72 = 0.05856 50. 


Применим теперь рекуррентное соотношение 7.2.5 и снова 
воспользуемся табл. 7.1. Тогда 


ierfc 1.72 = — (1.72) (0.01499 72) + 
+ (0.5) (0. 05856 50) = 0.00348 73, 
i? erfe 1.72 = — (0.86) (0.00348 73) + | 
| + (0.25) (0.01499 72) = 0.00075 02. 
Отметим, что в процессе этих вычислений потеряны две 
значащие цифры. 


μ ωἱδ(1.72) | μ 5 (1.72) 

ες Теа: = . 
17- 0 | 7. 121 71 SG) 2.1011 
16 Gd Е, 1 (4) 1.3831 
115 | 3.44 | 10 (4) 9.8005 
14 (1) 4.3834 9 (5) 6.4143 


13 (2).2.5399, :.. | 8 (6) 4.1666 


Из табл. 7.1 имеем -^— ε- 1-12} = 0.058565. Таким 


к 
образом, 


i егЁс 1.72 x 
(0.058565) (6.0064: `10'')/1.0087 : 1015 = 3.4873: 10°°, 


1 ег 1.72 м 

< (0.058565) (1.2920: 1011) /1.0087 : 1013 = 7.5013: 1074, 
Perle L724 

(0.058565) (2.6031: 10'°)/1.0087- 1013 = 1.5114: 107%. 


Пример 6. Вычислить С (8.65), используя табл. 7.8. 
Для x = 8.65 1/x = 0.115607; из табл. 7.8 получаем 
линейной интерполяцией значения ᾿ 


(8.65) = 0.036797, 2(8.65) = 0.000159. 


и | $з(и) 

520310 58 _ | 43280 06 . .03689 42 
5.31808 80 .41573 97 —.07808 80 | .42732 63 
5.08938 01 4509388 .1506199 | 691 63 
5.43432 70 39999 44 —.19432 70 756 60 


(4.97691 11 .46990 94 .26308 89 674 79 


Пример 9. Вычислить 5. (5.24), вора ряд Тей- 
лора и табл. 7.8. 


Согласно формуле 7.3. 21 можно написать ряды Тейлора _ 


для (и) = f | и g2(u)= 4 |“) Β εὐ ΕΜ. форме: 


получаем 55(5.24) == 0.427177. 


Пример 5. Вычислить i* ес 1,72 для К =1, 2, 3... 
при помощи рекуррентного процесса для бъьйоши 
значений индекса. Образуем последовательность wi} (x) 
(и=т m—1, ..., 1, 0, —1) с помощью рекуррентной 
формулы 7.2.5, начиная с Wiig = 0, ἴθι = 1. Тогда для 
любого фиксированного k (см. [7.7]) 


и oa 
lim δα aa (x) = vz 


ел ес х (x> 0). 
тю w(x) 


Для x == 1.72, т = 15 получаем © 


| μ wie (1.72) | μ | wy (1.72) 

Ι 7 _- (7) 2.5879 | 2 (11) 1.2920 

| 6 (8) 1.5569 р (11) 6.0064 
5 (8) 8.9787 i: 0 (12) 2.5830 

| 4 (9) 4.9570 | --ἳ (13) 1.0087 
3 

| 


(10) 2.6031 | 


В табл. 4.6 находим 
“sin (пх*/2) = —0.961382, cos (zx? м = —0.275218. 
Используя формулу 7.3.9, имеем 
C(8.65) = 0.5 + (0. 036797) (—0.961382) — ͵ 
-- (0.000159) (—0. 275218) = 0.46467. 


Пример 7. Вычислить 51(1.1) с точностью 10D. 
Используя формулы 7.3.8, 7.3.10 и применив интерполя- 
цию по 6 точкам в табл. 7.8, получаем 


2 


5 =5 | 1.1 |? = §(0.87767 30169) = 


= 0.31865 57172. 


Пример 8. Вычислить δ; (5.24) с 6D, В табл. 7.7 
возьмем столбец под буквой и. Используя интерполяцион- 
ную схему Эйткена: 


.42718 63 
629... .42717 71 
9 39 


61 .42717 67 


flu) деи wed + τ (и — wo)? + τ (и— μο)5--..... 


g2(u) = — E + са(и — Uo) + ΣΙ (и — Uo)" + = (uw) +.| , 
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где 
Со = (мо), C1 = "'—go(Uo), 
| 1.3... 2—1) 
а -..-- 
κος в+( Ν2πιιο (2uo)* 
(№ «οὔ 1.5...) 


Просмотрев табличные входы табл. 7.8, выбираем Uy = 
= 1/0.185638 = 5.386819. Таким образом, и — uy = 5.24 — 
— 5.386819 = —0.146819. Из табл. 7.8 


(ис) = 0.168270, σὲ (шо) = 0.014483. 
Применяя выписанные выше ряды, получаем 
(5.24) = 0.170436, ge (5.24) = 0.015030. 
Используя четвертую формулу в конце табл. 7.8, имеем 
5.(5.24) = 0.5 — (0.170436) (0.503471) — | 
5 (0.015030) (—0.864012) = 0.42718. 


Пример 10. Вычислить S,(2), используя 7.3.16. Обра- 
зуя значения /п+1/2(2), как указано в гл. 10, находим 


S2(2) = Т./2(2) + Jz/2(2) + Ла 122) + 71512(2) + ... = 
= 0.49129 + 0.06852 + 0.00297 + 0.00006 = 0.56284. 


Γ Уо(1) 


Пример 11. Вычислить dt численным инте- 


1 

грированием, используя табл. 9.1 и 7.8 (Т.Ф) — функция 
Бесселя второго рода, определенная в 9.1.13). Разбиваем 
интеграл на три части: 


С а 
Y(t) — = 
1 
1 
Г а ( а С dt 
~ t ms 
- Y(t) - + [νιώ- Yoo) + \ Το Ξ, 
1 10 10 
где функция 
У‹(® = 
9 \sin(t — 7/4) | 75 | cos ({ — π|4) 
wf (ee ee a et ee ee 
| πα) al πι|2 1285] = 8t / xe/2 


представляет собой первые два члена асимптотического 
разложения 9.2.2. ᾿ | 

Первый интеграл получаем при помощи численного 
интегрирования, беря значения из табл. 9.1: 


10 

\ Yo(t) ai = 0.41826 00. 
t 

1 


Используя тот факт, что остаток асимптотического раз- 
ложения по абсолютной величине меньше первого отбра- 
сываемого члена, можно дать следующую оценку: 


4 oo 
> at cE G se aes 
8. «3, 78, | 
РИ ий επ dt = 7.33 - 10-1. 
is, δ] 


9 — под ред. В. А. Диткина, Л. Η. Кармазиной 


Наконец, 

[» ὁ) 

~ dt 14 659 - 

Y(t) — = 21 — С.(10) — 5.(10)] — 
уе, = УЗИ — Cx(10) — 5410) 


_ 5953 819 cos 10 — sin 10 


23 107 cos 10+ sin 10 
2 688 000 10% 


- 2150 400 (107 
= — 0.02298 78. 
В последних вычислениях использовались табл. 7.8. Сле- 


довательно, 


со 


Y(t) uf = 0.41826 00 — 0.02298 78 = 0.39527 22. 
t 
1 


Значение того же интеграла с точностью 8D равно 
0.39527 290 (см. табл. 11.2). 


Пример 12. Вычислить (0.44 + 0.67 i), используя 
двумерную линейную интерполяцию. | 

Линейная интерполяция по х в табл. 7.9 при у = 0.6 
и у = 0.7 дает 


w(0.44 + 0.61) = 0.6(0.522246 + 0.167880 2) + 

+ 0.4(0.498591 + 0.202666 1) = 0.512784 + 0.181794 i, 
w(0.44 + 0.77) = 0.6(0.487556 + 0.147975.) + 

+ 0.4(0.467521 + 0.179123 1) = 0.479542 + 0.160434 i. 


Линейная интерполяция по у при x = 0.44 приводит к 
значению 


“(0.44 + 0.67 1) = 0.3(0.512784 + 0.181794 1) + 
+ 0.7(0.479542 + 0.160434 7) = 0.489515 + 0.166842 1. 
Значение функции с 6D равно 0.489557 + 0.166889 i. 


Пример 13. Вычислить Re w(z) для 2 = 0.44 + 0.61 i. 
Двумерная линейная интерполяция, которая описана в 
примере 12, наиболее точна в том случае, когда 2 располо- 
жено около центра или около диагонали ‘одного из квадра- 
тов табличной сетки (см. [7.6]). Она будет значительно 
менее точной, когда 2 близко к середине стороны квадрата, 
как в данном примере. Однако можно ввести вспомогатель- 
ный квадрат (см. диаграмму), в котором 2 находится 
около центра. После этого может быть выполнена дву- 
мерная линейная интерполяция в этом вспомогательном 
квадрате. 


Значения w(Z) в точках z= Чи 2 = (С, приближенно 
равны среднему арифметическому четырех соседних таб- 
личных значений. Введем числа py и Ρα с помощью следу- 
ющих формул: 


| Zo — Aq | 
НЕЙ 


120 — Gl 


_ 120 — Аз | 


Pt Ра = р 
|120 — ζα| 


Ρι — Ρα 
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rye 2 == Zo + 0.1(ри + ips). Тогда при Zo = 0.4 + 0.61, G = 
= 0.45 + 0.65 i, С, = 0.45 + 0.55 i, px = 0.4, р» = 0.1 из 
табл. 7.9 получаем 


Re ω(ζι) = 


А = (0.522246 + 0.498591 + 0.487556 + 0.467521) = 


= 0.493979, 
Re w(%) = 


βύ + (0.522246 + 0.498591 + 0.561252 + 0.533157) = 


== 0.528812, 
Ве w(z) & 
< [1 — (0.4 + 0.1)] {f1 — (0.4 — 0.1] 0.522246 + 
+ (0.4 — 0.1) 0.528812} + 
+ (0.4 + 0.1) {П — (0.4 — 0.1)] 0.493979 + 
+ (0.4 — 0.1) 0.498591} = 0.509789. 


Значение этой функции с 6D равно 0.509756. Прямая дву- 
мерная линейная интерполяция дает число 0.509460. 


Пример 14. Вычислить Im (0.39 + 0.617) с точно- 
стью 6D с помощью ряда Тейлора. Пусть 2 = 0.39 + 0.61 г, 
Zo = 0.4--0.6Г. Воспользовавшись формулой 7.1.20 и 
табл. 7.9, получаем. 


w(Zo) = 0.522246 + 0.167880 i, 
w'(29) = —0.21634 + 0.36738 i, 2—2 =(—1 +1) 10%, 
> ω΄(Ζο) == —0.215 — 0.1854, (5---Ζο)5 = — 247 10", 
Im w(z) = 0.167880 — 0.0021634 — 0.0036738 + 


+ 0.0000430 == 0.162086. 
Пример 15. Вычислить w(0.4 — 1.30. Из формул 
7.1.11 и 7.1.12 имеем 
w(0.4—1.3i)= w(—0.4—1.3i) = 2e—(0.4-1.3/)?— (0.44 1.37). 
Используя табл. 7.9, получаем 
«(0.4 — 1.31) = 4.33342 + 8.04201 1. 


Пример 16. Вычислить w(7 +27). Воспользуемся 
второй формулой, помещенной в конце табл. 7.9; тогда 
(7 +21) = 

5 

10-94 Τη 0.5124242 


44.72474 + 281 


0.05176536 
42.27525 + 281 


= 0.021853 + 0.075010 i. 


Пример 17. Вычислить erf (2 +7). Согласно 7.1.3, 
Ай. 


erfz= 1 —e~*w(iz) = 
= 1 — e”~*"(cos 2xy —i sin 2xy) ω(γ + ix) (z =x + iy). 
Используя табл. 7.9, получаем 
erf (2 + i) =1-—е *(со$ 4 — isin 4) w(1 4+ 2i) = 
= 1.003606 — 0.01125907. 
Пример 18. Вычислить 5 [5 т ) V2} ‚ Mat 322. 
7.3.8 и 7.3.18 имеем 


1 ] --1 2 4 
51(2) = — — eT Dyer) (i + i)—-]| — 
2 4 {2 


re не о] 


1 и 
Полагаем Zz = Ε + у 2 и, используя формулы 7.1.11, 


7.1.12 и табл. 7.9, получаем 


ΠΠ; 


i ν᾽ to oe. | Ῥ 
Нот "τετ ees — {5--] "ἱ---π.-- i + 
a 4 2 2 2 2 
Loy a Ἴ er >| Е | 
«| = — ES — ЕР ἘΠῚ ep 1] = 
4 2 2 2 2 


-- — 0.990734 — 0.681619 i. 


со 


on 4—3 


Пример 19. Вычислить ) cos (21) dt, ис- 


0 
пользуя табл. 7.9. Положим в 7.4.2 b=y-+ix, с=0; 
тогда согласно 7.1.3 и 7.1.12 


со 
π х RAP 
а ] и ΜΩΒ У... 
eh —25 cos (2xt) = — |/ — Re w a 
2 a a 
0 
где a> 0, x, у — действительные. 
Далее, по табл. 7.9 определяем, что 


co 
) е-йН-—3 соз (21) dt = ГЕ Ве w(2 + 33) = 0.231761. 
0 
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Таблица 7.1. Иетеграл вероятностей и cro производная 


2 a? 


2: Fi la erf z ; т 7 α-αἳ erf 2 
0, 00 1.12837 91671 0.00000 00000 0.50. 0. 87878 25789 0. 52049 98778 
0. Gl 1.12826 63348 0. 01128 34156 0. 51 0. 86995 15467 0. 52924 36198 
0. 02 1.12792 79057 0. 02256 45747 0. 52 0. 86103 70343 0. 53789 86305 
0. 03 1.12736 40827 0. 03384 12223 0. 53 0. 85204 34444 `0. 54646 40969 
0. 04 1.12657 52040 0. 04511 11061 0. 54 0. 84297 51813 0. 55493 92505 
6. 05 1.12556 17424 0. 05637 19778 0. 55 0.83383 66473 0, 56332 33663 
0.05. 1.12432 43052 0. 06762 35944 0. 56 0. 82463 22395 0. 57161 57638 
0. 07 1.12286 36333 0. 07885 77198 0; 57 0. 81536 63461 0.57981 58062 
0, 08 1.12118 06004 0.09007 81258 0. 58 0. 80604 33431 0. 58792 29004 
0. 09 1.11927 62126 0. 10128 05939 0. 59 0. 79666 75911 0. 59593 64972 
0. 10 1. 11715 16068 С. 11246 29160 0. 60 0. 78724 34317 0. 60385 60908 
0, a2 1.11480 85500 0. 12362 28962 0. 61 0. 77777 51846 0. 61168 12189 
В, if 1, 11224 69379 0. 13475 83518 0. 62 0. 76826 71442 0. 61941 14619 
9, 13 ].10946 97934 0. 14586 71148 0. 63 0. 75872 35764 0. 62704 64433 
0. 14 1.10647 82654 0. 15594 70331 0. 64 0. 74914 87161 0. 63458 58291 
0.15 1.10327 41267 0.16799 59714 0. 65 0. 73954 67634 0. 64202 93274 
0. 16 1.09985 92726 0.17901 18132 0. 66 0.72992 18814 0. 64937 66880 
0, 1 ]. 09623 57192 0. 18999 24612 0. 67 0. 72027 81930 0. 65662 77023 
0. 18 1.0$240 56008 0. 20093 58390 0. 68 0. 71061 97784 0. 66378 22027 
a, 1» 1.08837 11683 0. 21183 98922 0. 69 0. 70095 06721 0. 67084 00622 
0. 20 1.08413 47871 0. 22270 25892 0. 70 0. 69127` 48604 0. 67780 11938 
0. 21 1.07969 89342 0. 23352 19230 0. 71 0. 68159 62792 0. 68466 55502. 
0. 22 ].07506 61963 _ 0. 24429 59116 0. 72 0. 67191 88112 0. 69143 31231 
0. 23 1.07023 92672 0. 25502 25996 0, 13 0. 66224 62838 0. 69810 39429 
0. 24 1.06522 09449 0. 26570 00590 0. 74 0. 65258 24665 0. 70467 80779 
0,25 1. 06001 41294 0.27632 63902 0. 75 0, 64293 10692 0.71115 56337 
0. 26 1. 05462 18194 0. 28689 97232 0. 76 0. 63329 57399 0. 71753 67528 
0. 27 1.04904 71098 0. 29741 82185 0. 77 0. 62368 00626 0. 72382 16140 
0. 28 1. 04329 31885 0. 30788 00680 0. 78 0. 61408 75556 0. 73001 04313 
0. 29 1.03736 33334 0. 31828 34959 0. 79 0. 60452 16696 0. 73610 34538 
0. 30 1.03126 09096 0. 32862 67595 0, 80 0. 59498 57863 0. 74210 09647 
0, 21 1. 02498 93657 0. 33890 81503 0. 81 0. 58548 32161 0. 74800 32806 
0. 32 1.01855 22310 0. 34912 59948 0. 82 0. 57601 71973 0. 75381 07509 
0, 33 1. 01195 31119 0. 35927 86550 0. 83 0. 56659 08944 0. 75952 37569 
0. 34 1. 00519 56887 0. 26936 45293 0. 84 9. 55720 73967 0. 76514 27115 
0. 35 0. $9828 3712} 0. 37938 20536 0. 85 0. 54786 97173 0. 77066 80576 
0. 36 0. 99122 10001 0. 38932 97011 0. 86 0. 53858 07918 0. 77610 02683 
0, 37 0. 98401 14337 0. 29920 59840 0. 87 0. 52934 34773 0. 78143 98455 
0. 38 0. 97665 89542 0. 40900 94534 0. 88 0. 52016 05514 0. 78668 73192 
0. 39 0, 96916. 75592 0. 41873 87001 0. 89 0. 51103 47116 0. 79184 32468 
0. 40 0. 96154 12988 0. 42839 23550 0. 90 0. 50196 85742 0. 79690 82124 
0. 41 0. 95378 42727 0. 43796 90902 0. 91 0. 49296 46742 0. 80188 28258 
0. 42 0. 94590 06256 0. 44746. 76184 0. 92 0. 48402 54639 0. 80676 77215 
0. 43 0. 93789 45443 0. 45688 66945 0. 93 0. 47515 33132 0. 81156 35586 
0. 44 0. 92977 02537 0. 46622 51153 0. 94 0. 46635 05090 0. 81627 10190 
0. 45 0.92153 20130 0. 47548 17198 0. 95 0. 45761 92546 0. 82089 08073 
0. 46. 0. 91318 41122 0. 48465 53900 0. 96 0.44896 16700 0. 82542 36496 
0. 47 0.90473 08685 0, 49374 560509 0, 97 0. 44037 97913 0. 82987 02930 
0. 48 0. 89617 66223 0. 50274 96707 0. 98 0. 43187 55710 0. 83423 15043 
0. 49 0. 88752 57337 0. 51166 82612 0. 99 0. 42345 08779 0. 83850 80696 
0. 50 0. 87878 25789 0. 52049 98778 1.00 0. 41510 74974 0. 84270 07929 
| | [-51] [-5η 
5 5 5 5 
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Таблица 7.1. Интеграл вероятностей и его производная 


т 6. ρ-α erf г x -..β-αἳ erf τ 
ул ут 

1.00 0. 41510 74974 0. 84270 07929 L590 0.11893 02892 0.96610 51465 
1, 01 0. 40684 71315 0. 84681 04962 +o 0.11540 38270 0.96727 67481 
1.02 0. 39867 13992 0. 85083 80177 1. 52 0.11195 95356 0.96841 34969 
1. 03 0. 39058 18368 0. 85478 42115 1.53 0. 10859 63195 0.96951 62091 
1. 04 0. 38257 98986 0. 85864 99465 1.54 0. 10531 30683 0. 97058 56899 
1.09 0. 37466 69570 0. 86243 61061 ].55 0. 10210 86576 0. 97162 27333 
1. 06 0. 36684 43034 0. 86614 35866 1.56 0. 09898 19506 0. 97262 81220 
1.07 0. 35911 21488 0. 86977 32972 1, oF 0. 09593 17995 0.97360 26275 
1. 08 0. 35147 46245 0. 87332 61584 1, 58 0. 09295 70461 0. 97454 70093 
т. OF 0. 34392 97827 0. 87680 31019 I. 59 0. 09005 65239 0. 97546 20158 
1.10 0. 33647 95978 0. 88020 50696 1. 60 0. 08722 90586 0.97634 83833 
1.11 0, 32912 49667 0. 88353 30124 1.61 0. 08447 34697 0. 97720 68366 
2.12 0. 32186 67103 0. 88678 78902 1.62 0. 08178 85711 0.97803 80884 
рб =. 0. 31470 55742 0. 88997 06704 1. 63 0.07917 31730 0.97884 28397 
1.14 0.30764 22299 0.89308 23276 1.64 0. 07662 60821 0. 97962 17795 
eae 0.30067 72759 0.89612 38429 1. 65 0. 07414 61034 0. 98037 55850 
1.16 0. 29381 12389 0. 89909 62029 1.66 0. 07173 20405 0. 98110 49213 
ЪТЕ 0. 28704 45748 0. 90200 03990 |: >; 0. 06938 26972 0. 98181 04416 
1. 18 0. 28037 76702 0.90483 74269 1. 68 0. 06709 68781 0. 98249 27870 
1.19 0.27381 08437 0.90760 82860 1. 69 0.06487 33895 0. 98315 25869 
1.20 0. 26734 43470 0.91031 39782 1. 70 0. 06271 10405 0. 98379 04586 
1.23 0. 26097 83664 0. 91295 55080 1. 21 0.06060 86436 0. 98440 70075 
1.22 0. 25471 30243 _0. 91553 38810 1. 22 0. 05856 50157 0. 98500 28274 
143 0. 24854 83805 0. 91805 01041 1. 73 0. 05657 89788 0. 98557 84998 
1.24 0. 24248 44335 0. 92050 51843 1. 74 0. 05464 93607 0. 98613 45950 
1259 0. 23652 11224 0. 92290 01283 Le 0.05277 49959 0.98667 16712 
1, 26 Ὁ, 23065 83281 0, 92523 59418 1. 76 0. 05095 47262 0. 98719 02752 
1.27 0. 22489 58748 0.92751 36293 1. Ἐξ 0. 04918 74012 0. 98769 09422 
1,28 0.21923 35317 0.92973 41930 1. 78 0.04747 18791 0.98817 41959 
1,29 0.21367 10145 0.93189 86327 1, 9 0. 04580 70274 0. 98864 05487 
1. 30 0. 20820 79868 0. 93400 79449 1. 80 0. 04419 17233 0.98909 05016 
1.31 0. 20284 40621 0. 93606 31228 1.81 0. 04262 48543 0. 98952 45446 
1, 32 0. 19757 88048 0. 93806 51551 1. 82 0. 04110 53185 0. 98994 31565 
1. 33 0. 19241 17326 0. 94001 50262 1. 83 0. 03963 20255 0. 99034 68051 
1. 34 0. 18734 23172 0.94191 37153 1. 84 0*03820 38966 0. 99073 59476 
\. 35 0. 18236 99865 0. 94376 21961 1. 85 0. 03681 98653 0. 99111 10301 
1. 36 0. 17749 41262 0. 94556 14366 1. 86 0. 03547 88774 0. 99147 24883 
1. 37 ` 0.17271 40811 0. 94731 23980 1. 87 0. 03417 98920 0. 99182 07476 
1, 38 0. 16802 91568 0.94901 60353 1. 88 0. 03292 18811 0. 99215 62228 
1. 39 0. 16343 86216 0. 95067 32958 1. 89 0.03170 38307 0. 99247 93184 
1.40 0. 15894 17077 0. 95228 51198 1. 90 0. 03052 47404 0. 99279 04292 
1. 41 0. 15453 76130 0. 95385 24394 1.91 9. 02938 36241 0. 99308 99398 
1. 42 0. 15022 55027 0. 95537 61786 1. - 0. 02827 95101 0. 99337 82251 
1. 43 0. 14600 45107 0. 95685 72531 1. 93 0. 02721 14412 0. 99365 56502 
1. 44 0.14187 37413 0. 95829 65696 1. 94 0. 02617 84752 0. 99392 25709 
1.45 0, 13783 22708. 0. 95969 50256 1. 95 0. 02517 96849 0. 99417 9 

1. 46 0.13387 91486 0.96105 35095 1. 96 0, 02421 41583 δ φολ42 о 
1. 47 0.13001 33993 0. 96237 28999 1.97 0. 02328 09986 0. 99466 37246 
1. 48 0. 12623 40239 0.96365 40654 1.98 0. 02237 93244 0. 99489 20004 
1. 49 0. 12254 00011 0.96489 78648 1. 99 0. 02150 82701 0. 99511 14132 
1. 50 0. 11893 02892 0. 96610 51465 00 0. 02066 69854 0, 99532 22650 
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Таблица 7.2. Производная интеграла вероятностей 
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Таблица 7.2. Производная интеграла вероятвостей 


2 К». 2 — 2 -χ 2 ‘ia 
4.00 (- 7)1.2698 235 4.59 (- 9)1.8113 059 5.00 (-11)1.5670 866 5.50 (-14)8.2233 
4.01 (- 7)1.1720 776 4.51 (- 9)1.6552 434 5.01 (-11)1,4178 169 5.51 (-14) 7.3659 
4.02 (- 7)1.0816 394 4.52 !- 9}1.5123 248 5.02 (-11)1.2825 089 5.52 (-14) 6.5967 
4.03 (- 8)9.9797 993 4.53 (- 9)1.3814 699 5.03 (-11)1.1598 820 5:53 (-14)5.9066 
4.04 (- 8)9.2060 694 4.54 (-9)1.2616 849 5.04 (-11)1.0487 702 5.54 (-14)5.2876 
4,05 (- 8)8.4906 281 4.55 (- 9)1.1520 559 5.05 (-12)9.4811 285 5.55 (-14)4.7325 
4.06 (- 8)7.8292 207 4,56 (- 9)1.0517 423 5.06 (-12)8.5694 483 5.56 (-14)4.2249 
4.07 (- 8)7.2178 923 4.57 (-10)9.5997 127 5.07 (-12)7.7438 839 5.57 (-14)2.7888 
4.08 (- 8)6.6529 674 4.58 (-10)8.7603 264 5.08 (-12)6.9964 533 5.58 (-14)3.3891 : 
4.09 (- 8)6.1310 313 4.59 (-10)7.9927 363 5.09 (-12)6.2198 998 5.59 (-14)3.0309 
4.10 (- 8)5.6489 121 4.60 (-10)7.2909 450 5.10 (-12)5.7076 270 5.60 (-14)2.7100 
4.11 (- 8)5.2036 639 4.61 (-10)6.6494 435 5.11 (-12)5.1536 405 5.61 (-14)2.4226 
4.12 (- 8)4.7925 517 4.62 (-10)6.0631 724 5.12 (-12)4.6524 937 5.62 (-14)2.1653 
4.13 (- 8)4.4130 364 4.63 (-10)5.5274 854 5.13 (-12)4.1992 391 5.63 (-14)1.9349 
4.14 (- 8)4.0627 618 4.64 (-10)5.0381 209 5.14 (-12)3.7893 835 5.64 (-14)1.7287 
4.15 (- 8)3.7395 414 4,65 (-10)4.5911 621 5.15 (-12)3.4188 470 5.65 (-14)1.5441 
4.16 (- 8)3.4413 471 4.66 (-10)4.1830 187 5.16 (-12)3.0839 257 5.66 (-14)1.3799 
4.17 (- 8)3,1662 977 4.67 (-10)3.8103 962 5.17 (-12)2.7812 580 5.67 (-14)1.2313 
4.18 (- 8)2.9126 490 4.68 (-10)3.4702 727 5.18 (-12)2.5077 937 5.68 (-14)1.0991 
4.19 (- 8)2.6787 841 4.69 (-10)3.1598 772 5.19 (-12)2.2607 652 5.69 (-15)9.8105 
4.20 (- 8)2.4632 041 4.70 (-10)2.8766 694 5.20 (-12)2.0376 626 5.70 (-15) 8.7544 
4.21 (- 8)2.2645 204 4.71 (-10)2.6183 207 5.21 (-12)1.8362 094 5.71 (-15)7.8104 
4.22 (- 8)2.0814 463 4.72 (-10)2.3826 973 5.22 (-12)1.6543 420 5.72 (-15)6.9668 
4.23 (- 8)1.9127 901 4.73 (-19)2.1678 441 5.23 (-12)1.4901 896 5.73 (-15)6.2130 
4.24 (- 8)1.7574 484 4.74 (-10)1.9719 702 5.24 \-12)1.3420 568 5.74 (-15)5.5398 
4.25 (- 8)1.6143 994 4.75 (-10)1.7934 357 5.25 (-12)1.2084 075 5.75 (-15) 4.9384 
4.26 (- 8)1.4826 974 4.76 (-10)1.6307 388 5.26 (-12)1.0878 501 5.76 (-15)4.4015 
4.27 (- 8)1.3614 673 4.77 (-10)1.4825 049 5.27 (-13)9.7912 433 5.77 (-15)3.9222 
4.28 (- 8)1.2498 993 4.78 (-10)1.3474 759 5.28 (-13)8.8108 899 5.78 (-15)3.4943 
4.29 (- 8)1.1472 445 4.79 (-10)1.2245 007 5.29 (-13)7.9271 093 5.79 (-15)3.1126 
4.30 (- 8)1.0528 102 4.80 (-10)1.1125 261 5.30 (-13)7.1305 505 5.80 (-15)2.7719 7 
4.31 (-9)9.6595 598 4.81 (-10)1.0105 888 5.31 (-13)6.4127 516 5.81 (-15)2.4681 
4.32 (- 9)8.8608 977 4.82 (-11)9.1780 821 5.32 (-13)5.7660 568 5.82 (-15)2.1971 
4.33 (- 9)8.1266 442 4.83 (-11)8.8337 894 5.33 (-13)5.1835 412 5.83 (-15)1.9555 
4.34 (- 9)7.4517 438 4.84 (-11)7.5656 500 5.24 (-13) 4.6589 423 5.84 (-15)1.740) 
4.35 (- 9)6.8315 260 4.85 (-11)6.8669 377 5.35 (-13)4.1865 979 5.85 (-15)1.5481 
4.36 (-9)6.2616 772 4.86 (-11)6,2315 074 5.26 (-13)3.7613 895 5.86 (-15)1.3770 
4.37 (- 9)5.7382 144 4.87 (-11)5.6537 456 5.37 (-13)3.3786 913 5.87 (-15)1.2246 5 
4,38 (- 9)5.2574 603 4.88 (-11)5.1285 259 5.38 (-13)3.0343 233 5.88 (-15)1.0888 
4.39 (- 9)4.8160 210 4.89 (-11)4.6511 675 5.39 (-13)2.7245 096 5.89 (-16)9.6798 
4.40 (- 9)4,4107 647 4.90 (-11)4.2173 976 5.40 (-13)2.4458 396 5.90 (-16)8.5032 
4.41 (- 9)4.0388 018 4.91 (-11)3.8233 166 5.41 (-13)2.1952 336 5.91` (-16) 7.6449 
4.42 (- 9)3.6974 673 4.92 (-11)3.4653 660 5.42 (-13)1.9699 112- 5.92 (-16)6.7919 
4.43 (- 9) 3.3843 033 4.93 (-11)3.1402 998 5.43 (-13)1.7673. 627 5.93 (-16)6.0329 
4.44 (- 9)3.0970 439 4.94 (-11)2.8451 570 5.44 (-13)1.5853 224 5.94. (-16)5.3577 
4.45 (- 9)2.8336 002 4.95 (-11)2.5772 379 5.45 (-13)1.4217 499 5.95 (-16)4,7571 
4.46 (- 9)2,5920 474 4.96 (-11)2.3340 811 5.46 (-13)1.2747 989 5.96 (-16)4.2229 
4.47 (- 9)2.3706 118 4.97 (-11)2.1134 428 5.47 (-13)1.1428 081 5.97 (-16)3.7480 
4.48 (- 9)2.1676 596 4.98 (-11)1.9132 785 5.48 (-13)1.0242 785 5.98 (-16)3.3259 
4.49 (- 9)1.9816 862 4.99 (-11)1.7317 254 5.49 (-14)9.1785 895 5.99 (-16)2.9507 
4.50 (- 9)1.8113 059 5.00 (-11)1.5670 866 5.50 (-14)8.2233 160. 6.00 (-16)2.6173 
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ПРОИЗВОДНАЯ ИНТЕГРАЛА ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 7.2. Производная интеграла вероятностей 
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GC 
5 


7.00 


( 


2 
—— @— 47? 
κ΄ ἃ 
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-2) 
-21 
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4.7118 664 
4.1221 880 


3.5055 852 
3.1530 937 
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Таблица 7.2. Производная интеграла вероятностей 


2 2 2 2 --ᾱ 2 -- ο 
т x 6--Σ x и = e-2 x a е | x и = е 
8.00 (-28)1.8097 068 8.50 (-32)4.7280 139 9.00 (-26)7.4920 734 9.50 (-40)7.2007 555 
8.01] (-28) 1.5419 762 8.51 (-32)3.9884 601 9.01 (-36)6.2572 800 9.51 (-40)5.9541 351 
8.02 (-28)1.3135 913 8.52 (-32)3.3639 141 9.02 (-36)5.2249 519 9.52 (-40)4.9223 495 
8.03 (-28)1.1188 091 8.53 (-32)2.8365 973 9.03 (-36)4.3620 651 9.53 (-40)4.0685 471 
8.04 (-29)9.5271 911 8.54 (-32)2.3914 628 9.04 (-36)3.6409 535 9.54 (-40)3.3621 678 
8.05 (-29)8.1112 334 8.55 (-32)2.0157 780 9.05 (-36)3.0384 441 9,55 (-40)2.7778 742 
8.06 (-29)6.9043 382 8.56 (-32)1.6987 713 9.06 (-36)2.5351 317 9.56 (-40)2.2946 629 
8.07 (-29)5.8758 453 8.57 (-32)1.4313 316 9.07 (-36)2.1147 690 9.57 (-40)1.8951 272 
8.08 (-29)4.9995 601 8.58 (-32)1.2057 541 9.08 (-36)1.7637 559 9.58 (-40)1.5648 437 
8.09 (-29)4.2531 077 8.59 (-32)1.0155 245 9.09 (-36)1.4707 105 9.59 (-40)1.2918 638 
8.10 (-29)3.6173 797 8.60 (-33)8.5513 598 9.10 (-36)1.2261 088 9.60 (-40)1.0662 907 
8.11 (-29)3.0760 612 8.61 (-33)7.1993 468 9.11 (-36)1.0219 837 9.61 (-41)8.7992 901 
-8.12 (-29)2.6152 245 8.62 (-33)6.0598 819 9.12 (-37)8.5167 148 9.62 (-41)7.2599 363 
8.13 (-29)2.2229 829 8.63 (-33)5.0997 438 9.13 (-37) 7.0959 960 9.63 (-41)5.9886 802 
8.14 (-29)1.8891 933 8.64 (-33)4.2908 734 9.14 (-37)5.9110 925 9.64 (-41)4.9390 403 
8.15 (-29)1.6052 025 8,65 (-33)3.6095 760 9.15 (-37)4.9230 619 9.65 (-41)4.0725 570 
8.16 (-29}1,3636 296 8.66 (-33)3.0358 465 9.16 (-37)4.0993 592 9.66 (-41)3.3574 141 
8.17 (-29)1.1581 801 8.67 (-33)2.5527 988 9.17 (-37)3.4127 918 9.67 (-41)2.7672 971 
8.18 (-30)9.8348 778 8.68 (-33)2.1461 817 9.18 (-37)2.8406 437 9.68 (-41)2.2804 460 
‘8.19 (-30)8.3497 786 8.69 (-33)1.8039 709 9.19 (-37)2.3639 423 9.69 (-41)1.8788 710 
8.20 (-30)7.0875 167 8.70 (-33)1.5160 228 9.20 (-37)1.9668 449 9.70 a 1.5477 017 
8.21 (-30)6.0148 717 8.71 (-33)1.2737 818 9.21 (-37)1.6361 251 9.71 (-41)1.2746 493 
8.22 (-30)5.1035 431 8.72 (-33)1.0700 339 9.22 (-37)1.3607 427 9.72 (-41)1.0495 600 
8.23 (-30)4.3294 262 8.73 (-34)8.9869 668 9.23 (-37)1.1314 847 9.73 (-42)8.6404 628 
8.24 (-30)3.6719. 947 8.74 (-34)7.5464 360 9.24 (-38)9.4066 395 9.74 (-42)7.1118 055 
8.25 (-30)3.1137: 725 8.75 (-34)6.3355 422. 9.25 (-38)7.8186 802 9.75 (-42)5.8524 252 
8.26 (-30)2.6398 841 8.76 (-34)5.3178 836 9.26 (-38)6.4974 888 9.76 (-42)4.8150 968 
8.27 (-30)2.2376 697 8.77 (-34)4.4627 957 9.27 (-38)5.3984 710 9.77 (-42)3.9608 401 
8.28: (-30)1.8963 577 8.78 (-34)3.7444 525 9.28 (-38)4.4844 496 9.78 -ν(:-42) 3.2574 873 
8.29 (-30)1.6067 846 8.79 (-34)3,1411 074 9.29 (-38)3.7244 373 9.79 (-42)2.6784 979. 
8.30 (-30)1.3611 569 8.80 (-34)2.6344 525 9.30 (-38)3.0926 112 9.80 (-42)2.2019 782 
8.31 (-30)1.1528 476 8.81 {-34)2.2090 784 9.31 (-38)2.5674 566 9.81 (-42)1.8098 720 
8.32 (-31)9.7622 228 8.82 (-34)1.8520 172 9.32 (-38)2.1310 520 9.82 (-42)1.4872 907 
8.33 (-31)8.2649 206 8.83 (-34)1.5523 585 9.33 (-38)1.7684 718 9.83 (-42)1.2219 600 
8.34 (-31)6.9958 710 8.8А (-34)1.3009 248 9.34 (-38)1.4672 880 9.84 (-42)1.9037 632 
8.25 (-31)5.9204 954 8.85 (-34)1.0899 975 9.35 (-38)1.2171 545 9.859 (-43)8.2436 338 
8.36 (-31)5.0094 199 8.86 (-35)9.1308 655 9.36 (-38)1.0094 602 9.86 (-43)6.7689 179 
8.37 (-31)4.2376 977 8.87 (-35)7.6473 600 9.37 (-39)8.3703 932 9.87 '(-43)5.5569 047 
8.38 (-31)3.5841 456 8.88 (-35)6.4036 010 9.38 (-39)6.9392 997 9.88 (-43)4.5609 970 
8.39 (-31)3.0307 803 8.89 (-35)5.3610: 534 9.39 (-39)5.7517 311 9.89 (-43)3.7428 271 
8.40 (-31)2.5623 380 8.90 (-35)4.4873 418 9.40 (-39)4.7664 456 9.90 (-43)3.0708 096 
8.41 (-31)2.1658 657 8.91 (-35)3.7552 711 9.41 (-39)3.9491 520 9.91 (-43)2.5189 477 
8.42 (-31)1.8303 736 8.92 (-35)3.1420 030 9.42 (-39)3.2713 439 9.92 (-43)2.0658 489 
8.43 (-31)1.5465 399 8.93 (-35)2.6283 611 9.43 (-39)2.7093 286 9.93 (-43)1.6939 130 
8.44 (-31)1.3064 586 8.94 (-35)2,1982 476 9.44 (-39)2.2434 186 9.94 (-43)1.3886 628 
8.45 (-31)1.1034 263 8,95 (-35)1.8381 516 9.45 (-39)1.8572 574 9.95 (-43)1.1381 922 
8.46 (-32)9.3176 012 8.96 (-35)1.5367 357 9.46 (-39)1.5372 589 9.96 (-44)9.3271 204 
8.47 (-32)7.8654 369 8.97 (-35)1.2844 884 9.47 (-39)1.2721 404 9.97 (-44)7.6417 477 
8.48 (-32)6.6399 552 8.98 ey 1.0734 315 9.48 (-39)1.0525 343 9.98 (-44)6.2596 629 
8.39 (-32)5.6035 774 8.99 (-36)8.9687 435 9.49 (-40)8.7066 400 9.99 (-44)5.1265 162 
8.50 (-32)4.7280 139 9.00 (-36)7.4920 734 9,50 (-40)7.2007 555 10.00 (-44) 4,1976 562 


з = 0.88622 69255 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 7.3. Дополнительный интеграл вероятностей 


_ хе’ ее т 
0..53406 ‘72 
0.53511 47 
0.53617 29 
0.53724 20 
0, 53832‘ 23 


.53941 41 
.54051 76 
. 54163. 32 
54276 11 
.54390 16 


.54505 51 
.54622 19 
0.54740 24 
0.54859 69 
0. 54980 58 


0.55102 95 
0. 55226 85 
0.55352 32 
0. 55479 41 


2 © охоооо 


0. 55608 


0. 55738 
0. 55870 
0. 56005 
0. 56140 
0. 56278 


zn? re?’ erfce т <=> т -2 
0.250 0. 51079 14 2 0.125 
0. 245 ‘0.51163 07 2 0. 120. 
0. 240 0. 51247 67 2 0. 115 
0. 235 0. 51332 94 2 0.110 
0. 230 0. 51418 90 2 0. 105 
0. 225 0. 51505. 55 2 0.100 
0. 220 0. 51592. 92 2 0. 095 
0. 215 0. 51681 01 2 0. 090 
0. 210 0. 51769 83 2 0. 085 
0. 205 0. 51859 40 2 0. 080 
0.200 0. 51949 74 2 0. 075 
0. 195. 0. 52040 85 2 0. 070 
0. 190 0. 52132 75 2 0. 065 
0. 185 0. 52225 45 2 0.060 
0.180 0. 52318 98. 2 0. 055 
0. 175 0. 5441333 2 0. 050 
0.170 0. 52508 55 2 0. 045 
0, 165 0. 52604 63 2 0. 040 
0.160 0, 52701 59 3 0. 025 
1.155 0, 52799 46 2 0. 020 
0.150 0, 52898 25 |. 0.025 
0.145 0. 52997 -98 3 0. 020 
0.140 0. 53098 67 3 0. 015 
0. 135 0. 53200 35 3 0. 010 
0.130 0. 53303 02 3 0. 005 
0. 125 0. 53406 72 3 0. 000 

LS 

3 eS 
См. пример 2. <x > — целое число, ближайшее к x. 
п erfc Jnr п 
1 0. 01218 88821 84803 6 
2 0, 00039 27505 88282 7 
> 0.00001 41444 02689 § 
4 0.00000 05351 64662 - 9 
5 0.00000 00208 26552 10 


ae Е be ЗЕЕ 
erfc = [ ε-ἰ 1 --1--οτ{ 2 


Значения ετῖς Juz взяты из работы [7.3]. 


0. 56418 96 
ne 
3 


erfc /nz 


0.00000 00008 25422 
0.00000 00000 33136 
0.00000 00000 01343 
0.00000 00000 00055 
0.00000 00000 00002 


ye ; К ΛΝ. 
8 Ξποο-σ: σευ 5548555555. РФ я 
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Таблица 7.4. Кратные интегралы вероятностей 


στ (51) i” erfe x 
0.0 1.00000 1. 00000 1. 00000" 1. 00000 
0.1 - 1)8. 32738 3 НКУ - 1)7. 62409 - 1 ei aetas 
0.2 ~ heater - 1)6. 22654 - 1)5. 74882 - 1)5. 36163 
0,3 - 1)5. 56938 - ея - 1)4. 28565 - ΠΕ 86125 
0. 4 - тт (- 1)3. 69906 - 1)3. 15756 - 1)2. 74894 
0, 5 = 1) 3: 53855 - 1)2. 79859 - 1)2. 29846 - ΠΗ 93408 
0. 6 - 1)2. 76388 - 1)2. 09021 - 1)1. 65244 _ 1)1. 34438 
0.7 - 1)2. 12869 - 1)1. 54061 - 1)1.17295 - 2)9. 22962 
0. 8 (- 1)1. 61601 - pt Geena - 2)8. 21802 Е. 2)6. 25650 
0. 9 (- 1)1. 20884 - 2)8. 03288 - 2)5. 68138 2) 4. 18643 
1.0 - 2) 8. 90739 (- 2)5. 67901 - 2)3. 87449 - 2)2. 76442 
1.1 - 2)6. 46332 - 2)3. 95711 - 2)2. 60573 - 2)1. 80092 
1, ὁ - 2)4. 61706 - 2)2. 71686 - 2)1. 72776 - 2)1.15720 
1. 3 - 2)3. 24613 - 2)1.83748 - 2)1.12918 - НИНЫ 
1.4 - 2)2. 24570 - 2)1.22388 - 2}7. 27211 - 3)4.58017 
dea - 2)1. 52836 - 3)8. 02626 - 3)4. 61400 - 3)2. 81992 
1.6 - 2)1. 02305 - 3)5. 18140 - 3)2. 88347 - 3)1. 71085 
№ 4 - 3) 6. 73408 - 3)3. 29192 - 3)1. 77452 - 3)1.02261 
1. 8 - 3)4. 35805 - 3)2. 05795 - 3)1.07519 - 4)6. 02074 
Lg - 3)2. 77245 - 3)1. 26566 - 4)6. 41281 _ 4)3.49094 
2.0 - 3)1. 73350 - 4)7. 65644 - 4)3. 76431 - 4)1. 99301 
κ. | - 3)1. 06515 - 4)4. 55498 - 4)2. 17431 - 4)1.12014 
aay - 4)6. 43074 - 4)2. 66457 - 4)1.23562 -5)6. 19670 
«επ - 4)3. 81436 - 4)1.53245 - 5)6. 90731 - aa 37364 
2.4 - 4)2. 22250 - 5) 8. 66372 - 5)3. 79773 - 5)1.80727 
Κο ἡ - 4)1. 27195 - 5) 4. 81417 -:5)2. 05339 - 6)9. 52500 
2.6 -5)7. 14929 - 5)2. 62896 - 5)1. 09167 - 6) 4. 93818 
у. | - 5)3. 94619 - 5)1. 41072 - 6)5. 70591 - Кр 51807 
2. 8 - 5)2. 13882 + By 1 ascec - же - 6)1. 26274 
я - 5)1.13820 - 6) 3. 85260 - 6)1. 48058 ~ Nan ‘22654 
3.0 - 6)5. 94664 - 6)1.96029 - 7) 7. 34867 - 7)3. 01870 
31 - 6)3. 05003 - 7)9. 79725 - 7)3. 58429 - 7)1. 43874 
xe - 6)1. 53562 - 7) 4. 80916 - 7)1. 71780 - а 74044 
3,3 - 7) 7.58899 - 7)2. 31835 t= 8) 8, 08871 - 8)3. 10379 
3.4 - 7)3. 68109 - 7)1.09748 - 8) 3.74180 - 8)1. 40460 
aaa - 7)1. 75241 - 8)5. 10148 - 8)1. 70036 - 9)6. 24636 
3.6 - 8) 8. 18726 - 8)2. 32831 - 9) 7. 58967 - 9)2. 72947 
ἂν 7 - 8)3. 75373 - 8)1. 04329 - 9)3. 32733 ~ 9)1. 17184 
3.8 - 8)1. 58883 - 9)4. 58945 - 9)1.43260 -10 4. 94271 
3.3 - 9}7. 45575 - 9)1.98190 -10)6. 05736 -10)2. 04800 
4,0 (- 9) 3. 22966 -10) 8. 40124 -10)2. 51501 -11)8. 33554 
4.1 - 9)1. 37267 -10) 3, 49560 -10)1. 02533 -11) 3. 33230 
4.2 -10)5. 72405 -10)1. 42757 -11)4. 10427 -11)1. 30837 
4. 3 -10)2. 34181 -11)5. 72196 -11)1. 61297 -12)5. 04508 
4. 4 -11}9. 39929 -11)2. 25085 -12)6. 22316 Ἴδη 91041 
4.5 -11)3. 70102 -12) 8. 68930 -12)2. 35705 -13)7. 10366 
4.6 -11)1. 42960 -12) 3. 29184 -13)8. 76348 -13) 2.59364 
4.7 -12)5. 41708 -12)1. 22375 -13) 3.19826 -14) 9. 29786 
4.8 oe 2, 01353 -13) 4, 46407 -13)1. 14567 -14)3. 27252 
4.9 (-13) 7, 34149 -13) 1. 59785 -14) 4. 02809 13080 
5.0 (-13) 2. 62561 (-14)5. 61169 (-14)1. 38998 (-15)3. 83592 


Ge) 


(-1)5. 64189 58355 (-1)2.50000 00000 (-2)9. 40315 97258 (-2)3. 12500 


См. примеры 4 и 5. 
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КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 7.4. Кратвые интегралы вероятностей 


n=5 

1. 00000 
7. 13475 
5. 03608 
3. 51572 
2. 42671 


1.65569 
1. 11630 
7. 43528 
4. 89121 
3. 17704 


2. 03707 
1. 28901 
8. 04765 
4. 95614 
3. 01008 


1. 80252 
1. 06403 
6. 19032 
3. 54870 
2. 00419 


1.11492 
6. 10810 
3. 29497 
1. 74988 
9. 14767 


4. 70641 
2. 38278 
1. 18695 
5. 81672 
2. 80391 


hy 32935 
6. 19798 
2. 84151 
1. 28082 
5. 67576 


2. 47236 
1. 05855 
4. 45435 
1. 84200 
7. 48503 


2. 98854 
1. 17234 
4. 51802 
1. 71044 
6.36069 


2. 32332 
8. 33482. 
2. 93656 
1. 01604 
3. 45215 
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-11 
-12 
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n=6 

1.00000 
6. 93283 
4. 75548 
3.22652 
2. 16478 


1.43588 
9. 41309 
6. 09742 
3. 90166 
2. 46567 


1. 53850 
9. 47623 
5. 76033 
3. 45489 
2. 04411 


1. 19278 
6. 86307 
3. 89303 
2. 17663 
1. 19930 


6. 51088 
3. 48211 
1. 83427 
9. 51547 
4. 86044 


2. 44418 
1.20988 
5. 89435 
2. 82592 
1.23308 


6. 18684 
2. 82454 
1. 26835 
5. 60145 
2. 43265 


1. 03880 
4. 36132 
1, 80009 
7. 30331 
2.91245 


1.14149 
4. 39668 
1. 66412 
6. 18894 


-13)2. 26147 


-14)8. 11851 
-14)2. 86315 
-15) 9. 91898 
-15) 3. 37534 
-15)1. 12815 


-16) 3. 70336 


ΕΠΗ 


(-3)2. 60416 66667 (-6) 8.13802 08333 


n=10 

1. 00000 
6. 28971 
3. 91490 
2. 41089 
1. 46861 


8. 84744 
5. 27007 
3. 10323 
1. 80600 
1. 03859 


5. 90062 
3. 31130 
1.83510 
1. 00415 
5. 42413 


2. 89186 
1. 52145 
7. 89765 
4. 04407 
2. 04244 


1. 01722 
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1.14766 
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2. 28512 
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4. 95086 
1.93401 
7. 43354 
2. 81094 
-12) 1. 04564 


-13)3. 82601 
-13)1. 37691 
-14) 4, 87328 
-14)1. 69612 
-15) 5, 80461 


-15)1. 95316 
-16) 6. 46126 
-16) 2, 10125 
-17)6. 71719 
-17) 2. 11065 


-18) 6, 51829 
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6 
3 

2 

1 

7. 95749 
4. 64127 
2 
1 
8 
4 


«67626 
«225332 
‚59306 


‚ 78106 
2. 62835 
1. 42708 
7. 65146 
4. 05030 


2. 11641 
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5. 55435 
2. 79871 
1, 38116 
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1. 54350 
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3. 33519 


1. 51693 
6. 79864 
3. 00212 
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5. 59577 
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-10) 4. 01541 
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-12)1. 35283 
-13) 4. 95149 
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-17) 2. 76954 
-18) 8. 57626 
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Взято из работ [7.18] и [7.31]. 


— 1? ‘= 

Е 
0. 00000 
0. 01999 
0. 03995 
0. 05985 
0. 07965 


0. 09933 
0. 11885 
0. 13818 
0. 15729 
0. 17616 


0. 19475 
0. 21303 
0. 23099 
0. 24859 
0. 26581 


0. 28263 
0. 29902 
0. 31496 
0. 33045 
0. 34544 


0. 35994 
0. 37392 
0. 38737 
0. 40028 


`0. 41264 


0. 42443 
0. 43566 
0. 44631 
0. 45637 
0. 46586 


0. 47476 
0. 48307 
0. 49080 
0. 49794 
0. 50451 


0. 51050 
0. 51592 
0. 52078 
0. 52509 
0. 52886 


0, 53210 
0. 53481 
0. 53702 
0. 53873 
0. 53996 


0. 54072 
0. 54103 
0. 54090 
0. 54036 
0. 53941 


0. 53807 
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εἴ αἱ 

00000 
46675 
73606 
62071 
95389 


59924 
46083 
49287 
70920 
19254 


10334 
68833 
28865 
34747 
41727 


16650 
38575 
99336 
04051 
71562 


34819 
41210 
52812 
46599 
14572 


63835 
16609 
10184 
96813 
43551 


32037 
58219 
32040 
77064 
30066 


40576 
70382 
93010 
93152 
66089 


17071 
60684 
20202 
26921 
19480 


43187 
49328 
94485 
39857 
50580 


95069 


a 


См. пример 3. <x>— целое число, ближайшее Κλ. 


Таблица 7.5. Интеграл Досона 


ΩΙ 


1, 00 
1. Че 
1. 04 
1. 06 
1. 08 


1.10 
1.12 
1.14 
1.16 
1.18 


1.20 
1,22 
1,24 
1,26 
1.28 


1." 
1:22 
1.24 
1.26 
1. 38 


1.40 
1.42 
1.44 
1. 46 
1, 48 


1.50 
ИТ. 
1.54 
1,56 
1.58 


1, 60 
1, 62 
1, 64 
1. 66 
1. 68 


1. 70 
14 ἐε 
1. 74 
1. 76 
1. 78 


1. 80 
1.82 
1. 84 
1. 86 
1. 88 


1.90 
1,92 
1. 94 
1.96 
1.98 


г. 00 


--αἳ [5 
art |i 
0. 53807 
0. 53637 
0. 53431 
0. 53192 
0, 52921 


0. 52620 
0. 52291 
0. 51935 
0. 51555 
М 


0. 50727 
0. 50282 
0. 49820 
0. 49341 
0. 48847 


0. 48339 
0. 47820 
0. 47290 
0. 46751 
0. 46204 


0. 45650 
0. 45091 
0. 44528 


0, 43962 


0. 43394 


0. 42824 
0. 42255 
0. 41686 
0. 41119 
0. 40555 


0. 39993 
0. 39436 
0. 38883 
0, 38335 
О. 37.792 


0. 37255 
0. 36725 
0. 36202 
0. 35686 
0. 35178 


0. 34677 
С. 34184 
0. 33700 
0. 33223 


‚ 0, 32756 


0. 22297 
0. 31847 
9. 31405 
0. 30973 
0. 30549 


0. 20154 


οἵα! 


95069 
44359 
71471 
50787 
57454 


66800 
53777 
92435 
55409 
12448 


34964 


85611: 


27897 
20827 
19572 


75174 
34278 
38898 
26208 
28368 


“$2375 


79943 
67410 
45670 
20135 


90711 
51804 
92347 
95842 
40424 


98943 
39058 
23346 
09429 
50103 


93490 
83182 
58410 
54206 
01580 


27691 
56029 
06597 
96091 
38080 


43193 
19293 
71655 
03141 
14372 


03889 


ea 


ый" - 2 
a, οἵ dt 


0. 60268 
0. 60046 
0. 59819 
0. 59588 
0. 59351 


0. 59110 
0. 58865 
0. 58616 
0. 58364 
0. 58109 


0, 57852 
0. 57593 
0. 57332 
0. 57071 
0. 56809 


0. 56547 
0. 56287 
0. 56027 
0. 55770 
0. 55516 


0. 55265 
0. 55018 
0. 54776 


0. 54538 


0. 54305 


0. 54079 
0. 53858 
0. 53643 
0. 53435 
0. 53233 


0. 53037 
0. 52847 
0. 52663 
0. 52484 
0, 52311 


0. 52142 
0. 51978 
0. 51817 
0. 51661 
0. 51508 


0. 51358 
0. 51211 
0. 51067 
0. 50925 
0. 50786 


0. 50650 
0. 50515 
0. 50383 
0. 50253 
0. 50125 


0, 50000 


Ca 
6 


0777 
6027 
8606 
1008 
6018 


6724 
6517 
9107 
8516 
9080 


5444 
2550 
5618 
0126 
1778 


6462 
0205 
9114 
9305 
6829 


7582 
7208 
0994 
3766 
9774 


2591 
5013 
8983 
5529 
4747 


5810 
7031 
5967 
9575 
4393 


6749 
2972 
vo i 
3369 
1573 


1788 
1971 
0372 
5466 
5903 


0473 
8078 
7717 
8471 
9494 
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3 
Таблица 7.6. тов)" dt 


5 
3 τ ὦ 3 foot 3 
as 2 = ee cM {5 о-в 
x 1 έ κ ] ег а! 
“ο΄ "(1 - το 

0. 00 0. 00000 00 0. 70 0. 72276 69 1.40 0. 98973 54 
0. 02 0. 02239 69 0. 72 0. 73842. 49 1. 42 0. 99109 36 : 
0. 04 0. 04479 31 0. 74 0. 75360 34 1. 44 0. 99229 70 
0. 06 0. 06718 72 0. 76 . 0. 76829 12 1.46 0. 99335 97 
0. 08 0. 08957 63 0. 78 0. 78247 88 1.48 0. 99429 49 
0. 10 0.11195 67 0. 80 0. 79615 78 1.50. 0. 99511 49 
0. 12 0.13432 36 0. 82 0. 80932 16 1,52 0, 99583 14 
0. 14 0.15667 11 0. 84 0. 82196 48. 1 54 0. 99645 52 
0. 16 0. 17899 22 0. 86 0. 83408 41 1.56 0. 99699 62 
0. 18 0.20127 90 0. 88 0. 84567 73 ]. 58 0. 99746 38 
0. 20 0. 22352 24 0. 90 0. 85674 42 1. 60 0. 99786 63 
0,22 0.24571 24 0.92 0.86728 62 1. 62 0. 99821 16 
0. 24 0.26783 80 0. 94 0. 87730 62 1. 64 0. 99850 65 
0.26 0.28988 71 0. 96 0. 88680 89 1. 66 0.99875 75 
0. 28 0. 31184 70 0. 98 0.89580 05 1. 68 0. 99897 03 
0. 30 0. 33370 37 1. 00 0. 90428 86 70 0. 99914 99 
0. 32 0. 35544 26 1.02 0. 91228 25: on 
0. 34 0.37704 82 1. 04 0. 91979 27 
0. 36 0. 39850 45 1. 06 0. 92683 11 
0. 38 0. 41979 45 1. 08 0. 93341 06 
0. 40 0.44090 07 4,36 0. 93954 56 . 1.70 0. 99914 99 
0. 42 0. 46180 52 Е. 0. 94525 09 1. 74 0. 99942 75 
0. 44 0.48248 96 1.14 0.95054 27 1. 78 0. 99962 05 
0. 46 0. 50293 51 1,16 0.95543 76 1. 82 0.99975 26 
0. 48 0. 52312 25 1.18 0. 95995 30 1. 86 0 99984 14 
0. 50 0. 54303 28 1.20 0. 96410 64 1. 90 0. 99990 01 
0. 52 0, 56264 66 1.22 0. 96791 62 1.94 0.99993 82 
0.54 0.58194 46 1.24 0. 97140 05 1.98 0. 99996 24 
0. 56 0. 60090 80 1.26 0. 97457 79 2. 02 0. 99997 76 
0. 58 0. 61951 78 1.28 0. 97746 66 2. 06 0. 99998 69 
0. 60 0. 63775 57 1. 30 0. 98008 48 2.10 0. 99999 25 
0. 62 0.65560 39 1. 32 0. 98245 07 2.14 0. 99999 57 
0. 64 0. 67304 52 1. 24 0. 98458 18 2. 18 0. 99999 77 
0. 66 0. 69006 30 1. 26 0. 98649 52 2. 22 0.99999 87 
0. 68 0. 70664 18 1.38 0.98820 77 2.26 0. 99999 93 
0. 70 0. 72276 6 1.40 0.98973 54 2. 30 - 0.99999 97 


[- 9s] [< 57] | k τ 
(3) | 


= 89297 95116 


Взято из [7.23]. 
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Таблица 7.7. Интегралы Френеля 


“x т i "COs { Ῥ 
Ὶ — — {2 о = 
C(2)= |, 605 (5: ) dl Co(u)= 5 μι 
Ψ г. usin { = 
$(2)= [| sin (52) dt ода: '-5{ 
п 
# "-5 x? С(=)=С2(и) δ(α)--8ο(ω) 2 μ-ὖ x? pal rant 
0.00 0.00000 00 0.00000 00 0.00000 00 1.00 1.57079 63 0.77989 34 
0.62 0.00062 83. 0.02000 00 0.00000 42 1. 02 1.63425 65 0. 77926 11 
0.04 0..00251 33 0.04000 00 0.00003 35 1.04 1, 69897 33 0. 77735 01 
0.06 0.00565 49 0. 05999 98 0. 00011 31 1.06 1.76494 68 0. 77414 34 
0.08 «-0::01005 31 0. 07999 92 0. 00026 81 1.08 1.83217 68 0. 76963 03 
0.10 (0.01570 80 0. 09999 75 0. 00052 36 1.10 1.90066 36 0. 76380 67 
0,12 0.02261 95 0.11999 39 0.00090 47 Ay le 1.97040 69 0.75667 60 
0.14 0.03078 76 0.13998 67 0.00143 67 1.14 2.04140 69 0.74824 94 
0.16 0.04021 24 0.15997 41 0.00214 44 4.16 2.11366 35 0. 73854 68 
0.18 0. 05089 38 0. 17995 34 0. 00305 31 1.18 2. 18717 68 0. 72759 68 
0.20 0.06283 19 0. 19992 11 0. 00418 76 то 2.26194 67 0; 71543 77 
0. 22 0. 07602 65 0. 21987 29 0. 00557 30 ].22 2. 33797 33 0. 70211 76 
0. 24 0. 09047 79 0.23980 36 0. 00723 40 1.24 2, 41525 64 0. 68769 47 
0.26 0.10618 58 0. 25970 70 0. 00919 54 1.26 2. 49379 62 0. 67223 78 
0. 28 0. 12315 04 0. 27957 56 0. 01148 16 1, 28 2. 57359 21 0. 65582 63 
0. 30 0.14137 17 0.29940 10 0.01411 70 1.30 2.65464 58 0. 63855 05 
0. 32 0.16084 95 9.321917 31 0.01712 56 1.36 2. 73695 55 0. 62051 11 
0. 34 0. 18158 41 0.33888 06 0. 02053 11 1.34 2.82052 19 0.60181 95 
0. 36 0.20357 52 0. 35851 09 0. 02435 68 1.26 2.90534 49 0. 58259 73 
0.38 0.22682 30 0. 37804 96 0. 02862 55 1.38 2.99142 45 0. 56297 59 
0. 40 0. 25132 74 0. 39748 08 0.03335 94 1.40 3. 07876 08 0. 54309 58 
0. 42 0. 27708 85 0. 41678 68 0. 03858 02 1.42 3}: 16735 37 0. 52310 58 
0. 44 0. 30410 62 0.43594 82 0. 04430 85 1.44 3.25720 33 0. 50316 23 
0.46 0.33238 05 0. 45494 40 0. 05056 42 1.46 3. 34830 95 0. 48342 80 
0. 48 0. 36191 15 0. 47375 10 0. 05736 63 1.48 3.44067 23 0. 46407 05 
0. 50 0. 39269 91 0. 49234 42 0. 06473 24 1, 59 3.53429 17 0. 44526 12 
0. 52 0. 42474 33 0. 51069 69 0. 07267 89 1,52 3.62916 78 0.42717 32 
0.54 0.45804 42 0.52878 01 0.08122 06 1.54 3.72530 06 0.40997 99 
0.56 0.49260 17 0.54656 30 0.09037 08 1.56 3. 82268 99 0. 39385 29 
0. 58 0. 52841 59 0. 56401 31 0. 10014 09 1, 58 3. 92133 60 0. 37895 96 
0. 60 0..56548 67 0. 58109 54 0. 11054 02 1.60 4. 02123 86 0. 36546 17 
0. 62 0. 60381 41 0. 59777 37 0. 12157 59 1.62 4. 12239 79 0, 35351 20 
0. 64 0. 64239 82 0. 61400 94 0. 13325 28 1. 64 4.22481 38 0. 34325 29 
0. 66 0. 68423 89 0. 62976 25 0. 14557 29 1.66 4. 32848 64 0. 33481 32 
9. 68 0. 72633 62 0. 64499 12 0. 15853 54 1.68 4.4334] 56 0. 32830 61 
0.70 0. 76969 02 0.65965 24 0. 17213 65 1,70 4.53960 14 0. 32382 69 
0. 72 0. 81430 08 0. 67370 12 0. 18636 89 1. τε 4. 64704 39 0. 32145 02 
0. 74 0. 86016 81 0. 68709 20 0, 20122 21 1. 74 4. 75574 30 0. 32122 83 
0. 76 0. 90729 20 0. 69977 79 0. 21668 16 1.76 4. 86569 87 0. 32318 87 
0. 78 9. 95967 -65 0571171 13 0.23272 88 178 4.97691 11 0. 32733 25 
0. 80 1.00530 96 0.72284 42 0.24934 14 1.80 5. 08938 01 0. 33363 29 
0. 82 1.05620 35 0. 73312 83 0.26649 22 1.82 5.20310 58 0. 34203 39 
0. 84 1.10835 39 0. 74251 54 0. 28414 98 1. 84 5. 31808 80 0. 35244 96 
0. 86 1.16176 10 0. 75095 79 0. 30227 80 1.86 5. 43432 70 0. 36476 35 
о. 88 1.21642 47 0.75840 90 0. 32083 55 1.88 5. 550182 25 0. 37882 93 
0. 90 1. 27234 50 0. 76482 30 0. 33977 63 1.90 5. 67057 47 0. 39447 05 
0. 92 ]. 32952 20 0.77015 63 0. 35904 93 1.92 5.79058 36 0. 41148 24 
η, 94 ]. 28795 56 0. 77436 72 0. 37859 81 1.94 5.91184 91 0. 42963 33 
9.96 1.44764 © 0. 77741 68 0. 39836 12 1.96 6.03437 12 0. 44866 69 
0. 98 1.50859 28 0. 77926 95 0. 41827 21 1.98 6. 15814 99 0. 46830 56 
1.00 1.57079 63 0. 77989 34 0. 43825 91 2. 00 6. 28318 53 0. 48825 34 
ви Ш [79°] | eal 
| ; 5: 5 3 5 
x п πὸ 
См. пример 8. При x —> Oumeem Схах — — x°, 5(χ) 5 --- χ) — —м. 
40 6 336 


acl 


5 (=) =$2(и) 


0. 43825 
0. 45824 
0. 47815 
0. 49788 
0. 51736 


0. 53649 
0. 55517 
0. 57331 
0. 59079 
0. 60752 


0. 62340 
0. 63831 
0. 65216 
0. 66484 
0. 67626 


0. 68633 
0. 69495 
0. 70205 
0. 70755 
0. 71139 


0, 74352. 5 


0. 71389 
0. 71248 
0. 70928 
0. 70428 


0. 69750 
0. 68898 
0. 67878 
0. 66697 
0. 65363 


0. 63888 
0. 62286 
0. 60570 
0. 58758 
0. 56867 


0. 54919 
0. 52934 
0. 50935 
0. 48946 


0. 46990: 


0. 45093 
0. 43280 
0. 41573 
0. 39999 
0. 38579 


. 37234 
. 26285 
35448 
. 34838 
. 34466 


. 34341 


ST 
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Таблица 7.7. Интегралы Френсля 


σῳ)- [7 сов (Fz) er 5) [ат G г) 


2 Ο(α) $ (+) г Cz) S(z) г C(x) 5 (+) 
2.00 0.48825 34 0.34341 57 3,00 0.60572 08 0.49691 2 4.00 0.49842 60 0.42051 ερ 
2.02 0.50820 04 0.34467 48 °— 3.02 0.60385 73 0.51619 42 4.02 0.51821 54 0'42301 65 
2.04 0.52782 73 0.34844 87 3.04 0.59823 78 0.53536 29 404 0.53675 65 0.43099 00 
2.06 0.54681 06 0.35470 04 3:06 0.58910 11 0.55311 95 406 0.55284 04 0.44217 81 
2.08 0.56482 79 0.36334 9% 3.08 0.57674 01 0.56886 28 408 0.56543 47 0'45764 45 
2.10 0.58156 41 0.37427 34 3.10 0.56159 39 0.58181 59 4,19 0.57369 56 0.47579 83 
2.12 0.59671 75 0.38730 27 3:12 0.54421 58 0.59165 11 412 0.57705 88 0.49545 71 
2.14 0.61000 60 0.40223 09 3.14 0.52525 53 0.59791 29 414 0.57527 76 0.51532 14 
2.16 0.62117 32 0.41880 45 3.16 0.50543 56 0.60033 65 416 0.56844 74 0.53405 Β7 
2.18 0.62999 53 0.43673 63 3.18 0.48552 76 0.59880 34 416 0.55700 75 0.55038 41 
2.20 0.63628 60 0.45570 46 3.20 0.46632 03 0.59334 95 4,20 0.54171 92 0.56319 89 
2.22 0.63990 31 0.47535 8 3:22 0.44858 96 0.58416 97 4.22 0.52352 0 0.57157 23 
2.24 0.64075 25 0.49532 41 3.24 0,43306 55 0.57161 47 424 0.50396 08 0.57491 03 
2.26 0.63879 28 0.51521 11 3.26 0.42040 05 0.55618 06 4:26 0.48411 63 0.57295 47 
2.28 0.63403 83 0.53462 03 328 0.41113 97 0.53349 35 428 0.46549 61 0.56582 05 
2.30 0.62656 17 0.55315 16 3.30 0.40569 44 0.51928 61 4,30 0.44944 12 0,5539 59 
2.32 0.61649 45 0.57041 28 3.30 0,40431 99 0.49936 95 4.32 0,43712 50 0.53831 55 
2.34 0.60402 69 0.58602 84 3.34 0.40709 96 0,47960 04 4.34 0.42946 40 0.51990 77 
2.36 0.58940 65 0.59964 89 3.36 0.41393 66 0.46084 46 4:36 0.42704 39 0.50011 73 
2.38 0.57293 44 0.61095 % 3138 0.42455 18 0.44293 82 4.38 0.43006 79 0.48041 08 
2.40 0.55496 14 0.61959 00 3.40 0.43349 17 0.42964 95 4,40 0.43833 29 0.46226 80 
2.42 0.53588 11 0.62562 11 3.443 0.45514 37 0.41864 11 4:42 0.45123 59 0. 44707 O¢ 
2.44 0.51612 29 0.62859 383.44 0.47375 96 0.41143 69 4.44 0.46781 05 0, 43599 33 
2:46 0.49614 28 0.62851 43 Λ.4έ 0.49348 70 0.40839 28 4.46 0.48619 ΑἹ 042990 85 
2.48 0.47641 35 0.62535 98 3.48 0.51340 62 0.40967 54 4.48 0. 8 
2.50 0.45741 30 0.61918 18 3.50 0.53257 24 0.41524 80 4,50 9.52602 59 0.45427 30 
2.52 0.43961 52 0.61010 7@ 3.53 0.55006 1 0.42486 72 Α,52 0.5418 11 0.44442 34 
254 0.42346 72 0.59834 0% 3.54 0.56501 32 0.43808 83 4.54 0. 45897 | 
2.55 0.40939 65 0.58415 75 3.56 0.57668 02 0.45428 11 4.56 0.56578 27 0.47676 89 
2.58 0.39777 91 0.56790 42 3.58 0.58446 43 0.47265 92 4.58 0.56936 57 0.49637 56 
2.60 0.28892 75 0.54998 93 3.60 0.58795 33 0.49230 95 4.60 0.56723 67 0.51619 23 
2.64 0.012 1 ОИ 79 3:64 0.58147 10 0.83143 21 44 (0254601 86 0.24999 GF 
206 038123 50 0.49110 35 3:56 0.57178 15 0.54888 15 466 0.53039 13 0.56113 28 
2.68 0.38525 32 0.47153 52 3.68 0.55838 18 0.56366 38 4.68 0.51135 38 0.56702 44 
2.70 0.39249 40 0.45291 75 3.10 0.54194 57 0.51498 04 4,70 0.49142 65 0.56714 55 
РИ 39 0: 42006 08 3:14 0.50357 10 0.58492 G1 ΑἸ 0.45572 50 0.25044 52 
20-41581 68 0140798 9 376 0.48371 94 0.58296 92 4:76 0.44308 30 0.52504 16 
2.76 0.43125 85 0.40798 90 :76 0. 6 0.44308 30 0.53504 16 
2.8 Ο 44865 46 0.39817 24 3.18 0.46487 19 0.57641 91 4.78 0. ; 

2:00 0.4614911 Φ.35154 4 3:82 0.43494 Be ΟΟΡΉΡΤΑ 4:82 0.43802 47 0.41728 00 
Ee. a anaes "84 0 р 2 4.84 0.44786 69 0.45995 75 

"84 0.50717 21 0.38856 43 3,84 0.42443 43 0,53384 3 :84 0. 4599: 
586 0122677 66 0.39238 55 3.86 0.41894 43 0.51466 22 486 0.46244 40 0.44637 74 
2:88 0.54538 21 0.39954 80 3.88 0.41822 16 0.49472 88 0: :42 
а ἈΠ [ΠΙΣΤΕΣ αίμα 

le 7 e Γ С . ® 
ГИ: ЕЕ о Е 
2. 68 о: 20284 56 0.47643 06 3.98 0.47863 51 0.42301 17 4,98 0.56051 94 0.47951 78 
00 


0. ul 0. (eal 4.00 0. ul 0. [Ῥεῖ 5.00 0. ary 0. eu 


Ww 
e 


| sin E νη COS Е *) 

х 0961 5 | 0.154} sinl 2_ 

pee eee = 05 & [0.3183099 oe a ΤῊΝ [(o.10132 ο в ἔπ 
S(x) χ᾽ х 


+ e(x), | e(x)| < 3 10-7. 


Сь(и) 03) со 9 0.748 } эт () 
При и > 39 имеем ~* |- В. [63989423 ----]------- [0.19947 -.---- | - — + e(u), | =(и)| «3: 10-7, 
So(u u Ju u" u Ju 
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‘ tag κ (= fol) 9(2)= 9 (и) 
0. 00 0.00000 00000 00000 0.50000 00000 00000 0.50000 00000 00000 
0. 02 0. 00062 83185 30718 0. 49969 41196 39303 0. 48031 40626 54163 
0. 04 0.00251 32741 22872 0. 49880 88057 20520 0.46125 51239 79101 
0. 06 0.00565 48667 76462 0.49739 07811 66949 0. 44281 99356 00196 
0.08 0.01005 30964 91487 0.49548 44294 00553 0.42500 33536 38036 
0.10 0.01570 79632 67949 0.49313 18256 06624 0.40779 85545 29930 
0.12 0.02261 94671 05847 0.49037 27777 82254 0. 39119 72364 96391 
0.14 0.03078 76080 05180 0.48724 48761 11561 0. 37518 98069 99885 
0. 16 0. 04021 23859 65949 0.48378 35493 31728 0. 35976 55566 09573 
0. 18 0. 05089 38009 88155 0. 48002 21268 70713 0. 34491 28197 39391 
0. 20 0. 06283 18530 71796 0.47599 19056 49140 0. 33061 91227 69034 
0. 22 0. 07602 65422 16873 0. 47172 22205 45221 0. 31687 13200 89318 
0. 24 0. 09047 78684 23386 0.46724 05176 22164 0. 30365 57186 36191 
0. 26 0. 10618 58316 91335 0. 46257 24293 12303 0.29095 81914 92531 
0. 28 0. 12315 04320 20720 0. 45774 18508 40978 0.27876 42811 44593 
0. 30 0.14137 16694 11541 0. 45277 10172 56087 0.26705 92929 81728 
0.:32 0.16084 95438 63797 0.44768 05805 06203 0.25582 83796 24420. 
0. 34 0. 18158 40553 77490 0. 44248 96860 81319 0. 24505 66166 57772. 
0. 36 0. 20357 52039 52619 0. 43721 60487 95888 0, 23472 90703 35799. 
0. 38 0. 22682 29895 89183 0. 43187.60273 53913 0.22483 08578: 07150 
0. 40 0.25132 74122 87183 0. 42648 46973 90789 0.21534 72003 95520 
0. 42 0. 27708 84720 46620 0. 42105 59227 36507 0.20626 34704 48744 
0. 44 0. 30410 61688 67492 0. 41560 24246 90070 0. 19756 52322 49727 
0. 46 0. 33238 05027 49800 0.41013 58491 35691 0.18923 82774 60398 
0.48 . 0.36191 14736 93544 0.40466 68313 67950 0.18126 86555 47172 
0.50 0. 39269 90816 98724 0. 39920 50585 25702 0.17364 26996 13238 
0:52 0.42474 33267 65340 0. 39375 93295 63563 0.16634 70480 39628 
0. 54 0. 45804 42088 93392 0. 38833 76127 15400 0.15936 86623 13733 
0. 56 0. 49260 17280 82880 0. 38294 71004 26771 0.15269 48414 00876 
0.58. 0.52841 58843 33803 0.37759 42617 52882 0. 14631 32329 91905 
0. 60 0.56548 66776 46163 0.37228 48922 35620 0.14021 18419 37684 
0. 62 0.60381 41080 19958 0. 36702 41612 87842 0.13437 90361 59907 
0. 64 0. 64339 81754 55190 0.36181 66571 25476 0.12880 35503 06985 
0. 66 0.68423 88799 51857 0. 35666 64292 98472 0.12347 44874 03863 
0, 68 0.72633 62215 09960 0. 35157 70288 80259 0.11838 13187 25611 
0.70 0.76969 02001 29499 0. 34655 15463 82434 0.11354 38821 06517 
0. 72 0. 81430 08158 10474 0. 34159 26474 67053 0. 10886 23788 79214 
0. 74 0.86016 80685 52885 0. 33670 26065 33192 0.10441 73696 22082 
0. 76 0.90729 19583 56732 0. 33188 33382 57734 0.10016 97688 77848 
0.78 0.95567 24852 22015 0. 32713 64271 72503 0.09611 08389 91866 
0. 80 -1,.00530 96491 48734 0. 32246 31553 61284 0.09223 21832 05037 
0. 82 1.05620 34501 36888 0. 31786 45283 60796 0.08852 57381 23702 
0. 84 1.10835 38881 86479 0. 31334 12993 49704 0.08498 37656 77045 
0. 86 1.16176 09632 97506 0. 30889 39917 09068 0.08159 88446 61614 
0. 88 1.21642 46754 69968 0. 30452 29200 36579 0.07836 38619 62362 
0. 90 1.27234 50247 03866 0. 30022 82096 95385 0. 07527 20035 30280 
0. 92 ]. 32952 20109 99200 0. 29600 98149 76518 0. 07231 67451 87932 
0. 94 1. 38795 56343 55971 0.29186 75359 51781 0.06949 18433 26312 
0.96 1.44764 58947 74177 0.28780 10340 91658 0.06679 13255 49021 
0. 98 1.50859 27922 53819 0. 28380 98467 20271 0. 06420 94813 13093 
1. 00 1.57079 63267 94897 0.27989 34003 76823 0.06174 08526 09645 
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Таблица 7.8. Вспомогательные функции 


[472] 37] [9] 


См. примеры 6, 7 и 5. 


Ο(χ) = > + f(x) sin & “| — g(x) cos | “| , Οι") = > + fa(u) sin и — ge(u) cos и, 


S(x) = > — f(x) cos Е я — g(x) sin (5 ”) : 


Ges > Аня — ak 
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Таблица 7.8. Вспомогательные функции 


т н—1 = -- SF (a)= fo(u) . g(x) = 92(и) «2» <u> 
1, 00 0. 63661 97723 67581 0.27989 34003 76823 0. 06174 08526 09645 1 2 
0.98 0.61140 96293 81825 0.27597 33733 36442 0.05933 31378 64174 i 2 
0. 96 0.58670 87822 13963 0.27197 11505 76851 0.05693 89827 01255 1 2 
0.94 0.56251 72308 63995 0.26788 56989 47656 0.05456 06112 91100 1 2 
0. 92 0. 53883 49753 31921 0.26371 60682 37287 0. 05220 03510 52931 1. 2 
0. 90 0. 51566 20156 17741 0. 25946 14023 65674 0. 04986 06317 93636 1 2 
η, 88 0. 49299 83517 21455 0. 25512 09512 80091 0. 04754 39838 94725 1 2 
0, 86 0. 47084 39836 43063 0.25069 40835 25766 0, 04525 30354 03048 x 2 
0. 84 0.44919 89113 82565 0.24618 02994 44393 0. 04299 05078 69390 1 2 
0. 82 0. 42806 31349 39962 0, 24157 92449 31459 0. 04075 92107 68723 ὁ 2 
0. 80 0, 40743 66543 15252 0.23689 07256 57089 0.03856 20343 27312 1 2 
0, 78 0. 38731 94695 08436 0.23211 47216 24632 0. 03640 19405 75704 1 3 
0. 76 0. 36771 15805 19515 0.22725 14019 06110 0, 03428 19524 44132 1 3 
0. 74 0. 34861 29873 48488 0. 22230` 11393 53995 0. 03220 51407 19129 1 3 
В, 72 0. 33002 36899 95354 0. 21726 45250 44609 0. 03017 46086 88637 1 3 
0, 70 0. 31194 36884 60115 0. 21214 23821 60229 0. 02819 34743 19381 1 3 
0. 68 0. 29437 29827 42770 0. 20693 57789 65521 0, 02626 48498 36510 1 3 
0, 66 0. 27731 15728 43318 0.20164 60404 80635 0. 02439 18186 13588 7. 4 
0. 64 0.26075 94587 61761 0. 19627 47584 00004 0. 02257 74093 32978 2 4 
0. 62 0. 24471 66404 98098 0. 19082 37987 55563 0. 02082 45674 44482 2 4 
0. 60 0. 22918 31180 52329 . 0. 18529 53067 79209 0. 01913 61240 35536 2 4 
0.58 0.21415 88914 24454 0.17969 17083 86674 0.01751 47623 30357 2 5 
0.56 0.19964 39606 14474 0.17401 57076 89207 0.01596 29821 58470 2 5 
0,54 0.18563 83256 22387 0.16827 02799 47273 0.01448 30628 73722 2 5 
0.52 0.17214 19864 48194 0.16245 86594 19322 0.01307 70253 60097 2 6 
0. 50 0. 15915 49430 91895 0. 15658 43216 36302 0. 01174 65939 24659 2 6 
0. 48 0. 14667 71955 53491 0. 15065 09597 56320 0. 01049 31590 42015 2 7 
0. 46 0. 13470 87438 32980 0. 14466 24548 29603 0. 00931 77420 66589 2 7 
0. 44 0. 12324 95879 30364 0. 13862 28400 34552 0. 00822 09631 52815 2 8 
0. 42 0. 11229 97278 45641 0. 13253 62592 29647 0. 00720 30137 00215 2 9 
0. 40 0. 10185 91635 78813 0. 12640 69204 94864 0. 00626 36346 49122 3 10 
0. 38 0. 09192 78951 29879 0. 12023 90456 93806 0. 00540 21018 72942 3 11 
9. 36 0. 08250 59224 98839 0. 11403 68174 47880 | 0. 00461 72197 27002 2 12 
0. 34 0.07359 32456 85692 0.10780 43252 41741 0.00390 73235 12822 3 14 
0. 32 0. 06518 98646 90440 0.10154 55126 32988 0. 00327 02912 03254 3 15 
0. 30 0. 05729 57795 13082 0. 09526 41276 74844 0. 00270 35642 68526 3 17 
0. 28 0. 04991 09901 53618 0.08896 36786 39974 0. 00220 41768. 84885 4 20 
0. 26 0.04303 54966 12048 0.08264 73969 33180 0.00176 87922 53708 4 23 
0.24 0.03666 92988 88373 0.07631 82087 00913 0.00139 37442 77909 4 27 
ΠῈΣ 0. 03081 23969 82591 0. 06997 87161 16730 0. 00107 50825 02743 5 32 
0. 20 0. 02546 47908 94703 0. 06363 11887 04012 0. 00080 86180 82883 5 39 
0. 18 0. 02062 64806 24710 0. 05727 75644 30652 0. 00058 99686 10701 6 48 
0. 16 0. 01629 74661 72610. 0.05091 94597 59575 0. 00041 45999 18234 6 61 
0. 14 0. 01247 77475 38405 0. 04455 81874 32960 0. 00027 78633 97799 7 80 
0. 12 0. 00916 73247 22093 0. 03819 47805 44642 0.00017 50279 00844 8 109 
0.10 0.00636 61977 23676 0.03183 00214 15118 0.00010 13057 94484 10 is 

0. 08 0. 00407 43665 43153 0. 02546 44738 95252 0. 00005 18732. 17470 13 245 
η, 06 0. 00229 18311 80523 0. 01909 85179 38105 0. 00002 18849 44630 13 436 
0. 04 0. 00101 85916 35788 0. 01273 23855 39770 0.00000 64845 30524 25 982 
0. 02 0. 00025 46479 08947 0. 00636 61974 14061 0. 00000 08105 69272. 50 3927 
η. 00 0. 00000 00000 00000 0. 00000 00000 00000 0. 00000 00000 00600 оо со 


ae ey cy 


] . [x tt 
С) =5 +f (3:) sin (522)-yi2) COS (=) В. + /2(и) sin и—02(11) COS и 


. ] по . ' ae ΚΞ . 
5(2)=5-/(а) COs (522)-9(2 sin (=) $2 (и) 5/64) COS и—02(и) sin и 


(χ) — целое число, ближайшее кх. 
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Таблица 7.9. Интеграл вероятностей комплексного аргумента 


w(z)=e-2” erfe (—iz) Z=X+1Y 

Rew(z)imw(z) Rew(z)/mu(z) Rew(z)lmu(z) Rew(z)lmw(z)  Rew(z)Imw(z) 
¥ х=0. х=0.1 .-0.2 х=0.3 - д=0.4 
0.0° 1.000000 ‘0.000000 0.990050 0.112089 0.960789 0.219753 0.913931 0.318916 0.852144 0.406153 
0.1 0.896457 0.000000 0.888479 0.094332 0.864983 0.185252 0.827246 0.269600 0.777267 0.344688 
0.2. 0.809020 0.000000 0.802567 0.080029 0.783538 0.157403 0.752895 0.229653 0.712146 0.294653 
0.3 0.734599 0.000000 0.729337 0.068410 0.713801 0.134739 0.688720 0.197037 0.655244 0.253613 
04. 0.670788 0.000000 0.666463 0.058897 0.653680 0.116147 0.632996 0.170203 0.605295 0.219706 
0.5 0.615690 0.000000 0.612109 0.051048 — 0.601513 0.100782 0.584333 0.147965 0.561252 0.191500 
0.6 0.567805 0.000000 0.564818 0.044524 — 0.555974 0.087993 0.541605 0.129408 ° 0.522246 0.167880 
0.7 0.525930 0.000000 0.523423 0.039064 — 0.515991 0.077275 0.503896 0.113821 0.487556 0.147975 
0.8 — 0.489101 0.000000 0.486982 0.034465 0.480697 0.068235 0.470452 0.100647 0.456579 0.131101 
0.9 0.456532 0.000000 0.454731 0,030566 — 0.449383 0.060563 0.440655 0.089444 0.428808 0.116714 
1.0 — 0.427584 0.000000 0.426044 0.027242 0.421468 0.054014 0.413989 0.079864 0.403818 0.104380 
1.1 0.401730 0.000000 0.400406 0.024392 0.396470 0.048393 0.390028 0.071628 0.381250 0.093752 
1.2 0.378537 0.000000 0.377393 0.021934 0.373989 0.043542 0.368412 0.064510 0.360799 0.084547 
1.3 0.357643 0.000000 0.356649 0.019805 0.353691 0.039336 0.348839 0.058329 0.342206 0.076538 
1.4 — 0.338744 0.000000 0.337876 0.017951 0.335294 0.035671 0.331054 0.052936 0,325248 0.069538 
1.5 0.321585 0.000000 0.320825 0.016329 0.318561 0.032463 0.314839 0.048210 Ί,309736 0.063393 
1.6 0.305953 0.000000 0.205284 0.014905 0.303290 0.029643 0.300009 0.044051 0.295506 0.057978 
1.7 0.291663 0.000000 0.291072 0.013648 0.289309 0.027154 0.286406 0.040377 0.282417 0.053186 
1.8 — 0.278560 0.000000 0.278035 0.012536 0.276470 0.024948 0.273892 0.037118 0.270346 0.048931 
1.9 0.266509 0.000000 0.266042 0.011547 0.264648 0.022987 0.262350 0.034217 0.259186 0.045139 
2.0 — 0.255396 0.000000 0.254978 0.010664 0.253732 0.021236 0.251677 0.031626 0.248844 0.041748 
2.1 0.245119 0.000000 0.244745 0.009874 — 0.243628 0.019669 0.241783 0.029304 0.239239 0.038706 
2.2 — 0.235593 0.000000 0.235256 0.009165 0.234251 0.018260 0.232592 0.027217 0.230300 0.035968 
2.3 0.226742 0.000000 0.226438 0.008526 0.225531 0.016991 -0.224033 0.025335 0.221963 0.033498 
2.4 — 0.218499 0.000000 0.218224 0.007949 0.217404 0.015845 0.216047 0.023633 0.214172 0.031263 
2.5 0.210806 0.000000 0.210557 0.007427 0.209813 0.014806 0.208582 0.022090 Ο0,206879 0.029234 
2.6 0.203613 0.000000 0.203387 0.006952 ° 0.20270 0.013862 0.201589 0.020687 0.200039`0.027389 
2.7 0.196874 0.000000 0.196668 0.006520 0.196050 0.013002 0.195028 0.019409 0.193613 0.025706 
2.8 — 0.190549 0.000000 -0.190360 0.006125 0.189796 0.012216 0.188861 0.018241 0.187566 0.024168 
2.9 0.184602 0.000000 0.184429 0.005764 — 0.183912 0.011498 0.183056 0.017172 0.181868 0.022759 
3.0 — 0.179001 0.000000 0.178842 0.005433 0.178368 0.010839 0.177581 0.016192 0.176491 0.021466 
у х-0.5 х=0.6 > x=0.7 x=0.8 x=0.9 
0.0 0.778801 0.478925 0.697676 0.535713 0.612626 0.576042 0.527292 0.600412 0.444858 0.610142 
0.1 0.717588 0.408474 0.651076 0.459665 0.580698 0.497744 0.509299 0.522932 0.439421 0.536087 
0.2 0.663223 0.350751 ‘0.608322 0.396852 0.549739 0.432442 0.489710 0.457569 0.430271 0.472773 
0.3 0.614852 0.303124 0.569238 0.344645  0,520192 0.377688 0.469480 0.402194 0.418736 0.418491 
0.4 0.571717 0.263563 0.533581 0.300989 0.492289 0.331535 0.449244 0.355082 0.405763 0.371813 
0.5 0.533157 0.230488 0.501079 0.264268 — 0.466127 0.292432 0.429418 0.314828 0.392021 0.331544 
0.6 0.498591 0.202666 0.471453.0.233206 — 0.441712 0.259136 0.410264 0.280290 0.377977 0.296692 
0.7 0.467521 0.179123 0.444434 0:206787 0.418998 0.230646 0.391936 0.250532 0.363957 0.266427 
0.8 0.439512 0.159087 0.419766 0.184200 — 0.397906 0.206155 0.374518 0.224789 0.350182 0.240057 
0.9 0.414191 0.141945 0.397216 0,164793 0.378341 0.185005 0.358043 0.202429 0.336799 0.217004 
1.0 — 0.391234 0.127202 0.376571 0.148036 0.360200 0.166660 0.342511 0.182932 0:323899 0.196783 
1.1 0.370363 0.114460 0.357637 0.133501 0.343375 0.150681 0.327900 0.165868 | 0.311537 0.178990 
1.2 0.351335 0.103395 0.340241 0.120838 0.327766 0.136706 0.214176 0.150877 0.299741 0.163281 
1.3 0.333942 0.093744 0.324229 0.109759 0.313273 0.124435 0.301294 0.137661 0.288519 0.149370 
1.4 0.318001 0.085288 0.309463 0.100026 — 0.299804 0.113620 0.289208 0.125971 0.277865 0.137012 
1.5 0.303355 0.077851 0.295820 0.091443 0.287274 0.104054 0.277869 0.115594 0.267766 0.126002 
1.6 0.289866 0.071283 0.283192 0,083845 : 0.275602 0.095563 . 0.267228 0.106355 0.258203 0.116164 
1.7 0.277412 0.065461 0.271479 0.077096 0.264718 0.088001 0.257237 0.098103 0.249151 0.107348 
1.8 ° 0.265890 0.060283. 0.260598 0.071081. 0.254554 0.081245 0.247851 0.090710 0.240586 0.099427 
1.9 0.255205 0.055661 0.250469 0.065701 — 0.245050 0.075190 0.239027 0.084068 0.232482 0.092291 
2.0 — 0.245276 0.051521 0.241025 0.060876 6.236152 0.069748 0.230724 0.078085 0.224813 0.085845 
2.1 0.236031 0.047804 0.232204 0.056534 — 0.227810 0.064842 0.222905 0.072680 0.217552 0.080009 
2.2 0.227407 0.044454 0.223952 0.052617 .0.219978 0.060409 0.215535 0.067785 0.210676 0:074712 
2.3 0.219347 0.041428 0.236219 0.049073 0.212616 0.056391 0.208581 0.063342 0.204160 0.069894 
2.4 0.211800 0.038686 0.208961 0.045859 0.205686 0.052741 0.202013 0.059298 0.197982 0.065500 
2.5 — 0.204723 0.036196 0.202139 0.042936 0.199155 0.049417 0.195804 0.055610 0.192120 0.061486 
2.6 — 0.198074 0,033929 0.195717 0.040271 — 0.192992 0.046384 0.189928 0.052238 0.186554 0.057811 
2.7 0.191818 0.031859 0.189664 0.037836 — 0.187170 0.043608 0.184362 0.049156 0.181265 0.054439 
2.8 — 0.185924 0.029966 0.183950 0.035607 0.181662 0.041064 0.179084 0.046315 0.176237 0.051339 
2.9 0.180361 0.028231 0.178549 0.033561 — 0.176447 0.038728 0.174074 0.043708 0.171452 0.048485 
3.0 — 0.175105 0.026636 . 0.173437 0.031680 — 0.171502 0.036577 0.169315 0.041306 0.166895 0.045851 


28 а 
w(x)=e-274 т е fo οὔ αι 
ιυ(α-ἰγ)-2ον'---’ (cos 2xy+i sin 2Ζαχγ)-ιυ(α-ἰγ) 


wf (Leu}ne-22{ 1+ 6-18) $] 


ιυ(--χεἰγ)-υ(χ-εἰγ) 


ш(1у)=е? erfe у 
См. примеры 12—19. , 


= 
> 


>> м 55» 


> οοοος, 


οοοο 
о о e 
сл 


© хоч BWHHO YWOUWHEU BWHHO . οοο- 


Vs: NO PAD PO DO PO νην ЧР ‚м ee 


м я в 


р о = 


ΠΌΡΦΨΡΣ 
UW PWNHO хоче SBUNHO 


i et “55 
e eee 


ΡΟ 
e a a e 


hI NMP PO 
e eee 


Ww NNMND 
ο -οοοὐ-σοοι AaBWNHO OAM YO 


Rew(z)lmu(z) 
х-1.0 


0.367879 
0.373170 
0.373153 
0.369386 
0.363020 


0.354900 
0.345649 
0.335721 
0.325446 
0.315064 


0.304744 
0.294606 
0.284731 
0.275174 
0.265967 


0.257128 
0.248665 
0.240578 
0.232861 
0.225503 


0.218493 
0.211816 
0.205457 
0.199402 
0.193634 


0.188139 
0.182903 
0.177910 


0.607158 
0.538555 
0.478991 
0.427225 
0.282166 


0.342872 
0.308530 
0.278445 
0.252024 
0.228759 


0.208219 
0.190036 
0.173896 
0.159531 
0.146712 


0.135242 
0.124954 
0.115702 
0.107361 
0.099824 


0.092998 
0.086201 
0.081162 
0.076021 
0.071324 


0.067024 
0.063080 
0.059456 


0.173147 0.056118 


0.168602 
0.164261 


0.053041 
0.050197 


x=1.5 


0.105399 
0.134049 
07156521 
0.173865 
0.186984 


0.196636 
0.203461 
0.207990 
0.210664 
0.211846 


0.211837 
0.210881 
0.209182 
0.206902 
0.204177 


0.201115 
0.197806 
0.194320 
0.190717 
0.187043 


0.183335 
0.179623 
0.175930 
0.172276 
0.168674 


0.165136 
0.161669 
0.158281 
0.154975 
0.151753 


0.148618 


w(-X+1yY)=W(Xtly) 


w(iy)=ev" erfe у 


0.483227 
0.451763 
0.421076 
0.391665 
0.363828 


0.337720 
0.313397 
0.290847 
0.270016 
0.250823 


0.233171 
0.216954 
0.202067 
0.188403 
0.175862 


0.164349 
0.153773 
0.144054 
0.135113 
0.126883 


0.119298 


0.112302 


0.105842 
0.099870 
0.094343 


0.089222 
0.084472 
0.080061 
0.075960 
0.072142 


0.068585 


См. примеры 12—19. 


ιυ(α)-ο-:’ erfe (iz) 


Rew(z)/mu(s) 
.-1.1 


0.298197 0.593761 
0.312136 0.532009 
0.319717 0.477439 
0.322586 0.429275 
0.321993 0.386777 


0.218884 0.349266 
0.313978 0.316128 
0.207816 0.286815 
0.300807 0.260847 
0.293259 0.237800 


0.285402 0.217306 
0.277407 0.199046 
0.269401 0.182742 
0.261476 0.168151 
0.253697 0.155066 


0.246112 0.143305 
0.238752 0.132711 
0.231635 0.123147 
0.224775 0.114495 
0.218176 0.106650 


0.211839 0.099523 
0.205760 0.093035 
0.199935 0.087116 
0.194356 0.081706 
0.189014 0.076753 


0.183901 0.072208 
0.179008 0.068031 
0.174324 0.064186 
0.169840 0.060639 
0.165546 0.057363 


0.161434 0.054331 


x=1.6 


0.077305 0.451284 
0.105843 0.426168 
0.128895- 0.400837 
0.147272 0.375911 
0.161702 0.351803 


0.172820 0.328777 
0.181177 0.306990 
0.187245 0.286517 
0.191423 0.267378 
0.194049 0.249556 


0.195407 0.233009 
0.195734 0.217678 
0.195228 0.203494 
0.194053 0.190384 
0.192347 0.178275 


0.190222 0.167092 
0.187772 0.156765 
0.185073 0.147226 
0.182189 0.138412 
0.179172 0.130262. 


0.176064 0.122723 
0.172901 0.115744 
0.169710 0.109277 
0.166513 0.103280 
0.163330 0.097713 


0.160175 0.992541 
0.157060 0.087732 
0.153993 0.083254 
0.150981 0.079082 
0.148030 0.075191 


0.145144 0.071558 


ιυ(χ)-ο-12 he Ге? dt 


Ζ-χ11γ 
Юеи(=2)/ти(=) Юеш(=)[ти(=) 
х=1.2 х=1.3 
0.236928 0.572397 0.184520 0.545456 
0.257374 0.518283 0.209431 0.499216 
0:270928 0.469488 0.227362 0.456555 
0.279199 0.425667 0.239793 0.417491 
0.283443 0.386412 0.247908 0.381908 
0.284638 0.351299 0.252654 0.349611 
0.283540 0.319910 0.254784 0.320368 
0.280740 0.291851 0.254895 0.293927 
0.276693 0.266757 0.253461 0.270040 
0.271752 0.244295 0.250858 0.248462 
0.266189 0.224168 0.247381 0.228967 
0.260213 0.206108 0.243266 0.211343 
0.253985 0.189878 0.238695 0.195398 
0.247628 0.175271 0.233813 0.180957 
0.241233 0.162100 0.228733 0.167863 
0.234870 0.150205 0.223542 0.155975 
0.228592 0.139441 0.218309 0.145167 
0.222436 0.129684 0.213086 0.135326 
0.216428 0.120822 0.207912 0.126353 
0.210587 0.112760 0.202818 0.118158 
0.204926 0.105411 0.197827 0.110662 
0.199452 0.098700 0.192953 0.103795 
0.194166 0.092562 0.188208 0.097495 
0.189072 0.085936 0.183599 0.091706 
0.184165 0.081773 0.179131 0.086378 
0.179444 0.077024 0.174805 0.081467 
0.174903 0.072651 0.170623 0.076933 
0.170538 0.068617 0.166582 0.072742. 
0.166342, 0.064890 0.162681: 0.068863: 
0.162310 0.061440 0.158916 0.065266 
0.158435 0.058243 0.155285 0.061926 
x=1.7 x=1.8 

0.055576 0.420388 0.039164 0.391291 
0.083112 0.400743 0.065099 0.376214 
0.105929 0.380161 0.087090 0.359721 
0.124612 0.359313 0.105522 0.342479 
9.139717 0.338676 0.120793 Ὃ, 324985 
0.151751 0.318584 0.133288 0.307609 
0.161171 0.299261 0.143369 0.290613 
0.168379 0.280846 0.151366 0.274180 
0.173725 0.263418 0.157578 0.258431 
0.177513 0.247012 0.162268 0.243439 
0.180002 0.231630 0.165667 0.229244 
0.181414 0.217253 0.167977 0.215857 
0.181938 0.203847 0.169373 0.203272 
0.181733 0.191366 0.170003 0.191471 
0.180933 0.179762 0.169997 0.180425 
0.179651 0.168980 0.169465 0.170099 
0.177983 0.158969 0.168500 0.160457 
0.176008 0.149674 0.167183 0.151458 
0.173792 0.141045 0.165579 0.143063 
0.171390 0.133033 0.163746 0.135224 
0.168849 0.125590 0.161733 0.127931 
0.166206 0.118674 0.159580 0.121118 
0.163493 0.112243 0.157320 0.114761 
0.160737 0.106260 0.154982 0.108827 
0.157958 0.10068$ 0.152591 0.103285 
0.155175 0.095499 0.150165 0.098107 
0.152402 0.090660 0.147722 0.093265 
0.149649 0.086143 0.145274 0.088735 
0.146927 0.081925 0.142834 0.084493 
0.144243 0.077982 0.140411 0.080519 
0.141602 0.074293 0.138012 0.076794 


Таблица 7.9. Интеграл вероятностей комплексного аргумевта 


Reu(z)lmu(z) 


x=1.4 


0.140858 
0.168407 
0.189247 
0.204662 
0.215711 


0.223262 
0.228026 
0.230578 
0.231385 


:0.230826 


0.229205 
0.226767 
0.223710 
0.220192 
0.216340 


0.212253 
0.208014 
0.203684 
0.199315 
0.194947 


0.190608 
0.186324 
0.182112 
0.177985 
0.173954 


0.170024 
0.166201 
0.162487 
0.158883 
0.155339 


0.152005 


0.515113 
0.476535 
0.440005 
0.405823 
0.374110 


0.344868 
0.318022 
0.293453 
0.271015 
0.250549 


0.231897 
0.214902 
0.199416 
0.185299 
0.172423 


0.160668 
0.149927 
0.140103 
0.131106 
0.122858 


0.115286 
0.108325 
0.101919 
0.096015 
0.090567 


0.085532 
0.080873 
0.075557 
0.072553 
0.068834 


0.065375 


х=1.9 


0.027052 
0.051038 
0.071811 
0.089592 
0.104641 


0.117233 
0.127644 
0.136134 
0.142949 
0.148310 


0.152418 
0.155452 
0.157569 
0.158906 
0.159585 


0.159709 
0.159369 
0.158641 
0.157593 
0.156282 


.0.154757 


0.153059 


0.151224 
0.149281 
0.147256 


0.145172 
0.143045 
0.140892 
0.138725 
0.136555 


0.134391 


ιυ(χ-ἰγ)-θουξ-α (cos 2χγ τὶ sin Ζχν)-ιο(χ εἰν) 


1 (1+ и]|=е- αρ : + (1 -1)[ ¢(2#) +is(2u)]} 


0.364437 
0.353066 
0.340004 
0.325873 
0.311161 


0.296240 
0.281392 
0.266823 
0.252681 
0.239067 


0.226046 
0.213656 
0.201914 
0.190821 
C.180367 


6.170534 
0.161300 
0.152637 
0.144516 
0.136908 


0.129781 


0.123108 
0.116858 
0.111003 
0.105519 


0.100378 
0.095558 
0.091037 
0.086794 
0.082809 


0.079065 
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Таблица 7.9. Интеграл вероятностей комплексного аргумента 


и(=)=е-2? οτῖς (-1=) z=x+1Y 


Югих=) ти(=) Aew(z)J7w(z) = FPew(z)Jnu{z) Rew(z)lmw(z) ПА w(z)477 w(z) 
У x=2.0 x=2.1 | х=2.2 | х=2.3 χ-2.4 
0.0 — 0.018316 0.340026 Ο0,012155 0.318073 0.007907 0.298468 0.005042 0.281026 0.003151 0.265522 
0.1 0.040201 0.331583 0.031936 0.311886 0.025678 0.293982 0.020958 0.277795 0.017397 0.263201 
0.2 0.059531 0.321332 0.049726 0.303894 0.041927 0.287771 0.035728 0.272968 0.030792 0.259435 
0.3 0.076396 0.309831 0.065521 0.294574 0.056586 0.280232 0.049248 0.266865 0.043211 0.254478 
0:4 — 0.090944 0.297529 0.079385 0.284327 0.069655 0.271710 0.061473 0.259775 0.054585 0.248566 
0.5 0.103359 0.284786 0.091422 0.273482 0.081182 0.262499 0.072408 0.251953 0.064890 0.241914 
0.6 0.113836 0.271881 0.101765 0.262308 0.091245 0.252844 0.082092 0.243617 0.074132 0.234714 
0.7 0.122574 0.259031 0,110558 0.251016’ 0.099943 0.242947 0.090585 0.234952 0.082345 0.227129 
0.8 — 0.129768 0.246396 0.117948 0.239772 0.107383 0.232968 0.097963 0.226111 0.089576 0.219302 
0.9 0.135600 0.234096 0.12408] 0.228703 0.113679 0.223037 0.104309 0.217219 0.095884 0.211349 
1.0 0.140240 0.222213 0.129097 0.217904 0.118941 0.213253 0.109709 0.208376 0.101336 0.203368 
1.1 0.143840 0.210805 0.133125 0.207442 0.123277 0:203692 0.114251 0.199660 0.105999 0.195438 
1.2 0.146541 0.199904 0.136286 0.197366 0.126788 0.194410 0.118019 0.191133 0.109942 0.187620 
1.3 0.148466 0.189529 0.138689 0.187705 0.129570 0.185446 0.121092 0.182840 0.113232 0.179965 
1.4 — 0.149725 0.179687 0.140432 0.178478 0.131709 0.176827 0.123548 0.174814 0.115935 0.172510 
1.5 0.150415 0.170371 0.141604 0.169691 0.133284 0.168569 0.125454 0.167078 0.118109 0.165281 
1.6 — 0.150622 0.161572 0.142283 0.161343 0,134367 0.160680 0.126877 0.159646 0.119812 0.158299 
17 0.150418 0.153274 0.142540 0.153429 0.135021 0.153161 0.127873 0.152526 0.121096 0.151576 
1.8 0.149870 0.145457 0.142434 0.145938 0.135305 0.146009 0.128495 0.145721 0.122010 0.145120 
1.9 0.149032 0.138100 0.142021 0.138855 0.135269 0.139217 0.128792 0.139229 0.122597 0.138933 
2.0 0.147953 0.131180 0.141347 0.132164 0.134959 0.132773 0.128805 0.133045 0.122897 0.133015 
2.1 0.146675 0.124674 0.140453 0.125849 0.134414 0.126667 0.128574 0.127161 0.122945 0.127363 
2.2 0.145234 0.118558 0.139375 0.119891 0.133669 0.120885 6.128130 0.121569 0.122773 0.121972 
23. 0.143660 0.112810 0.138145 0.114272 0.132755 0.115413 0.127506 0.116258 0.122411 0.116834 
24 0.141982 0.107408 0.136789 0.108973 0.131699 0.110236 0.126726 0.111218 0.121884 0.111942 
2.5 0.140220 0.102329 0.135331 0.103977 0.130524 0.105339 0.125814 0.106436 0.121215 0.107286 
26 0.138395 0.097554 0.133791 0.099265 0.129252 0.100709 0.124792 0.101901 0.120424 0.102858 
27 0.136523 0.093062 0.132187 0.094822 0.127900 0.096330 0.123676 0.097601 0.119530 0.098648 
28 — 0.134619 0.088837 0.130533 0.090631 0.126483 0.092189 0.122484 0.093523 0.118548 0.094646 
29 0.132693 0.084859 0.128842 0.086677 0.125016 0.088273 0.121229 0.089658 0.117492 0.090842 
3.0 0.130757 0.081113 0.127125 0.082944 0.123510 0.084568 0.119922 0.085992 0.116375 0.087227 
у х-2.5 x=2.6 x=2.1 x=2.8 х=2.9 
00 0.001930 0.251723 0.001159 0.239403 0.000682 0.228355 0.000394 0.218399 0.000223 0.209377 
0.1 0.014698 0.250050 0.012635 0.238187 0.011037 0.227458 0.009778 0.217722 0.008769 0.208854 
02 0.026841 0.247092 0.023653 0.235838 0.021057 0.225569 0.018918 0.216181 0.017134 0.207577 
0.3 0.038226 0.243042 0.034087 0.232504 0.030626 0.222800 0.027707 0.213858 0.025225 0.205607 
0.4 0.048773 0.238092 0.043849 0.228337 0.039656 0.219268 0.036064 0.210843 0.032967 0.203014 
0.5 0.058437 0.232420 0.052885 0.223482 0.048090 0.215093 0.043930 0.207232 0.040304 0.199873 
06 0.067205 0.226190 0.061167 0.218077 0.055890 0.210387 0.051264 0.203119 0.047194 0.196262 
07 0.075088 0.219546 0.068691 0.212247 0.063043 0.205258 0.058046 0.198594 0.053611 0.192256 
0.8 0.082112 0.212614 0.075467 0.206103 0.069548 0.199804 0.064266 0.193741 0.059543 0.187927 
0:9 0.088317 0.205504 0.081521 0.199744 0.075416 0.194111 0.069927 0.188638 0.064986 0.183344 
1.0 0.093751 0.198307 0.086885 0.193255 0.080670 0.188258 — 0.075043 0.183354 0.069944 0.178568 
11 0.098466 0.191099 0.091598 0.186707 0.085338 0.182311 0.079632 0.177950 0.074431 0.173654 
12 0.102518 9.183943 0.095702 0.180163 0.089451 0.176328 0.083718 0.172480 0.078462 0.168651 
13 0.105960 0.176889 0.099243 0.173670 0.093044 0.170357 0.087328 0.166990 0.082059 0.163603 
14. — 0.108848 0.169977 0.102264 0.167270 0.096155 0.164438 0.090492 0.161519 0.085245 0.158547 
1.5 — 0.111233 0.163237 0.104811 0.160996 0.098820 0.158604 0.093239 0.156099 0.088044 0.153515 
16 0.113165 0.156692 0.106925 0.154872 0.101076 0.152882 0.095601 0.150758 0.090482 0.148534 
17 0.114690 0.150359 0.108647 0.148918 0.102957 0.147292 0.097608 0.145518 0.092584 0.143625 
18 — 0.115851 0.144249 0.110016 0.143147 0.104498 0.141851 0.099288 0.140395 0.094376 0.138807 
19 — 0.116689 0.138368 0.111067 0.137569 0.105730 0.136571 0:100671 0.135403 0.095882 0.134094 
20 0.117239 0.132720 0.111834 0.132191 0.106683 0.131459 0.101783 0.130553 0.097127 0.129498 
21 0.117534 0.127305 0.112347 0.127015 0.107386 0.126522 0.102649 0.125851 0.098133 0.125027 
22 0.117606 0.122121 0.112635 0.122042 0.107864 0.121762 0.103293 0.121303 0.098922 0.120688 
23 0.117481 0.117164 0.112723 0.117271 0.108140 0.117180 0.103737 0.116911 0.099513 0.116484 
24 0.117184 0.112428 0.112633 0.112699 0.108238 0.112775 0.104002 0.112676 0.099925 0.112419 
2.5 0.116737 0.107909 0.112389 0.108322 0.108177 0.108546 0.104105 0.108597 0.100177 0.108493 
26 0.116160 0.103597 0.112008 0.104136 0.107975 0.104489 0.104066 0.104674 0.100284 0.104707 
27 0.115471 0.099487 0.111508 0.100133 0.107648 0.100601 0.103898 0.100905 0.100261 0.101058 
28 0.114685 0.095570 0.110904 0.096309 0.107213 0.096876 0.103617 0.097284 0.100122 0.097546 
29 0.113816 0.091838 0.110210 0.092657 0.106682 0.093310 0.103236 0.093810 0.099879 0.094168 
3.0. 0.112878 0.088283 0.109439 0.089170 0.106067 0.089898 0.102767 0.090479 0.099544 0.090921 

ate 21 —22 [2 42 
ιυ(χ)-ο- tae [ο dt 


w(x-iy)=2ey?—z (eas 2хун sin 2ху)-и(х Ну) 


мкад 1-4) $] 


w(—x+ly)=w(x+1y) 


w(iy)=er" εγῖς у 


См. примеры 12—19. 


Таблица 7.9. Интеграл вероятностей комплексного аргумента 


Rew(z) /mw(z) 
у x=3.0 
0.0 0.000123 0.201157 
0.1 0.007943 0.200742 
0.2 0.015627 0.199669 
0.3 0.023095 0.197980 
0.4 0.030279 0.195732 
0.5 — 0.037126 0.192984 
0.6 0.043598 0.189798 
0.7 0.049665 0.186239 
0.8 0.05531] 0.182368 
0.9 0.060529 0.178243 
1.0 — 0.065318 0.173918 
1.1 0.069685 0.169445 
1.2 0.073641 '0.164866 
1.3 0.077202 0.160223 
1.4 0080285 0.15555] 
1.5 0.083210 0.150880 
1.6 0.085697 0.146236 
1.7 0.087870 0.141640 
1.8 — 0.089749 0.137113 
1.9 0.091355 0.132667 
2.0 — 0.092711 0.128317 
21 0.093835 0.124071 
2.2 0.094748 0.119936 
2.3 0.095467 0.115919 
2.4 — 0.096010 0.112023 
2.5 — 0.096393 0.108249 
2.6 — 0.096632 0.104600 
2.7 0.096739 0.101076 
2.8 — 0.096729 0.097674 
2.9 0.096613 0.094395 
3.0 0.096402 0.091236 
У x=3.5 
0.0 — 0.000005 0.168830 
0.1 0.005340 0.168645 
0.2 0.010633 0.168102 
0.3 0.015846 0.167212 
0.4 0.020944 0.165990 
0.5 0.025897 0.164456 
0.6 — 0.030677 0.162633 
0.7 0.035263 0.160548 
0.8 — 0.039637 0.158227 
0.9 0.043785 0,155698 
1.0 0.047698 0.152988 
1.1 0.051370 0.150124 
1.2 0.054798 0.147132 
1.3 0.057984 0.144038 
1.4  0,060928 0.140862 
1.5 0.063637 0.137628 
1.6 — 0.066116 0.134354 
1.7 0.068374 0.131058 
1.8 — 0.070419 0.127755 
1.9 0.072260 0.124460 
2.0 — 0.073908 (0.121185 
2.1 0.075373 0.117940 
2.2. 0.076666 0.114735 
2.3 0.077796 0.111578 
2.4 — 0.078774 0.108474 
2.5 0,079611 0.105431 
2.6 — 0.080316 0.102451 
2.7 0.080898 0.099538 
2.8 — 0.081366 0.096696 
2.9 0.081730 0.093927 
3.0 — 0.081996 0.091230 


Если x > 3.9 или у> 3, то w(z) =z 


Если x >6 или у >6, το w(z) = = 


2° — 0.2752551 


* — 2.724745 


ιυ(ζ)-ο-:' erfe (—iz) s=X+iY 
Rew(z)Imu(z) Pew (z)lmu(s) — Rew(z) /mu(s) 
х=3.1 x=3.2 х=3.3 
0.000067 0.193630 — 0.000036 0.186704 0.000019 0.180302 
0.007254 0.193292 0.006670 0.186421 0.006167 0.180061 
0.014338 0.192376 0.013225 0.185630 0.012252 0.179369 
0.021250 0.190915 0.019639 0.184354 0.018222 0.178245 
0.027929 0.188951 0.025862 0.182626 0.024032 0.176715 
0.034328 0.186532 0.031849 0.180484 0.029643 0.174808 
0.040407 0.183709 0.037565 0.177970 0.035022 0.172560 
0.046141 0.180534 0.042983 0.175128 0.040144 0.170006 
0.051509 0.177061 0.048083 0.172003 0.044989 0.167184 
0.056501 0.173340 0.052854 0.168637 0.049544 0.164132 
0.061114 0.169418 0.057289 0.165072 0.053801 0.160886 
0.065350 0.165339 0.061387 0.161349 0.057757 0.157480 
‚ 0.069216 0.161145 0.065151 0.157502 0.061413 0.153948 
0.072722 0.156872 0.068589 0.153567 0.064773 0.150320 
0.075883 0.152553 0.071711 0.149572 0.067844 0.146623 
0.078712 0.148217 0.074529 0.145545 0.070636 0.142882 
0.081229 0.143888 0.077055 0.141510 0.073158 0.139120 
0.083450 0.139588 0.079306 0.137488 0.075423 0.135357 
0.085394 0.135335 0.081297 0.133495 0.077445 0.131609 
0.087080 0.131146 0.083044 0.129548 0.079236 0.127892 
0.088525 0.127031 0.084562 0.125660 0.080811 0.124219 
0.089749 0.123003 0.085867 0.121840 0.082182 0.120600 
0.090767 0.119068 0.086974 0.118099 0.083364 0.117045 
0.091597 0.115233 0.087900 0.114442 0.084370 0.113560 
0.092255 9.111503 0.088657 0.110875 0.085213 0.110153 
0.092754 0.107881 0.089259 0.107403 0.085905 0.106827 
0.093110 0.104370 0.089719 0.104027 0.086458 0.103586 
0.093336 0.100969 0.090050 0.100751 0.086883 0.100433 
0.093442 0.097680 0.090263 0.097575 0.087190 0.097369 
0.093442 0.094502 0.090368 0.094499 0.087391 0.094396 
0.093345 0.091434 0.090375 0.091523 0.087493 0.091513 
x=3.6 x=3.( x=3.8 
0.000002 0.163662 0.000001 0.158821 0.000001 0.154273 
0.004995 0.163498 0.004685 0.158673 0.004406 0.154140 
0.009952 0.163011 0.009339 0.158235 0.008786 0.153743 
0.014841 0.162211 0.013935 0.157513 0.013115 0.153088 
0.019632 0.161111 0.018446 0.156516 0.017370 0.152183 
0.024297 0.159725 0.022847 0.155260 Ο0,021529 0.151040 
0.028812 0.158075 0.027118 0.153760 0.025574 0,149672 
0.033158 0.15618) 0,031239 0.152034 0.029486 0.148094 
0,037316 0,154066 0.035195 0.150102 0.033253 0.146224 
0.041274 0.151755 Ο,028974 0.147985 0.036861 0.144380 
0.045023 0.149271 0.042565 0.145703 0.040301 0.142279 
0.048556 0.146637. 0.045962 0.143277 0.043567 0.140039 
0.051869 0.143878 0.049161 0.140727 0.046653 0,137680 
0.054962 0.141014 0.052159 0.138074 0.049558 0.135218 
0.057835 0.138067 0.054958 0.135336 0.052279 0,132671 
0.060491 0.135056 0.057557 0.132530 0.054819 0.130054 
0.062936 0.131999 0.059962 0.129674 0.057179 0.127384 
0.065176 0.128913 0.062177 0.126782 0.059362 0.124673 
0.067217 0.125812 0.064206 0.123869 0.061374 0.121935 
0.069068 0.122709 0.066058 0.120947 0.063219 0.119182 
0.070736 0.119617 0.067738 0.118027 0.064903 0.116425 
0.072232 0.116545. 0.069254 0.115120 0.066433 0.113673 
0.073563 0.113503 0.070615 0.112234 0.067815 0.110935 
0.074739 0.110500 0.071829 0.109377 0.069058 0.108218 
0.075770 0.107540 0.072902 0.106556 0.070166 0.105530 
0.076664 0.104631 0.073845 0.103777 0.071149 0.102875' 
0.077430 0.101777 0.074663 0.101044 0.072013 0.100260 
0.078076 0.098981 0.075366 0.098362 0.072764 0.097688 
0.078612 0.096247 0.075961 0.095734 0.073411 0.095163. 
0.079044 0.093577 0.076455 0.093162 0.073959 0.092688 
0.079381 0.090973 0.076855.0.090649 0.074415 0.090265 
0.4613135 0.09999216 0.002883854 
z> — 0.1901635 2% — 1.7844927 22 — 5.5253437 
0.5124242 0.05176536 


Rew(z) lmu(s) 
х=3.4` 


0.000010 
0.005728 
0.011394 
0.016966 
0.022403 


0.027670 
0.032738 
0.037582 
0.042185 
0.046532 


0.050615 
0.054428 
0.057971 
0.061245 
0.064258 


0.067012 
0.069518 
0.071785 
0.073823 
0.075646 


0.077263 
0.078687 
0.079930 
0.081004 
0.081921 


0.082690 
0.083324 
0.083832 
9.084225 
0.084511 


0.084700 


0.174362 
0.174152 
0.173542 
0.172545 
0.171181 


0.159475 
0.167455 
0.165151 
0.162596 
0.159821 


0.156858 
0.153738 
0.150490 
0.147141 
0.143717 


0.140239 
0.136731 
0.133209 
0.129691 
0.126192 


0.122723 
0.119296 
0.115919 
0.112602 
0.109349 


0.106166 
0.103057 
0.100026 
0.097073 
0.094202 


0.091413 


x=3.9 


0.000000 
0.004153 
0.008282 
0.012368 
0.016389 


0.020326 
0.024162 
0.027880 
0.031469 


- 0.034916 


0.038212 
0.041352 
0.044328 
0.047139 
0.049783 


0.052260 


0.149992 
0.149871 
0.149510 
0.148913 
0.148088 


0.147044 
0.145792 
0.144246 
0.142721 
0.140931 


0.138993 
0.136922 
0.134735 
0.132448 
0.120076 


0.127633 


0.054572 0.125133 
0.056720 0,122591 
0.058708 0.120016 
0.060540 0.117422 


0.062222 0.114817 
0.063759 0.112212 
0.065156 0.109614 
0.066420 0.107031 
0.067556 0.104469 


0.068572 0.101935 
0.069474 0.099433 
0.070267 0.096968 
0.070959 0.094543 
0.071555 0.092162 


0.072061 0.089826 


| + =(2), |=(2)| «32: 10°. 


; 1(2), | η(2}} < 107%. 


150 


лы м -- 5 


Таблица 7.10. Комплексные нули интеграла вероятностей 


Tn 


1.45061 616 
2. 24465 928 
2. 83974 105 
3. 33546 074 
3. 76900 557 


Взято из [7.20]. 


7. ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И ИНТЕГРАЛЫ ФРЕНЕЛЯ 


Таблица 7.11. Комплексные нули интегралсв Френеля 


ег! 2в==0 


‚ Ув 
1.88094 300 
2.61657 514 
3. 17562 810 
3. 64617 438 
4. 66069 723 


10 


BOON San 


SInt+lYn 


In 


4. 15899 840 
4. 51631 940 
4. 84797 031 
5.15876 791 
5. 45219 220 


erf Ζη-ΟΓΐ (--Ζῃ) =erf 2, =е (-—2„)=0 


(= |=) 
те 


(п > 0). 


tn =Intlyn 


Zn=IntlYn 


4. 4742 


Yn 
4, 43557 144 
4, 78044 764 
5. 10158 804 
5. 40333 264 
5. 68883 744 


0. 2008 
`0, 1877 


(Zn) = (г) = 5 (Zn) =6(-— 1) = 6 (ан) -4(-- в») (Я) = (а) =0 


xin Ἂς > 1) 


ry4n—1 = 


(n>0) 


ies In(2s/n) 


2ryn 


Таблица 7.12. Максимумы и минимумы интегралов Френеля 


; C(zn) =() 
S(zn) =0 
Τι χη. Yn 
0 0. 0000 0. 0000 
1 ]. 7437 0, 3057 
2 2.6515 0. 2529 
3 3. 3208 0. 2239 
4 3. 8759 0. 2047 
5 4. 3611 0, 1909 
; 11(»-/4» —1) 
* ]η(Ζπη/ι) 
tis Ban 8=203/2 
Mn=C(j4n+1) °т-С(/ +3) 
2 
n Mn Mn 
0 0. 779893 0. 321056 
1 0. 640807 0, 380389 
2 0, 605721 0. 404260 
3 0. 588128 0, 417922 
4 0.577121 0, 427036 
5 0. 569413 0. 433666 
Μ.. atts 3 
τ Τ-κοίάη {158 
изв 
+3 (4и+2)58 


Beato из [7.22]. 


М; = S(J4n +2) 


Mn 
0. 713972 
0. 628940 
0. 600361 
0. 584942 
0. 574957 


0, 567822 


Е π2(4η!89)2--8 


ΣΠ 


. 1 16-1(πε1}2.:9 


ттт 3223 (п. ον 1): 5/2 


mi “(Ут а) 


. 


Mn 
0. 343415 
0. 387969 
0, 408301 
0. 420516 
0. 428877 


0, 435059 


("--) 
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8 ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


ОБОЗНАЧЕНИЯ 


В данной главе приняты следующие обозначения: 
аргумент 2 — комплексное число, 2 =х +iy, где x, у— 
действительные, —1 <х< +1, со$ 0 =х, где 0 — дейст- 
вительное; п и т — неотрицательные целые; уи цв — 
произвольные комплексные числа; ограничения на них 
каждый раз оговариваются. Функции Лежандра обозна- 
чаются здесь символами Ру(2) и OF (=). 


В литературе используются также следующие обозна- 
чения: 


п! Ρε͵ίχ) 


ΡΉ(χ) для 
(23 — 1)!! 


Pan(x) для (—1)™PR(x), 


ры 


Tr(x) для (—П”Ру(х), 
(2n+ 1) п-т)! 


Pm(x) для (—1)™ ne mt Pas 
Py(z) для Py(z), Qv(z) для O¥(z) (Rez> 1), 
Qy(z) для ερ (α), 
Οία) для SW + WR ou) 

sin νπ 


Встречаются и некоторые другие обозначения функций 
Лежандра. 


8.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ - 


2 
πι. ος...“ 
42? 


Решения 


у называется степенью, μ. — порядком; точки 2 = +1, CO 
являются, вообще говоря, особыми, а именно обыкно- 
венными точками: ветвления; μ. и ν — произвольные ком- 
плексные постоянные. 


Py(z), ον (2) — присоединенные функции Лежандра 
(сферические функции) соответственно первого 
и второго рода *) 

| аг2(2 + 1)| < т, |argz| < т, 
(23 — 1)µ/3 = (2 — 1)? (2 + 1)µ|2, 


При в = 0, целом неотрицательном у Py (2) — многочле- 
ны Лежандра (см. гл. 22). 


7 2 
таз 2-1 | 


8.1.2. РЬ(2) = 
| ee 
Г-в; | (1-21 <2), 


где F(a, b,c; 2) — гипергеометрическая функция (см. гл. 
15). 


8.1.3. OF (z) = е "2-1? ΕΕ ΜΕΝ 


Γ(ν + 3/2) 
и м 1 о a ie 
х (27 — п Ε}1-------» -------Ἴ---; ve —3- 
2 2 2 2 2 a 
(Zz) ΣΠ. 


cos mp P(cos 0), 
” называются 


*) Функции Y7(9, $) = 
sin mp P™(cos 0) 

сферическими гармониками первого рода, тессеральными 
для т < пи секториальными для т = п. При 0 < 9 < т, 
0 < ф<2т они являются однозначными и непрерыв- 
ными функциями на поверхности единичной сферы x? + 
а где x = эт 0 со5 ф, у = зм 9 ;шфи z= 
= COs Ч, 


ee LT 


Представления через гипергеометрическую 
функцию 


С помощью формул преобразования. гипергеометри- 
ческой функции может быть получен еще целый ряд выра- 
жений, аналогичных приведенным ниже (см. [8.1]). 


8.1.4. PY(z) = 2 *(22 — Т)-м x 


аа pe ИЕ 2 
ΔΗ Bra ge uy 2 2 2 
м: Ши 
аа ἽΝ 

: | [= 
2-—У-1д—1/2 г ИИ Ἴ z-Vtu-l 
2 
8.1.5. Py(z) = = x 


(25 — 1ePT(—v -μ) 


Sf oe ae ray и ἫΝ 
ные ни Be Bess 


8.1.6. е '""ОК(2) = | 


м Εν -μ)Γί-- в) (2 — 1"? (2+ ВНЕ =f 
oo 2r(1 + v— p) 


oe 
=| 
2 


| | . 
+ Ξ Tog + Deeg — pe ε-ν 1+1 —p; 3 Ἴ 


xF(—y 1+ 1+ yp; 


(11 —2z| < 2), 


8.3. ЗНАЧЕНИЯ HA РАЗРЕЗЕ 


8.1.7. е ποῦ (σα) = пИ22(2? — 1)-H/2 x 


1 ν 
ге 
у 2 у: 2 ot in(u—v—1)/2 у 
ar! cee 2 | 
2 2 
КЕ ти, ее πι + 
2 2 2 2 Z 2 | 


ΖΡ ( и = eg berie i" 
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= 


U. 9 2 
„>. > ΖΓ 1). 
2 2 “| ες 


Верхний (нижний) ‘знак берется, когда’ Im Ζ» 0 
(Im 2 < 0). 


| _ Вронскиан 
8.1.8. W{ Ρύ(α), F(z) } = | 
Py) (* = ee + Ἴ he (* sm U. 7 Ἴ 
2 о аж 


ΡΕ 
у 2 2 


8.1.9. W{Pn(z), On(z)} = — (2 — 1) 


8.2. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ФУНКЦИЯМИ ЛЕЖАНДРА 


Отрицательная степень 
8.2.1. PX y_1(z) = Py(z). 
8.2.2. On y_1(z) = {— пе!" cos vr Ph (z)'+ 


+ O$(z) sin [x(v + p)] Hsin [π(ν --- μ)]. 


Отрицательный аргумент 
(Im z 2 0) 


823 2-е") 


= ε- Ἧπ sin [π(ν + #1042). a 
к 


8.2.4. 0'(—2) = — e+ *"Qh(z), 


Отрицательный порядок 


8.2.5, Ρο (2) = ΕΕ [Pte ae 
vt p+ 1) 


[3 


Le еп sin (ит) ore] . 
р 


8.2.6. Ov (2) =е 7” ее OV(z). 


ы ] ἘΠ 
Степень wu + = и порядок у -- = 


(Re z> 0) 


og [2 |) _ Пе QV) | 
и cae | (22 — 1)¥2 a 1/2 
Ε τ] iv + p + 1) 


8.2.8. о [= }- 


72 ай 101 


| "Η΄ 1 2 1/4 „— при 
= — [5 τ] Τ(--ν -- μ)(Ζ΄ — 1)"te P Az). 


8.3. ЗНАЧЕНИЯ НА РАЗРЕЗЕ Ἢ 


(—1 <x< 1) 


8.3.1. Ρῥ(χ) = > (етих + 10) + 


+e ἱμπ[2ρν(χ — {0)]. 


8.3.2. Ρ'(χ) = εἲ 'Ἠπ|2Ρ͵(χ + 10). 


8.3.3, Ρῥ(χ) = те ще  "По(х + 10) — 


= ет Ох -- i0)]. 


8.3.4. Ох) = > e UR [ео н(х,- 10) + 


+ "оу (x — 10)]. 


Формулы для Р 4 (x) и Οὐχ) получены при 2 αἲ ἃ + 0 
заменой 2 — 1 на (1 — x) е", (22 —1) на (1 — x?) ей", 
2+1 нах +1, 
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8.4. ЯВНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 


8.4.1. Po(z) = 1, Ро(х) = 1. 
и η Oo(x) = 
z—1 


8.4.2. Qo(z) = > In 


cute 1; — ; 
2 2 


8.4.3. P,(z) = 2, Ρι(χ) = x = cos 9. 


8.4.4. O,(z) = ΠΕ ный. | 1, 
2 2—1 


0,(x) = Σα Е Sait. 


| — х 


ο- 

pa. 

— | jm 
ΙΓ 

мы 

— 
II 


8.4.6. 05(2) = κ; P,(z) In | 
2 2 


8.4.5. P.(z)= — (327 — 1), Px) = — > Gx" — 1) = 


ин (3 cos 20 + 1). 


7 Sn" — { Г х _ Зх. 
6х) = Е 4 ΠΠ 2 


8.5. РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


Обе функции РЁ и Οἵ удовлетворяют одним и тем 


же рекуррентным соотношениям. 
8.5.1. РИ (2) = 


= (22 — 1-3 {(ν — μ)ΖΡν(α) — (ν + и) Py_-1(2)}. 


8.5.2. (2—1) 


в ооо 


x РЬ (2) — и2Ру(?). 


8.6. ЧАСТНЫЕ 


8.6.1. py (0) = 2-1? cos Ε π(ν + ω] Χ 


1 1 1 1 1 
χΙ|--ν---- +2: *-2 +1]. 
Ἐ 2᾽ 4 2 2“ | 


8.6.2. Οὐ (ο) = --2µ-1π}/1 sin Е π(ν + 5 \ 


-- ЗИ snl + π(ν + ' Χ 


| 
перен 


µ 
8.6.4. eg „> QU ll осн. π(ν + »| x 
Ух = 


Ἂ 


aes 1 © oe 1 
Tye — pg р aS eh 
А l/s 2" >) 


8.5.3. (v— p+ ПР: 1(2) = 


= (2v + 1)2Рь(2) — (ν + μ) Py_a(z). 


{2 
8.5.4. (22 — 1) “5659 = vzP\(z) — (ν + и) Р» (2). 


8.5.5. Ри; 1(2) = Ph_a(z) + (2ν + 1) (2? — ПРИ), 


ЗНАЧЕНИЯ 


8.6.5. И’ {РО), Οὗ(χ)}α-ο = 


1 | 1 1 | 
mero setts yt. +3 
Е 2 2 af 2 


1 1 1 1 1 
ЕН в 
Ε Σ᾽ }{5 “a 5) 
L=—= m= 1, ie 3, aoe 
. СТРА) 
8.6.6. Py(z) = (2—1 - -ν--, 
al dz™ 


Py (x) = (—1)” (1 — x7)" — | 


xm 
8.6.7. Оу (2) = (22 -- 1)™? «"ὍΜΟ) | 
dz™ 


Oy (x) = = 1)" (1 κ х?)ти? ἀ"Ὄνα) р 
ax” 


1 
= {= 
ы 2 


8.6.8. РУЗ) = (2? — 1 πγ[24-6}- ПР 
+ [2+ (25 — 19мм. 


ивр и 


8.8. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


173 (28 _ 1\-1 
8.6.9. Py 1 (2) = (=) | ‚лав, {[2- (22 — Пиар — 
к 


2ν + 1 
гы [2 -- (2 we пума. 


8.6. 1/2 Е ЗИ gage мет" 
10. 02) = (> τ] (25 — 14 fz (2 ры, 


$ = —1/4 
8.6.11. 0512) = от DO 
2ν + 1 


x [z + (2? 
-1/2 
8.6.12. РУ (со 0) = (5) (sin θγ-2 cos 


— риа, 
+ 5] ο]. 
Z 


(» -- 3 . 
8.6.14. Py (cos 0) = 


1 γ-3 1 \-! 
г (5 τ] ( =. Я (sin 0)-1/2 sin] ν 
2 2 
8.6.15. Оу (соз ϐ) = 
-- (2π)3 (ἂν + 1)-1 (т 6)-1/2 cos [[> Ν 


1/2 ” 1/2 
8.6.13. Оу (соз 0) = 7) (sin 6)-!/? sin 


-- 


| 
= 


и = —% 
2-%(2? — 1) 

Γ(ν -- 1) 
2-“(sin 0 

Tv -μ 1) 


8.6.16. Ρ; (z) = 


8.6.17. Py “(cos 0) = 


8.7. 
(0<0< 7) 
8.7.1. Ρύ(εος 0) = x72 2 (sin 0)“ x 
.Tetet arg ge (H+ 1/2}ε(ν 5- μ1- Dr y 
Γ(ν + 3/2) = k\(v + 3/2), 
x sin © и + 2k + 1}0]. 


8.7.2. Οὗ (cos 0) = πὶ!3 2" (sin 6)" x 


Tw - μ--1) 


(м + 1/2)µν + в + De 
Γ(ν + 3/2) > В 


о К! (№ + 3/2) 


x со$ ἵ(ν + μ. + 2k + 1) 8]. 


B= 0, von 


2 — 
8.6.18. Формула Родрига Ρῃ(Ζ) = ΜΕ ΒΡ Е . 
2"n! dz” 
8.6.19. 07(x) = τ Ρ.ίχ) In ; σ᾽ μα Wn-_-1(x), 
2 1 —х 
где 
2η — 1 2η —5 
Wa-a(x) = ᾽ Ри-1(х) + 4 Ри-з(х) + 
3(n — 1) 
2n — 9 ПОВ: 
+ Pn-s(x) +. = а.) — Ри—1(х) Ри-т(х), 
5(п — 2) ИИ 
И’ ι(χ) = 0, 
viz 0; 1 
( 
8.6.20. ΚΓ #9 in cos 5}. 
ov ν--0 Σ 


=} 
8.6.21. ben 
ду м 
0 0 0 
= — {1 — — 2с® — In[cos—]. 
"> 5; | 5) 
8.6.22. | δΡν BPs {cor 5} ~ 
Ο yen 


0 
= а Sits? -- sin 0 In} cos :) 
2 a 2 a 


~ 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


22n42(n!)? 


π(2η + 1)! 
« [si (n+ 1)0 + sis 
2n 


8.7.3. P,(cos 0) = 


= sin (n + 3)0 +- 


1.3 @+ D+ 
2! (2n + 3) (2n 4+ 5) 
221+ (п! 2 

(2n + 1)! 


x [eos (n + 1) 6+ В cos (п + 3)0 + 
2n +3 


sin (п + 5)0 + |: 


8.7.4. On(cos 0) = 


1:3 ие) 


5)0 + ...]. 
2! (2n + 3) (π + Ὁ + И 


8.8. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


(Ζ не принадлежит интервалу (— 


[5 9) 
-νί᾽.ὰ — -μ!3 
8.8.1. Ρύ(α) = С I) \ (z + ch [)έ-γυ-1χ 


Τί--ν — p) Γίν + о; 
x (sh рН dt (Ве (-в) > Re v> — 1. 


еп |. 24% ΤΓ(ν + yu + 1) 
8.8.2. Qv(z) = Ге ΕΠ} Τομ 


со, —1) действительной оси) 


[* 

x (25-- nw | [2 -- (2 — 1)? ch g--#-! (sh 2)? dt 
0 

, (Re (v + »p + 1)> 0). 

8.8.3. Qn(2) = = \ z — 01.) dt = (—1)*#10,(—2). 
—1 

Другие интегральные представления см. в [8.2], [8.22]. 
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8.9. ФОРМУЛЫ СУММИРОВАНИЯ 


8.9.1. (E 2) у" (2m + 1) Pm(z) P(E) = 


m=0 


= (n + 1) [Pnia(E) Palz) — Pa(€) Ρημ(2. 


8.9.2. (Е — =) > (2m + 1) Pm(z)Qm(E) = 


m=0 


= 1— (n + 1) [Pasi(z) 0n(§) — Ри(2) Ο»µ(ξ)]- 


~ 8.10: ea РАЗЛОЖЕНИЯ 


Для фиксированных 2, уи Re p> оо формулы 8.10.1 — 
8.10.3 являются асимптотическими разложениями, если 2 
не принадлежит интервалам действительной оси (--οο, —1) 
и (+00, +1). Верхний (нижний) знак в следующих форму- 
лах берется, когда Im 2 > 0 (м 2<0). 


8.10.1. Ρύ(α) = 


Ги + Ги — vy Е + Г 
π](μ + 1) 221 
ре 


=. ‚| 
Χ за ux] Е] у, У+ 1; 1--µ; ------ 
ке 6+5. 


ον v+1; 1+p; г - 2} 
sin ит 2+1 2 2 


μ/3 
8.10.2. Οὐ (z) — — ет wv +p +1) Par κα 4 x 


Twti) 12-1 


x Г(ы — у) | = ν - 1+4 2+5 |= 


— et Ἐπεὶ ἐμ ἵν УЧ 13 1+5; 2-=:|]. 
2+1 2 2 


-μ ο" ἵμπ созес [π(ν — μ)] 
8.10.3. О => ay 
-μ/2 | 
Χ ag eer = F(-» 941: 1--μ; Σπ a 
z—1 me | а 


РЕ. μαι. | 
-(: - 11τμ! F(-», vet ries +5 | |- 
z+] - 2 


Если в формуле 8.1.2 заменить я на —и, то получим 
асимптотическое разложение для р." (2) при фиксирован- 
ных, 2, Уи Кец — 00; при этом 2 не должно лежать в 
интервале (--οο, —1) действительной оси. ΕΑ 


При фиксированных 2, ии Кеу->‹00 8.10.4 и ΝΗ 10.6 
являются асимптотическими разложениями, если 2 не 
принадлежит интервалам (—00, —1) и (+0, +1) дейст- 
вительной оси. В 8.10.5 предполагается, что 2 не лежит в 
интервале (—со, +1) действительной оси. 


8.10.4. Ρὺ(α) = (2πγ-1'5(2 — р ГИ 


Г(у + 3/2). | 
хе + (2 — peepee AR ie, a oe 


z+ (2? — рт 
2(2? — 158 


a 4: ie UT i? — Руа] (> + ou, 


oak 2 — |2 
Se |. 
yp. agai р 


— 1-4 Τ(ν ἠ- μ-1) 


4 πλ1/3 
8.10.5. О. (2) =е т | 7 (2? 
2 Г(» + 3/2) 


ida 1 1 3 
х [2 — (2? — γχήναρς i — pe т 
2 τ 2 ὦ 2 


--Ζ + (αᾱ-- 1)? 
2(2᾽ — 113 _ | 


ет [5}- (23 — 1)-1/4 


8.10.6. Οὔ (2) = Tu Εν) Χ 
мые fag: ; sin [π(μ — v)] Г(1/2 —p) 
x {cos уп [2 + (22— Пиры (5 + μμ, i нЕ 
2 2 
еее. 1/2 
-μα εν ESD 
Ш? 2{σ5..- 1p" 
-- ем" cos μπ]Ζ — (25 — Пиры x 
| Ἐπ и 1/2 
ΠΠ. 2+ (2 1) ᾿ 
2 2 ait ye 2(z7 — 1}43 . Jj, 


Аналогичное асимптотическое разложение для PY (2) 
может быть выведено из 8.10.4, τ сузотом 5.2.1. 


8.10.7. ΡΣ (cos 9 a Let ee В 
Γίν + 3/2) 


¥ ка ( sino) cos (> a 1 αμ᾽ = ᾽ ΚΝ =| + Ov). 


1/2 
8.10.8. OY (cos 0) = pa Ege fa} не + 
Г( + 3/2) \2sin 0 


xcos[(v+ > )o+ 4 + +06 


(Е<0<т- Е, => 0). 


Другие асимптотические разложения см. в [8.7], [8.9]. 


REE EEE EE OO OO 
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8.11. ФУНКЦИИ ТОРА! (ИЛИ. КОЛЬЦА) 


Ниже даются некоторые специальные свойства, при- 8.11.3. Оу—1/2 (ch yn) = [Га + у! я ей х 
сущие только данному классу функций; другие свойства и | т 
представления вытекают из материала, изложенного в 


предыдущих разделах. xT (3 as Ἴ (1 — en 2ny# ϱ-(ν Ε1[2η [5 ΕΙ I 1. 
8.11.1. Po_1p(ch η)--[Γ(1-- μ)]γ125μ(]-. e212) χ 2 2 2 
е— “+ 12) η Е = δ, i ув: 1—2p; 1— επ] ; a | 

nF о Ἅανει 2 a .. pnd Py ee Sty. a 
8.11.2. Ри 1/2(сВ η) = 
Г(и + m + 1/2) (sh я)” 


aceasta Вы Дл 2. ор. ПИРИ Ie 
"μενος Τα. Ν ны, 


8.11.4. ОТ 4/5 (ch η) = 


7 [5 Φ) 

x ( Si ... ... .(Ὀ”Γα- ЕЕ РВ ыы 
J (СВУ + cos ф sh 1) +42 Ги — m+ 1/2) J (chy + cht sh мы 
5 0 


8.12. ФУНКЦИИ КОНУСА Ὁ" 424.9, (08 0), Ον „ , (C089), 


Здесь даются некоторые специфические свойства этих ; θ ΡΝ 
кций. ие формулы по 1Ο cn Atal 
функций. Другие форму лучаются из изложенного 8.12.3. Papasan Κον δ)...“ A 


в предыдущих разделах при ν = — > + id О—веществен- /2(cos — cos 0) _ 
ный параметр) и 2 = cos 6. | 8.12.4. О 1-24 (cos 0) = 
co [ο ὁ) 
8.12.1. P_ 4/24 i (cos 0) = 1 + ΕΞ Е ans” - — tijshan \ ig ee At dt re | chatdt 6 р 
| 2 - | V2(ch t+ cos) J) «/2(ch -- cos 0) 
0 
4)? 15) (407 4- 37) . , 8 
а, Е sin’ 2 eas (0 = 9 < п). 8.12.5. P_ 4/244 (— COS 0) === 


ch Ar 


8.12.2. P_ 1244 (cos 0) = Р_12_д(соз 0). [Q_ 1/241, (cos 0) + Q_ 4/9 (оз θ)]. 


8.13. СВЯЗЬ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ИНТЕГРАЛАМИ 
(см. гл. 17) 
(Re y > 0) | —-1<x<l 
2 и. z— | 
8.13.1. P_ = — ук [= . ΜΗΝ 
1/2 (2) в 2+1 2+1 2 «()- 


| | А ВЕРЕ. 
8.13.2. Р. „(св η) = Е Pie 4 k(t =| 


Ν ΗΝ | (era ! $43.9: Pe fers 8) =. [si a 
8.13.3. 0-1/9 (2) = 1 к (| = | 1/2 ( ) = 5 
8.13.4. O_1).(ch y) = 26 "7 K(e~”). 


РИ Wae@ope i 
8.13.5. Ри = = (e+ VF — ΠῚ | | ͵ 8.13.10. О, = Κ (| ᾽ ‘| : 
8.13.6. Py). (chy) = Зее E(V1 — e724), | 
ΕΕ μην 8.13.11. P). (x) = 2 в [===]. 
2 2 π 2 2 


1 | 2 
— [2(2 = 1)] “εἰ; = |}. 8.13.12. Qe) =x (|) 7 2e( +2}. 
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8. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


8.14. ИНТЕГРАЛЫ ОТ ФУНКЦИЙ ЛЕЖАНДРА 


8.14.1. \ Рух) Ορ(χ) ах = [(e — ν) (ρ 1- ν + 1! 
1 


(Κερ > Re v > 0). 


8.14.2. \ Ον(χ) Ορ(χ) dx = 
f 


= [(© — у) (+ у+ DI [ψ(ρ + 1) -- bo + 1) 


(Re (ep + vy) >—1l,e + v +140; v, ря -1, —2, —3....) 


8.14.3. \ [ο{χ)βάχ = (2v + 1) b’(v + 1) 
1 


[Rev > “τ 
2 
1 


8.14.4. | Py(x) Pex) ах = = Ко — Убе + v + DE? x 
ae 
x {2sin πν οἷπ пр [4 (ν + 1) — ψ(ρ + DI + 


+ x яп(пр — пу)} (ep +v +1 #0). 


п" — 2Asin пу p’(v + 1) | 


1 
.14.5. Ρν(χ} = 
аа Nir τῆν + 1/2) 


— i 
1 
8.14.6. \ Odd Odds =o ~ DG +o 4 DF x 


| 
x | че + 1) φίρ + М1 + cos px cos уд] — 
— > по sin (vz — =)! 


(pt+v+140; уве —1, —2, —3,...). 


Ё— - 


8.14.7. [ОР ах = (ἂν + 1)? x 


—1 
х {7 nm — ψ(ν + 1) {1 + (cos vei 


(уе —1, —2, —3, ...) 
1 
| Ρν(χ) Ορ(χ) ах = [(v — в) (ρ +у- ПГ x 


--1 


8.14.8. 


я ΝΗ 
x J 1 — соз (оп — эп) — — Sin пу COS ху Χ 
п 


x η ve + oh (Re v>0, Rep>0, ep #). 


1 
8.14.9. \ Ρν(χ) Ον(χ) dx = 
—1 


= — = (2ν + 1)*sin 2νπψ(ν + 1) (Re v> 0). 
п 


Для целых положительных т, п, [ верны следующие 


формулы: 
1 


\ OM(x) P(x) dx = 


--1 


8.14.10. 


с ICD atm! 6 
(—n(l+n+ ) п-т! 
1 
8.14.11. { P™x) Px) ах --0 ({1π). 
-- 1 
1 
8.14.12. \ Рт(х) Ρἑ(χ) (1 --- ΧΙ ἄχ =0 (ит). 
ᾱ-- 1 


1 
8.14.13. \ [Peo ах = [ὶ - 3] | (и + m)!/(n — т)!. 
cae | a 
1 


8.14.14. \ (1 — 2) [РКХ dx = (п + тИт@ — πὴ). 
ws $ 


1 
8.14.15. РО x" dx = 
0 


ди + ϱ) 


—— (Rep  ---). 
1 ] | 3 
I fl + Е. | 


--- 


= 
2 
г 
8.14.16. | int р. и (cos t) dt = 
0 


---- ------- иди 


8.14.17. Ρ;”Κσ) = (22 — 1-πε!9 { .. ) Pe) (аг)т, 
1 1 


8.14.18. OF "(z) = (— 1γπ(σξ — ΠῚ κ ) 0. (=) (dz)™. 


Другие интегралы см. в [8.2], [8.4], [8.22] и в гл. 22. 
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8.14. ИНТЕГРАЛЫ OT ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


Fy, (cos &) С 


0° 0° 


sl 
Рис. 8.1. Рь(со$ 9); п = 0(1}3. 


Py (2) 
Рис. 8.4. О»): n-= 00193, x < 1. 


Gry (2) 


Рис, 8.2. РА) a = 11)3, x-< 1. 


А (2) 


коб тот 


Рис. 8.5. О) n= 0(1)3, x > 1. 


Puce, £3. Ρως п= ОЗ ма 


11 — под ред. В. A. Диткина, Л. H. Кармазиной 
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ПРИМЕРЫ 


Вычисление Ρῃ(χ) 


Для всех значений х (кроме нуля) потеря значащих 
цифр при использовании рекуррентного соотношения 
8.5.3 для возрастающих значений п — небольшая. 

Пример 1. Вычислить P,(x) для значений 


x = 0.31415 92654 и х=2.6 при п = 2(1)8. 


—0.20123 39354 16729.51005 
—0.25617 29328 78402.55522 


п P,(0.31415 92654) P,,(2.6) 

0 1 1 

1 0.31415 92654 2.6 

2 —0.35195 59340 9.64 

3 —0.39372 32064 40.04 

4 0.04750 63122 174.952 

5 0.34184 27517 786.74336 
6 0.15729 86975 3604.350016 
7 

8 


Из табл. 22.9 получим с десятью значащими цифрами 
следующие значения: 


Рз(0.31415 92654) = —0.25617 2933, 
Рз(2.6) = 78402.55526. 


Вычисление О„(х) 


Для х < 1 применение рекуррентной формулы 8.5.3 для 
возрастающих значений п дает небольшую потерю зна- 
чащих цифр. Однако для χ > 1 рекуррентное соотношение 
8.5.3 может быть использовано только для убывающих 
значений п. При этом начальные значения получаются из 
выражений О„(х) через гипергеометрические функции. 

Пример 2. Вычислить Q,(x) для x == 0.31415 92654 
и п = 0(1)4. 

Воспользуемся формулами 8.4.2 и 8.4.4 для получения 
исходных значений Ορ(χ) и Q(x), затем применим 8.5.3: 


О (0.31415 92654) 


0.32515 34813 
—0.89785 00212 
—0.58567 85953 

0.29190 60854 

0.59974 26989 


HWNeK OC 3 


Используя результаты примера 1 и формулу 8.6.19, 
найдем 


he oe > Pa(x) In "(1 τ =} — Wie), 
1-х 


7 1 
где И’: — Q Рз + % Py, откуда 


Q,(0.31415 92654) = 0.59974 26989. 


Пример 3. Вычислить QO;(x) для x = 2.6. 
v+2 v+1 3 1 
3 > ν + 

2 2 > | 
с девятью значащими цифрами, необходимо взять 10 
членов гипергеометрического ряда, входящего в формулу 
8.1.3; имеем О5(2.6) = 4.8182 4468 x 10-5. Используя 8.5.3 
для возрастающих значений и, получим 


On(2.6) 


0.40546 51081 
0.05420 928 
0.00868 364 
0.00148 95 
0.00026 49 
0.00004 81 


Здесь Оз и Οἱ получены из 8.4.2 и 8.4.4. 


Чтобы получить Е 


льшьрн-с 5 


Вычисление P 1/2(х), О+.1]2 (х) 


Для всех значений хР., 1 {1} πΟιι j2(x) наиболее прос- 


то вычисляются с помощью формул 8.13. 
Пример 4. Вычислить О-1/.(х) для x = 2.6. Исполь- 
зуя 8.13.3 и выполняя интерполяцию в табл. 17.1, находим 


| 2 
О-ин (2.6) = (У) = 


= (0.74535 59925) (1.90424 1417) = 1.41933 7751. 


Чтобы получить такую же точность по формуле 8.1.3, не- 
обходимо использовать по крайней мере 9 членов раз- 
ложения 


‚Ги УЕ. 3 Ἴ 
2 2 2° 2 


Όοσοοος 20000 οοοοο 


ооо 
e eee 


COD οοοοο 
9 9 9 9 


ооо oo 
6" e ee 


ооо 
ee о 5 


Όοοοος Οοοοοςσ 


Oo 
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Таблица 8.1. Функции Лежандра первого рода Ρῃίχ) 


Poe(z)=1 P\(z) =z 

т arccos т P2(z) P3(z) Ро(т) Ро(т) 

00 90. 00000 00 -0. 50000 0.00000 00 0.00000 000 -0. 24609 37 
01 89. 42703. 26 -0, 49985 -0., 01499 75 0. 02457 330 -0. 24474 14 
02 88. 85400 80 -0. 49940 -0. 02998 00 0. 04893 045 -0. 24069 84 
03 88. 28086 87 -0, 49865 -0. 04493 25 0. 07285 701 -0. 23400 69 
04 87. 70755 12 -0. 49760 -0.05984 00 0. 09614 188 -0. 22473 64 
05 87. 13401 60 -0. 49625 -0. 07468 75 0. 11857 899 -0. 21298 35 
06 86. 56018 72 -0. 49460 -0, 08946 00 0.13996 890 -0.19887 11 
07 85. 98601 28 -0. 49265 -0. 10414 25 0. 16012 040 -0. 18254 68 
08 85. 41143 43 -0. 49040 -0. 11872 00 0. 17885 206 -0. 16418 20 
09 84. 83639 29 -0. 48785 Leet 15 0. 19599 366 -0. 14397 02 
10 84. 26082 95 -0. 48500 -0. 14750 00 0. 21138 764 -0. 12212 50 
11. 83. 68468 44 -0. 48185 -0. 16167 25 0. 22489 042 -0. 09887 86 
12 83. 10789 74 -0. 47840 0. 97568 00 0. 23637 363 -0. 07447 93 
13 82. 53040 77 -0. 47465 -0.18950 75 0.28572 526 -0. 04918 90 
14 81. 95415 37 -0. 47060 -0. 20314 GO 0.25285 070 -0, 02328 12 
15 δ], 37307 34 -0. 46625 -0. 21656 25 0. 25767 367 +0. 00296 18 
16 80. 79310 38 -0. 46160 -0. 22976 00 0. 26013 706 0. 02925 20 
17 80. 21218 10 -0. 45665 -0. 24271 75 0. 26020 358 0. 05529 81 
18 79. 63024 02 -0. 45140 -0. 25542 00 0. 25785 632 0. 08080 85 
19 79. 04721 58 -0. 44585 -0. 26785 25 0. 25309 918 0. 10549 42 
20 78. 46304 10 -0. 44000 -0.28000 00 0. 24595 712 0. 12907 20 
21 77. 87764 77 _0. 43385 -0, 29184 75 0. 23647 631 0. 15126 74 
22 77. 29096 70 -0. 42740 -0. 30338 00 0. 22472 407 0.:3:7181 75 
23 76. 70292 82 -0. 42065 -0. 31458 25 0. 21078 870 0. 19047 36 
24 76. 11345 96 -0. 41360 -0. 32544 00 0.19477 914 0.20700 49 
25 75. 52248 78 -0. 40625 -0. 33593 75 0. 17682 442 0. 22120 02 
26 74. 92993 ‘7 -0. 39860 -0. 34606 00 0, 15707 305 0.23287 14 
27 74, 33573 31 -0. 39065 -0. 35579 25 0. 13569 215 0. 24185 S2 
28 73. 73979 53 -0. 38240 -0. 36512 00 0.11286 642 0. 24801 62 
29 73. 14204 40 -0. 37385 -0. 37402 75 0. 08873 707 0. 25124 81 
30 72. 54239 69 -0. 36500 -0. 38250 00 0. 06370 038 ` 0.25147 63 
31 71. 94076 95 -0. 35585 -0. 39052 25 0. 03780: 634 0. 24865 91 
32 71. 33707 51 -0. 34640 -0. 39808 00 +0. 01135 691 0. 24278 89 
33 70. 73122 45 -0. 33665 -0. 40515 75 -0. 01539 566 0. 23389 ‘37 
34 70. 12312 59 -0. 32660 -0. 41174 00 -0. 04219 085 0. 22203 73 
35 69. 51268 49 -0. 31625 -0. 41781 25 -0. 06876 185 0.20732 00 
36 68, 89980 39 -0. 30560 -0. 42336 00 -0. 0948: 780 0. 18987 83 
37 68. 28438 27 -0. 29465 -0, 42836 ..75 -0. 12014 608 0.16988 48 
38 67. 66631 73 -0, 28340 -0. 43282 00 -0. 14441 472 0. 14754 72 
39 67. 04550 06 -0. 27185 -0. 43670 25 -0. 16737 489 0. 12310 73 
40 66. 42182 15 -0. 26000 -0, 44000 00 -0.18876 356 0. 09683 91 
41 65. 79516 52 —0. 24785 -0, 44269 75 -0, 20832 609 0. 06904 71 
42 65.16541 25 -0. 23540 -0. 44478 00 -0. 22581 900 0. 04006 39 
43 64. 53243 99 -0. 22265 -0, 44623 25 -0. 24101 269 +0. 01024 69 
44 63. 89611 88 -0. 20960 -0. 44704 00 -0. 25369 426 -0. 02002 45 
45 63.25631 61 -0. 19625 -0. 44718 75 -0. 26367 022 -0. 05035 30 
46 62. 61289 25 -0. 18260 ~0, 44666 00 -0. 27076 932 -0. 08032 72 
47 61, 965970 35 -0. 16865 -0. 44544 25 -0. 27484 521 -0. 10952 64 
48 61.31459 80 -0. 15440 -0. 44352 00 -0. 27577 908 -0. 13752 51 
49 60. 65941 84 -0. 13985 -0. 44087 75 -0. 27348 225 -0. 16389 87 
50 60. 00000 00 -0. 12500 -0, 43750 00 --0. 26789 856 -0. 18822 86 

(—4)5 (—5)4 ба | ial [44 
| 5 ] в. 4 6 6 
Po(z) = 4(—14 322) P4(z) = 5 (-3 + 51?) 


Po(z) = a (1260 — 184802 + 72072r4 — 10290015 + 480201") 


Ῥιοίτ) = Κον. -.959.1-1386011 — 1201201! + 36036015 — 4375802" + 184756х10) 
(η1- 1) Ρη 1(α) = (2n+1)zrPa(xr) -- пР»- 1(x) 


Коеффициенты других многочленов см. в гл. 22. 
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Таблица 8.1. Функции Лежандра первого рода Ри(х) 


arccos x 
60. 00000 
59. 33617 
58. 66774 
57. 99454 
57. 31636 


56. 63298 
55. 94420 
55. 24977 
54. 54945 
53. 84299 


53. 13010 
52. 41049 
51. 68386 
50. 94987 
50. 20815 


49. 45839 
48. 70012 
47. 93293 
47. 15635 
46. 36989 


45. 57299 
44. 76508 
43. 94551 
43. 11360 
42. 26858 


41. 40962 
40. 53580 
39. 64611 
38. 73942 
37. 81448 


36. 86989 
35. 90406 
34. 91520 
33. 90126 
32. 85988 


31. 78833 
30. 68341 
29. 54136 
28. 35763 
27. 12675 


25. 84193 
24. 49464 
23. 07391 
21. 56518 
19. 94844 


18. 19487 
16. 26020 
14. 06986 
11. 47834 

8. 10961 


0. 00000 


Ро(х) =] 


Ро(х) 
-0. 12500 
-0,.1.0985. 
-0.:09440; 


-0,.07865, 


-0; 06260 


-0. 04625 
-0, 02960 
-0. 01265 
+0. 00460 

0. 02215 


0. 04000 
0. 05815 
0. 07660 
0. 09535 
0. 11440 


0. 13375 
0. 15340 
0. 17335 
0. 19360 
0. 21415 


0. 23500 
0. 25615 
0. 27760 
0. 29935 
0. 32140 


0, 34375 
0. 36640 
0. 38935 
0. 41260 
0. 43615 


0. 46000 
0. 48415 
0. 50860 
0. 53335 
0. 55840 


0. 58375 
0, 60940 
0. 63535 
0. 66160 
0. 68815 


0. 71500 
0. 74215 
0. 76960 
0. 79735 
0. 82540 


0. 85375 
0. 88240 
0. 91135 
0. 94060 
0. 97015 


1, 00000 


[{-Φη 


P3(z) 
-0. 43750 
-0, 43337 
-0. 42848 
-0. 42280 
-0. 41634 


-0. 40906 
~0. 40096 
-0. 39201 
-0, 38222 
-0. 37155 


-0. 36000 


. -0. 34754 


-0, 33418 
-0. 31988 
-0. 30464 


-0. 28843 
—0. 27126 
-0, 25309 
-0, 23392 
-0. 21372 


-0. 19250 
—0. 17022 
-0. 14688 
0. 12245 
0. 09694 


-0. 07031 
-0. 04256 
-0, 01366 
+0. 01638 

0. 04759 


0. 08000 
0. 11360 
0. 14842 
0. 18446 
0. 22176 


0. 26031 
0. 30014 
0. 34125 
0. 38368 
0. 42742 


0. 47250 
0. 51892 
0. 56672 
0. 61589 
0. 66646 


0. 71843 
0, 77184 
0. 82668 
0. 88298 
0. 94074 


1. 00000 


P\(x) =x 

Ро(г) 
00 -0. 26789 
25 -0. 25900 
00 -0. 24682 
75 -0, 23139 
00 -0. 21283 
25 -0.19126 
00 -0, 16686 
75 -0. 13985 
00 -0. 11051 
25 -0, 07914 
09 -0. 04610 
eS -0. 01178 
00 +0, 02337 
25 0. 05890 
00 0. 09430 
75 0.12961 
00 0. 16248 
25 0. 19412 
00 0. 22334 
13 0. 24952 
00 0. 27205 
25 0. 29036 
00 0. 30385 
75 0. 31199 
00 0. 31430 
25 0. 31033 
00 0. 29973 
15 0. 28226 
00 0. 25777 
35 0. 22625 
00 0. 18785 
25 0. 14292 
00 0. 09201 
15 +0. 03591 
00 -0. 02431 
25 -0, 08730 
00 -0. 15134 
75 -0. 21433 
00 -0, 27376 
25 -0. 32665 
00 -0, 36951 
75 -0, 39827 
00 -0, 40826 
00 -0. 34981 
75 ~0. 26842 
00 -0, 14220 
25 +0. 03750 
00 0, 28039 
75 0. 59724 
00 1, 00000 


με" 


Р2(х) =3(—1+3х2) 


000 


kw 


Ps(x) = (—3+ 513) 


Ριοία) 
-0. 18822 
-0, 21010 
-0. 22914 
-0. 24498 
-0. 25728 


-0, 26575 
-0. 27014 
-0, 27023 
—0. 26590 
-0. 25704 


-0, 24366 
-0. 22580 
-0. 20360 
-0.17728 
-0. 14714 


-0. 11358 
-0, 07707 


_ -0. 03818 


+0. 00243 
0. 04403 


0. 08580 
0. 12686 
0. 16625 
0. 20299 
0. 23605 


0. 25437 
0. 28693 
0. 30271 
0. 31078 
0. 31029 


0. 30052 
0. 28094 
0. 25124 
0. 21139 
0. 16170 


0. 10291 
+0. 03622 
-0. 03655 
-0. 11300 
-0. 18989 


-0. 37731 
-0, 40457 
-0. 40058 


-0. 35488 
-0, 25524 
-0. 08749 
+0. 16470 

0. 52008 


1, 00000 


00 


a 


Ро(т) =55 (1260 — 18480224-72072х1 -- 1029606 + 486208) 


1 
Ριοία) =1054 ( — 252 + 18986022 — 12012021 + 36036058 — 43758028 + 184756710) 
(п+1)Р»+1(2) = (2η 1-1) Ρη(χ) —nPrat (2) 


Коэффициенты других многочленов см. в гл. 22. 
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ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ ЛЕЖАНДРА ПЕРВОГО РОДА Ри х) 165 


Таблица 8.2. Производные функций Лежандра первого рода P;,(x) 


Pi(r) =1 P(x) = 382 
P3(x) P4(zx) Ρϕ(α) Ρ!οία) 

-1. 50000 0, 00000 00 2.46093 75 0. 00000 00 
-1. 49925 -0, 07498 25 2. 45011 64 0.27023 41 
-1. 49700 -0, 14986 00 2. 41773 75 0. 53765 93 
~1, 49325 -0, 22452 75 2.36405 34 0, 79949 17 
~1, 48800 -0. 29888 00 2.28948 35 1. 05299 82 
-1. 48125 -0. 37281 25 2.19461 13 1. 29552 05 
~1, 47300 -0, 44622 00 2,08018 11 1.52449 98 
-1. 46325 -0. 51899 75 1. 94709 32 1. 73750 05 
-1. 45200 -0. 59104 00 1. 79639 87 1. 93223 25 
-1, 43925 -0, 66224 25 1, 62929 31 2.10657 29 
-1. 42500 -0, 73250 00 1, 44710 87 2. 25858 73 
-1. 40925 -0, 80170 75 1.25130 64 2. 38654 80 
-1. 39200 -0. 86976 00 . 1. 04346 68 2. 48895 24 
-1. 37325 -0, 93655 25 0, 82528 00 2.56453 90 
-1, 35300 -1. 00198 00 0, 59853 47 2. 61230 18 
-1. 33125 -1. 06593 75 0.36510 73 2. 63150 28 
-1, 30800 -1.12832 00 +0. 12694 88 2. 62168 25 
-1, 28325 Ὃ -1, 18902 25 -0, 11392 76 2. 58266 81 
-1, 25700 -1. 24794 00 -0, 35546 01 2.51458 04 
~1, 22925 ~1, 30496 75 -0. 59555 27 2. 41783 68 
-1.20000 -1, 36000 00 -0, 83208 96 2. 29315 33 
-1.16925 -1. 41293 25 -1. 06295 03 2.14154 35 
-1. 13700 -1.46366 00 -1, 28602 54 1. 96431 51 
-1. 10325 -1.51207 75 -1.49923 18 1. 76306 37 
-1. 06800 -1, 55808 00 ~1, 70052 94 1.53966 43 
-1. 03125 -1. 60156 25 -1. 88793 72 1. 29625 99 
-0. 99300 -1. 64242 00 -2. 05954 92 1. 03524 77 
-0, 95325 -1, 68054 75 -2, 21355 15 0, 75926 26 
_0. 91200 -1. 71584 00 -2, 34823 78 0, 47175 77 
-0, 86925 -1. 74819 25 -2. 46202 63 +0. 17368 30 

. 82500 -1, 77750 00 -2, 55347 51 -0, 12903 87 
-0, 77925 -1. 80365 75 -2. 62129 80 -0, 43453 90 
_0. 73200 -1, 82656 00 -2. 66437 95 -0, 73903 23 
~0. 68325 -1, 84610 25 -2, 68178 96 -1. 03894 72 
-0. 63300 -1. 86218 00 =2. 67279 74 -1. 33065 96 
-0, 58125 < 1.87468 75 -2. 63688 47 -1. 61052 81 
-0, 52800 -1, 88352 00 -2, 57375 82 -1, 87493 10 
_0. 47325 -1, 88857 25 -2. 48336 07 -2.12030 43 
-0, 41700 -1, 88974 00 -2, 36588 14 -2, 34318 21 
-0, 35925 -1. 88691 75 -2,22176 52 -2, 54023 74 
-0. 30000 -1, 88000 00 -2,05172 01 -2, 70832 36 
_0. 23925 -1, 86888 25 -1. 85672 35 -2. 84451 75 
_0. 17700 -1. 85346 00 -1, 63802 69 -2. 94616 13 
-0. 11325 -1. 83362 75 -1. 39715 86 _3. 01090 51 
-0, 04800 -1. 80928 00 -1,13592 50 -3, 03674 96 
+0, 01875 -1, 78031 25 -0. 85540 91 -3, 02208 63 

0. 08700 -1. 74662 00 -0. 56096 76 -2. 96573 83 

0. 15675 -1. 70809 75 ~0, 25222 53 _2. 86699 80 

0. 22800 -1. 66464 00 +0. 06693 30 -2, 72566 30. 

0, 30075 -1. 61614 25 0. 39337 29 -2, 54206 98 

0. 37500 -1, 56250 00 0. 72372 44 -2, 31712 34 

(—4)2 Ῥω με“ Го | 

[ 3 ] 4 6 6 

P3(z) = 4(—341522) Pi(z) =; (— 60+ 1402?) 
Ρόμα) = = (1260 — 5544022 + 36036024 72072028 + 43758058) 
Pio(z) = гут (27720 — 48048027 + 2162160z4 — 3500640z* + 18475602") 


Р»(х) = а [χΡη(α) -- Ρηει(α)]} 
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Таблица 8.2. Производные функций Лежандра первого рода Ρ/(χ) 


`Ри(х)=1 Ρ1(α) -- δα 
χ ρω Phx). - Φὑῶ Ρ!οία) 
0, 50 0, 37500 - 1.56250 00 0, 72372 44 - 2.31712 34 
0. 51 0. 45075 - 1.50369 75: 1, 05439 75. - 2.05232 40 
-0. 52. 0. 52800 - 1. 43936 00 1. 38160 24 - 1. 74978 82 
0, 53 0. 60675 - 1.36965 25 1. 70137 21. - 1.41226 67 
0. 54 0. 68705 - 1.29438 00. 2. 00958 86 - 1.04315. 43 
0. 55 0. 76875 - 1.21343 7 2.30201 29 - 0. 64649 54. 
0. 56 0, 85200: - 1.12672 00 2.57431 87 - 0.22698 16 
0. 57 0, 93675 - 1.03412 25 2. 82213 05 + 0.21005 92 
0. 58 1. 02300 - 0.93554 00 3. 04106 49 0. 65868 10 
0. 59 1. 11075 - 0.83086 75 3.22677 77 1.11234 92 
0, 60 1.20000 - 0.72000 00 3. 37501 44 1, 56397. 82 
0. 61 1.29075 - 0.60283 25 3. 48166 60 2. 00598. 31 
0. 62 1. 38300 - 0.47926 00 3. 54283 00 2. 43034 08 
0. 63 1. 47675 - 0.34917 75 3. 55487 57 2. 82266 68 
0. 64 1. 57200 - С. 21248 00 3.51451 63 3. 19230. 45 
0. 65 1. 66875 - 0.06906 25 3. 41888 50 3.51243 07 
0. 66 1. 76700 + 0.08118 00 3.26561 84 3. 78017 .74 
0. 67 1. 86675 0; 23835 25 `3. 05294 51 3.98677 13 
0. 68 1. 96800 0. 40256 00. 2. 77978 03 4. 12369 16 
0. 69 2. 07075 0.57390 75 2.44582 82 4. 18284 84 
0. 70 2.17500 0. 75250: 00 2.05168 93 4.15678 18 
0. 71 2.28075 0. 93844 25 1. 59897 66 4. 03888 45 
0. 72 2.38800 ` 1.13184 00° 1. 09043 73 3. 82364 72 
0. 73 2. 49675 1. 33279 75 + 0.53008 28 3. 50693 03 
0. 74 2. 60700 1. 54142 00 - 0. 07667 36 3. 08626 20 
0. 75 2. 71875 1. 75781 25 - 0.72287 14 ' 2.56116 ‘49. 
0. 76 2, 83200 1.98208 00 - 1.39984 93 1.9335] 26 
0. 77 2. 94675 2.21432 75 - 2.09708 32 1.20791' 71 
0. 78 3. 06300 2.45466 00 - 2.80201 52 + 0.39215 05 
0. 79 3, 18075 2. 70318 25 - 3. 49987 45 - 0.50239 96: 
0, 80 3, 30000 2.96000 00 - 4.17348 81 - 1.46023 77 
0. 81 3. 42075 3.22521 75 - 4.80308 26 - 2.46122 91 
0,82 3, 54300 3, 49894 00 - 5.36607 64 - 3.48002 97 
0. 83 3. 66675 3. 78127 25 - 5. 83686 10 - 4.48547. 21. 
0. 84 3. 79200 4. 07232 00 - 6.18657 35 - 5, 43990 91 
0, 85 3. 91875 4. 37218 75 - 6.38285 68 - 6.29851 03 
0. 86 4. 04700 4. 68098 00 - 6.38961 06 - 7.00851 07 
0, 87 4. 17675 4. 99880 .25_ - 6.16672 97 - 7.50840 93 
0. 88 4. 30800 5. 32576 00 - 5. 66983 23 - 7.72711 51 
0. 89 4. 44075 5. 66195 75 ‚- 4. 84997 54 - 7.58303 90 
0. 90 4. 57500 6. 00750 00 - 3. 65335 89 - 6.98312 79 
0, 91 4. 71075 6. 36249 25 - 2.02101 73 - 5.82184 03 
0. 92 4. 84800 6. 72704 00 + 0.11156 20 - 3.98006 04 
0. 93 4. 98675 7.10124 75 2. 81447 18 - 1.32394 73 
0. 94 5. 12700 7. 48522 00 6. 16433 35 + 2.23628. 14 
0. 95 5. 26875 7. 87906 25 10. 24405 70 7. 04763 58 
0. 96 5. 41200 8. 28288 00 15. 14351 59 13. 11571 11 
0. 97 5. 55675 8. 69677 75 20. 95987 66 20. 70612 01 
0.98 5. 70300 9.12086 00 27. 79800 16 30. 04600 25 
0. 99 5. 85075 9. 55523 25 35. 77086 77 41. 38561 43 
1. 00 6. 00000 10. 00000 00 45. 00000 00 55. 00000 00 


ce 


[-φη 


[0] 


k го αὶ 


не Pi(z)=5 (--60--140α2) 
Ро(х) == 5 (1260 — 5544022 +-360360х1 —720720zx8 + 43758028) 


Ρίο) - τόσα pad — 35006408 + 184756028) 


Py(z) =f we 1 αΡιί)-- — Pn+1(z)] 
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Qo (zx) 


0. 00000 
0. 01000 
0. 02000 
0. 03000 
0. 04002 


0. 05004 
0. 06007 
0. 07011 
0. 08017 
0. 09024 


0. 10033 
0. 11044 
0. 12058 
0, 13073 
0. 14092 


0. 15114 
0. 16138 
0. 17166 
0. 18198 
0. 19233 


0. 20273 
0. 21317 
0. 22365 
0. 23418 
0. 24477 


0. 25541 
0. 26610 
0. 27686 
0. 28768 
0. 29856 


0. 30951 
0. 32054 
0. 33164 
0. 34282 
0. 35409 


0. 26544 
0. 37688 
0. 38842 
0. 40005 
0. 41180 


0. 42364 
0. 43561 
0. 44769 
0. 45989 
0, 47223 


0, 48470 
0. 49731 
0. 51007 
0. 52298 


0. 53606 | 


0. 54930 


000 


614 


[η 


ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА ВТОРОГО РОДА Qn(x) 


Q(x) 


-1. 00000 
-0, 99990 
-0. 99959 
-0, 99909 
-0. 99839 


-0, 99749 
-0. 99639 
-0, 99509 
-0, 99358 
-0. 99187 


-0. 98996 
-0. 98785 


_ =A. 98553 


-0. 98300 
-0, 98027 


-0. 97732 
-0. 97417 
-0. 97081 
-0. 96724 
-0. 96345 


—0. 95945 
-0. 95523 
-0, 95079 
-0, 94613 
-0, 94125 


-0. 93614 
-0, 93081 
-0, 92524 
-0, 91944 


-0. 91341 | 


-0, 90714 
-0. 90063 
-0, 89387 
~0, 88686 
-0. 87960 


-0, 87209 
-0, 86432 


-0, 85628 - 


-0, 84797 
-0, 83939 


-0, 83054 


0. 82139 


-0, 81196 
-0. 80224 
-0, 79221 


-0, 78188 
-0. 77123 
—0. 76026 
-0, 74896 
-0. 73733 


-0, 72534 


ΓΙ. 


Qo(z) =} п ( 


Ω»(α) = 


000 
000 


693 


312 -1 
4 


Q2(zx) 


0. 00000 
-0. 01999 
-0, 03998 
-0. 05996 
-0. 07991 


-0, 09983 
-0.11971 
-0, 13954 
-0. 15931 


-0, 17902. 


-0. 19866 
-0. 21821 
-0, 23768 
-0, 25705 
-0, 27631 


-0. 29546 
-0. 31449 


-0, 33339 _ 


-0, 35214 
-0. 37075 


-0. 38920 
-0. 40748 
-0, 42559 
-0, 44351 
-0. 46123 


—0. 47876 
-0. 49607 
-0. 51315 


- -0. 53000 


-0, 54661 


-0, 56297. 


-0. 57906 
-0. 59488 
-0. 61041 


_-0. 62564 


-0. 64057 
-0. 65517 
-0, 66944 
-0, 68337 


0. 69694. 


-0. 71014 
-0. 72296 
-0. 73538 
-0, 74739 
-0. 75897 


-0. 77012. 
—0. 78080 | 


-0, 79102 
-0. 80074 


-0, 80996 


000 


-0, 81866 327 
37] 


1-х 


1-х 
р (ΕΞ}-Σ 


(n+1)Qn41(z) = (2n+1)2Qn(z) -- NQn-1(Z) 


1 +=) 


χ 


Q3(z) 


0, 66666 
0. 66626 
0. 66506 
0. 66306 
0. 66027 


0. 65667 
0. 65229 
0. 64711 
0. 64114 
0. 63439 


0. 62686 
0. 61856 
0. 60948 
0. 59964 
0. 58903 


0. 57768 
0. 56558 
0. 55275 
0. 53918 
0. 52489 


0. 50990 
0. 49420 
- 0. 47781 
0. 46074 
0. 44300 


0. 42461 


0. 40557. 


0. 38591 
0. 36562 
0. 34474 


0. 32327 
0, 30123 
0. 27864 
0.25551 
0. 23187 


0. 20772 
0. 18310 
0. 15802 
0. 13251 
0. 10658 


0. 08026 
0. 05357 
+0. 02654 
-0, 00080 


2 -0. 02843 


-0, 05633 
-0. 08446 
-0, 11299 
-0. 14128 
-0, 16992 


667 
669 
699 
829 
179 


919 
261 


-0.19865 477 
its 
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Q(x) = Arth x 


Таблица 8.3. Функции Лежандра второго рода O,(x) 


Se 


1-х 


Оо (т) Qi0(z) 
-0. 40634 921 0.00000 000 
~0.40452 191 -0. 04056 181 
-0. 39905 538 -0. 08068 584 
-0, 38999 553 -0. 11993 860 
-0, 37741 852 -0.15789 513 
-0. 36143 026 -0. 1941 
-0. 34216 562 -0. 2282 
-0. 31978 750 -0. 25995 
-0, 29448 565 -0. 28879 
-0, 26647 538 -0. 31447 
-0. 23599 595 -0. 33672 
-0, 20330 891 -0. 35527 
-0. 16869 616 -0. 36990 
-0. 13245 792 -0. 38044 
-0. 09491 050 -0. 38675 
‚ -0. 05638 395 -0. 38873 587 
-—0. 01721 959 -0, 38634 
+0. 02223 260 -0. 37958 
0. 06161 670 -0. 36850 
0.10057 361 -0. 35318 
0.13874 395 -0. 33376 
0. 17577 093 -0;31043 
0. 21130 336 -0. 28343 
0. 24499 861 -0. 25302 
0. 27652 557 -0. 21951 
0. 30556 765 -0. 18327 
0. 33182 571 -0. 14469 
0.35502 089 -0,10417 
0. 37489 746 -0. 06219 
0. 39122 551 -0. 01920 
0.40380 351 +0. 02428 
0. 41246 -080 0. 06776 
0. 41705 981 0. 11072 
0. 41749 822 0. 15262 
0. 41371 084 0. 19295 
0. 40567 128 0. 23117 
0. 39339 336 0. 26680 
0. 37693 227 0. 29934 
0. 35638 546 0. 32833 
0. 33189 317 0. 35334 
0.30363 867 0. 37399 
0. 27184 811 0. 38991 
0. 23679 006 0. 40082 - 
0.19877 461 0. 40646 
`0.15815 208 0. 40665 
0.11531 136 0. 40128 
0. 07067 773 0. 39028 
+0. 02471 030 0. 37368 
_-0. 02210 100 0. 35158 
-0, 06923 897 0. 32415 
-0. 11616 303 0. 29165 814 
k — 4) °| k -- т] x 
6 6 
Е) -1 
=) -57 2 
3 
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oO 299909 


οο5οοοο 55555 |-7-1-7-7-) 
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PRE PPPS рроре 


“оо 5 
NOM RPWNEH © 


Όοσοοσοουος oo 
oonov0on9o 000090 
< © 


1. 00. 


Qo(x) 


0, 54930 
0, 56272 
0.57633 
0. 59014 
0. 60415 


0. 61838 
0. 63283 
0. 64752 
0. 66246 
0. 67766 


0. 69314 
0. 70892 
0, 72500 
0. 74141 
0, 75817 


0. 77529 
0. 79281 
0. 81074 
0, 82911 
0, 84795 


0, 86730 
0, 88718 
0, 90764 
0, 92872 
0. 95047 


0, 97295 
0. 99621 
1. 02032 
1. 04537 
1. 07143 


1. 09861 
1.12702 
1. 15681 
1. 18813 
1.22117 


1.25615 
1, 29334 
1, 33307 
1. 37576 
1. 42192 


1.47221. 


1.52752 
1. 58902 
1. 65839 
1. 73804 


1. 83178 
1. 94591 


2.64665 


со 


614 
977 
975 
516 
560 


131 


393 


241. 
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Таблица 8.3, Функции Лежандра второго рода Оз(х) 


Ωι(α) 


-0. 72534 
-9. 71300 
-0, 68722 
-0, 67375 


-0. 65989 
-0. 64561 
-0, 63091 
-0. 61577 
-0. 60017 


-0, 58411 
-0. 56755 
-0, 55049 
-0, 53290 
‚ -0. 51476 


—0. 49605 
-0. 47674 


-0, 45680 . 


-0, 43620 
-0, 41491 


-0, 39288 
-0. 37009 
-0, 34649 
-0. 32202 
-0. 29664 


-0, 27028 
-0, 24287 
-0, 21434 
-0,. 18461 
-0. 15356 


-0.12111 
-0, 08710 
-0. 05140 
-0. 01384 
+0. 02578 


0. 06772 
0.11227 
0.15977 
0. 21067 
0. 26551 


0. 32499 
0. 39004 
0. 46190 
0. 54230 
0. 63376 


0. 74019 


0. 86807 


1, 02952 
1.25160 
1.62018 


_ 92@)= 


693 


Ωο(α) =1 In (1 


312 —1 


4 


Q2(z) 


-0. 81866 
-0, 82681 
—0. 83440 
-0. 84782 


-0, 85360 
-0, 85873 
-0, 86319 


-0, 86695 


-0, 86998 


-0. 87227 
-0, 87377 
-0. 87446 
-0. 87430 
-0, 87326 


-0. 87130 
-0, 86838 
-0, 86445 
-0, 85948 
-0, 85341 


—0. 84618 
-0, 83774 
-0, 82803 
-0, 81698 
-0, 80451 


-0. 79054 
-0. 77498 
-0, 75773 
-0. 73868 
-0, 71769 


-0, 69463 


-0, 66934. 


-0, 64164 
-0. 57809 


-0, 54172 
-0, 50183 
-0. 45802 
-0. 40979 
-0. 35650 


-0, 29736 
-0, 23134 
-0. 15708 
-0. 07268 
+0. 02458 


0. 13888 
0. 27707 
0. 45181 
0. 69108 
1. 08264 


ου 


112 


1-2 


+=) 


Ἂ (=) _ 81 


2 


Qs (x) 


-0. 19865 


-0, 22745 ¢ 


-0, 25628 
-0. 28510 
-0. 31386 


-0, 34253 
-0. 37107 
-0. 39942 
—0. 42753 
-0. 45537 


-0, 48286 
-0. 50996 
-0. 53661 
-0, 58830 


-0. 61320 
-0, 63739 
-0. 66077 
-0, 68327 
-0, 70481 


-0. 72528 
-0, 74460 
-0. 76264 
-0, 77931 


—0. 79447 


0. 80799 
-0, 81973 
-0, 82952 
~0, 83721 
-0, 84258 


~0, 84544 
-0, 84555 
-0. 84263 
-0, 83641 
-0. 82652 


_ -0. 81259 


0. 79414 
-0. 77065 
-0, 74147 
-0, 70582 


-0. 66270 
-0, 61090 


‚ -0. 54880 


-0. 47419 
-0. 38399 


-0. 27356 
-0. 13540 
+0, 04408 
0. 29436 
0. 70624 


οὐ 


Q(z) =5 


а) = (522-8) In (1 


1l+zx\ 522 
+ 


477 


-0, 24999 
-0. 29035 


-0. 32762 
-0, 36122 
-0. 39060 
-0. 43463 


-0. 44832 
-0, 45592 
-0. 45708 
-0, 45151 
-0. 43903 


-0, 41952 
-0. 39296 
-0. 35943 
-0. 31915 
-0,.27244 


-0. 16166 
-0, 09892 


-0, 03241 . 


+0, 03684 


0.10764 
0. 17866 
0. 24840 
0. 31523 
0.37739 


0. 43299 


0. 48006 ` 


0. 51654 
0. 54037 
0. 54946 


0. 54183 
0. 51562 
0. 46925 
0. 40147 
0, 31159 


0. 19967 
+0. 06677 
-0. 98454 
-0, 24975 
-0. 42137 


-0. 58752 
-0. 81464 
-0, 78406 
-0, 48875 


io] 


1-х 
In (63-ι 


1-х 


(3ἠ-1}Φ.ει(α) = (2n+1)2Qn (x) —nQu—1(2) 


ΩιοίΖ, 


+0. 29165 
0. 25442 
0. 21286 
0, 16748 
0. 11884 


0. 06761 
+0. 01449 
-0. 03973 
-0. 09422 
-0. 14810 


-0, 20044 
-0. 25030 
-0, 29671 
-0. 33872 


-0. 40576 
-0. 44442 
-0. 45121 
-0. 44884 


-0, 43687 
-0. 41503 
-0. 38323 
-0. 34160 
-0. 29049 


-0, 08787 
—0. 00787 
+0. 07559 


0.16037 
0. 24398 
0. 32364 
0. 39624 
0. 45844 


0. 50669 
0. 53731 
0. 54659 
0. 53099 
0. 48727 


0. 41282 
0. 30602 
+0. 16680 


-0. 19666 ; 


-0. 40421 
-0. 60564 
-0. 76587 
-0. 81720 
-0, 593 05 
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ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ ЛЕЖАНДРА ВТОРОГО РОДА On( x) 


Qo(z) 


1, 00000 
1, 00010 
1. 00040 
1. 00090 
1. 00160 


1. 00250 
1. 00361 
1. 00492 
1. 00644 
1. 00816 


1. 01010 
1. 01224 
1. 01461 
1. 01719 
1. 01999 


1. 02301 
1. 02627 
1. 02976 
1. 03348 
1. 03745 


1. 04166 
1. 04613 
1. 05086 
1. 05585 
1, 06112 


1. 06666 
1. 07250 
1. 07863 
1. 08506 
1. 09182 


1. 09890 
1.10631 
1.11408 
1.12220 
1.13071 


1.13960 
1.14889 
1.15861 
1.16877 
1.17938 


1.19047 
1.20206 
1. 21418 
1.22684 
1.24007 


1.25391 
1.26839 
1.28353 
1, 29937 
1. 31596 


1. 353332 


000 
001 
016 
081 
256 


627 
301 
413 
122 
615 


101 
820 
039 
052 
184 


790 
258 


007. 


491 


202. 


667 
453 
171 
471 
054 


667 
107 
229 
944 
225 


110 
707 
200 
851 
009 


114 
706 
430 
045 
436 


619 
756 
164 
333 
937 


850 
168 
228 
630 
263 


333 


[1 


Qi(t) 


0. 00000 
0. 02000 
0. 04001 
0. 06003 
0. 08008 


0. 10016 
0. 12028 
0. 14045 
0. 16068 
0. 18097 


0. 20134 
0. 22179 
0. 24233 
0. 26297 
0. 28372 


0. 30459 
0. 32559 
0. 34672 
0. 36800 
0. 38945 


0. 41106 
0. 43285 
0. 45484 
0. 47703 
0. 49944 


0. 52207 
0. 54495 
0. 56809 
0. 59150 
0. 61519 


0. 63918 
0. 66350 
0. 68815 
0. 71315 
0. 73853 


0. 76430 
0. 79048 
0. 81711 
0. 84419 
0. 87175 


0. 89983 
0. 92845 
0. 95764 
0. 98743 
1. 01786 


1. 04896 
1.08077 
1.11333 
1.14668 
1.18088 


1.21597 


000 
133 
067 
603 
546 


704 
894 
936 
662 
914 


545 
422 
428 
462 
443 


312 
031 
587 
997 
305 


589 
960 
568 
605 
394 


948 
869 
454 
152 
472 


993 
370 
335 
706 
296 


415 
884 
039 
242 
994 


941 
892 
831 
931 
572 


360 
146 
051 
490 
202 


281 


igs 


Q2(z) 


-2. 00000 
-1. 99959 
-1. 99839 
—1. 99639 
-1, 99359 


-1. 98998 
-1. 98557 
-1, 98035 
-1.97431 
-1, 96746 


-1.95979 
-1. 95130 
-1. 94198 
-1. 93182 
-1. 92081 


-1. 90896 
-1. 89626 
-1, 88268 
-1, 86824 
-1, 85291 


-1. 83669 
—1. 81956 
-1. 80152 
-1, 78255 
-1. 76264 


-1. 74177 
-1, 71993 
-1. 69710 
-1. 64842 


-1, 62253 
-l, 59557 
-1. 56753 
-1. 53839 
-1. 50811 


-1. 47668 
-1, 44406 
-1, 41023 
-1. 37516 
-1. 33880 


-1. 30114 
-1. 26213 
1.22172 
1. 17988 
-1. 13657 


-1, 09173 
-1. 04531 
-0. 99726 
-0, 94752 
-0. 89602 


-0. 84270 


000 
998 
968 
838 
487 


747 
401 
179 
766 
792 


839 
431 
044 
094 
942 


890 
181 
994 
444 
580 


380 
752 
526 
455 
210 


372 
437 
801 
761 
510 


126 
570 
678 
152 
{59 


292 
617 
606 
155 
960 


509 
064 
641 
995 
597 


613 
874 
854 
634 
868 


745 


[77 


Q3(z) 


0. 00000 
-0. 07999 
-0, 15993 
-0. 23978 
-0, 31948 


-0. 39899 
—0. 47826 
-0, 63589 


-0. 79196 
-0, 86930 
—0. 94609 
~1, 02230 


-1,17275 
-1. 24689 
-1. 32023 
—1. 39272 
-1. 46431 


-1. 53494 
-1, 60456 
1. 67310 
-1, 80674 


-1. 87172 
—1. 99768 
-2. 05854 
-2.11790 


-2. 17568 
-2. 23182 
-2. 28625 
-2. 33890 
-2. 38969 


-2. 43855 
-2. 48539 
-2. 53013 
-2. 57269 


-2. 65090 
-2. 68637 
-2. 71928 
-2. 74954 
-2. 77703 


~2, 80164 
-2. 82327 
-2. 85705 
_2. 86895 


—2. 87734 


000 
200 
599 
392 
767 


900 
951 
060 
347 
899 


777 
001 
554 
373 
345 


302 
019 
203 
496 
458 


573 
234 
742 
294 
982 


780 
537 
972 
661 
027 


334 
672 
944 
860 
914 


378 
281 
394 
210 
926 


420 
229 
520 
067 
216 


855 
375 
630 
896 
817 


353 


ee 


Таблица 8.4. Производные функций Лежандра второго рода Q,,(x) 


Qo(z) 


0. 00000 
0. 36520 
0. 72733 
1, 08336 
1.43027 


1. 76512 
2. 08508 
2. 38737 
2. 66939 
2. 92866 


3.16285 
3.36984 
3. 54769 
3. 69467 
3. 80930 


3. 89031 
3. 93671 
3. 94778 
3. 92304 
3. 86234 


3. 76577 
3. 63376 
3.46700 
3.26651 
3. 03359 


2. 76983 
2. 47712 
2. 15764 
1. 81383 
1. 44841 


1. 06434 
0. 66482 
+0. 25327 
-0, 16667 
-0. 59123 


-1. 01644 
-1. 43822 
-1. 85237 
-2. 25465 
-2. 64075 


-3. 00637 
-3. 65918 
-3. 93806 
-4. 17995 


-ᾱ, 38109 
-4. 53797 
—4. 64734 
-ᾱ. 70629 
—4. 71228 


-4, 66319 


54 


Г | 


Qio(z) 


-4. 04156 
-3. 97600 
-3. 71697 


-3. 52604 
-3. 29655 
-3. 03075 
-2. 73130 
-2. 40117 


-2. 04367 
-1, 66240 
-1, 26123 
-0, 84427 
-0. 41580 


+0. 01470 
0. 45767 
0. 89344 
1.32231 


1. 73958 


2. 14059 
2. 52079 
2. 87577 
3. 20128 
3. 49331 


3. 714813 
3. 96230 
4. 13277 
4. 25684 
4. 33229 


4. 35733 
4. 33070 
4. 251.64 
4. 11997 
3. 93608 


3. 70095 
3. 41617 
3.08394 
2. 70708 
2. 28903 


1.83383 
1. 34610 
0. 83104 
+0. 29437 
-0. 25765 


-0, 81838 
1. 93714 
-2. 48003 
-3, 00140 


-3. 49322 
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Таблица 8.4. Производные функций Лежандра второго рода Ο/ίχ) 


т Qa(x) Qi(z) Ω”(α) (з(т) Q(x) Qio(z) 
0. 50 1. 33333 933 1.21597 281 - 0.84270 74 - 2.87734 35 - 4. 66319 54 - 3. 493228 
0. 53 1.35153 399 1.25201 210 - 0.78748 95 - 2.88206 72 - 4.55737 62 - 3.947399 
0. 52 1.37061 403 1.28905 905 - 0.73029 59 - 2.88297 33 - 4. 39368 94 - 4.355894 
0. 53 1.39062 717 1. 32717 756 - 0.67104 20 - 2.87989 70 - 4.17156 11 - 4. 710854 
0. 54 1.41163 185 1. 36643 680 - 0.60963 61 - 2.87266 39 - 3.89102 65 - 5, 004695 
0.55 1.43369 176 1.40691 178 - 0.54597 91 - 2.86108 89 - 3.55277 54 - 5.230233 
0. 56 1.45687 646 1.44868 400 - 0.47990 38 - 2.84497 53 - 3.15819 61 - 5. 380807 
0. 57 1.48126 204 1.49184 220 - 0.41147 39 - 2.82411 36 - 2.70941 73 - 5.450406 
0.58 1.50693 189 1.53648 320 - 0, 34038 30 - 2.79828 02 - 2.20934 79 -- 5. 433812 
0. 59 1.53397 760 1.58271 285 - 0.26655 35 - 2.76723 56 - 1.66171 26 - 5.326732 
0. 60 1. 56250 000 1.63064 718 - 0.18983 51 - 2.73072 34 - 1.07108 51 - 5.125950 
0. 61 1.59261 029 1. 68041 364 - 0.11006 36 - 2.68846 75 - 0.44291 60 - 4.829465 
0. 62 1.62443 145 1. 73215 259 - 0.02705 91 - 2.64017 05 + 0.21644 47 - 4.436645 
0. 63 1.65809 982 1. 78601 903 + 0.05937 63 - 2.58551 08 0. 89973 10 - 3.948368 
0. 64 1, 59376 694 1. 84218 458 0.14946 05 - 2.52414 00 1. 59875 12 - 3.367169 
0. 65 1. 73160 173 1.90083 983 0. 24343 42 - 2.45567 92 2.30438 77 - 2. 697375 
0. 66 1. 77179 305 1.96219 705 0. 34156 40 - 2.37971 49 3,00660 55 - 1.945245 
0. 67 1.81455 271 2. 02649 344 0. 44414 64 - 2.29579 49 3. 69447 22 - 1.119087 
0. 68 1.86011 905 2. 09399 499 0. 55151 17 — 2.20342 26 4. 35619 14 - 0. 229371 
0. 69 1.90876 121 2. 16500 099 0. 66402 96 - 2.10205 04 4. 97914 99. + 0. 711177 
0. 70 1. 96078 431 2.23984 955 0. 78211 54 - 1.99107 23 5.54998 34 1. 687501 
0. 71 2.01653 559 2. 31892 413 0. 90623 72 - 1.86981 51 6. 05466 05 2. 682165 
0. 72 2. 07641 196 2.40266 159 1.03692 51 - 1.73752 72 6. 47859 09 3. 675339 
0. 73 2.14086 919 2.49156 187 1.17478 21 - 1.59336 54 6. 80675 90 4. 644816 
0. 74 2.21043 324 2.58619 998 1.32049 75 - 1.43637 96 7. 02388 88 5. 566082 
0. 75 2.28571 429 2. 68724 079 1.47486 32 — 1.26549 27 7.11464 51 6. 412431 
0. 76 2. 36742 424 2. 79545 751 1. 63879 46 - 1.07947 65 7. 06387 68 7. 155161 
0. 77 2.45639 892 2. 91175 493 1.81335 69 - 0.87692 20 6. 85691 02 7. 763836 
0. 78 2.55362 615 3. 03719 894 1.99979 32 - 0. 65620 16 6. 47990 33 8, 206652 
0, 79 2. 66028 199 3. 17305 446 2. 19957 51 - 0.41542 09 5. 92027 14 8. 450921 
0. 80 2. 77777 778 3. 32083 451 2.41444 73 - 0.15235 72 5. 16720 18 8. 463693 
0. 81 2. 90782 204 3. 48236 488 2. 64650 26 + 0.13562 04 4. 21227 67 8. 212559 
0. 82 3. 05250 305 3. 65986 997 2. 89827 40 0. 45165 68 3. 05023 28 7. 666669 
0. 83 3. 21440 051 3. 85608 883 3. 17286 02 0. 79955 16 1.67989 36 6. 798024 
0. 84 3. 39673 913 4. 07443 439 3.47409 64 1.18395 08 + 0.10532 57 5. 583115 
0. 85 3. 60360 360 4. 31921 588 3. 80679 33 1.61061 19 - 1.66270 85 4. 005017 
0. 86 3. 84024 578 4. 59595 604 4. 17707 50 2. 08677 72 - 3.60489 91 +.2. 056070. 
0. 87 4. 11353 352 4. 91185 380 4. 59287 14 2.62171 45 - 5. 69098 02 - 0.258625 
0. 88 4. 43262 42 5.27647 688 5. 06465 07 3.22751 63 - 7.87652 81 - 2.916594 
0. 89 4. 81000 481 5. 70283 015 5. 60654 69 3.92032 16 -10, 09858 18 - 5.871760 
0. 90 5. 26315 789 6. 20906 159 6, 23815 05 4. 72224 63 -12. 26944 98 - 9. 045801 
0. 91 5. 81733 566 6. 82129 988 6. 98747 73 5. 66456 11 -14. 26758 89 -12, 315713 
0. 92 6. 51041 667 7. 57861 025 7. 89613 09 6. 79318 58 -15. 92348 54 -15. 495090 
0.93 7.40192 450 854217 980 9. 02883 27 8. 17876 62 -16.99643 22 -18; 304274 
0. 94 8. 59106 529 9. 81365 072 10. 49236 44 9. 93658 04 -17. 13329 84 -20. 319071 
0. 95 10.25641 026 11,57537 057 12. 47698 56 12. 26978 50 -15, 78782 62 -20. 873659 
0.96 12,75510 204 14,19080 811 15, 35932 33 15.57616 37 -12. 04072 38 -18, 851215 
0. 97 16. 92047 317 18. 50515 528 20. 00905 43 20. 76422 38 - 4.11777 87 -12. 140718 
0.98 25.25252 525 27.04503 467  29.00735 14 — 30.50045 90  +12.32933 89 +4’242107 
0.99 50, 25125 628 52. 39539 613 55. 11181 39 57. 80864 53 54. 86521 05 49. 428990 
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11.26 


13. 00 
14..86 
16. 84 
18. 94 
21.16 


23.50 . 


25. 96 
28. 54 
31, 24 
34. 06 


37. 00 
40. 06 
43. 24 
_46. 54 
49. 96 


53. 50 


57.16 
60. 94 
64. 84 
68. 86 


73. 00 
77. 26 
81. 64 
86. 14 
90. 76 


95. 50 
100. 36 
105. 34 
110. 44 
115. 66 


121.00 
126. 46 
132. 04 


137, 74 


143. 56 
149. 50 


Взято из [8.16]. 


ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА ПЕРВОГО РОДА Р,(х) 


Таблица 8.5. Функции Лежандра первого рода P,(x) 


Ῥιία)--α 


7. 84 
11, 88 


17. 00 
23,32 
30. 96 
40. 04 
50. 68 


63. 00 
77. 12 
93.16 
111.24 
131.48 


154. 00 
178. 92 
206. 36 
236. 44 
269. 28 


305. 00 
343. 72 
385. 56 
430. 64 
479. 08 


531. 00 
586. 52 
645. 76 
708. 84 
775. 88 


847, 00 
922. 32 
1001, 96 
1086, 04 
1174. 68 


1268. 00 


1366. 12 


1469. 16 
1577. 24 
1690. 48 


2197. 44 
2338. 28 


2485, 00 
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Ро = 1 


133: 41520 


5. 53750 
1)8. 47120 
1, 23927 
1. 74952 
- 39887 


21000 
20727 
41672 
86607 
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06038 
29559 
56757 
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«23641 


64100 
09781 
61111 
18537 
82519 


53538 
32087 
18681 
13847 
18133 


03210 
15633 
29142 
43797 
«593663 


76804 
95286 


й 36546 


«οοςοὐ-συυοι & PV Pr ND 155 = pt 


Nee ee ee 


>'> >>> HLH HAL WYWWOW WWWWWYW WWW МАЮ 
9 
— 
ον 
— 
~ 
o 


4)2. 59466 


4)2. 84010 
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Р5(т) 
1. 00000 
6. 72552 
2. 09686 
4. 97354 
1. 01148 


1. 85750 
3. 16804 
5. 19597 
7. 86743 
1.16849 


1. 68300 
2. 36169 
3. 24050 
4. 26022 
5. 76676 


7. 51150 
9. 65154 
1.22500 
1.53765 
1.91071 


2. 35250 
2. 87205 
3. 47916 
4. 18440 
4. 99917 


5. 93572 
7. 00717 
8. 22754 
9. 61180 
1. 11 53 


1.29367 
1. 49122 
1. 71215 
1. 95846 
2.23227 


2. 53983 
2. 87149 
3. 24171 
3. 64912 ` 
4. 09643 


4. 58649 
5. 12230 
5. 70699 
6. 34383 
7. 03621 


7. 78769 


WwW WRAP Pr Ne + 
——— α. th al ee ee eT ee De” ee ee eee ti .ᾱ.. tin lh ыыы ——— ``’ ee ee” 


i ti tin -- - 


> 


| 
| 
| 
| 


Ὅ.Ο.ο.οο © οοοοοοοοο ONNNN чсссх лольъьъх Wwe 


— 
© 


ti бб бы 


10 


——=ы=—ы—- > 3—=ыЫ—=ы—=[ te `——ыЫыы—— -—ы—— > -—— 


Ρο(α) 
1.00000 
6. 02754 
5. 03668 
2. 45973: 
8. 97882 


2. 71007 
7. 13591 
1. 69353 
3. 70173 
7. 56647 


1.46256 
2. 69625 
4. 77208 
8. 15181 
1. 24978 


2. 17406 
3. 41632 
5. 25060 
7. 90944 
1.16994 


1. 70196 
2. 43839 
3. 44472 
4. 80363 
6. 61853 


9. 01781 
1. 21596 
1. 62372 
2. 14858 
2. 81890 


3. 66876 
4. 73885 
6. 07749 
7. 74185 
9. 79919 


1.23283 
1. 54212 
1. 91848 
2. 37430 
2. 92387 


3. 58363 
4. 37243 
5. 31184 
6. 42640 
7. 74404 


(10)9, 29640 
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Ριοία) 

1, 00000 
1, 06544 
1, 13789 
6. 65436 
2. 81110 


9. 60605 
2. 81929 
7. 37020 
1. 75809 
3. 89219 


8. 09745 
1. 59814 
3. 01437 
5. 46578 
9.52213 


1.62597 
2. 68690 
4. 33189 
6. 82993 
1. 05524 


1. 60047 


2. 38657 


3. 50362 
5. 06985 
7. 23884 


1. 02082 
1.42299 
1. 96229 
2. 67872 
3. 62216 


4. 85435 
6. 45123 
8. 50564 
1.11305 
1. 44623 


1. 86653 
2. 39363 
3. 05098 
3. 86641 
4. 87282 


6. 10897 
7. 62030 
9. 45994 
1.16898 
1.43817 


(12)1, 76188 
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172 


8. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


Таблица 8.6. Производные функций Лежандра первого рода Р„(х) 
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Ρ!(α) 
1)1. 00000 
1)2. 12400 
1)3. 75200 
1)5. 96800 
1)8. 85600 


2)1.25000 
1. 69840 
2.23920 
2. 88080 
3. 63160 


4. 50000 
5. 49440 
6. 62320 
7. 89480 
9. 31760 


1. 09000 
1.26504 
1. 45772 
1. 66888 
1. 89936 


2. 15000 
2. 42164 
fy Thee 
3. 03128 
3.37096 


Pee 
4. 12424 
4. 53952 
4. 98168 
) 
) 


5. 45156 


5. 95000 
6. 47784 
7. 03592 
7. 62508 
8. 24616 


8. 90000 
9. 58744 
1. 03093 
1.10665 
1.18598 


1. 26900 
1.35580 
1. 44647 
1. 54109 
1. 62974 


1. 74250 


Ри (2) 


=1 


P5(z) 

1. 50000 
4. 57230 
1. 01688 
1. 92723 
3. 30168 


5. 26875 
7. 97208 
1.15704 
1.62377 
2. 21628 


2. 95500 
3. 86184 
4. 96025 
6. 27516 
7. 83305 


9. 66187 
1.17911 
1.42518 
1. 70764 
2. 02990 


2. 39550 
2. 80816 
3. 27172 
3. 79020 
4. 36775 
) 


5. 00869 
5. 71746 
6. 49870 
7. 35714 
8. 29772 


9. 32550 
1. 04457 
1.16637 
1. 29849 
1. 44152 


1. 59602 
1, 76260 
1. 94187 
2. 13445 
2. 34099 


2. 56215 
2. 7986С 
3. 05102 
3.20013 
3. 60663 


Эт 


Po(x) --3χ 


0 0 OO © 00 OO о 09 © © © 09 05 © — NANO OD NOUN >> мм + 
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Poi) 

4. 50000 
7. 77587 
4. 50787 
1. 74282 
5. 33445 


№ 39531 
3. 25362 
6. 94480 
1.28132 
2. 59296 


4. 63721 
745819 
1.21805 
2.11632 
3. 30652 


5. 04229 
7. 52431 
1.10110 
1.58313 
2. 23988 


3.12290 
4. 29574 
5. 82620 
7. 83868 
1. 04169 


1.27071 
1. 78712 
2. 31006 
2. 96206 
3. 76947 


4. 76295 
5. 97809 
7. 45591 
9. 24362 
113953 


1. 39725 
1. 70455 
2. 06937 
2. 50070 
3. 00866 


3. 60463 
4. 20137 
5. 11311 
6. 05576 
7.14698 


(10)8. 40642 
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| 


ооо OO Ovo wo 0 0 9 MOO © © + — < < сл nL 


tt a —— eee” ee ee ee ee ee ee eT ——=ы>——_ ——=—— ых ——`- = ————— 
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bt -> 


4. 10354 
5. 28214 


7. 00283 
9. 04307 
1.15949 
1.47670 
1. 36875 


2. 35063 
2. 93985 
3. 65675 
4. 52490 
5. 57149 


10 


10 
10 
11 
11 
11 


11 
Г 
11 
11 
11 


11 
11 
12 


6. 82780 
8. 32969 
1. 01182 
12)1.22399 
12)1. 47481 


(12)1, 77028 


ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА ВТОРОГО РОДА QOn(x) 173 


Таблица 8.7. Функции Лежандра второго рода On(x) 


. Ωοία) Q(x) @2(х) Q3(x) Ωοία) Ωιοία) 

1.0 = © со со со со 

1.2 - 1.19895 -1)4. 38737 -1)1, 90253 -2)8. 80147 - 3)1. 32079 - 4)6. 75615 
1.4 -1}8. 95880 -1)2. 54232 -2)8. 59466 -2)3. 10542 - 4)1. 06810 - 5)4. 27633 
1.6 -1)7. 33169 -1)1. 73070 -2)4. 87829 -2)1. 47080 - 5)1. 71471 -6)5. 73368 
1.8 -1)6. 26381 -1)1. 27487 -2)3. 10233 -3)8. 07870 - 6)3. 91902 - 6)1.13241 
2.0 -1)5. 49306 -2)9. 86123 -2)2. 11838 -3)4. 87112 - 6)1.12179 - 7)2. 86313 
ον ἃ -1)4, 90415 -2)7. 89122 -2)1. 52029 -3)3. 13576 - 7)3. 76522 - 8)8. 62195 
2.4 -1)4, 43652 -2)6. 47638 -2)1. 13240 -3)2. 12013 - 7)1. 42488 - 8)2. 96212 
2.6 -1)4. 05465 -2)5. 42093 -3) 8, 68364 -3)1. 48960 - 8)5. 92566 - 8)1. 12879 
2.8 -1)3, 73607 -2)4. 61002 -3)6. 81708 -3)1. 07961 - 8)2. 66020 - 9)4. 67876 
3:0 -1)3. 46574 -2)3. 97208 -3)5, 45667 -4) 8, 02854 - 8)1. 27252 - 9)2. 07945 
к №. -1)3, 23314 -2)3. 46035 -3)4. 43984 -4)6. 10146 - 9)6. 42269 -10)9. 80358 
3.4 -1)3. 03068 -2)3. 04309 -3)3. 66347 ~4)4, 72397 - 9)3. 39441 -10)4. 86183 
3.6 ~1)2. 85272 -2)2. 69807 -3)3. 05981 -4)3. 71695 - 9)1. 86714 -10)2. 51945 
3.8 -1)2. 69498 -2)2. 40934 -3)2. 58298 -4)2. 96625 - 9)1. 06372 -10)1. 35695 
4.0 -1)2. 55413 -2)2.16512 (-3)2. 20108 -4)2. 39697 -10)6. 25130 -11)7. 56235 
4.2 -1)2. 42754 -2)1. 95664 (-3 1. 89145 -4)1.95866 -10)3. 77701 -11)4. 34493 
4.4 -1)2. 31312 -2)1. 77717 -3)1. 63766 -4)1. 61661 -10)2. 33956 -11)2. 56563 
4.6 -1)2. 20916 -2)1. 62153 (3 1. 42759 -4)1. 34641 -10)1. 48213 -11)1. 55290 
4. 8 -1)2. 11428 -2)1. 48564 -3)1.25217 -4)1. 13061 -11)9. 58309 -12)9, 61271 
5.0 (-1)2. 02733 -2)1. 36628 -3)1. 10450 -5)9. 56532 -11)6, 31274 -12}6, 07362 
5,2 -1)1. 94732 -2)1.26084 -4)9. 79278 (-5)8, 14823 -11)4. 23006 -]2)3. 91025 
5.4 (-1)1. 87347 (-2)1.16723 (-4)8.72377 (-5)6.98500 (-11)2. 87937 (-12)2. 56132 
5. 6 -1)1. 80507 -2)1. 08374 -4)7. 80551 -5)6, 02278 -11)1. 98859 -12)1. 70471 
5.8 -1)}1, 74153 -2)1. 00894 -4)7. 01223 -5)5. 22117 -11)1.'39197 -12)1.15147 
6.0 -1)1. 68236 -3)9. 41671 (-4)6. 32330 -5)4. 54896 -12)9. 86572 -13)7. 88519᾽ 
6, 2 -1)1, 62711 -3)8. 80944 -4)5. 72204 -5)3. 981 81 -12)7. 07418’ (-13)5. 46920 
6.4 (-1)1, 57541 -3)8. 25935 -4)5. 19491 -5)3. 50058 -12)5. 12787. `(-13)3. 83900 
6.6 (-1)1.52691 (-3)7. 75944 (-4)4.73078 (-5)3..09006 (-12)3. 75499 (-13)2. 72499 
6. 8 -1)1. 48133 -3)7. 30377 -4)4. 32050 (-5 2. 73812 -12)2. 77600 -13)1. 95462 
7.0 (-1)1.43841 (-3)6.88725 (-4)3.95644 (-5)2.43500 (-12)2,07071 (-13)1.41592 
Tz -1)1. 39792 -3)6. 50550 -4)3. 63228 (-5)2.17277 (-12)1.55770 -13)1.03525 
7.4 (-1)1.35967 (-3)6.15475 (-4)3.34266 (-5)1:94497 (-12)1.18115 (-14)7. 63577. 
7.6 (-1)1.32346 (-3)5,83171 (-4)3.08311 (-5)1.74631 (-13)9.02383 (-14)5. 67877 
7.8 (-1)1.28915 (-3)5.53353 (-4)2.84980 {-5}1, 57242; (-13)6.94338 (-14)4. 25654 
8.0 (-1)1:25657 (-3)5.25771 (-4)2.63950 (-5)1.41968 {513}5. 37876 {--14}3. 21427 
8.2 (-1)1.22561 (-3)5.00208 (-4)2.44944 (-5)1.28507 (-13)4.19350 (-14)2. 44439 
8.4 (-1)1.19615 (-3)4.76469 (-4)2.27723. (-5)1.16606 (-13}3, 28941. {-14)1. 87141 
8.6 (-1)1.16807 (-3)4.54386 (-4)2.12082 (-5)1.06054 (-13)2. `59524 (-14)1.44191 
8.8 (-1)1.14129 (-3)4.33807 (-4)1.97844: (-6)9, 66707 κ (-13)2.*05891° (-14)1.11778 
9.0 (-1)1.11572 (-3)4.14598 {(-4)Т. 84855 {-6)8.83037 (:-13)1.64205 (-15}8, 71513 
9.2 (-1)1.09127 (-3)3.96640 (=4)1.72979 `(-6)8.08237 (-13)1.31620 {-15)6. 83294 
9.4 (-1)1.06787 (-3)3.79827 (-4)1.62102 (-6)7.41202 (-13)1, 06011 (-15)5: 38569 
9.6 -1)1, 04546 -2)3, 64063 -4)1.:52119 (6) 6, 80982. -14)8, 57794 -15)4. 26656 
9,8 {(-1)1 02397 <3 3. 49262 -4)1.42940 `(-6)6.26763 {-14)6.97159 (-15)3. 39644 
10.0 (-1)1:00335 (-3)3.35348 (-4)1.34486 (-6)5. 77839 (-14)5. 69010 (-15)2. 71639: 


Взято из [8.16]. 


174 8. ФУНКЦИИ ЛЕЖАНДРА 


Таблица 8.8. Производные функций Лежандра второго рода Q,(x) 


x — 96 (2) -Φίῳ ~ Q2(z) — Q3(z) — Qo(z) — Qio(z) 
Ув ο0 со co ο0 [- ο) 
1.2 2. 27273 и 52833 (-1)9.56516 (-1)5.77060 (- 2)2. 06667 (- 2)1.15922 
1.4 1 04167 (-1)5. 62454 (-1)2.78972 (-1)1.32721 (- 3)1,11220 (- 4}4, 88977 
1.6 (3 6.41026 (-1)2 92472 (-1)1.21817 (-2)4. 85580 (- 4)1.39114 ἰ- 5)5. 11106 
1.8 (= 4.46429 (-1)1.77190 (-2)6.39686 (-2)2.20736 (-5)2. 64367 (-6)8. 39591 
2.0 (-1)3.33333 (-1)1.17361 (-2)3.74965 (-2)1.14416 (- 6)6.52419 (-6)1. 83053 
2.2 (-1)2. 60417 (-2)8.25020 (-2)2.36801 (-3)6.48766 (- 6)1.93263 (-7)4. 86561 
2.4 (-1)2.10084 (+26. 05501 (-2)1.57925 (-3)3.93006 (-7)6.56197 (- 1. 49994 
2.6 ΕἸ 73611 4.59238 (-2)1.69833 (-3)2.50557 (-7)2.47880 (- 8)5. 19235 
2.8 (-1)1. 46199 1-5 57495 (-3)7.89834 (-3)1.66411 (-7)1.02057 (- 8)1. 97390 
3,0 1.25000 (-2)2,84264 (-3)5.83769 (-3)1.14304 (- о. - 9)8.10849 
3.2 HE 08225 (-2)2.30068 (-3)4.41472 (-4)8.07587 (- 8)2.11821 (-9)3. 55578 
3.4 (-2)9. 46970 3 1. 89018 (-3)3.40437 (-4)5.84465 (- 8)1,04686 (- 9)1.64904 
3.6 (-2)8.36120 ¢(-2)1.57309 (-3)2. 66980 (-4)4.31867 (-9)5.40951 (-10)8. 02794 
3.8 (-2)7. 44048 = 1. 32398 (-3)2.12471 (-4)5.24956 (- 9)2,90659 (-10)4. 07799 
4.0 (-2)6.66667 (-2)1.12539 (-3)1.71292 (-4)2.48459 (-9)1.61660 (-10)2. 15091 
4.2 (-2)6.00962 (-3)9.64994 (-3)1.39691 (-4)1.92694 (-10)9.27220 (-10)1.17316 
4.4 (-2)5.44662 (-3)8,33966 (-3)1.15099 (-4)1.51364 (-19)5.46705 (-11)6.59413 
4.6 | 96032 (-3)7.25823 (-4)9.57184 (-4)1.20274 (-10)3.30481 (-11)3. 80849 
4. 8 4.53721 (-3)6.35742 (-4)8.02725 (-5)9.65712 (-10)2.04345 (-11)2.25453 
5.0 (-2)4.16667 {-3)5.60078 (-4)6.78356 (-5)7. 82792 (-10)1.28985 (-11)1.36497 
5.2 (-2)3.84025 (-3)4.96040 (-4)5.77277 (-5)6.40058 (-11)8.29696 (-12)8. 43598 
5.4 (-2)3.55114 (-3)4.41464 (-4)4.94423 (-5)5.27543 (-11)5.43056 (-12)5.31340 
5.6 (-2)3.29381 (-3)3.94656 (-4)4.25974 (-5)4.38019 (-11)3. 61188 (-12)3. 40566 
5.8 (-2)3.06373 (-3)3.54273 (-4)3. 69015 (-5)3. 66172 (-11)2.43819 (-12)2.21848 
6.0 (-2)2.85714 (-3)3. 19245 {= 3.21299 (-5)3.08050 (-11)1. 66874 Е 1. 46703 
6.2 (-2}2.67094 (-3)2,88709 (-4)2.81078 (-5)2.60683 (-11}1.15686 {-13)9. 83782 
6.4 (-2)2.50250 (-3)2. 61964 {-4)2.46977 (-5)2.21813 (-12)8, 11673 3)6. 68395 
6.6 (-2)2.34962 (-3)2.38436 a 2. 17910 3 89709 (-12)5. 75903 {-13)4. 59703 
6.8 (-2)2.21043 (-3)2.17655 (-4)1.93008 (-5)1.63035 (-12)4.12938 $13 3. 19817 
7.0 {-2 2. 08333 (-3)1.99230 (-4)1.71572 (-5)1.40747 (-12)2.99029 (-13)2.24909 
7.2 (-2)1.96696 (-3)1.82834 (-4)1.53040 (-5)1.22023 (-12)2.18566 1341. 59779 
7.4 (-2)1,86012 (-3)1. 68195 (-4)1.36949 (-5)1.06216 (-12)1. 61163 (-13\1.14602 
7.6 (-2)1.76180 (-3)1.55083 122923 {= р 28073 (-12)1.19826 о 
7.8 (-2)1.67112 (-3)1.43304 (-4)1.10651 (-6)8.13829 (-13)8. 97939 (-14)6.05494 
8.0 (-2)1.58730 (-3)1. 3269) те “Ες. 16078 (-13)6. 77913 ΛΔ; 
8.2 (-2)1.50966 (-3)1.23104 (-5)9, 03846 (-6)6.32104 (-13)5.15433 (-14)3. 30489 
8.4 (-2)1.43761 /-3)1.14421 (-5)8.19960 (-6)5.59691 (-13)3. 94535 -14)2. 46898 
8.6 (-2)1.37061 т 1.06538 (-5)7.45601 (-6)4.97021 (-13)3. 03931 \. 85745 
8.8 (-2)1.30822 (-4)9.93646 {-5)6.79498 (-6)4. 42597 “13422 35565 AL 49670 
9,0 (-2)1.25000 (-4)9.28224 (-5)6. 20573 is 95179 (-13)1.83641 (-14)1. 07211 
9, 2 -2)1. 19560 (-4)8. 68435 -5}5. 67908 -6)3, 53736 (-13)1.43959 (-15)3.22064 
9.4 (-2)1.14469 (-4)8.13682 (-55, 20722 -6 3.17406 (-13)1, 13452 (-15)6. 33995 
6 {- Е 09697 р 7. 63447 о Е 2.85468 (-14)8.98657 `(-15)4. 91668 
9.8 (-2)1.05219 (-4)7.17272 (-5)4.40196 (-6)2.57314 (-14)7,15298 (-15)3. 83321 
10.0 (-2)1.01010 (-4)6.74753 (-5)4. 05782 (-6)2.32430 (-14)5.72014 (-15)3. 00374 


Взято из [8.16]. 
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8.24. Белоусов С.Л. Таблицы нормированных при- 
соединенных полиномов Лежандра. — М.: Изд-во 
АН СССР, 1956. 


P*(cos 0), 0 = 0°(2.°5) 90°,- т = 0) 36, 


п = m(1) 56, 6D. 


8.25. Журина М. И., Кармазина Л.Н. Таблицы 
и формулы для сферических функций P™,)o4;2(Z). — 
М.: ВЦ АН CCCP, 1962. 


8.26. Журина М.И., Кармазина Л. Н. Таблицы 
функций Лежандра Р-1/.+^(х). — М.: Изд-во АН 
CCCP, 1960, Т.Г; 1962, Т.П; 1963, Т.Ш. 

P_yjotit(x), x = —0.9(0.1) 2(0.2) 5(0.5) 10(10) 60, 
+ = 0(0.01) 50, 7S или 7D; 
РЁ эх), x = —0.9(0.1) 2(0.2) 5(0.5) 10(10) 60, 
т = 0(0.01)25, 7S’ или 7D. 

8.27. Кармазина Л.Н. Таблицы функций Лежандра 
от мнимого аргумента. — М.: ВЦ АН СССР, 1972. 
P_yjo+ie(ix), x = 0(0.1) 2(0.2) 5(0.5) 10(10) 60, 
<= ООО, 75 


8.28. Таблицы присоединенных функций Лежандра. — М.: 
ВЦ АН CCCP, 1962. — (BMT; Вып. 14). — Περε- 
вод с франц. [8.11] и [8.17]. 


P™(cos 0), n = —0.5(0.1) 10, 
= 0(1) 5, 0 = 0°(1°) 90°; (—1)” Ρῃ(, 
ΠῚ 


| Pro dt, п = 0(1) 8, т= 0(1) < π; 
0 


п =9, т=0, 1: п= 10; т=0. 
u = 0(0.01)1, 5D. 
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Jo(x), 150; Ji(x), Jo(x), Yo(x), Yi(x), 10D; 

Y.(x), 8D; 

x = 0(0.1)17.5. | 

Модуль и фаза функций Бесселя порядков 0, 1 и 2 (10 <х< ®)... 214 
хи? Ми(х), θῃ(χ) — x, 8D, 

n= 0(1)2, x? = 0.1(—0.01) 0. 

Вспомогательные функции для малых значений аргумента 

Со тд, А ОЕ ОИ 275 


ran — 2 Ло(х) Inx, x | Υι(χ) — = Л,(х) In η] ; 
п п 


x = 0(0.1)2, 8D. 


Таблица 9.2. Функции Бесселя порядков 3—9 (0< x < 20) .................... 216 


In(x), Yn(x), п = 3(1)9, 
x = 0(0.2)20, 5D или 55. 


12 — под ред. В. А. Диткина, Л. H. Кармазиной 


178 


Таблица 9.3. 


Таблица 9.4. 


| Таблица 9.5. 


Таблица 9.6. 


Таблица 9.7. 


Таблица 9.8. 


Таблица 9.9. 


9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 (0 < x < 20) ............ 
x OS 10(х), . u(x), xY40(x), 

x = 0(0.1)10, 8S или 95; 

Лло(х), Ла(х), Υιο(χ), 

x = 10(0.1)20, 8D; 

x © Fao(x), x8 Jan(x), хо ох), 

x = 0(0.1)20, 6S или 7S. 

Модуль и фаза функций Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 
νι... a ee ee 
x1? Ми(х), On(x) — x, 

n= 10, Il, 8D: 

n= 20, 21, 6D; 

x? = 0.05( —0.002) 0. 


Функции Бесселя различных порядков (0 < nm < 100) .............. 
Ли(х), Yn(x), п = 0(1) 20(10) 50, 100, 
x = 1:2, 5, 10, 50; 100, 10S. 


Нули и связанные с ними значения функций Бесселя и их производ- 
ных (Опа 8, 1 8 & 20 „алая += ANRotenegidas +в 
Λι.» Inns); Льв» УтОтв), 5D (100 для п = 0), 

Утв» Yn(¥as)s Ρίο» Yn(Yns), 5D (80 для п = 0), 

$ = 1(1)20, "в = 0(1)8. 


Функции - Бесселя εχ]. 8 = НО закона оеньь 
x = 0(0.02)1, 5D. 


Нули некоторых выражений, содержащих функции Бесселя 
Oe es И Бао ое 
5-й нуль функции х/Л1(х) — AJo(x), 

A, A? = 0(0.02) 0.1, 0.2(0.2)1, 4D; 

5-й нуль функции Jy(x) — AxJ,(x), 

A = 0.5(0.1)1, ^* = 1(—0.2) 0.2, 0.1(—0.02) 0, 4D; 

5-Й нуль функции Jo(x) Yo(Ax) — Yo(x) Jo(Ax), 

A + = 0.8(—0.2) 0.2, 0.1(—0.02)0, 5D (8D для s = 1); 

5-й нуль функции Jy(x) ¥y(Ax) — У1(х) (АХ), 

A+ = 0.8(—0.2) 0.2, 0.1(—0.02) 0,52 (8D для 5 = 1); 

5-й нуль функции J;(x) Yo(Ax) — Υι(χ) Jo(ax), 

^ 1 = 0.8(—0.2) 0.2, 0.1(—0.02)0, 5D (8D для s = 1). 


Модифицированные функции Бесселя порядков 0, 1 u 2 
В о И он. diay fk eens 
ed о(х), ἐ“Κο(χ), ε-”[(χ), e*K,(x), 
x = 0(0.1) 10(0.2) 20, 10D или 105; 
x a(x), x°K2(x), 
x = 0(0.1)5, 10D, 9D; 
e-*I(x), е?Ко(х), 

= 5(0.1) 10(0.2) 20, 9D, 8D. 
Вспомогательные таблицы для больших значений аргумента 
Oe ,.,᾿“"..'........',;.."υζνιο 
eer x), Кн = 6, 13, 
x 1 = 0.05(—0.002)0, 8—9D. 
Вспомогательные таблицы для малых значений аргумента 
оо о 


Ко(х) + Io(x) In x, χ{Κι(χ) — h(x) In x}, 

x = 0(0.1) 2, 8D. 

Модифицированные функции Бесселя порядков 3—9 (0 < x < 20) 
e-7I n(x), e*Kn(x), п = 3(1) 9, 

x = 0(0.2) 10(0.5) 20, 5S. 


220 


224 


225 


227 


231 


232 


234 


240 


240 


241 


ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Таблица 9.10. Модифицированные функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


а и. -οννζενυός 

xy (x), x n(x), x°Ki,(x), 

x = 0(0.2) 10, 8$ или 9S: 
`еГо(х), е"Г1(х), e*Ky0(x), 

x = 100.2) 20..100..70: 

xT oo(x), х Я] а(х), x*°Keo(x), 

x = 0(0.2)20, 5—75. 


Вспомогательные таблицы для больших значений аргумента 


о че ЗВ est co eens seus 


In{x/2e-71,,(x)}, In{x!/2e-7Iy1(x)}, шк хи е*Ко(х)}, 
In {хе 1 (х)}, In {хе [1 (х)}, In {п 1х? e* Kao(x)}, 


х * = 0.05(—0.001)0, 8D, 6D. 


Таблица 9.11. Модифицированные функции Бесселя различных порядков 


Яо В оное ее 


In(x), Kn(x), п = 0(1) 20(10) 50, 100, 
х =1, 2, 5, 10, 50, 100, 9S или105. 


Таблица 9.12. Функции Кельвина порядков 0 и 
ber x, bei x, ber, x, bei, x, 
ker x; kei x, ker, x, Кей x, 
x = 0(0.1)5, 10D, 9D. 


И еее 248 


Вспомогательные таблицы для малых значений аргумента 


ее ине 


ker x + Бегх шх, kei x + bei x In x, 


x(ker, x + ber; x In x), x(kei; x + 
x = 0(0.1)1, 9D. 

Модули и фазы (O<x<7) .. 
Мех), θεία), Μι(χ), 6,(х), 

No(x), Фо(х), №(х), P(x), 

x = 0(0.2) 7, 6D. 


bei; x In x), 


Модули и фазы для больших значений аргумента (6.6 <x < oo). .. 250 


хизе— 3 Ν' 2 Мо(х), θο(χ) — (κ|ψ2, 
θι(χ) — (χ|ψ2,, 
χι!3ρ.| V2 №, (>), Do(x) + (> / \ 2), 


живет! У? N(x), Dy(x) + (х/ 2), 
x? = 0.15(—0.01) 0, 5D. 


"νην. oh sbi cadevewikinn ceed oeke ve crsaniuens 


Обозначения 


В этой главе приведены таблицы функций Бесселя 
только целого порядка, описание же свойств дается для 
функций любых порядков. Используются общепринятые 
обозначения: 

z=x+iy; хиу — действительные числа; 

п — целое положительное число или нуль; 


уи & могут быть любыми, если не наложены специ- 
альные ограничения. В разделах, посвященных функциям 
Кельвина (9.9—9.11), » предполагается действительным. 


Обозначения, используемые здесь для функций Бес- 
cella, такие же, как у Ватсона [9.15] и в таблицах [9.20— 
9.22; 9.28; 9.40; 9.41]. Физики часто обозначают функции 
Y,(z) через N,(z). 


хе #12 М ι(χ), 


Разные авторы применяют следующие 
Олдис и Эйри — 


G,(z) вместо — > п Ув(2), 


K,(z) вместо (—1)” K,(z); 
Клиффорд — 


C,(x) вместо x~®/2J,(2 \/х); 
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обозначения: 
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Грэй, Мэтьюз и Мак-Роберт [9.9] — 


Y,(z) вместо — TY n(z) + (13 2 — y) Ль(2), 


Y,(z) вместо πε" зес(уп) Y,(z), 
Gy(z) вместо — riz); 


Янке, Эмдэ и Лёш [9.32] — 


Λ.(α) вместо Γ(ν + 1) (2/2) * Τα}; 


Джеффриз — 
Η5γ(Ζ) вместо Hz), 
Hi,(z) вместо Hz), 
Kh,(z) вместо (2/7)K,(z); 
Гейне — 
K,(z) вместо — > п Υῃ(Ζ); 
Нейман — 


γη(Ζ) вместо -- πΥῃ(Ζ) + (In 2 — y) Jn(z); 


Уиттекер и Ватсон [9.18] — 


Ку(2) вместо cos (vz) K,(z). 


ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ J ИУ 


9.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 


Дифференциальное уравнение 


9.1.1. РА + (2 -- М) и = 0. 
ν 42 

Решениями этого уравнения являются функции Бесселя 
первого рода .7+.(2), второго рода Y,(z) и третьего рода 
Hz), Hz) (последние также называются функциями 
Ханкеля). Каждая из них является аналитической функцией 
2 ΒΟ всей комплексной плоскости, разрезанной вдоль 
отрицательной части действительной оси. Для фиксиро- 
ванного 2 (2 52 0) каждая из них является целой функцией 
параметра у. Когда у = thn, J,(z) не имеет особых точек 


и является целой функцией 2. 
Отметим следующие характерные особенности различ- 


ных решений: 

J,\(z) (Ве у > 0) ограничена, когда 2 > 0 в любой огра- 
ниченной области изменения arg 2; 

J\(z) и (2) линейно независимы, кроме того случая, 


когда у — целое; 
«.(2) и У,(2) линейно независимы при любых значе- 


ниях у. 

H(z) стремится к нулю, когда |z|—>0o в секторе 
0< argz< 7; H®\z) стремится к нулю, когда |2|-> οὐ 
в секторе — п < argz< 0. Для всех значений у функции 
Hz) и Hz) линейно независимы. 


Соотношения между решениями 
σι. оО. 
sin (v7) 


Правая часть этого уравнения заменяется ее предель- 
ным значением, если у — целое или нуль. 


9.1.3. H(z) = Л(2) +i¥(z) = 
= i cosec (уп) {6 "Л (2) — J_,(z)}. 
9.1.4. H(z) = Л(2) — 2У.(2) = 
= i cosec (vz) {Л- (2) — ev J (2) }. 
9.1.5. 7 η(2) = (--1}5 Jn(z), Yen(z) = (—1)® Ya(z). 
9.1.6. H(z) = επί A(z), Н®\(2) = ε- ™ Hz), 


Пределы при малых значениях аргумента 


(у — фиксированное, 2 -» 0) 


2 


9.1.7. Jy(z)~ (:}/το +0 ба. А 
2 
9.1.8. Yo(z) ~ — 1Н (2) —1Н (2) —- © In 2. 
и" 
9.1.9. У. (2) > — iH! (2) SiH? (2) ~ 


к 


и ΠΕΝ (Re v> 0). 


Разложения в ряд 


9.1.10. Ли = (2) Sw 
se) ΒΗ ИЕ 


9.1.11. У (2) — 


_ 22" a —k — 1)! & ΝΕ 


п  k=0 к! 


[2] = 
2 ма - AAD 4k + + 
у, п k=0 


+ 
a [ο 
= 


(—27/4)* 


у, 
+ Yn+k+ n+! | 


где ф(п) определена формулой 6.3.2. 


24 (24 24 
aye” 2 BD 


9.1.12. Jo(z) = 1 — 
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\ Мо 


НН а 


PTI НУ 
НИХ 


Od № 

| ΒΕ, \ CAT | 

BOE LA pea tl 

0 1 й < \ wr ΟΝ ΧΩ Г 
р | 


И 


Рис. 9.4. Карта горизонталей модуля и фазы функции Ханкеля 
HS(x + iy) == Μεθ», 
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9.1.13. Yo(z) = να {i (=) + ' Ло(2) rt 
π 2 


2 [ 2/4 1) (22/4)? 
pod бы Pall ic 
7 i (11 ы ;) ay 7 


3 9 
+(1 аз] a5) --} 


3) GB! 


9.1.14. 7. (2) Ju(z) = 


; еруву^ __ (DFT + e+ 2k + DCA 
Aleve kt О Г(и+ А+ DT v+pt+ kt Ik! 
Вронскианы 
9.1.15. И’ {Л,(2), J_,(z)} = Jy41(z) J_ (2) + 


+ Λα) Лина) = — 2 sin (νπ)/(πα). 


9.1.16. W{J,(z), Y,(z)} = 


= Jyi(z) YZ) — Jz) Уу41(2) = 2(π2). 


9.1.17. W{HY(z), Н®(2)} = 


= Η()ι(α) H(z) — HY) HE (2) = — 4i/(x2). 


Интегральные представления 


п п 
9.1.18. J,(z) = bd [ costs sin 0) 46 = |. \ cos(z cos 0) 40. 
"9 ы 0 
π/2 
9.1.19. Yo(z) = = (| cos (z cos 9) x 
{ 0 
x {у + In (22 οἰπ᾽ θ)} 40. 
о | 
9.1.20. J\(z) = мА. ἡ. cos (2 cos 0) sin?’ 0 40 = 
ви? Γ(ν + 1/2) 2 
м eT \ (1 — #°)*12 cos (zt) dt (Re v> —1/2). 
0 
τ 
9.1.21. Jp(z) = = | cos (2 sin 0 — nO) 40 = 
7 0 
᾿ к 
= = \ ей? 60$ 0 оз (0) 40. 
0 


к 
9.1.22. ΑΣ) = as [cos (z sin 8 — vO) 40 — 
π 
0 


sin (ук) 


Jerri ae (| arg z| < 7/2), 
π 


0 


п 
У] = = [sin (2 sin 0 — v0) dO -- 
п 
0 


2 (\ fe" + e-% cos(vn)} edt (larg z| < п/2). 
| 
0 


[ 9) 
9.1.23. Jo(x) = — sincch ἢ я" © OF, 
᾿ 0 
со 
oe А \ ete idl - eo) 
п 
0 
| C sin (xt) dt 
2(x/2)- sin (xt) dt 
κε. iS oS 
να) пи? Г(1/2 — ν) (2 — рум 
1 
(| Веу| < 1/2, x > 0). 
co 
hay. 22) cos (xt) dt 
wo πιατ|2--ν) ) (ᾱ-- 1η 
1 
(| Re v| < 1/2, x > 0). 
| со +104 
9.1.25. H(z) = --- ez 1-м р (| arg 2| а π|2), 
т 
ο0 — Tt 
AGY(z) = — — | ео (lare 2| < 22). 
TUL 


9.1.26. 7(χ) -- ---. i) ий 
24 Го Е 


--ὐοο 
(Re v> 0, x > 0). 


В последнем интеграле путь интегрирования должен 
проходить слева от точек ¢ = 0, 1, 2, ... 
Рекуррентные соотношения 
2ν 
9.1.27. ©,-1(2) + Θνει(α) = — (2), 
2 
е,1(=) — Θνη(α) = 26/2), 


: ν 
Εν. (2) = ©, (2) = τ 6.(Ζ), 


© (z) = --Θγμ(2) + = C\(2). 


© означает J, У, Н®, Н® или любую линейную ком- 
бинацию этих функций, коэффициенты которой не зависят 
ОТ 2 И У. 


9.1.28. Л(2) = —Ji(z), Yo(z) = — У (2). 


Если f\(z) = 2» Caz’), где р, 4и A не зависят от 
У, ТО 
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9.1.29. /,-1(2) + Λνει(2) = (2ν/λ) 24/2), 
(р + vq) Л-1() + (р — vq) Лнк2) = Ων/λ) 292), 
2f(z) = 2429}, 1(2) + (р — vq) Г,(2), 
2f(z) = —Aqz@fuis(z) + (р + vq) /ν(2). 


Производные 
ΙΗ 
9.1.30. Ε —} {α’ @,(z)} = 2-56...{Ζ), 
2 dz | 
Ё т {29 G(2)} = (— DEF axle) 


(К = 0, 1, 2,...). 


9.1.31. Me) = — rin = Я © вн) + 
3. я δν на) — 


Рекуррентные соотношения для произведений 
функций 
Пусть 


9.1.32. р, = J,(a) Y(b) — 
4» = J,(a) Y,(0) μα 


«(ὁ ) У, ν (α ) 9 
7) Υν(α), 


ry = ЛХа) Y(b) — ЛЬ) УКа), 
sy = Ла) Υψ) — Л, ) УКа). 
Тогда 
2v 7 
9.1.33. Рут — Dagny а dy ee «Vv Ps 
a b 
ν ν 1 
ary ‘ee ot ee 
ν ν 
Гу+1 + dy = Гы = Py+1> 
Sy = — Py + — 3 
ν 5 УН 5 Py-1 ab Ру» 


9.1.34. PySy — дуг» = т ы 
Аналитическое продолжение 

В формулах 9.1.35 — 9.1.38 т — целое. 

9.1.35. Jj(ze™™) = ет" 7 (5). 

9.1.36. Y,(ze™™!) = 


= ε-πινπί γ (2) + 2isin (туп) ctg (эп )J,(z). 


9.1.37. sin (ул) НЯ_(2етт) = | 


= — sin {(m — 1) уп} НЯ?) — ε-Υπὶ sin (туп) H&(z). 


9.1.38. sin (vx) HO (zem™") = 


= sin {(m + ут} H§?(z) + εντ! sin (тук) HY?(z). 


. + (-0Е Ci, (2 of (k = 0, Ες...) 


9.3.39, 


9.1.40. 


9.1.41. 


9.1.42. 


9.1.43. 


9.1.44. 


9.1.45. 


9.1.46. 


9.1.47. 
9.1.48. 


9.1.49. 
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Не") = — ε-νπὲ 2), 
H®) {σετ ΤΙ = =e Hz). 
JZ) = Jz), Yy@) = Υνία), 


HM = AP, HP® = Bz) 


(ν — действительное). 


Производящая функция и связанные 
с ней ряды 


[» 6) 
out 11112 = Σ 


=— 0 


"μα (t € 0). 


, [2 4) 
cos(z sin 0) = Л(2) +2 У, .οχ(Ζ) cos(2k 9). 
. es 


sin (z sin 9) = 2 a Joy41(z) sin {(2k + 1) 6}. | 
cos (z cos 0) = Jo(z) + 2 oO 1)* Jox(z) cos(2k68). 


sin (z cos 0) = 2 Σ-- 1)* Jens (2) cos {(2k + 1) θ}. 


1 = Jo(z) + 27.2) + 2.7% (2) + 25,(z) + ... 
cos 2 = Jo(z) — 2J2(z) + 2. {2) -- 2J,(z) + ... 
sin 2 = 2J,(z) — 2J3(z) + 2J;(z) — 


Другие дифференциальные уравнения 


2 — 
yh :- ν wa ὯΝ me и -= 242 © (Az), 


» 


‚ 9.1.50. и’ + [--- =)" woe), w= 26“). 
9.1.51. и” + ^?2Р-2 w = 0, 24? @,,р(2^27!?|р). 
9.1.52. и” — == w+ ^*и =0, w=z%C,(Az). 
9.1.53. z2w” + (1 — 2p) zw’ + (024729 + р? — vq?) и = 0, 
№ == ZP © (^29). 
9.1.54. и” + (^2е?2 — у) и=0, w= Θ. (ο), 
9.1.55. Ζ(Ζ} — \№) и” + 2(2° — ἣν”) и’ + 
+ {(25 — №) — (2+ νο} νν --0, w= 62). 
9.1.56. и?) = (--- 1)π ^28 2-3, 


м = 28/9 ©. (2211), 


где « — любое значение корня степени 2” из единицы. 


Обозначения: 9 = 2 — 


Дифференциальные уравнения 
для произведений 


1 6/2), 9,(z) любые ци- 


линдрические функции порядков у и | соответственно. 
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9.1.57. {94 — 2(v? + μῦ) 83 + (ν᾽ — м} и + 
+ 4Α23(9 + 1) 9+2)и=0, w= Θ(2) Θμ(α). 
9.1.58. 9(93 — 4v") w + 42(9 + и = 0, 
w =, (2) 9, (2). 
9.1.59. zw” + 2(4z2 + 1 -- ἀνθ и" + (ἀνὶ-- 1) w = 0, 
w = z©,(z) 9,(z). 


Верхние границы 
9.1.60. | J(x)| <1 (>20) 11,0)! < 1/ψ2 


(ν > 1). 
21/3 
9.1.61. 0 <4 J,(v) < ^^ (ν”-0) 
32/3Г (2/3) уз 
| 2/2 мета +l = 
9.1.62. | (01 < aay (Ye 12). 


25 exp {п^/1 — 25} , 
{1 + 4/1 — 2} 


Производные относительно порядка 


9.1.63. | Jn(nz)| < 


9.1.64. - κα) = ла (2/2) -- 
ν 


νψν(ηε.δν ΕΕ CM 
ο τονε Teek >) © κι 


9.1.65. - γ(Ζ) = ctg ©]. J\(z) — -.ώ}- 


Е. ас Г, 
ду 
(vy 6, 15% 0). 


9.1.66. G 142) | = 
ду ν--ῃ 


ni(z/2)-® SA (2|2}} δια). 
πα. 


=a = (n— k)k! 


9.1.67. Е ec) ы 
ду ν--Ῥ 


n\(z/2)-® "— (2|2)® Ук(2) 


п 
= - 2 ло + 
; 2 м и-ЮК 


9 | π 
9.1.68. Ε J\(z) he = 5 Υοί(Ζ), 
-.γιῷ] = =~ Jee) 
Ε с | м 2 м 


Выражения через гипергеометрические функции 


__ (212 | о [У +1: -*]= 
ом 


9.1.69. Jy(z) = 
Tet)" 


_ 09» ε-5 
~ Tw+t 


+. 2ν +1, ο]. 


ν 2 
9.1.70. J,(z) = i lg η. ии -. ma 
Iv + 1) 4λμ 


где A, μ.-» 00, принимая действительные или комплексные 
значения; 2 и у фиксированы; оЁ1 — обобщенная πηρα 


геометрическая функция; о функциях Μία, b, 2) и F(a, b 
С; 2) см. в гл. 13 и 15. 


Связь с функциями Лежандра 
(ших фиксированы; v—> 00, принимая 


действительные положительные значения) 
9.1.71. im УР, “с = Ju(x) (x> 0). 
ν 


7} ше. >. > πγμῳ) (х>0). 


У 


9.1.72. im ior [< 


Определения Ру" и OF” см. в гл. 8. 


Разложения в непрерывную дробь 
«.ίΖ) 1 1 1 τ 
Л, 4) ~~ Qyz-2— 2(v+1) z-? — 2(v+2)z7 — 
_ ау 2ῆν(ν 1-1) FAVED O+2 | 
|— 1 — 1— 
Теорема умножения 


9.1.74. Θ(λ2) = >> CEE 02 = DE (212 


Cys n(Z ) 
0 К! 


(|? — 1] < 1). 


Если © =/Уи взяты верхние знаки, ограничение Ha A 
не нужно. 
Эта формула дает выражение ©, (ге ®) через Су+хк(г). 


Теорема сложения Неймана 


9.1.75. Cu 1- υ) = Σ Су (и) μυ) (Τ|υ| < |и). 


Е=— © 


Если © = Ли »э— целое или нуль, то ограничение не 
нужно. Частные случаи: 


9.1.76. 1 = J2(z) + 2 Δα). 


9.1.77. 0 = $1 Л. (2) Ли (2) + 2 Σ ло Лк) 
hen να 
(п > 1). 


9.1.78. Jn(2z) = У Л(2) In-x(z) + 
k=0 
+ 2$, (—1 Л (2) δαμμα). 


Теорема сложения Графа 


9.1.79. Cy(w) stn УХ = : > Cy+R(u) Jv) gin Κα 


5; — © 
(| vet** | <j |и]). 
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Теорема сложения Гегенбауера 


ce 
9.1.80. bw) =. 2}1(ν) εὖ (v + k) уни) Χ 
νν uv 


Jy+%(v) 


xX ——— Со) (v ¥ 0, 
υν 


В 9.1.79 и 9.1.80 


и = Ju? + 9? — 2u U COS a, 
и — 905 © =wcosy, vsin« = и ЗУ, 


ветви выбраны так, что и» и и χ-»0, когда у — 0. 
CY (cos α) — многочлены Гегенбауера (см. гл. 22). 

Если и из —действительные положительные, 0 < «< к, 
то и их — действительные неотрицательные. Геометри- 
ческая интерпретация последнего соотношения показана 
на рисунке. 


Ограничение [|υεἑἰᾶ | <q |и|не нужно в 9.1.79, если 
© = Jn v— целое или нуль, а в 9.1.80 — если © = Л 


Вырожденная форма (и = 00) 
9.1.81. οἰν 2 — Г(у) (υ[2)-ν У (VERDE 
k=0 


x Jyin(v) C™(cosa) (v #0, -1,...). 


Разложение по функциям Бесселя 
(разложение Неймана) 


9.1.82. f(z) = ao Jo(z) + 2 Σ. а 72) (12| « ο), 


где с — расстояние от точки 2 = 0 до ближайшей особой 
точки функции f(z), 


9.1.83. a, = — | оо ©0<е чо. 
Tl 


20 


—1, ...,| ие | < |и]). 


O,(t) — многочлен Неймана, который определяется следу- 
ющей производящей функцией: 


9.1.84. = Jo(z) Oo(t) + 2 ie Ji(z) Ομ 


k=1 
(2 < 12), 


O,(t) — многочлен степени п +1 от 1/1, Оз (Е) = 1/1, 


.1.85. Ов( = — 
9.1.85. On(t) 2 7 


1 8? Ес! |. aaa 
t 


Более общий вид разложения 


9.1.86. f(z) = а (2) + 2 ἃ, ав Jy+K(Z), 


называемый также разложением Неймана, исследуется в 
работах [9.7] и [9.15]. Примерами разложений Неймана 
являются формулы 9.1.41 — 9.1.48 и теоремы сложения. 
Другие примеры: 


(ν + 2k) Γ(ν + Κ) 


87. (12» => Jy 
9.1.87. (2/2) Σ - +92%(2) 


(ν #0, —1, —2, ...), 


-ᾱ в! Е 
9.1.88. У„(2) = — a“ 2) oo (212) Je2) | 


(п — Be 


++ Е: {In(z/2) — ψ(π + 1} Jn(z) — 
к 


_ = k (n + 2k) Intan(Z) 
π et k(n + k) 


где (7) задается формулой 6.3.2. 


9.1.89. Yo(z) = Es {In (2/2) + У} Jo(z) — 
π 


А. Jo(z) 
ae sat к “2k ν᾽ 
ра К 


9.2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ АРГУМЕНТА 


Главные члены асимптотических формул 


(у фиксировано и |2 | > 00) 


9.2.1. J,(z)= УР cos (- — 5 уп — - τ] + 


ето 2. | (| arg z| < т). 


9.2.2. Тиз) = ΠΟ; E > уп — < τ] + 


+ ii (2) } (| arg z| < 7). 
9.2. 3. H(z) - Ψ2(πα) ὁ ἐ(ς--νπ|2--π|4) 
(--π < arg 2 4 2π). 


9.2.4. ΗΦ(α) ~ Ψ2(π2) β-ἱ(8--νπ|2--π|4) 
(--2π < argz< 
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- Асимптотические разложения Ханкеля 
(ν фиксировано и |2 |-> ο) 


9.2.5. Jy(z) = Ν2(π2) {Р(У, 2) cos χ — 
--Ο(ν, z)sinx} (|argz| « π). 
9.2.6. Y,(z)= Νψ2/(π2) {Ρίν, 2) sin x + 
+ O(v, 2) cos x} 
22) {Ρ(ν, 2) + 10(ν, 2)} е* 
(--π < arg z < 27). 


(| arg z| < π). 
9.2.7. H9(z) = 


9.2.8. H(z) = 2/(nz) {Ρ(ν, 2) — ἱΟ(ν, 2)} e ™ 
(--2π < argz < п). 


Здесь XY = Z — Ε ν + = п. Если обозначить 4v" через 


и, то 
= (v, 2k) 
9.2.9. P(v, 2) ~ Y*(—) rE 
Os Blot: Du be DP has 
_ 0-9; GD —-9) (e725) (u —49) _ 
2! (82) 41(82)* 
= (у, 2k + 1) 
9.2.10. Ov, 2) ΤΡ ie 1)* ΠΡΙ = 


_ BED 0-90-29. 
82 3! (82) | 


Пусть у — действительное неотрицательное, 2 — ΠΟΠΟ- 
жительное и в разложении Ρ(ν, 2) взято К членов. Тогда 
при К > ν[2 — 1/4 остаточный член этого разложения не 
превосходит по абсолютной величине (Κ + 1)-ro члена и 
имеет тот же знак. При k > v/2 — 3/4 то же самое справед- 
ливо для Ο(ν, 2). 


Асимптотические разложения производных 


В этом разделе приняты те же условия и обозначения, 
что ив предыдущем. 


9.2.11. (2) = 2/(7z) {— КС, 2) sin χ — S(v, z) cos +} 
(| arg z| < п). 

Ν2 (πε) {Α(ν, 2) cos x — δ(ν, 2) sin x} 
(| arg z| < π). 

9.2.13. Н(’(2) = Νψ2 (πε {1Β(ν, τ) — δίν, д} εχ 


9.2.12. У.(2) = 


(-п < afg z < 2π). 
9.2.14. H(z) = J2/(nz) { —iR(v, 2) — S(v, z)} ο 
(— 2x < argz< п). 


Αντ at 16k? — 1 (ν, 2 k) 
— (4k — 1)? 028 = 


9.2.15. Κο, 2 )~Y Bae 


ΙΙ. 1)(μ + 15) 
2!(82}᾽ 


9.2.16. S(v, 2) -ο 
г. ЖЕН Πιο, τω ἩΡ 
ἀν! — (4k + 1)? (одет 


{13 _ «20-9 +35) 


+ ... 
82 3!(82)8 


Модуль и фаза 
(ν фиксировано, x > 0) 


| ΗΘ}! = VR) + У, 
0, = arg H"(x) = arctg (¥y(x)/Jy(x))- 


9.2.17. M, = 


9.2.18. Ny = | HY(x)| =v α΄) + YO), 


py = arg НЯ”’(х) = arctg (Y\(x)/Jy(x)). 
9.2.19. J,(x) = М, соз 0,, У,(х) = Му sin 0,. 
9.2.20. «(χ) == М, сов Dy, Υγίλ).-- М, sin oy. 


В следующих соотношениях штрихи означают диффе- 
ренцирование по х. 


9.2.21. M20, = 2/(пх), N3py = 2(χ᾽ — v*)/(xx°). 

9.2.22. № = My + M30) = My + 4/(nxM,)*. 

9.2.23. (χ᾽ — νὴ MyM, + хМ,М, + xN? = 0. 

9.2.24. tg (py — 0) = M,0,/Mi = 2/(nxM,M}), 

M,N, sin (фу — ὂν) = 2/(пх). 

9.2.25. х М7 + xM, + (x? — \2) М, — 4/(7? M8) = 0. 

9.2.26. хЗи’’’ + х(4х + 1 — 4v*) и’ + (4 — 1) νν = 0, 
№ = ΧΜ, 


0” 0" \2 2 1/4 
9.2.27. 07 + + : Εἰ pe, 
20 4le 


Асимптотические разложения модуля 
и фазы 


(ν фиксировано, х — большое 
положительное число, μ. = Αν) 


2 1—1, 1-3ί(μ-}ίμ-9) 
9.2.28. M2~ — | }--- ΞΕ 
: Ἢ ы 2 Ωχ}! 2-4 (2χ)' 
.ᾳ. τ = -- ἀπ 
oi ΠΠ. +... 
2.4.6 (2х) 


| —1 
2 5 2(4х) 


(и — (и - 25) (uw — 1) (ve? — 14 + 1073) 

6(4x)* 5(4x)® 

(u — 1) (Sp> — 1535p* + 54703" — 375733) , 
14(4x)? 


-- 
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9.2.30. № — | | | 9.2.31. Ф, > x— 
а рен). | Leda eet em 
πχ 2 Ω. 2:4 (2χ)' 2 4 2(4х) 6(4х 
Общий член этого разложения имеет вид μϑ + 185μ5 — 2053 u + 1899 
_ 1:1:3..@k—3) τ | 5(4x)° 
2° 4° 6... (2k) Если у > 0 ив разложении 9.2.28 взято АК членов, TO 
при К > у -— 1/2 остаточный член не превосходит по 
x (u— 1) (u—9)... {u— 2k — 3} {u— (2k + 1) 2k —1)*} р абсолютной величине (kK + 1)-го члена и имеет тот же 
xy” | знак. 


9.3. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ПОРЯДКА 


Главные члены асимптотических формул 


(ν > 00, принимая действительные ao 46 \"4] ВКУС) 
положительные значения, остальные переменные | фи у1/з 
фиксированы) 
1 ez Ὶν | 
9.3.1. J,\(z)~ ᾿ς , ехр | Ве 2 "Ὁ 
| 2πν \ 2v 3 is 1 | 
| eek т 1+ viet [1/4 | νά! 3 | 8х4 π). 
Y\(z)~ — [55 = : 
Асимптотические разложения Дебая 
ev(th a—«) 
9.3.2. J\(v sech «)~ ---------- (« > 0), (Г) Если « — фиксированное положительное число, a 
2πν th « у — болыпое положительное, TO 
аа 9.3.7. Л В а) ο 
Yy(v sech a)~ — = — (a>0), Pen 
ψίπν th α)/2 ы мы р > uj(cth α) || 
Sere ener | ψ7πν th « fom vk 
9.3.3. Jy(v sec В) = /2/(xv tg В) x . 
x {cos (у В — v8 — 7/4) + O(v η} (0 <8 < 2/2), 9,3.8. Y,(v sech «) ~ 
YT eee | v(a—th α) со 
У. (у sec В) = 2/(nv tgB) x | Pe ..---΄..ῃ Εν (— 16 ив(с α) | 
ψίπν th «)/2 — νι : 
x {sin (vtg B — v8 — 7/4) + O(V)} (© <8 < x/2). 
где u;,(t) имеют вид 
9.3.4. Jy(v + zv/3) = 21/3y-1/3Aj(— 21/32) + О(У У, 
9.3.9. 
Xv + zvl/3) ЗЕ 2\/зу-иИзВК— 21/32) ap Ο(ν η). 
Uo(t) = 1 
9.3.5. J\(v) ~ 2," es u(t) = (3t — 50}/24, 


32/3[`(2/3) уз u(t) = (8103 — 462 + 38518)/1152, 


Ot ee us(t) = (303750 — 3 6960305 + 7 65765¢7 — 
о — 4 254252)/4 14720, 
ae wel дсязо u(t) = (44 65125 — 941 2167616 + 3499 2243018 — 
ee fe | ΤΝ». — 4461 8574000 + 1859 10725112)/398 13120, 


значения U;(t) и u(t) см. в [9.4] или [9.21], 


9.3.10. uUpii(t) = ch Pd — 05) u,(t) + 


: η΄ 
ехр me i. veer) 
GE | 


1+ wejgpls 


у4/3 


ο | (| arg 2|< я), 


t 


+ \а — 512) u,(t) dt (k = 0, 1,...). 
*) © определяется ниже формулами 9.3.38 и 9.3.39. 9 


со | — 
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Аналогично 
9.3.11. Л,(» sech a) ~ 


7 ya 2α vith aa) | |. > v,(cth α) | 
ks 


4πν Вы ν 


9.3.12. Υἱ(ν sech a) ~ 


sh 2a v(a—th а) | = v;(cth a) 
ρε т ыы 
| 2, ¢ ‘ga 


TV 


v(t) имеют вид 
9.3.13. 
v(t) = 1, 
v(t) = (—9t + 70°)/24, 
v(t) = —(135Р + 59415 — 45518)/1152, 
v3(t) = (—4252518 + 4 51737 — 8 835750? + 
+ 4 754751°)/4 14720. 


9.3.14. υχ(!) = ux(t) + t(t? — 1) i Uz-r1(t) + ri. aco} 


(If) Если В — фиксированное и 0 <8 < > п, ave 
большое положительное число, то 
9.3.15. Jy(v sec В) = J2/(xv tg В) x 
x {L(v, В) cos ψ + МОС, В) sin $}, 
9.3.16. У.(» sec В) = /2/(xv tg В) x 


x {Г(», В) sin ᾧ — МСУ, В) cos $}, 


где ᾧ = vite B — B) т 


9.3.17. L(v, β) ~ oe = 


0 vie 


81 ctg? В + 462 ctg* В + 385 ctg® В 


A es ЗИ 


1152 v? 


9.3.18. M(v, B) ~ —i ты изн Ο1Ε β) 


y2k+1 


_ 3ctg В + Sctg® В 
24ν 
Аналогично 


9.3.19. Ji(v зес В) = (sin 2β)/(πν) x 


x {— М, В) sin ᾧ — ОС, В) cos $}, 


9.3.20. Υ̓(ν sec В) = (sin 2β)/(πν) x 


x { №», В) σος ф — Ο(ν, В) sin $}, 


rae 


΄ ας В) _ 
9.3.21. N(v, β) У 
135 εἰσ’ В + 594 ctg* В + 455 ctg® В 


= | а... 
1152v? 


кар ctg В) ctg Pee. 
y2k+1 


9.3.22. O(v, 8) οἱ у 


Е =0 
_ Эс В 712? В _ 
24% 


Асимптотические разложения 
в переходных областях 


(2 фиксировано, | v | — болышое число, 
| аго ν| < π|2) 


9.3.23. Jy(v + μος, - 


F(Z) 
а" * >> y2k/3 | 
22/3 «΄ 1/3 = gx(z) 
oe Ὁ δ, vrs 
9.3.24. У, (у --- Ζγὶ/ 3) - 


= "a “οι + >= |- 


a = Bi’( — 2432) Σ 8%(2) 


y2k/3 


где f,(z) и g,(z) имеют вид 


9.3.25. 
1 
A(z) =—— 2, 
; 5 
9 3 
(z y= igen ag и + ep a = 
fle 100 35“ 
957 173 1 
a= ee 
Л) = бо 3150 225 
О-о — 23578 oy 5903 4, 34; ; 
20 000 147 000 138 600 346 500 
9.3.26. 
3 
2) ν᾿... αἱ 
20( 10 
17 Ϊ 
2) = — — 22+ ---, 
81(2) 70 70 
9 611 37 
2) = — z? -----Ζ--- 2 
Bal 1000 3150 3150 
a(z) = 249-0 _ 110.767 cae 
28 000 693 000 12 375 


Аналогичные разложения для HY (vy + zv/3) и AS?(v + 
+ zv/3) получаются при помощи 9.1.3 и 9.1.4; они спра- 


ведливы соответственно при — = п <агеу < a пи- 


3 1 
----π-«α4άτρν«--π. 
2 2 
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9.3.27. Ji, (ν + 2/3) ~ 31/21 = 0.77475 90021, 
2/3 
22/3 , hy(z) _—*" _ _ 0.41085 01939, 
rare 2/8 αμ aft T Ὁ y2k/3 33 Г(1/3) 
Su Me). 31/1} — 0.71161 34101, 
2 
+ — А! (— 2132) 5 
ψά/8 р y2k/3 αρ -- 1, αι = — № “5 == — 0.004, 
225 
9.3.28. Yi(v -- 23) ~ из = 0.00069 3735..., a3 = — 0.00035 38..., 
в, (2) ζετο 
; k = — = 0.01428 57143..., 
— Bi(— 21 и + 3 τς }- Bo => 
1213 
------------- = — 0.00118 48596... 
ре — Bi(— 21/37 ay Ἐς и. 10 23750 
В. =: 0.00043 у. Bs = — 0.00038..., 
где h,(z) и I;(z) имеют вид 23 
=1 ¥1 =——— = 0.00730 15873..., 
9.3.29. ”- γι 5150 
и Ιω ᾿ Y2 = —0.00093 7300..., туз = 0.00044 40..., 
5 947 
h(z) = — ——2° ры — ah 5 3 46500. 
100 $, = 0.00060 47..., 83 = —0.00038... 
2617 23 
ho(2) = +. 
3500 3150 3150 Равномерные асимптотические разложения *) 
1/4 (2/3 ο0 
μι... 2; te» MOB 3889 «_ 1159 9.3.35. J,(vz) ~ | 4ζ Ai(v?/30) > a(S) | 
20 000 147 000 4620 115 500 1 — 22 уз о у 
9.3.30. + А! АРС Ὁ «5. (0) 
5/3 ae ο yak ( 
I(z)=—2——, k=0 
45 \4 | Bi(v?/8Z) Qa 
131 1 9.3.36. Υγ(να) ~ — | : ый a b tag + 
1(2) = — — А+ 2, 1—2 ν у? 
140 5 
5437 593 Bi’(v?/3C) \ 54 (%) 
Iz) = — 2 + at an Ἔ 5/8 εν к {᾽ 
500 4500 3150 ν — ν 
369 999 443 ΠΝ - 947 46 για 
(= — ——— 1 + ——. 3.37. НаХуд 4267 MB Te 
(2) = 000 693000. 173 250 346500 Ач 1] * 
6351, Ji) » - 11 + yy te Τα μά. Pe, Ai(ett 32/30) = a(S) | 
eve ® ν 
yl/3 ΕΞ! y2k νδί8 = y2k ars πα νε 
31/81 со Oy 3153) > ет 13 АГ (ет зу?!) ae ie (Ὁ) 
 --- k 
9.3.32. Υγ(ν) ΝΥ | τ 2a ak ye νδί9 ᾿ς ek τ ΗΕ м Ἢ δν | 


9.3.33. ny wes УЕ | -ᾱ- τν δὲ 
κος ~ μια Qu тети 


Когда ν-» + 00, эти разложения равномерны по 2 в 
секторе | arg 2| < п — ев, где в — произвольное положи- 
тельное число. Соответствующее разложение для Η(Θ(νΖ) 


5 Hoey получается из разложения 9.3.37 изменением знака перед 
31/3} Yk 31/51 k i на противоположный. 
9.3.34. У, (у) ~ a | 1 + 2 \ek | a vals > т В Э Здесь 
где 
21/3 *) Эти разложения, имеющие более сложный вид, обла- 
μώ ТОВ) -- 0.44730 73184, дают лучшими аппроксимирующими свойствами. Когда 
3 3 


аргумент равен порядку, они сводятся к 9.3.31 и 9.3.32. 
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1 
Ρον хана 
9.3.38. 5 (3/2 — \ as dt=I1n Lees oat 
| z 


ss ΝΠ sain al 


аналогично 


8 
9.3.39. + (— (3/2 = γε] dt= ψαθ--|--- агссоз [1] $ 
t 
a 


2 


Ветви выбраны так, что ζ — действительное число, когда 
2 положительно. Коэффициенты имеют вид 


9.3.40. 
αµ(ζ) = Σ паи ε{(1--- 2')-М}, 


$ =0 
Бк(О) = — 0-1? Σ As ик — ΕΘΗ, 
s=0 


где и; задано формулами 9.3.9 и 9.3.10, № = Yo =1 и 


(25 + 1) (2543... 6-0. 


9.3.41. λε — 
5! (144) 


Таким образом, а,(О = 1, 
9.3.42. 


5 | 5 1 a 
bo(C) = πα Е: | sr aa р 


5 1 5 1 | 
=, πα τι τε 
482 — (—ОЧ? [| 24(2? — 1)502 8(z2 — 1)? 
Таблицы первых коэффициентов даны ниже. Более полные 


таблицы коэффициентов и остаточные члены разложений 
9.3.35 и 9.3.36 см. в [9.38]. 


Равномерные разложения производных 
В соответствии с условиями предыдущего раздела имеем 


9.3.43*). Л(у2) ~ 


2 (1 — 22\™4[ Ai(v?/3Z) «5. ск(б) 
=) ee ee 


Ζ k=0 


+ АЕ Ai’(v*/80) Ὁ a 


ΠΡΙΝ 3 


ΗΓ “(2 со 
9.3.44*). Yi(vz) ~ 5 (* 2 | = “Ὁ у ex) A 


| — 22а [ АК?” y2/37) 
4ζ νά! 3 


επί! 3 nie? 4/3 2/37) 5 a 


4 2πί|3 
9.3.45. HO" (vz) ~ — 
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где c,(C) и d(C) выражаются формулами 9.3.46, а 


к — формулами 9.3.13 и 9.3.14. 


9.3.46. | 
св(б) 
Ак ($) = 

| В. (5) - 
0 0.0180 
1 0.0278 
2 0.0351 
3 0.0366 
4 0.0352 
5. .|.. 0.0331 
6 0.0311 
7 0.0294 
8 0.0278 
9 0.0265 
10 0.0253 

--ζ | В, (5) 
0 0.0180 
1 0.0109 
2 0.0067 
3 0.0044 
4 0.0031 
2 0.0022 
6 0.0017 
7 0.0013 
8 0.0011 
9 0.0009 
10 0.0007 


При С > 10 берутся 


При ζ-«-- 


δο(ζ) τ = Са, 
12! 


2+1 


$=0 


-ᾱ αὶ 
co(S) 12 ζ 


а, ($) | я со (©) 


а: (с) 


— 0.004 
— 0.003 
— 0.002, 
—0.001 
—0.001 
— 0.000 
— 0.000 
— 0.000 
— 0.000 
— 0.000 
— 0.000 


БОЕ ма — 0.10407, 
12 


= Or 4 0.1465 
co(S) ar + . ζ 5 


10 берутся 


1.33(— 


Σ мены -- 2) 19 


ς(ζ) 


0.1587 
0.1323 


- 0.1087 


0.0903 
0.0764 
0.0658 
0.0576 
0.0511 
0.0459 
0.0415 
0.0379 


41(5) = 0.003. 


= — 8 ν δν μος θεα! -- αγ”, 


a,(%) = 0.003, 


αι(ζ) = 0.000, 


)-5/2, αι(Ὁ = 0.000. 


Коэффициенты более высокого порядка имеют | следующие 
максимальные значения: 


при © < 10 |с1(0)| = 0.008, 


1b4(C)| = 0.003, [ακΌ! = 0.0008, [ἀ(Ό! = 0.001, 


при ζ-» + 00 (0) ~ — 0.003 0/2, 
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9.4. АППРОКСИМАЦИЯ МНОГОЧЛЕНАМИ *) 


9.4.1. —3 <x <3, 
Jo(x) = 1 — 2.24999 97(x/3)? + 1.26562 08(х/3)* — 
— 0.31638 66(x/3)® + 0.04444 79(x/3)® — 
— 0.00394 44(x/3)' + 0.00021 00(x/3)? + ε, 
lel <5- 10“. 
9.4.2,.0<x <3, 
Yo(x) = (2/7) In(x/2) Jo(x) + 0.36746 691 + 
+ 0.60559 366(x/3)? — 0.74350 384(x/3)* + 
+ 0.25300 117(x/3)® — 0.04261 214(x/3)® + 
+ 0.00427 916(χ|3γ0 — 0.00024 846(x/3)” + ε, 
lel <1.4- 10-8. 
9.4.3.3 < x < 00, 
Jo(x) = χ-5 focos 0%, Yo(x) = х 1? ῃ sin 6%, 
Го = 0.79788 456 — 0.00000 077(3/x) — 
— 0.00552 740(3/x) 2 — 0.00009 512(3/x)* + 
+ 0.00137 237(3/x)! — 0.00072 805(3/x)® +. 
+ 0.00014 476(3/x)® + ε, 
[εἰ < 1.6. 10-8, 
9% = x — 0.78539 816 — 0.04166 397(3/х) — 
— 0.00003 954(3/х)* + 0.00262 573(3/x)? — 
— 0.00054 125(3/х)* — 0.00029 333(3/x)® + 
+ 0.00013 558(3/x)® + ε, 


ΓΠΣ κε 


9.4.4. —-3 <x <3, 
xT Ji(x) = 1/2 — 0.56249 985(х/3)* + 
+ 0.21093 573(x/3)! — 0.03954 289(x/3)® + 
-- 0.00443 319(х/3)8 — 0.00031 761(x/3)! + 
+ 0.00001 109(x/3) + ε, 
|εἱ 11.10”. 
9.4.5.0 <x <3, | 
x Υι(χ) = Ω/π) x In(x/2) 71(х) — 0.63661 98 + 
+ 0.22120 91(x/3)? + 2.16827 09(х/3)* — 
— 1.31648 27(x/3)® + 0.31239 51(х/3)8 — 
— 0.04009 76(x/3)'® + 0.00278 73(x/3)" + ε, 
18! <i -10-?. 
9.46.3 <x < 0, 
J3(x) == Χ-:8 д cos θι, ΤΥ = χ“3 ῇ sini θι, 
Si = 0.79788 456 + 0.00000 156(3/x) + 
+ 0.01659 667(3/χ}᾽ + 0.00017 105(3/x)* — 
— 0.00249 511(3/x)* + 0.00113 653(3/x)> — 
— 0.00020 033(3/x)® + ε, 
le|<4-10°8, 
9, = x — 2.35619 449 + 0.12499 612(3/x) + 
- 0.00005 650(3/x)? — 0.00637 879(3/x)? + 
+ 0.00074 348(3/x)* + 0.00079 824 (3/x)® — 
— 0.00029 166(3/x)® + ε, 
|εἰ < 9: 10-8. 


Разложения функций Ло(х), Yo(x), Л.(х) и У! (х) по много- 
членам Чебышева в областях О<х<8 и 0 < 38/х<1 
см. в [9.37]. 


9.5. НУЛИ 


Действительные нули 


Когда у — действительное, каждая из функций J,(z), 
«.(2), Υγνία) и Y\(z) имеет бесконечное множество дейст- 
вительных нулей. 

Все нули простые, за исключением, быть может, точки 
2 =0. Для неотрицательных ν 5-е положительные нули 
этих функций обозначаются 5, /у,з, Ууз И У, 5 COOTBET- 
ственно; исключение составляет функция Л (2), для кото- 
рой 2 = 0 считается первым нулем. Так как Л (2) = —J,(z), 
то 


9.5.1. Joa = 0. Jez = Л, 8-1 (5 = a. a me 
Нули перемежаются согласно неравенствам 


9.5.2. iva < ма < я А Дная Л < ..., 


Уул < Vista < Ve < Ул < Wg Ч ..., 
У < Лл < ул < Ул << Ла < Ла < 
< Wa < We “Л Л: <... 


Положительные нули двух линейно независимых дейст- 
вительных цилиндрических функций одного порядка пере- 
межаются. Положительные нули любой действительной 
цилиндрической функции ©,(z) (см. 9.1.27) и смежной 
функции ©,,1(2) также перемежаются. 


*) Приближения 9.4.1 — 9.4.6 и 9.8.1 — 9.8.8, взятые из 19.1] и [9.2], были проконтролированы в Национальной 
физической лаборатории. В результате этой проверки были получены новые оценки точности ©, которые даны здесь. 
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Если р, — нуль цилиндрической функции 

9.5.3. C\(z) = J,(z) cos (πι) + Y,(z) sin (rt), где t — па- 
раметр, то 

9.5.4. Cy(oy) = Εν 1(ρν) = --Ενη(ρν). 


Ясли в, — нуль ©, (2), το 
Ον Ον 
9.5.5. © (ον) = τη 6γ.α(σν) = — Ενµι(σν). 
ν 


Параметр { может рассматриваться как непрерывная 
переменная, а р. и с. как функции P(t), су(й) от Е. Если 
эти функции фиксируются условиями 


9.5.6. р.(0) = 0, в. (0) 
шения 


= ήν ТО имеют место соотно- 
: | 

9.5.7. Iva == p(s), }ν.ε = ο” = >] (5 = 1, 2, в) 
р 1 

9.5.8. уз = σῳ(5 — 1), γύ,ε = “| — =) (o= 1, 2, su) 


F Py doy)? 
9.5.9. ς == See 
v(Py) | 2 = 


σᾶ — ν᾽ doy . 
yy. si 


6γ(σν) = | 
Бесконечные произведения 


_ ср» 5 | =) 
9.5.10. Jz) = ----- ΤΙ [1-2]. 
Οτο µη р 


$=1 
о бард 
95.1. Ke) = у П ( =. (v > 0). 


Разложения Макмагона для больших нулей 
(ν фиксировано, 5 > у, Ц = ἀν") 


| — 1 4(μ — 1) (Ты — 31 
9.5.12. Л, г, κα «βαν... π.μ, 


8β 3(88)* 
_ 32(% — 1) (832 — 9824 + 3779) Ἢ 
15(8β)᾽ 
64(. —1) (69498 —1 538552 + 15 85743μ.--6277237) _ 
105(88)? is 


| 1 1 3 
где B= 5 + — у— — | πππηγ,ενβ--] 5 + — уУ-— — м 
В | 2 ‘a Jv,8> В | 7 я 


1 1 
для Ууз. В случае B = (: + > у — р | пк правая часть 


9.5.12 — асимптотическое разложение p(t) при больших 
значениях {. 
+3 _ 49 +82. —9) 


9.5.13. jis, Yue В’ -- 
у, 5 у, 8 8β’ 3(88’)? 


_ 32(83 48 + 2075? — 30394 + 3537) _ 
15(8β'᾽ 


_ _ 64(6949 4 + 296492 из — 1248002? + 74 14380μ) 


105(88’)? 
_ 64:58 53627 _ 
105(8β’)’ 
где в" = [5+ 5 ΝΤΕ, ® для, В = г Е. п 
2 4 2 4 


1 


᾿ ‘ 1 
для γν,ε, В’ = t+—v+— | п для су(Ю. Члены более 


высоких порядков ыы 9.5.12 и 9.5.13 см. в 
[9.4], [9.40]. 


Асимптотические разложения нулей 
и связанных с ними величин 
при больших значениях порядка 
9.5.14. jy, ~ у + 1.85575 7143 + 1.03315 Ον-}!3 — 
— 0.00397у 1 — 0.0908ν-5!3 + 0.043 v-7/8 --... 
9.5.15. yy ~ v + 0.93157 6ϑν!!3 + 0.26035 1у-Мз + 
+ 0.01198v7? — 0.0060v-5/3 — 0.001 v-7/3 4+ ... 
9.5.16. jy, ~ v + 0.80861 65v/3 + 0.07249 Ov-¥3 — 
— 0.05097v7 + 0.0094v-5/3 + ... 
9.5.17. yy. ~ у + 1.82109 80v/3 + 0.94000 7v-¥/3 — 
— 0.05808ν"] — 0.0540v-5/3 + .., 
9.5.18. Л/()»1) ~ — 1.11310 28% ?/3/(1 + 1.48460 6ν-3!3 + 
+ 0.43294, 4/3 — 0.1943, ? + 0.019у 8/3 + ...). 
9.5.19. Υψ(γνα) ~ 0.95554 86v-*/3/(1 + 0.74526 1у */!3 + 
+ 0.10910ν-4!3 — 0.0185у-2 — 0.003 v-8/3 + ...). 
9.5.20. Л/(Л,1)^ 0.67488 51% 1/3(1 — 0.16172 Зу 2/3 + 
+ 0.02918ν-4!3. 0,0068v™ + ...). 
9.5.21. Yy(y3,3) ~ 0.57319 40% 1/3(1 — 0.36422 Ov-2/8) + 
+ 0.09077ν-4!3 + 0.0237v + ...). 
Соответствующие разложения для 5=2, 3 даны в 
[9.40]. С возрастанием 5 точность этих разложений пони- 


жается. Приведенные ниже разложения не имеют этого 
недостатка. 


Равномерные асимптотические разложения нулей 
и связанных с ними величин при больших 
значениях порядка 


(ο 


y2k-1 


2 Ai’(as) τς 
——— + 
vi 2(0 КО «|! Tey 3 


k=1 


| © 
9.5.22. jy s«~vz(C)+ 2 при © = v 2/8q,, 
k=l 


9.5.23. Jiliys) ~ — 


при ¢ = v 2/3 qj. 


9.5.24. Λε -ο У2(0) Е Е 


9.5.25. Jy(iv,s) ~ me 


Здесь as, а. 


вы) 


ная неявно соотношением 9.3.39, и 


as 2(ζ) h(Q) 


0.0 1.000000 1.25992 
0.2 1.166284 1.22076 
0.4 1.347557 1.18337 
0.6 1.543615 1.14780 
0.8 1.754187 1.11409 
1.0 1.978963 1.08220 


| 
г 


IADADHNMNUNUNNSHPHSPPRWWHWWNHNHNYNYNTTTT TD 
SODA RNOMDARPNOADAARNODHABNOAHAADAHRNORAKNOS 


z() 


1.978963 
2.217607 
2.469770 
2.735103 
3.013256 
3.303889 
3.606673 
3.921292 
4.247441 
4.584833 
4.933192 
5.292257 
5.661780 
6.041525 
6.431269 
6.830800 
7.239917 
7.658427 
8.086150 
8.522912 
8.968548 
9.422900 
9.885820 
10.357162 
10.836791 
11.324575 
11.820388 
12.324111 
12.835627 
13.354826 
13.881601 


о) 


1.08220 
1.05208 
1.02367 
0.99687 
0.97159 
0.94775 
0.92524 
0.90397 
0.88387 
0.86484 
0.84681 
0.82972 
0.81348 
0.79806 
0.78338 
0.76939 
0.75605 
0.74332 
0.73115 
0.71951 
0.70836 
0.69768 
0.68742 
0.67758 
0.66811 
0.65901 
0.65024 
0.64180 
0.63366 
0.62580 
0.61821 
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— 5-е отрицательные нули функций Ai(z), 
АГ(2) (cm. 10.4), 2 = Ζ(Ὁ — обратная функция, определен- 


ло 


0.0126 
0.0121 
0.0115 
0.0110 
0.0105 
0.0100 
0.0095 
0.0091 
0.0086 
0.0082 
0.0078 
0.0075 
0.0071 
0.0068 
0.0065 
0.0062 
0.0060 
0.0057 
0.0055 
0.0052, 
0.0050 
0.0048 
0.0047 
0.0045 
0.0043 
0.0042 
0.0040 
0.0039 
0.0037 
0.0036 
0.0035 


9.5.26. h(C) = {40/1 — 2 
i= - Ὁ ор bo(O), 


efi > (0 {КО} со, 
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где (О, co(S) определены формулами 9.3.42 и 9.3.46. 
Ниже приводятся таблицы первых коэффициентов. Более 


полные таблицы см. в [9.40]. 


Ai, 
ир 


Разложения для Yy,s, У\(уу,з), уу и YyQ,s), аналогич- 
ные 9.5.22 — 9.5.25, получаются заменой символов /, J, 


8: 


АГ, а; и а. соответственно на у, 


(--Ὁ = | 


— 0.1260 
—0.1335 
— 0.1399 
— 0.1453 
—0.1498 
—0.1533 


ει(ζ) 


—0.1533 
— 0.1301 
—0.1130 
— 0.0998 
— 0.0893 
— 0.0807 
— 0.0734 
— 0.0673 
— 0.0619 
— 0.0573 
— 0.0533 
— 0.0497 
— 0.0464 
— 0.0436 
— 0.0410 
— 0.0386 
—0.0365 
—0.0345 
—0.0328 
—0.0311 
— 0.0296 
— 0.0282, 
— 0.0270 
— 0.0258 
— 0.0246 
— 0.0236 
— 0.0227 
— 0.0218 
— 0.0209 
— 0.0201 
— 0.0194 


—0.010 
— 0.010 
— 0.009 
— 0.009 
— 0.008 
— 0.008 


-. ακὍ 


— 0.008 
— 0.004 
— 0.002 
—0.001 
—0.001 
— 0.001 


у, — Bi, — Bi’, Ds 


(—%)* g,(0) (--Ὁ; G,@) 


0.000 
0.002 
0.004 
0.005 
0.006 
0.006 


G,@) 


0.006 
0.004 
0.003 
0.002 
0.002 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
0.001 
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_ 


on] #0 — Seer | (δι. | ло в 
0.40 | 1.528915 1.62026 | 0.0040 | —0.0224 
0.35 | [541532 1.65351 | 0.0029 | —0.0158 
0.30 | 1.551741 1.68067 | 0.0020 | —0.0104 
0.25 | 1.559490 1.70146 | 0.0012 | —0.0062 
0.20 | 1.564907 1.71607 | 0.0006 | —0.0033 
0.15 | 1.568285 1.72523 | 0.0003 | —0.0014 
0.10 | 1.570048 1.73002 | 0.0001 | —0.0004 
0.05 | 1.570703 1.73180 | 0.0000 | —0.0001 
0.00 | 1.570796 1.73205 | 0.0000 


— 0.0000 | 


Максимальные значения коэффициеетов 
более высокого порядка 


|fe(S) | = 0.001, | (0) | = 0.0004 (0 < —5 < о), 
| ga()| = 0.001, | Gt) | = 0.0007 1<-5 


(--Ὁ” ε«(Ὅ! = 0.002, |(—6)* Ο.(Ὅ! = 0.0607 (0 < —f<}).. 


Комплексные нули функции J,(z) 


Когда ν > —1, все нули функции (2) действительны. 
Если v< —Ти у — нецелое, число комплексных нулей 
функции J,(z) в два раза больше [--ν]. Если [--ν] — не- 
четное число, то два из этих нулей лежат на мнимой оси. 

Если νΞ:0, все нули ./,(2) — действительные числа. 


Комплексные нули функции Y,(z) 


Когда у — действительное, общая картина расположе- 
ния комплексных нулей функций У,(2) и У.(2) зависит 
от величины {у}. Ограничимся здесь случаем, когда 
У = п — целое положительное или нуль. 


Рис. 9.5. Нули Yn(z) и Y,(z); larg z| < т. 


Рис. 9.5 показывает приблизительное расположение 
комплексных нулей функций У»(2) в области | arg z| < =. 
Фигура, изображенная на рисунке, симметрична относи- 
тельно действительной оси. Две бесконечные кривые 
имеют асимптоты 


Im 2 = ΠΣ = + 0.54931 ... 


Вблизи каждой из этих кривых имеется бесконечное число 
нулей. 


9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Две кривые, расположенные между точками 2 = —п 
и 2 = и, пересекают мнимую ось в точках + Кпа + Ь), где 


а=\—1 = 0.66274 ..., 


b= — Vi — 5 2 =0.19146... 


Е 
2 


и 1 =1.19968 ... — положительный корень уравнения cth {== 
= 1. Вблизи каждой из этих кривых имеется п нулей. 
Асимптотические разложения этих нулей для больших n 
даются правой частью разложения 9.5.22 при v= nH С = 
=n 2/3 8, или б =и 2/3 Bs, где Bs и В; — комплексные нули 
функции Bi(z) (cm. 10.4). 

Рис. 9.5 демонстрирует также расположение нулей 
функции У, (2). Как и в предыдушем случае, имеется 
бесконечное число нулей вблизи бесконечных кривых. 
Около каждой из конечных кривых имеется и нулей, асим- 
птотические разложения которых для больших ип даются 
правой частью формулы 9.5.24 при v=n и С=и 36’, 
или © = n-2/38. где Вх и В. — комплексные нули функ- 
ции Bi’(z). 

Численные значения трех наименыпих комплексных 
нулей функций Y,(z), Y,(z) и Y;(z) в области 0 < аг22 < п 
даны ниже. Более подробно об этих нулях см. в [9.36] и 
[9.13]. (В [9.13] имгются таблицы, которые облегчают их 
вычисления.) 


Комплексные нули функций Ханкеля 


Приблизительное расположение нулей функции H(z) и 
ее производной в области | arg 2| < 7 показано на рис. 9.6. 
Асимптота бесконечной кривой задается уравнением 


Пи 2 = — > In 2 = — 0.34657... 


Рис. 9.6. Нули НЯ?) и НЯ(2); larg Ζ| < π. 


Вблизи конечной кривой, расположенной между точ- 
ками 2 = —пи 2 = п, имеется п нулей каждой функции. 
Асимптотические разложения этих нулей для больших 
п задаются правой частью формулы 9.5.22. (при Сб = 
= e281 /3y-2/3g,) или формулы 9.5.24 (при © =е`?"ИЗи-?!з4,). 
В обоих случаях ν = n. 


Нули функции Y,(z) и значения функции Y,(z) в этих нулях (см. [9.36]) 


Нуль 


Действительная часть | Мнимая часть 


] 
— 2.40301 6632 
—5.51987 6702 
—8.65367 2403 


+ 0.53988 2313 
+ 0.54718 0011 
+0.54841 2067 


| 
| 


У, 


Действительная часть | Мнимая часть 


0.10974 7689 
—002924 6418 
+ 0.01490 8063 


— 0.88196 7710 
+ 0.58716 9503 
— 0.46945 8752 
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Нули функции У\1(2) и значения функции Уо(2) в этих нулях 


Нуль 


Действительная часть | Мнимая часть 


— 0.50274 3273 
—3.83353 5193 
— 7.01590 3683 


- 0.78624 3714 
+ 0.56235 6538 
+ 0.55339 3046 


Нули функции Y;(z) и значения функции 7)\(2) в этих нулях 


Нуль 


Действительная часть | Мнимая часть 
+ 0.57678 5129 
— 1.94047 7342 
— 5.33347 8617 


+ 0.90398 4792 
+0.72118 5919 
+ 0.56721 9637 


Нули произведений функций 
Если у — действительное, а A — положительное, 
нули функции 


ΤΟ 


являются действительными и простыми. Если A> |, 
асимптотичзское разложение 5-го нуля имеет вид 

2 
q—P 


г — 4ра + 2р? 
β’ τ 


Р 
Rito -b . 
6° 


В 


9.5.28. В + + 


где uw = 4 и 
9.5.29. B = sx /(A — 1), 
_ @=D&=%G8=) | 
a 6(4λ)᾽ (A — 1) 
ΚΝ (и — 1) (uv? — |14μ + 1073) QO? — Ὁ. 


5(4λ)᾽ (A — 1) 


Асимптотическое разложение больших положительных 
нулей (не обязательно 5-го нуля) функции 


9.5.30. (2) Υύ(2) — 7,02) У) (> 1) 


задается разложением 9.5.28 с тем же значением В и при 


— 


Yo 
Действительная часть | Мнимая часть 
—0.45952 7684 1.31710 1937 
-- 0.04830 1909 — 0.69251 2884 
— 0.02012 6949 +0.51864 2833 
eee = ΜΕΡΗ 


— 


Дейстзительная часть Мнимая часть 


0.58924 4865 
— 0.95202 7886 
+ 0.59685 3673 


+ 0.16206 4006 


oa nee 
— 0.76349 7088 
— 0.03179 4008 


u+3 


8A 


— (1 46μ — 63) 0? — 1) 
6(4λ)᾽ (A — 1) 
pad (μὖ + 185μ’ — 2053 + 1899) (18 — 1) 
5(4^)? (A — 1) 


9.5.31. p = 


Асимптотическое разложение больших положитель- 
ных нулей функции 


9.5.32. Jy(z) Yaz) — Υἱί(α) Jy(Az) 
задается формулой 9.5.28, где 


] 


п. = = 


=) 


— 


9.5.33. В = } = iy, 


(a oy A= 4p = 1}. 
8λ(λ — 1) 


_ (ye + 460. — в — (p — 1D (pe — 2) 
64 — 1 


5(4λγ (A — 1}; = (и + 185p2 — 2053 + 1899) 25 — 
— (y 2} (a= 1114p + 1073). 
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9.6. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СВОЙСТВА 


Дифференциальное уравнение 


Г ΕΡΤ 
42 


Решениями этого уравнения являются функции 1+.у(2) 
и K\(z), каждая из них — регулярная функция 2 на всей 
2-плоскости, разрезанной вдоль отрицательной действи- 
тельной оси. Для фиксированного 2 (2 ¥ 0) эти функции 


1. 


являются целыми функциями у. Для v= + п I(z) — целая 
функция 2. 


I(z) (Ве v > 0) ограничена при z— 0, если область 
изменения arg 2 ограничена. Г/(2) и J_,(z) линейно неза- 


висимы, если ν не является целым числом. 

K,(z) стремится к нулю, когда |2|- 00 в секторе 
jarg 2| < 7/2. Г(2) и K,(z) линейно независимы для всех 
значений у. T(z) и К\(2) действительны и положительны, 
когда у > —1иё2> 0. 
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i 8 
Рис. 9.7. Io(x), Ко(х), In(x) и Κιίκ) 


425 405° 6 7 8 I UME 


Рис. 9.8. e~*Io(x), e-*1i(x), е?Ко(х) и e*Ky(x). 


(5) My (5) 


732 Fee oe α 


Рис. 9.9. 1,(5) и K,(5). 


Соотношения между решениями 
062, Kz) = x27 He ἵμε),- 
sin (уп) 


Правая часть этого уравнения заменяется ее предель- 
ным значением, если у — целое или нуль. 


9.6.3. 
T(z) == е 1) (2е"И*) (-п < arg z < 2/2), 
D(z) == eA (те) (π|} < arg z < 7). 


9.6.4. 


K,(z) = > π[ονπί!2μ(“(χρπί!2᾽ (--π < arg 2 < 112), 


Ку(2) = — > πἰο-νπί!2(ϑ(χρ-πί!12) (-.π|2} < argz < п). 


9.6.5. Y\(ze™/2) = е+1"И 21 (2) — (2|π) ег" ИК (σὴ 
| (--π < argz < 7/2). 
9.6.6. Ι α(Ζ) = I,(z), K-y(z) = Κιία). 


С помощью этих соотношений большинство свойств 
модифицированных функций Бесселя может быть полу- 
чено непосредственно из свойств обыкновенных функций 
Бесселя. 


Пределы при малых значениях аргумента 
(ν фиксировано и 2 -> 0) 
9.6.7. Π(2) ~ (α/2}}/Γ(ν 151) = --1, —2,...). 
9.6.8. Ко(2) ~ —Ш 2. 


9.6.9. К. (2) ~ στο (α|2-» (Re v > 0). 


Разложения в степенной ряд 


(22/4) 


9.6.10. м9 = (2 YS ИТАК. 


9.6.11. K,(z) = — > (11 ἝΝ Л! (2/4) к- 
+ (15η In (2/2) In(@) + 

(—0” (2*/4)® 

ан |. MEE DE Mt kt ee 
где v(m) определена формулой 6.3.2. 

612. Ie) a1 + 2 MP, 8 

9.6.12. Io(z) 4+ aye +. ane ay? 

9.6.13. Ko(z)=— {In (2/2)-+Y} 12) a. + 


(z*/4)" (2/4) 
| Ll + — + —| = 
+ “I Зы ΚΙ (3!) т 
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Вронскианы 


9.6.14. W{I,(z), [-ν(2}} = Ιν(2) Lewiy(z) — yta(Z) {-ν(2) = 


= —2 sin (νπ)|/(π2). 


9.6.15. W{K\(z), I(z)} = 


= Ιν(α) Ку+1(2) + Г а(2) Κι(α) = 1/2. 


‚ Интегральные представления 


к TT 
9.6.16. /οίΖ) = cal [6 605010 — [ον (2 cos 0) ἆθ. 
a "о 
τ 
9.6.17. Ко(2) = — = \ etF00s 8 {., + In (22 sin? θ)} 40. 


{112} ( et 2 5030 -:ῃΩν 0 40 — 


658 B= 
2) πι!5Γ(ν + 1/2) 
0 


(z/2)” 


1 
Е, es. НА ре" aft Rev> —1/2). 
па Г(у + 1/2) | τ 


_1 


Ул" 
9.6.19. I,(z) = - [2 cos 8 -ρς (ῃθ) dO. 
п 
0 
г 


9.6.20. Iy(z) 


на εὖ 505 0 cos (vO) 40 — 
π 
0 


[» ο) 
_ sin (ут) \ e 2 chi—vt 1; (| arg z | < 2/2). 
π 


= со 
9.6.21. Ko(x) = \ cos (x sh t) dt = \ cos (xt) 


) +1 
(x > 0). 


9.6.22. K(x) = sec Ε v=] | cos (x sh В ch (vt) dt = 
0 


cO 
= COSEC [5 vs] \ sin (x sh В sh (νὴ) dt 
0 


(| Rev] < 1, x> 0), 


со 
π'2(ζ/2)ν 


ε- “01! {ον $ dt = 
Γ(ν + 1/2) 
0 


9.6.23. K,(z) = 


[© 


= mll2(z/2)¥ \ е-2* (1? — 1)ν-1!3 gy 


Το 1/2) 


— 


(Re v> —1/2, | arg z| < 7/2). 


9.6.24. K,(z) = er ch (vt)dt (larg 2] < 2/2). 
0 


9625. Kay = Te ( cos (xt) dt 


πὶ!2χν (Е +- 25) 112 
0 


(Re v > —1/2, х>0, | arg z| < π|2). 


Рекуррентные соотношения 
9.6.26. 


2ν 
№, α(Ζ) — Ὅνμι(α) = Ге %,(z), 


842) = 3,2) -- — ἄνα), 
ὃν (2) + #4 1(2) = 282), 


‘ ν 
%(Z) = ἄν (α) + - %,(z). 
%, означает Jy, e'™ Ky unm любую линейную комбинацию 
этих функций, коэффициенты которой не зависят OT 2и у. 
9.6.27. Ι0ί2) = [1(2), Ko(z) = — Ki(z). 


Производные 


12а)” м 
9.6.28. [Ξ = {2% (2)} = 2%, χ(Ζ), 
z dz 


» 
- 


1 2. oe 
Ε a ера) (Kk = 0, 1, 2,...λ. 
dz 
1 k 
9.6.29. МР) -- 5 (0+ | Λ |, hy Е 


re (> %уь44(2) + ... + Byap(z)} 
И 53.} 


Аналитическое продолжение 
(т — целое, v — действительное) 


9.6.30. [,(ze"™) = в"*"® 1,(2). 
9.6.31. Ky(ze™™) =е-""К (2) — 
— πὶ sin (ту п) cosec (vz) Ιν(2). 


9.6.32. [.(2) = Ιν(2), Ky(Z) = K\(z). 


Производящая функция и связанные 
с ней ряды 


2 1 
9.6.33. εὖ (+7) = Σ t*T,(z) 


k= —o 


(t # 0). 


[» ο) 
9.6.34, οὐ “050. Iz) + 2 >> Πίο) cos (6), 
k=1 


198 9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


9.6.35. ef ® = 1 (2) +2 $ (На) х 
k=0 


x sin (2k + 1)0} +2 У (—1)" Ly (z) cos (240). 
k=1 


9.6.36. 1 = ]ο(Ζ) — 215(2) + 2142) — 21,(z) + ... 
9.6.37. οὔ = Io(z) + 21:(2) + 2/15(2) + 21.2) + .. 
9.6.38. e~* = [о(2) — 211(2) + 215(2) — 212) + ... 
9.6.39. ch 2 = /ο(2) + 215(2) + 24(2) + 2/,(z) + ... 
9.6.40. sh 2 = 21[1(2) + 215(2) + 2152) + ... 


Другие дифференциальные уравнения 


Уравнения для модифицированных функций Бесселя 
получаются заменой в уравнениях 9.1.49 — 9.1.54 и 9.1.56 
величины A? на — ^?. При этом в решениях символ C 
заменяется на ® 


9.6.41. 2°и” + z(1 2 22) и’ + (Е 2 -- и = 0, 
№ = 611%. (2). 


Дифференциальные уравнения для произведений могут 
быть получены из 9.1.57 — 9.1.59 заменой 2 на 12. 


Производные относительно порядка 


д 
9.6.42. — I(z)= 
Ον 


ΠΕ n( =] ie far ~ (y+ + 1) (Θ᾽ 
ου 5-54) К! 


п cosec (уп) τν Tia 5- - Μο} mt 


— nctg (ук) K,(z)(v 4 0, £1, +2, ...). 


9.6.44. (—1) be ne] - 


ν--ῃ 


п!(212)-® $5 (2/2)*I,(z) 
it is . 


А = 
> επ (п— Κ) ΚΙ 
9.6.45. | ς- ку) _— πἴα|2)” τὰ (212) K (2) 
и μαι 2 πο @— kjk} 
ὃ д 
9.6.46. Ε no] = — K,(z), EB Κ.Θ] = 
ду ν--0 ὂν acd 


Выражения через гипергеометрические функции 


(2/2) 
τι 1; 27/4) = 
Tot) Fi(v + 27/4) 


т 2v+ 1, 22 = 
Γ(ν + 1) 2 

Е 2» Мо ν(22) | 

221 Г((у-+ 1) 


9.6.47. I,(z) = 


мы 


~ 18 
9.6.48. Ay(z) = (= И, (22). 
2 


of; — обобщенная гипергеометрическая функция; о 
функциях М (4, b, 2), Moy (2) и Ио.) см. в гл. 13. 


Связь с функциями Лежандра 


Если wu и 2 фиксированы, Re 2> 0 и у-> oo, принимая 
действительные положительные значения, то 


9.6.49. lim р; - (ce Е = J,(z), 
ν 


и (cr 7} = K,(z). 
ν }} 


Определения Ру" и OF см. в гл. 8. 


9.6.50. lim | у He ит 
ι 


Теоремы умножения 


9.6.51. βι(λσ)-- λ1» > (A? — Ὁ 2/2)" 
k=U К! 


Sv+k(Z) 
(12—11 <1). 


Если = Ги взяты верхние знаки, ограничение Ha A 
не нужно. 


[ο ο) 


9.6.52. Π.(α) = > 


k 
2 
— «νιι(Ζ)» 
о K! 


со k 
He) = (= DF ны. 
k=0 ь 


Ряды Неймана для А»(2) 
9.6.53. Kn(z) = (-- 1}η-1 {In (2/2) — (и + 1)} 12) + 


42 ΠΟ — k oe (z/2)"Ix(Z) 
ты 


Е (п + 2k) Intar (2) 


—1)* 
{κι AC +k) 
9.6.54. Ko(z) = — {In (2/2) + y} (2) + 2 Janke?) 


Нули 


Свойства нулей функций 1,2) и K\(z) могут быть 
получены соответственно из свойств нулей функций J,(z) 
и HY (2) с помощью соотношений 9.6.3 и 9.6.4. 

Если —Ж<у<-— 0—1) (К - целое положитель- 
ное), то функция [/(2) имеет два действительных нуля. 
Для всех остальных действительных у нули функции J,(z) 
комплексные. 

Приблизительное расположение нулей функции К»(2) в 
области —3п/2 < argz< 7/2 получим, если повернем 
рис. 9.6 на угол —7/2 так, чтобы разрез приходился на 
положительную часть мнимой оси. Нули, находящиеся в 
области —7/2 < arg 2 < 37/2 являются сопряженными с 
нулями, расположенными в области —3п/2 < arg 2 < π|2. 
Функция K,(z) не имеет нулей в области | arg 2| < π/2. 
Это справедливо и для функций K,(z) любого действи- 
тельного порядка. у 
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9.7. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


Асимптотические разложения при больших 
значениях аргумента 


Пусть у фяксировано, |2| — большое число и ц = ἀν", 


Тогда 
9.7.1 о в Η΄ 
ae 2πΖ 82 21(82) 
μ-ηῳ-9)μ-35 , | 
= ώς (82) + es (| arg 2| < п/2), 
nm oof, .α-1Τ,ῳ-Ὀῷῳ-9) 
9.7.2. K,(z)~ = im — => -- О > +. 
(u — 1)(u — 9) (ue — 25) 
Ἔ σπα = | (| arg z| < 37/2), 
9.7.3. E(2)~—© | _ ees, Уи Ы κό 
ь 2nz 8z 21(8z)° 


— (a — 1) (u — 9) (ue + 35) fs | (| arg z| < 7/2), 
31(82)3 


..α ® ЕЕ ΜῊ 
9.7.4. К.(2) |=. {1 a 


(vu — 1)(u — 9)(u + 35) tod 
31(8z)* 
(| arg z| < 37/2). 


Общие члены разложений 9.7.3 и 9.7.4 могут быть 
выписаны из соотношений 9.2.15 и 9.2.16. 

Пусть у — действительное неотрицательное, Ζ- положи- 
тельное и в разложении 9.7.2 взято К членов. Тогда оста- 
точный член этого разложения по абсолютной величине 
не превосходит (kK + 1)-ro члена и имеет тот же знак при 
k>yv—1/2 


(μ-- 1) (4 15) 
21(8z)* 


9.7.5. Τί(2) K{z)~ —- | ....β--1 
22 2. ΟΣ 
xt Ш Die — р 
2:4 (ΩΩ: _ -- (| arg z| < π|2). 


; ] 1-3 
9.7.6. 1 (2) Κι 2) pat сы eee ΔΙ +- — κεν 
σ᾿ 22 2 (22) 


_ 1 @=)@—45) 


oe | 2). 
τ. (22)! τ | (|4τρ Ζ| < π[2) 


Общие члены могут быть получены с помощью соот- 
ношений 9.2.28 и 9.2.30. 


Равномерные асимптотические разложения 
при болыших значениях порядка 


1 evn = u;,(t) 
Sg POS ed oe ΓΕΝ, 
J2nv (1 + 23γ/4 > yk 


e7vn 


9.7.8. Ky(vz) ~ |= iam! a > (=) mio. 


9.7.7. I,(vz) ~ 


9.7.9. /νΖ) ~ и — (1 1- 2} νη | В > τ 
к 


2πν 3 


9.7.10. Κ΄ΚνΖ) ~ 


= 1 + 22)/4 ae = t) | 


Когда у-+ -+ 00, эти разложения равномерны по 2 в 


1 
секторе | arg Ζ | < — п — е, где = — произвольное поло- 
2 


жительное число. 


Здесь 


р ; 
9.7.11. t --- Se № =r 1 +- 2 -|- 1 Вто. SR eS ia НИНЕ 
as _ - ТЕ 


и ou,(t), ®,(Ю задаются формулами 9.3.9, 9.3.10, 9.3.13 и 
9.3.14. В [9.38] см. таблицы для 7, u;,(t), vx(t), а также 
оценки остаточных членов разложений 9.7.7 — 9.7.10. 


9.8. АППРОКСИМАЦИЯ МНОГОЧЛЕНАМИ +) 


В уравнениях 9.8.1 — 9.8.4 ¢ = x/3.75. 
9.8.1. —3.75 < x < 3.75, 


Io(x) = I + 3.51562 292? + 3.08994 2474 + 1.20674 9215 + 
+ 0.26597 3218 + 0.03607 6809 + 0.00458 1312 4+ в, 
Гео". 


9.8.2. 3.75 < x < O, 
х/е-11(х) = 0.39894 228 + 0.01328 59211 + 
+ 0.00225 3191 * — 0.00157 565[3 -- 0.00916 2811“ — 


———— 


*) См. сноску на стр. 191, 


— 0.02057 7062? + 0.02635 5376 8 — 0.01647 63327 + 
+ 0.00392 3778 + =, 
|=| < 1.9- 10, 
9.3.3. —3.75 = х = 3.75, 


x И) = > + 0.87890 5940 +- 0.51498 86924 + 
+ 0.15084 93415 + 0.02658 73318 + 0.00301 53219 + 


+ 0.00032 41172 + ε, 
lel =< 3:10". 
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9.8.4. 3.75 <x <0, 
хи е-7[(х) = 0.39894 228 — 0.03988 0241 * — 
— 0.00362 01852 + 0.00163 8013 — 0.01031 5555“ + 
+ 0.02282 9675 ° — 0.02895 31216 + 0.01787 654277 — 
— 0.00420 059 8 + в, 
|e] = 22° 1¢*, 
9835. 0 x ‘= 7, 
Ко(х) = — In (х/2) Io(x) — 0.57721 566 + 
+ 0.42278 420(x/2)? + 0.23069 756(x/2)* + 
+ 0.03488 590(x/2)® + 0.00262 698(х/2)8 + 
+ 0.00010 750(x/2)'° + 0.00000 740(x/2)" + в, 
[εἰ < 1: 10-8. 
9.8.6.2 <x < 0, 
xV2e% K(x) = 1.25331 414 — 0.07832 358(2/x) + 
+ 0.02189 568(2/x)?—0.01062 446(2/x)*+ 0.00587 872(2/x)* — 
— 0.00251 540(2/x)° + 0.00053 208(2/x)® + в, 
| el < 29.10. 


‚ 9.8.7. 
ΧΚι(χ) = x In (х/2)11(х) + 1 + 0.15443 144(x/2)? — 
— 0.67278 579(x/2)* — 0.18156 897(х/2)8 — 


0 < x <2, 


— 0.01919 402(х/2)8 — 0.00110 404(x/2)! — 
— 0.00004 686(x/2)' + =, 
fel «145 


9.8.8. 2< x <0, 


xl e7Ki(x) = 1.25331 414 + 0.23498 619(2/x) — 
— 0.03655 620(2/х)* + 0.01504 268(2/x)® — 
— 0.00780 353(2/x)* + 0.00325 614(2/х) — 
— 0.00068 245(2/x)® + в, 
le) <= 22° ИТ, 
Разложения функций I(x), Ko(x), E(x) и K(x) по много- 


членам Чебышева для областей OS x <8 H 0< 8/х <1 
см.в [9.37]. 
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9.9. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СВОЙСТВА 


В этом и следующих разделах ν — действительное, 
х — действительное неотрицательное, a п — целое поло- 
жительное или нуль. 


Определения 
9.9.1. Бег, x + i beiy(x) = Л/(хез"И“) = 
= et (χε-πί!4} = ет] (хет 4) — 
an οὐνπί/2] (хе-3т 14), 
9.9.2. kery x + ikeiy x = е*"И?2К\(хе" 4) = 


= Ba πὶ НЯ (хез"!4) = — i πίε-νπὶ Н (хе), 
2 2 


В случае у =0 индекс у у функций Кельвина обычно 
не пишется. 


Дифференциальные уравнения 
9.9.3. хи’ + хи’ — (ix? + \) и = 0, 
w = ber, x + f beiy x, ber_y x + i bei,-x, 
ker, x + i kei, x, Ker-y x + i kei_y x: 
9.9.4. x4wIV + 2x8w’” — (1 + 22) (хи — хи’) + 
+ (vt — 4v? + χὴν = 0, 


w= Όστεν xX, beizy Xx; kefay x; keisy Xx. 


Соотношения между решениями 
9.9.5. Бегу x = cos (vz) Бег, x + sin (vz) Бе, x + 
+ (2/7) sin (уп) ker, x, 
bei_y x = —sin (vz) Бег, x + cos (vz) Бе, x + 
+ (2/7) sin (vz) Кей, x. 
9.9.6. ker_y x = cos (vz) ker, x — sin (vz) keiy x, 
kei_y x = sin (vz) ker, x + cos (уп) keiy x. 
9.9.7. Бег» x = (—1)? bern x, bei-_n x = (—1)"bein x. 
9.9.8. Кеги x = (—1)? ketn x, kei-n x = (—1)" keinx. 


Разложения в степенной ряд 
9.9.9. 


а)" 


т 
Бег, х = | — 
у ep? kKITw+k +1) 


ее, 


« a x = ry 
beiy x E > ИЕ О 4 
9.9.10 
berx =1-— 014 Ga/ay - 
(295 (4!)? ... 
bei x = _ GIF PINS 


4 (3!)? (5!)? 
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9.9.11. ΠΗ Σ”«{Ε”11ἠγ | 


ai Же 14) 
x ИЕ Bl — In (> bern x + 1 п bein x + 
k! 4 я 4 


n Ὁ 
“ΞΕ dreos [дичи] 1х 
212) ΕΙ 4 2 


х {kK + 1) 1- ψ(τ}- Κ + I} ΒΕ 
4 


k\(n + К)! 
κα--Σ[Ζ}᾽ у ΠΕ ух 
хи Е- И! ΠΗ. 
k! 2 


х (Hk +I + Yatk + VY} [=]. 
К!(и + k)! 4 


где ψ(π) определена формулой 6.3.2. 


9.9.12. ker x = —In - ber x + ; π bei x + 


= в V2k + 1) (= 
у а i {К ἱ 4 y 


kei x = —In bei x — - m ber x + 


= 
2 
со а U(2k + 2) nk 
+27 ¢ FoR + pe 4 


Функции от отрицательного аргумента 


Вообще говоря, функции Кельвина имеют точку вет- 
вления при x = 0; при этом функции аргумента хе“ явля- 
ются комплексными. Однако, когда у — целое, у функций 
ber, и beiy точка ветвления отсутствует и 


9.9.13. Бег»(—х)=(—1)” bern x, bein( —x)=(—1)” bein x. 


Рекуррентные соотношения 


2 
9.9.14. Гуа + №1 = — - у (№ -- εν), 
„= —— 5 а + ἕνη!--[ν-ι — 20-2), 


2 


5 Ν᾽ | 
Sy — Л = ΝΡ (К Ξ-Ενει)» 


ИЕ 
fy + 5 ἦν 3 (А-а 85, 


где решениями являются пары функций 


9.9.15. 1. — Бег, x | Ty — beiy x | 
ἕν — beiy x ἕν = Бег, х 


fy = kety x | fy = kei, x | 


ἕν = Κεὶν x gy = —Кег, х 
9.9.16. ^/2 ber’ x = ber, x + bei; x, 
2 bei’ x = —ber; x + bei, x. 
9.9.17. А 2 ker’ x = ker, x + Кей x, 
ΝΡ kei’ x = —ker, x + kei x. 
Рекуррентные формулы для произведений функций 
Если 
9.9.18. py = ber? x + bei? x, 
gy = ber, x bei, x — ber, x Ба, x 
ry = Бег, x ber, x + bei, x bei, x, 


2 ore 
Sy = ber, x + Ба, x, 
TO 


Αν 
9.9.19. рун = Ру ~~ Г 
x 


ν 
Ἵν = — — р» + г» = —4у-1 + 27ν, 
x 
v+1 
oa = ( Руза + ἂν, 
1 1 у? 
2 — Вен т — ΝᾺ ыы г 


9.9.20. руб, = 79 + а3. 


Формулы остаются такими же, если повсюду заменить 
ber и bei соответственно Ha ker и kei. 


Неопределенные интегралы 


В приведенных ниже интегралах fy, ἕν — любая из пар 
функций, заданных формулами 9.9.15, а Гу, gy — либо та 
же самая пара, либо любая другая. 


ΧΗν 
9.9.21. ἔπη, ах = — —= (№ — νη) = 
^/2 
= (> i= ε) 
XxX 
= -- ἄν + ο] . 
x 
9.9.23. [а в 


2 
— (Руа + 84а) + εν(ίνα — gyi} = 


== ΖΞ {Уна + gyi) -- δύ(/νη -- ву) — 


Xx , * р > 4 ΓΤ 
-- о wy — №/$ + 85, -- 8,8). 
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* * 1 “и * 
9.9.24. \ hes + ух = д — Дан — 


ν Παβία = Zeyh τ. foal ou De aid aa) 


9.9.25. ee: + g2) dx = x(fugy — Гиз) = 


= —(x/ 4/2) (Луча + ἕνξν — A8via + Лна®»). 


1 
9.9.26. ль dx = 2 x*(2fugy — έν -- fors8y-1)- 
9.9.27. [. п — мах -- 
_1 
2 


Разложения произведений функций 
в степенной ряд 
9.9.28. ber? x + bei2 x = 


(x?/4)2* 


7 a О LEE DEOS +1! 


9.9.29. ber, x bei, x — ber, x beiy x = 


= ΗΝ ИЕ: ИЕН 
2 ОГО +k + ПГО + 2+2) А! 


9.9.30. ber, x ber, x + bei, x bei, x = 


a a : Σ»-- (α"/4)1 
212 gro lv tk + 1) Γ(ν + 2k) Κ! 
9.9.31. ber) x + bei) x = 


a | x i. м (2k* + 2vk + v*/4) (x2/4)2* 
— PW+tk+0PN+4+24+1) ΑΙ 


Pa у — Sahn 8% + 21841). 


Разложения по функциям Бесселя 


| е(ЗУ+®)пи4 , xk 7 (x) _ 
9.9.32. bet, x + i bei, x = Σ--- ар +. 


е(3У+3®) πί/4 ΧΕ БО. 


[5 6) 
а LILA 


9.9.33. bera(xV2) = κ Σ (-- 177+ Tn pon(x) Гьк(х), 


bein(x1/2) = | Σ (-- + Лика) Ια. μ(χ). 


Ξε--ο 


Нули функций нулевого порядка *) 


1-й нуль 2.84892 5.02622 1.71854 3.91467 
2-й нуль 7.23883 9.45541 6.12728 8.34422 
3-й нуль | 11.67396 | 13.89349 | 10.56294 | 12.78256 
4-й нуль | 16.11356 | 18.33398 | 15.00269 | 17.22314 
5-й нуль | 20.55463 | 22.77544 | 19.44381 | 21.66464 
η πμ. Е ιν. νιν 
| ber’ x bei’ x ke” x kei’ x 
1-й нуль 6.03871 | 3.77320 2.66584 4.93181 
2-й нуль | 10.51364 | 8.28099 ме. 9.40405 
3-й нуль 14.96844 | 12.74215 | 11.63218 | 13 85827 
4-й нуль | 19.41758 | 17.19343 16.08312 | 18.30717 
5-й нуль | 23.86430 | 21.64114 | 20.53068 | 22.75379 


9.10. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


Асимптотические разложения при больших 
значениях аргумента 


(у фиксировано, х — большое) 
οὔ! V2 
9.10.1. Бегу x = 


Jinx 


{/ν(χ) cos « + gy(x) sin a} — 


— {sin (Сум) ker, x + cos (2vz) keiy χ}/π. 


orl ΝΖ 
ΜΡ 


9.10.2. beiy x = {f\(x) sin α — gy(x) cos a} + 


+ {cos (2уп) ker, x — sin (2νπ) kei, x} /π. 


9.10.3. kery x = 


= J x/(2x) г #1? { /.(—х) COs β -- gy(—x) sin В}. 
9.10.4. kei, x = 
= у т/х) e~*/V? {— 1, (—x) sin B — gy(—x) cos В}, 
где | 
9.10.5. α = (х/\/2) + (v/2 — 1/8}π, 


= (χ/ψ2) + (v/2 + 1/8) m= «+ п/4. 


Обозначая 4νθ через и, имеем 


9.10.6. f(x) ~ 1 + 


(p — 1) (2 — 9)... № — Gk — 12} Κπ 
1) ee ua 
+e ΠΠ, ыы [5] 


9.10.7. 2,(+x) ~ 


Se eS (=): 
2 k\(8x)* τ 


Члены разложения **), содержащие kery x и keiyx в 
разложениях 9.10.1 и 9.10.2, незначительны по сравнению 
с другими членами, но их включение в вычисления улуч- 
шает точность. 


*) В [9.22] даются значения также и следующих пяти. 
нулей каждой из этих функций; точность SD. 

**) Коэффициенты этих членов, данные в [9.17], неверны. 
Настоящие результаты получены Миллером. 
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Соответствующие ряды для Бег, x, Бер, х, Кегух и 2 
kei, (x) могут быть получены из 9.2.11 и 9.2.13 при 2 = 009 
= χοθπί/ἁὁ Дополнительные члены в разложениях Бег, хи LOG 
bei, x соответственно таковы: 
7 024 
{fal юн век w 4 ess Clon) ke’, αλ, йе . 
& Uo? ... 
(1/π) {cos (2νπ) ker, x — sin (2νπ) keiy x }. Ἐς 060 & 
Модуль и фаза & ыы 002 
о & © 
9.10.8. My = ber? x + bei? x, 0, = arctg(bei, х/Ъег, x). < -004 
| | | -0.06 
9.10.9. ber, x = М, cos 0,, Бе, x = Μν sin 0... hye 
9.10.10. Μη = Ma, Oy» = м — пк. 
9.10.11. Бег, х = 
1 a 7. 
= — Му: cos (O44 — 7/4) — — M,-1c0s (9,1 — 7/4) = | 
2 2 4  х 
5 rs 
= (v/x)My cos 0, + Mysi cos (0,41 — 7/4) = С ᾿ ; ἃ 
Ὁ -ὲ Ὁ 
= --(ν/χ) ΜΝ cos 0, — My_1 cos (9,1 — 7/4). = hs 
4 “= 
9.10.12. bel, x = 5 SS 
| 1 sf -ᾳ 5 
== — Ἠνα sin (νη — π|ά) — — Му а sin (9,1 — 7/4) = 
2 2 р -9 


= (v/x) My sin 0, + Му sin (941 — п/4) = 
= —(v/x) М, sin 0, — M, sin (9,1 — 7/4). 


9.10.13. ber’ x = М, cos (0; — 7/4), 
bei’ x = М, sin (0, — 7/4). 


9.10.14. My = (v/x) My + Μνη cos yi — 0, — 7/4) = 
= — (v/x) My — My. cos (9,1 — 0, — 2/4). 
9.10.15. 0, = (My.1/ My) sin Oyu — 0, — π|4) = 
= —(М,и/М,) sin (Ογ.: — Ον — 7/4). 
9.10.16. Af, = М, cos (0, — 0 — х/4), 
05 = (Μι/ Μι) sin (0, — 09 — 7/4). 
9.10.17. d(xM20,)/dx = x M2, 
ж МУ + хМ, — VM, = м, 
9.10.18. №, = /Кег x + Кей x, 
®, = атс (kei, x/ker, x). 
9.10.19. ker, x = М, cos OD, kei, x = Ny sin Dy. 
Уравнения 9.10.11 — 9.10.17 остаются в силе, если в них 


заменить ber, bei, М, 0 на ker, Ке!, №, Ф соответственно. 
Вместо 9.10.10 имеем 


9.10.20. N_y= Ny, O_, = ἂν + vn, 


Рис. 9.11. ln Мох), Oo(x), In No(x) и Do(x). 


Асимптотические разложения 
для модуля и фазы 


(у фиксировано, x — большое и и = 4%?) 


ет 
ψ2πχ 52 х 


256 x" 


9.10.21. М, 


м =—— 


_ ОШ Е 14 — 399) 1 Balk 
6144 4/2 x 


9.10.22. In M, = ae — Ιη(2πχ) — > es 2 
2 84/2 x 


42 
Пи 2) 1 _ Пот +0 (=): 
384 ψ2 хз 128 x4 


6:16.95, Ro ee В Е Е 
2 2 


8 8/2 x 
—1 1 AG — 25) 1 1 
peel @- Оо. + o+(4). 
16 Е 384 /2 x x 
9.10.24. №, = |= ea “να | БЕ 
2х 8 2 x 
— 1..1 — 1) (22 + 14u — 399) 1 
4 Ga т, @ ADO + My ~ 399) 1 
156... м 6144 4/2 хз 


το[:]} 


204 


RAE a ee = π΄} РЕЗ В. 


И 2.11. 8/2 x 
(и 1)(u— 25) 1 (α-Ὀί- 13) 1 +0(-; | 
384 4/2 хз 128 x4 x5 
9.10.26. Ф, = — Ε + a] -в-11 
42 2 8 842 x 
Цит, (-Ὀίμ-259}1 ο{-5] 
6 x 384 4/2 χ᾽ x 


А симптотические разложения для произведений 


функций 
(х — большое) 
ev v2 р 
9.10.27. ber? x + bei? x ~ ( + --- + 
2πχ 4/2 х 
| : 1797 1 
ss ee es es ee Se ee 9 
64 x? 2562 № 8192 x4 
9.10.28. ber x bei’ x — ber’ x bei x ~ 
or v2 11 ο 1 39 1 
+ —— + — — + 
2πχ (75 8 x 64/2 м 512 м 
И 


9.10.29. ber x ber’ x + bei x bei’ x ~ 


Е 31 iS i 45 1 


im 2πχ Ve 8x бит 
315... 1 |, 
8192 (2 x4 
9.10.30. ak 
τα: 
9.1 29. | 2475 1 
aoe ee 3192 α } : 
9.10.31. ker? x + kei? x ~ -® e-*v? | — и = ao | 
2x | 4/2 x | 
1, 5 ΠΤ 
64 x? 256ψ2αχ!᾽ 8192 x4 -] 
9.10.32. ker x kei’ x — ker’ x kei x ~ 
Soe 4 ae eR 
2x {2 64/2 x? 
39 1 75 


1 
+ оды Τοπ Pt 
- 512 x® 8192 [2 x! | 
9.10.33. ker x ker’ x + kei x kei’ x ~ 
+. т. 


~~ — 


— — κ —— 


8x 64/2 2 
45 1 


—-— 


512 x 


ας 1 
8192 /2 м ^^ 
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9.10.34. ker” x + kei” x ~ > ΠΩ [ -- и: в 


χ 4 γ2 х 
Е В: Е "τε 
64 x2 256/72 2 8192 м ^^ 


Асимптотические разложения больших нулей 


Пусть 
91035 ЗВ Оби 
165 3252 153653 
3(μ — 1} 
5125* 
где и = 4у?. Тогда, если 5 — болышое положительное 
целое число, то 


9.10.36. 
Нули функции 

бегух ~ \/2 {8 — /(δ)} 
нули функции 

beiy x ~ 4/2 {5 — f(8)}, ὃ = (5 - v/2 + 1 п 
нули функции 

kery x ^ Ν24δ + f(—S)}, 8 = (s — v/2 —5/8) п; 
нули функции 

keiy x ~ 245 + f(—S}, ὃ = (s — ν/2 —1/8) п. 


Для у = 0 эти разложения дают 5-й нуль каждой из функ- 
ций; для других значений у представленные нули могут 
быть и не 5-ми. 


= (5 — v/2 — 3/8) п; 


Равномерные асимптотические разложения 
при больших значениях порядка 


Когда у — болыпое положительное число, тогда 


9.10.37. ber, (vx) + i Бей, (vx) ~ 


evs | χοθπί/ 4 ] [η 13 
J2nv—E\ 1+ ξ 


9.10.38. ker, (vx) + i keiv (vx) ~ 


τε = _ve χοϑτπτὶ/ 4 mt DF “ΞΟ “) 
|= в + =) + с 


9.10.39. Бегу (vx) + i bei, (vx) ~ 
Ὁ ee u(E) | 


у = evs xesTt/4 fod 
2πν x | 1+ & | д 


9.10.40. Кегу (ух) + i kei, (vx) ~ 


~- je УЕ Е are μι os “te αὶ. 


ην 1 1+6 
где 
9.10.41. Е = V1 4+ ix? 


и ик(®, υμ() даются формулами 9.3.9 и 9.3.13. Все дроб- 
ные степени принимают свои главные значения. 
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9.11. АППРОКСИМАЦИЯ МНОГОЧЛЕНАМИ 


9.11.1. —8 < хз 8, 
ber x = 1 — 64(x/8)* + 113.77777 774(x/8)® — 
— 32.36345 652(x/8)" + 2.64191 397(x/8)'* — 
— 0.08349 609(x/8)*° + 0.00122 552(x/8)*4 — 
— 0.00000 901(x/8)*8 + ε, 
|εἰ < 1:10 * 
9.11.2. -8 <x <8, 
bei x = 16(х/8)? — 113.77777 774(x/8)® + 
+ 72.81777 742(x/8)!° — 10.56765 779(x/8)4 + 
+ 0.52185 615(х/8 8 — 0.01103 667(x/8) + 
+ 0.00011 346(x/8)** + =, 
le] = 6-I0"*. 
9113 0 “χε: δ, 
ker x = —In (x/2) ber x + (π|4) bei x — 0.57721 566 — 
— 59.05819 744(x/8)* + 
+ 171.36272 133(x/8)® — 60.60977 451(χ/8)15 + 
+ 5.65539 121(x/8)'® — 0.19636 347(x/8)? + 
+ 0.00309 699(x/8)*4 — 0.00002 458(х/8)?8 + =, 
πω 
9.11.4. 0 <х< 8, 
kei x = —In(x/2) bei x — (π|4) ber x + 
+ 6.76454 936(x/8)® — 142.91827 687(x/8)® + 
+ 124.23569 650(x/8)'° — 21.30060 904(x/8)*4 + 
+ 1.17509 064(x/8)'® — 0.02695 875(x/8)” + 
+ 0.00029 532(x/8)26 + ε. 
| εἰ < 3-10. 
9.11.5. -—8 < хз 8, 
ber’ x = x[—4(x/8)? + 14.22222 222(x/8)* — 
— 6.06814 810(x/8)° + 0.66047 849(x/8)4 — 
— 0.02609 253(x/8)!® + 0.00045 957(x/8)” — 
— 0.00000 394(x/8)**] + =, 
fs) < 2. 1-0". 
9.11.6. —8 <x <8, 
bei’ x = x[1/2 — 10.66666 666(x/8)* + 
+ 11.37777 772(x/8)® — 2.31167 514(x/8)" + 
+ 0.14677 204(х/8 16 — 0.00379 386(x/8)® + 
+ 0.00004 609(x/8)*4] + =, 
lel = 7-10". 
SAL 7.0 =x δ, 
ker’x = --]ῃ (x/2) ber’ x — x ‘ber x + (7/4) bei’ x + 
+ x[—3.69113 734(x/8)? + 21.42034 017(x/8)® — 
— 11.36433 272(x/8)® + 1.41384 780(x/8)4 — 
— 0.06136 358(x/8)1® + 0.00116 137(x/8)” — 
— 0.00001 075(x/8)**] + =, 
st <'8> 10". 


9.11.8. 0 < x < &, 
kei’ x = —In (x/2) bei’ x — x bei x — (π|4)ρετ’ x + 
+ х[0.21139 217 — 13.39858 846(x/8)* + 
+ 19.41182 758(х/8)8 — 4.65950 823(x/8)!2 + 
+ 0.33049 424(x/8)'® — 0.00926 707(x/8)? +- 


+ 0.00011 997(x/8)™] + ε, 
|= < 7-10. 
9.11.9, ЗЕ хо, 


ker x + ikei x = f(x) (1 + εἰ), 


fo) = | Zev - я | 5), 


2:1 <= T+ 10%, 


9.11.10. 8 <x< 0, 


ber x + i bei x — ({/π) (ker x + i kei x) = g(x) (1 + εὐ), 


В: 1+; 
80) = — exp | мы Κω], 


| 52 | =. 3° 1 
где 


9.11.11. 
(x) = (0.00000 00 — 0.39269 911) + 
+ (0.01104 86 — 0.01104 851) (8/χ) + 
+ (0.00000 00 — 0.00097 651) (8/х)* + 
+ (—0,00009 06 — 0.00009 011) (8/x)® + 
+ (—0.00002 52 — 0.00000 001) (8/x)* + 
+ (—0.00000 34 + 0.00000 511) (8/x)® + 
+ (0.00000 06 + 0.00000 190) (8/х)°. 
9.11.12. 8 <x <0, 
ker’ x + ikei’ x = —f (x) ἃ (—x) (1 + εὐ), 
| εἰς 2° 0-7. 
9.11.13. 8 & x < ©, 
ber’ x + i bei’ x — ({/π) (ker’ x + i kei’ x) = 
= 2(х)Ф(х) (1 + ες, 


leg] < 3: 10-7, 
где 


9.11.14. 

D(x) = (0.70710 68 + 0.70710 681) + 
+ (—0.06250 01 — 0.00000 014) (8/x) + 
+ (—0.00138 13 + 0.00138 111) (8/х + 


+ (0.00000 05 + 0.00024 520) (8/x)® + 
+ (0.00003 46 + 0.00003 381) (8/x)* + 
+ (0.00001 17 — 0.00000 247) (8/x)® + 
+ (0.00000 16 —.0.00000 322) (8/x)°. 
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ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Вычислить J,(1.55)(n=0, 1, 2, ..., 9) с 5D. 
Рекуррентное соотношение 


In-a(x) + ах) = (2n/x) Jn(x) 


может быть использовано для последовательного вычис- 
ления Jo(x), Л.(х), Jo(x), ..., если п <х. В противном случае 
будет иметь место быстрое накопление ошибок округ- 
ления. Так как, однако, /»(х)— убывающая функция п, то 
при п >x рекуррентный процесс может быть выполнен 
в направлении убывания п. 

Из табл. 9.2 видно, что значения Л» (1.55) для п>7 
меньше 10-5. Зададим для J, и Л. произвольные значения: 
J, = 0, Jg = Ти, исходя из них, вычислим по рекуррентной 
формуле соответствующие значения для п = 7, 6, ..., 0. 
Эти числа (пробные значения) составляют вторую колонку 
данной ниже таблицы. Они округлены до ближайшего 
целого. 


п Пробные значения ]»(1.55) п Пробные значения J7(1.55) 
9 0 0.00000 4 4292 0.01331 
8 1 0.00000 3 21473 0.06661 
7 10 0.00003 я 78829 0.24453 
6 89 0.00028 ] 181957 0.56442 
7 679 0.00211 0 155954 0.48376 


Нормируем результаты, используя уравнения 9.1.46, а 
именно: 


Jo(x) + 26/.(χ) + 2/ι(κ) +... = 1. 


Получаем нормирующий множитель 1/322376 = 
= 0.00000310197. Умножая пробные значения на этот 
множитель, получим в третьей колонке искомые резуль- 
таты. Для контроля можно проинтерполировать значение 
(1.55) в табл. 9.1. 

Примечания. (1) В этом примере можно было 
непосредственно из таблиц оценить значение п = №, с 
которого начинать рекуррентный процесс. Когда же такой 
возможности нет, приходится брать произвольное зна- 
чение №. Число верных значащих цифр в окончательных 
значениях то же самое, что и число знаков в соотеет- 
ствующих пробных значениях. Если выбранное № слиш- 
ком мало, пробные значения имеют мало знаков и точ- 
ность полученных результатов недостаточна. В этом 
случае вычисления следует повторить заново, начиная с 
большего значения №. С другой стороны, если № слишком 
велико, выполняются лишние вычисления. Это можно до 
некоторой степени возместить отбрасыванием последних 
значащих цифр в пробных значениях. При этом следует 
оставить столько значащих цифр, сколько их требуется 
в искомых значениях Jp. 

(I) Предположим, что требуется найти J,(1.55), 
J,(1.55), .... 10.55) с 55. Для этого можно найти 
истинные значения .10(1.55) и .11(1.55) с 5S интерполя- 
цией в табл. 9.3, а затем вычислить требуемые о, Jz, ..., Ло 
по рекуррентной формуле. Но можно начинать рекуррент- 
ный процесс с более высоких значений N и сохранять 
только 5$ в пробных значениях для п < 10. 

(ПП) Аналогичные методы могут быть применены к 
вычислению модифицированной функции Бесселя Ги(х) с 
помощью формул 9.6.26 и 9.6.36. Однако, если х велико, 
то при использовании соотношения 9.6.36 произойдет 
значительная потеря значащих цифр. Поэтому для норми- 
рования лучше использовать формулу 9.6.37. 

Пример 2. Вычислить У»(1.55) (и = 0, 1,2, ..., 10) 
с 55. 

Рекуррентная формула У»-1(х) + Yunis) = (2n/x) Yn) 
может быть применена для вычисления Y,(x) в напра- 
влении возрастания п как для п< xX, так и для п >х, по- 
тому что У»(х) — возрастающая функция п. 


Вычислим У%(1.55) и Y,(1.55) интерполяцией в табл. 9.1, 
значения Y,(1.55), У.(1.55), ..., У10(1.55) получим по рекур- 
, haa a формуле и проверим Y;,(1.55) интерполяцией в 
табл. 9.3. 


п Y (1.55) п У» (1.55) 
0Ο -0.40225 6 —1.9917x 10? 
1. —0.37970 7 —1.5100х 103 
2 —0.89218 8 —1.3440х 10* 
3 —1.9227 9 —1.3722х 10° 
4 — 6.5505 10 —1.5801х 108 
5 —31.886 


Примечания. (Г) Если имеются значения функции 
Лох), Jo(x), J,(x), ... (см. пример 1), то вычисление зна- 
чения У,(х) можно сделать, применяя формулу 9.1.89. 
Второе начальное значение для рекуррентного процесса — 
-- Y,(x) — можно получить из вронскиана J,(x) Υρίαχ) — 
— Ло(х) ΥἹιίχ) = 2/(πχ). Эта процедура удобна при исполь- 
зовании вычислительной машины. 

(I) Аналогичные методы могут быть применены для 
вычисления модифицированной функции Бесселя К»(х) 
посредством рекуррентного соотношения 9.6.26 и форму- 
лы 9.6.54. 

Если же x — большое, то для вычисления Ко(х) вместо 
9.6.54 (из-за потери значащих цифр) предпочтительно 
применение асимптотического разложения 9.7.2 или ап- 
проксимации многочленами 9.8.6. 

Пример 3. Вычислить J,(0,36) и У.(0,36) с 5D, 
применяя теорему умножения. 

Из 9.1.74 имеем 


co 
©(^2) = RF axe;(z), 


ie gi ee 
k! 


Берем 2 = 0.4. Тогда A= 0.9, (A? — 1) (2/2) = —0.038 
и, выбирая необходимые значения ./,(0.4) и Ух(0.4) из табл. 
9.1 и 9.2, вычисляем нужные результаты следующим обра- 
зом: 


k ak ayJ (0.4) ак Y,(0.4) 
0 -- 1.0 + 0.96040 — 0.60602 
1 - 0.038 -- 0.00745 — 0.06767 
2 0.7220 х 103 +0.00001 — 0.00599 
3 0.914 х 1077 — 0.00074 
4 0.87 x 107? — 0.0001 1 
5 0.7 х 107° — 0.00002 


Jo(0.36) = +0.96786 Yo(0.36) = —0.68055 


Примечание. Эта процедура эквивалентна интер- 
поляции посредством ряда Тейлора 


— AF ote) 
Q(z + №) = x: — 60 (2) 
fro K! 


при 2 = 0.4. Производные (ὦ (2) выражаются через ©,(2) 
с помощью рекуррентных формул и дифференциального 
уравнения для функций Бесселя. 

Пример 4. Вычислить J\(x), //(х), Υνία) и Ух) для 
\ = SD, & = 7716 60. 

Используем асимптотические разложения 9.3.35, 9.3.36, 
9.3.43 и 9.3.44. Здесь 2 = x/v = 3/2. 


Из 9.3.39 находим 
(2/3)(--- 082 = 5/2 — arccos (2/3) = +0.2769653. 
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Следовательно, 


С = —0.5567724 и Πε 


2 


каре - 


1/4 
| == 4-},155332. 


Затем 
v3 — 3.684031, v?/8¢ = —7.556562. 


Интерполируя в табл. 10.11, находим, что 
Ai (v?/30) = 0.299953, 
Αἰ(ν»9ζ) = -- 0.451441, 
Bi (ν»!3ῷ) = —0.160565, 
ВГ(\3)5 = +0.819542. 


Для контроля интерполяции используем равенство AiBi’ — 
— АРВ! = 1/х. 

Интерполируя в таблице, которая следует за формулой 
9.3.46, получим 


b(t) = +0.0136, ‘с (Э-= 40.1442. 


Членами, содержащими а1(5) и 4;:(5), можно пренебречь. 
Подставляя найденные величины в асимптотические раз- 
ложения, находим 


J50(75) = + 1.155332(50 1/3 x 0.299953 + 
+ 50-5/3 x 0.451441 x 0.0136) = + 0.094077, 
Jio(75) = —(4/3) (1.155332) 1 (5074 x 0.299953 x 0.1442 + 
+ 5053 x 0.451441) = —0.038658, 
Y50(75) = —1.155332(— 507 1/3 x 0.160565 + 
+ 505503 x 0.819542 x 0.0136) = + 0.050335, 
Yi9(75) = + (4/3) (1.155332) 1 (—50 4/3 x 0.160565 x 
x 0.1442 + 50-2/3 x 0.819542) = + 0.069543. 
Для контроля используется тождество 
JY’ — J’ Y =:2/0/5x). 
Примечание. В этом примере можно также 
использовать разложения Дебая 9.3.15, 9.3.16, 9.3.19 и 
9.3.20. По сравнению с вычислениями, проведенными выше, 
где было взято по 2 члена, в каждом из разложений Дебая 
требуется брать по 4 члена. Когда значения аргумента и 
порядка близки по величине, разложения Дебая становятся 
мало эффективными. В этом случае результаты с неболь- 
шой точностью дадут разложения 9.3.23, 9.3.24, 9.3.27 и 
9.3.28; для получения высокой точности снова исполь- 
зуются равномерные асимптотические разложения. 
Пример 5. Вычислить пятый положительный нуль 
функции Ло(^) и соответствующее значение /\о(х) с SD. 
Используем асимптотические разложения 9.5.22 и 
9.5.23, полагая у == 10, 5 = 5. Из табл. 10.11 находим 
a; = —7.944134, АГ (а;) = + 0.947336. 
Следовательно, 
С = 102/345 = 0.21544347а = —1.7115118. 


Интерполируя величины, определенные формулами 
9.5.26 в таблице, следующей за этой формулой, получим 


z(C) = + 2.888631, #(О) = + 0.98259, 
f(t) = + 0.0107, F,(%) = - 0.001. 
Оценки, данные в таблице, показывают, что вклад членов 


высшего порядка асимптотических рядов незначителен. 
Следовательно, 


Ло,5 = 28.88631 + 0.00107 + ... = 28.88738, 


Е 2 0.947336 
V5) oe ЖЕНЕ Ета 
μα [053 2.888631 x 0.98259 


x (1 — 0.00001 + ...) = —0.14381. 


Пример 6. Вычислить первый корень уравнения 
Jo(x) Υο(λχ) — FYo(x) Лох) = 0 
для Л == 3/2 с 45. 


Пусть αἰ) обозначает корень. Прямая интерполяция 
в табл. 9.7 невозможна, так как расходятся разности. 
Анализ разложения 9.5.28 показывает, что (A — 1)α{2 — 
более гладкая функция. Используя табл. 9.7, получаем 
следующие значения: 


11 (A—1) af? 8 δ: 

0.4 3.110 
14! 

0.6 3.131 в >. 
+9 

0.8 3.140 -- 
2 

1.0 3.142(π) 


Интерполируя для 1/A = 0.667, получаем (A — 1) ast) = 
= 3.134 и, следовательно, искомый корень αἰὶ) = 6.268. 
Пример 7. Вычислить ber, 1.55, bein 1.55 (п = 
= 0, 1, 2; ..., 9) ¢ SD. 
Используем рекуррентную формулу 
atts Га | 3πτί /4 пу2 . i 
Jn-1(xe™™ 4) + Jnia(xe j= — me +i) де"). 


выбирая произвольно значения — нуль для Jy(xe8™!/4) и 
1+ 07 для κπε(κοϑπί!/4) (см. пример 1). 


Действительные Мнимые 
п пробные пробные ber, x bein x 
значения значения 
9 0 0 0.00000 0.00000 
8 +] 0 0.00000 0.00000 
7 —7 —7 — 0.00002 — 0.00003 
6 --] +89 — 0.00003 | +0.00030 
5 +500 — 475 -- 0.00181 — 0.00148 
4 — 4447 — 203 — 0.01494 — 0.00180 
3 - 14989 - 17446 +- 0.04614 + 0.06258 
2. - 11172 —88578 0.05994 —0.29580 
1 — 197012 123804 — 0.69531 +- 0.36781 
7 + 281539 + 155373 + 0.91004 +0.59461 
Σ + 106734 + 207449 + 0.30763 + 0.72619 


Значения bern хи bein х вычисляются умножением проб- 
ных значений на нормирующий множитель: 


1/(294989 — 220111) = (0.337119 + 0.0251551) х 1075, 
полученный из соотношения 


Μο(χοθπί!4) |. 2].(χεθπί!4} + 2.7, (хе: 14) + 0 = 1. 


Достаточный контроль обеспечивается интерполяцией 
в табл. 9.12 для Бег 1.55 и Бе! 1.55 и применением обык- 
новенного суммирования при нормализации. 

Предположим, что нужно вычислить Кегих и kein x. 
Следует воспользоваться рекурсией по формуле 9.9.14. 
Начальные значения для п = 0 и п=1 выбираются из 
табл. 9.12 (см. пример 2). Для контроля можно исполь- 
зовать асимптотическое разложение 9.10.38. 


208 9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦВЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, 1 и 2 


2 J0(z) J\(z) J2(z) 
0.0 1. 00000. 00000 00000 0. 00000 00000 0, 00000 00000 
Вт 0. 99750 15620 66040 0. 04993 75260 0. 00124 89587 
0..2 0.99002 49722 39576 0.09950 08326 0.00498 33542 
0.3 0.97762 62465 38296 0.14831 88163 0.01116 58619 
0..4 0. 96039 82266 59563 0. 19602 65780 0. 01973 46631 
'0.:5 0. 93846 98072 40813 0. 24226 84577 0. 03060 40235 
0. 6 0. 91200 48634 97211 0, 28670 09881 0. 04366 50967 
0. 7. 0. 88120 08886 07405 0. 32899 57415 0. 05878 69444 
0. 8 ‘0. 84628 73527 50480 0. 36884 20461 0.07581 77625 
0. 9 0. 80752 37981 22545 0, 40594 95461 0. 09458 63043 
1.0 0. 76519 76865 57967 0. 44005 05857 0. 11490 34849 
1:1 0. 71962 20185 27511 0. 47090 23949 0. 13656 41540 
1.2 0. 67113 27442 64363 0. 49828 90576 0. 15934 90183 
1.3 0.62008 59895 61509 0.52202 32474 0.18302 66988 
1.4 0.56685 51203 74289 0.54194 77139 0. 20735 58995 
1:5 0. 51182 76717 35918 0. 55793 65079 0. 23208 76721 
1.6 0.45540 21676 39381 0. 56989 59353 0. 25696 77514 
1.7 0. 39798 48594 46109 “0.57776 52315 0.28173 89424 
1.8 0. 33998 64110 42558 0. 58151 69517 0. 20614 35353 
1.9 0. 28181 85593 74385 0. 58115 70727 0. 32992 57277 
2.0 0.22389 07791 41236 0. 57672 48078 0. 35283 40286 
2.1 0.16660 69803 31990 0.56829 21358 0, 37462 36252 
‘Zoe 0.11036 22669 22174 0.55596 30498 0.39505 86875 
a 0.05553 97844 45602 0.53987 25326 0.41391 45917 
2.4 +0. 00250 76832 97244 0.52018 52682 0. 43098 00402 
2.5 -0. 04838 37764 68198 0. 49709 41025 0. 44605 90584 
2.6 -0. 09680 49543 97038 0. 47081 82665 0. 45897 28517 
' ΝΥ; -0. 14244 93700 46012 0. 44160 13791 0. 46956 15027 
2.8 -0. 18503 60333 64387 0. 40970 92469 0. 47768 54954 
2.9 -0.22431 15457 91968 0. 37542 74818 0. 48322 70505 
3.0 -0. 26005 19549 01933 0. 33905 89585 0. 48609 12606 
ν. Ss -0. 29206 43476 50698 0. 30092 11331 0. 48520 70142 
3.2 -0. 32018 81696 57123 0. 26134 32488 0. 48352 77001 
3.3 -0. 34429 62603 98885 0.22066 34530 0. 47803 16865 
3.4 -0. 36429 55967 62000 0. 17922 58517 ‚ 0.46972 25683 
3.5 -0. 38012 77399 87263 0. 13737 75274 0. 45862 91842 
3.6 -0. 39176 89837 00798 0. 09546 55472 0. 44480 53988 
ν. ἈΝ -0. 39923 02033 71191 0.05383 39877 0. 42832 96562 
3,8 -0. 40255 64101 78564 +0. 01282 10029 0.40930 43065 
3.9 -0. 40182 60148 87640 -0.02724 40396 0. 38785 47125 
4.0 -0. 39714 98098 63847 -0. 06604 33280 0. 36412 81459 
4. 1 -0. 38866 96798 35854 -0. 10327 32577 0. 33829 24809 
4.2 -0. 37655 70543 67568 -0. 13864 69421 | 0. 31053 47010 
4. 3 -0. 36101 11172 36535 -0. 17189 65602 0. 28105. 92288 
4.4 -0. 34225 67900 03886 -0. 20277 55219 0. 25008 60982 
4.5 -0. 32054 25089 85121 -0. 23106 04319 0. 21784 89837 
4.6 -0. 29613 78165 74141 -0. 25655 28361 0.18459 31052 
4.7 -0. 26933 07894 19753 -0.27908 07358 0.15057 30295 
4.8 -0. 24042 53272 91183 -0. 29849 98581 0. 11605 03864 
4.9 -0.20973 83275 85326 -0. 31469 46710 0. 08129 15231 
5. 0 -0. 17759 67713 14338 -0. 32757 91376. 0. 04656 51163 
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Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


& 


εἷς со 
-1. 53423 
-1, 08110 
-0. 80727 
-0. 60602 


-0. 44451 
-0. 30850 
-0. 19066 
-0. 08680 
+0. 00562 


0. 08825 
0. 16216 
0. 22808 
0. 28653 
0, 33789 


0. 38244 
0. 42042 
0. 45202. 
0. 47743 
0. 49681 


0. 51037 
0. 51829 
0. 52078 
0. 51807 
0. 51041 


0. 49807 
0. 48133 
0. 46050 
0. 43591 
0. 40791 


0. 37685 
0. 34310 
0. 30705 
0. 26909 
0. 22961 


0. 18902 
0. 14771 
0. 10607 
0. 06450 
+0. 02337 


-0. 01694 
-0, 05609 
-0. 09375 
-0. 12959 
-0, 16333 


-0. 19470 
-0. 22345 
-0. 24938 
-0. 27230 
-0. 29205 


-0. 30851 
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Yo(z) 


86514 
53224 
35778 
45684 


87335 
98701 
49293 
22797 
83066 


69642 
32029 
35032 
53572 
51297 


89238 
68964 
70002 
17149 
99713 


56726 
37375 
42854 
53962 
47487 


03596 
05906 
35491 
59856 
17692 


00100 
28894 
32501 
19951 
53372 


19439 
00126 
43153 
32467 
59082 


07393 
46266 
12013 
59029 
64628 


50086 
99526 
76472 
37945 
45942 


76252 


_ Ук) 


- со 
-6. 45895 
-3, 32382 
-2. 29310 
-1. 78087 


-1. 47147 
-1. 26039 
-1. 10324 
-0. 97814 
-0. 87312 


~0. 78121 
-0. 69811 
-0. 62113 
-0. 54851 
-0. 47914 


-0. 41230 
-0. 34757 
-0. 28472 
-0. 22366 
-0. 16440 


-0. 10703 
-0. 05167 
+0. 00148 
0. 05227 


0. 10048 


0. 14591 
0. 18836 
0. 22763 
0. 26354 
0. 29594 


0. 32467 
0. 34962 
0. 37071 
0. 38785 
0. 40101 


0. 41018 
0. 41539 
0. 41667 
0. 41411 
0. 40782 


0. 39792 
0. 38459 
0. 36801 
0. 34839 
0. 32597 


0. 30099 
0. 27374 
Е 
9 6 
0. 1824 


0.14786 


10947 
49881 
51384 
20443 


23927 
13472 
98719 
41767 
65825 


28213 
95601 
63797 
97300 
69742 


86270 
80083 
62451 
48682 
57723 


24315 
86121 
77893 
73158 


89383 


81380 
35444 
24459 
53936 
00546 


44248 


31434 


-127. 64 


Y2(z) 


во 
478. 324 


- 32.15714. 456 
- 14.48009 


* ε. 41.4 8 


Ул: (== Y,(z)— ; = ι(2) 


8. 29833 


5. 44137 
3. 89279 


2.96147 


2. 35855 
1.94590 


1, 65068 
1. 42147 
1.26331 
1.13041 
1. 02239 


0. 93219 
0. 85489 
0. 78699 
0. 72594 
0. 66987 


0. 61740 
0. 56751 
0. 51943 
0. 47261 
0. 42667 


0. 38133 
0. 33643 
0. 29188 
0. 24766 
0. 20381 


0. 16040 
0. 11753 
0.07535 
0. 03402 
0. 00627 


0. 04537 
0. 08306 
0.11915 
0.15345 
0.18576 


0. 21590 
0. 24370 
0. 26899 
0. 29163 
0. 31150 


0. 32848 
0. 34247 
0. 35343 
0. 36128 
0. 36603 


0. 36766 
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Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


x Jo(z) — J1(z) | J2(z) 
5.0 -0.17759 67713 14338 -0, 32757 91376 0. 04656 51163 
a -0. 14433 47470 60501 -0. 33709 72020 _ 4+0. 01213 97659 
54 -0. 11029 04397 90987 -0. 34322 30059 -0.02171 84086 
5.3 -0.07580 31115 85584 -0, 34596 08338 -0. 05474 81465 
5.4 -0. 04121 01012 44991 -0. 34534 47908 -0, 08669 53768 
= -0. 00684 38694 17819 -0. 34143 82154 -0. 11731 54816 
oe +0. 02697 08846 85114 -0. 33433 28363 -0. 14637. 54691 
5.1 0. 05992 00097 24037 -0. 32414 76802 -0. 17365 60379 
5. 8 0. 09170 25675 74816 -0. 31102 77443 -0. 19895 35139 
5.9 0.12203 33545 92823 -0. 29514 24447 -0. 22208 16409 
6. 0 0.15064 52572 50997 -0. 27668 38581 -0. 24287 32100 
6. 1 0. 17729 14222 42744 -0. 25586 47726 -0. 26118 15116 
5.2 0. 20174 72229 48904 -0, 23291 65671 -0. 27688 15994 
6. 3 0.22381 20061 32191 _ -0. 20808 69402 -0. 28987 13522 
6. 4 0.24331 06048 23407 -0. 18163 75090 -0. 30007 23264 
6. 5 0. 26009 46055 81606 -0. 15384 13014 -0. 30743. 03906 
6. 6 0. 27404 33606 24146 -0, 12498. 01652 -0. 31191 61379 
δι 2 0. 28506 47377 10576 -0. 09534 21180 -0. 31352 50715 
6. 8 0. 29309 56031 04273 -0, 06521 86634 -0. 31227 75629 
6.9 0. 29810 25354 04820 -0, 03490 20961 -0. 30821 85850 
7.0 0. 30007 92705 19556 -0. 00468 28235 -0. 30141 72201 
Tak 0.29905 13805 01550 +0.02515 32743 -0. 29196 59511 
(Pe: 0.29507 06914 00958 0.05432 74202 -0. 27997 97413 
Pe, 0. 28821 69476 35014 0.08257 04305 -0. 26559 49119 
714 0.27859 62326 57478 0.10962 50949 -0. 24896 78286 
1.3 0.26633 96578 80378 0.13524 84276 -0. 23027 34105 
1-6 0. 25160 18338 49976 0. 15921 37684 -0. 20970 34737 
7.7 0. 23455 91395 86464 0. 18131 27153 -0. 18746 49278 
7. 8 0. 21540 78077 46263 0. 20135 68728 -0. 16377 78404 
1.29 0.19436 18448 41278 0.21917 93999 -0. 13887 33892 
8. 0 0.17165 08071 37554 0. 23463 63469 -0. 11299 17204 
8. 1 0. 14751 74540 44378 0. 24760 77670 -0. 08637 97338 
8.2 0. 12221 53017 84138 `0. 25799 85976 -0. 05928 88146 
8. 3 0. 09600 61008 95010 . 0. 26573 93020 -0. 03197 25341 
8. 4 0. 06915 72616 56985 0. 27078 62683 -0. 00468 43406 
8. 5 0. 04193 92518 42935 0. 27312 19637 +0. 02232 47396 
8.6 +0. 01462 29912 78741 0.27275 48445 0. 04880 83679 
8.7 -0.01252 27324 49665 | 0.26971 90241 0.07452 71058 
8.8 -0. 03923 38031 76542 0. 26407 37032 0. 09925 05539 
8. 9 -0. 06525 32468 51244 0. 25590 23714 0. 12275 93977 
9.0 -0. 09033 36111 82876 0. 24531 17866 0. 14484 73415 
9.1 -0. 11423 92326 83199 0.23243 07450 0. 16532 29129 
Ie -0.13674 83707 64864 0.21740 86550. 0.18401 11218 
7.3 -0.15765 51899 43403 0.20041 39278 0.20075 49594 
(9,4 -0. 17677 15727 51508 0.18163 22040 0.21541 67225 
9, 5. -0.19392 87476 87422 0, 16126 44308 0. 22787 91542 
9.6 -0. 20897 87183 68872 0. 13952 48117 0. 23804 63875 
- 9.7 -0. 22149 54820 31723 0.11663 86479 0. 24584 46878 
9.8 -0.23227 60275 79367 0.09284 00911 0. 25122 29849 
9.9 -0. 24034 11055 34760 0. 06836 98323 0.25415 31929 
10.0 -0. 24593 57644 51348 0. 04347 27462 . 0.25463 03137 
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Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


Υυ(χ) 
0. 36766 288 
0. 36620 498 
0. 36170 876 
0. 35424 772 
0. 34391 872 


0. 33084 123 
0. 31515 646 
0. 29702 614 
0. 27663 122 
0. 25417 029 


0. 22985 790 
0. 20392 273 
0. 17660 555 


У: (т) 
0. 14786 31434 
0. 11373 64420 
0. 07919 03430 
0. 04454 76191 
+0. 01012 72667 


-0. 02375 82390 
-0. 05680 56144 
-0. 08872 33405 
-0. 11923 41135 
-0. 14807 71525 


-0. 17501 03443 
-0. 19981 22045 
-0. 22228 36406 


Уо(х) 


-0. 30851 76252 
-0. 32160 24491 
-0. 33125 09348 
-0. 33743 73011 
-0. 34016 78783 


-0. 33948 05929 
-0. 33544 41812 
-0. 32815 71408 
-0. 31774 64300 
-0. 30436 59300 


-0. 28819 46840 
-0. 26943 49304 
-0. 24830 99505 
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-0. 22506 17496 -0. 24224 95005 0. 14815 715 
-0. 19994` 85953 -0. 25955 98934 0. 11883 613 
-0. 17324 24349 -0. 27409 12740 0. 08890 666 
-0. 14522 62172 -0. 28574 72791 0. 05863 613 
-0. 11619 11427 -0. 29445 93130 +0. 02829 284 
-0. 08643 38683 -0. 30018 68758 -0.00185 639 
-0. 05625 36922 -0. 30291 76343 -0. 03154 852 
-0. 02594 97440 -0. 30266 72370 -0. 06052 661 
+0. 00418 17932 -0. 29947 88746 -0. 08854 204 
0.03385 04048 -0. 29342 25939 -0. 11535 668 
0. 06277 38864 -0. 28459 43719 `-0. 14074 495 
0. 09068 08802 -0. 27311 49598 -0. 16449 573 
0. 11731 32861 -0. 25912 85105 ‚ -=0. 18641 422 
0. 14242 85247 -0. 24280 10021 -0. 20632 353 
0. 16580 16324 -0. 22431 84743 ‚ -0. 22406 617 
0. 18722 71733 -0. 20388 50954 -0. 23950 540 
0. 20652 09481 -0. 18172 10773 -0. 25252 628 
0.22352 14894 -0. 15806 04617 -0. 26303 660 
0. 23809 13287 -0. 13314 87960 -0.27096 757 
0.25011 80276 -0.10724 07223 ~0.27627 430 
0.25951 49638 -0. 08059 75035 -0. 27893 605 
0. 26622 18674 -0. 05348 45084 ~0. 27895 627 
0.27020 51054 -0. 02616 86794 -0. 27636 244 
0. 27145 77123 +0. 00108 39918 -0. 27120 562 
0. 26999 91703 0. 02801 09592 -0. 26355 987 
0. 26587 49418 0. 05435 55633 -0. 25352 140 
0. 25915 57617 0. 07986 93974 -0, 24120 758 
0. 24993 66983 0. 10431 45752 -0. 22675 568 
0. 23833 59921 0. 12746 58820 -0. 21032 151 
0. 22449 36870 0. 14911 27879 -0. 19207 786 
0. 20857 00676 0. 16906 13071 -0. 17221 280 
0. 19074 39189 0. 18713 56847 -0. 15092 782 
0. 17121 06262 0. 20317 98994 -0. 12843 591 
0. 15018 01353 0. 21705 89660 -0. 10495 952 
0. 12787 47920 0. 22866 00298 -0. 08072 839 
0. 10452 70840 0. 23789 32421 -0. 05597 744 
0. 08037 73052 0. 24469 24113 -0. 03094 449 
0. 05567 11673 0. 24901 54242 -0. 00586 808 


[4] (“ση 


Yn 1(t) ==" Va(z)— Vn i(a) 


ze 


212 


Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, 1 u 2 


-0. 24593 
-0, 24902 
-0. 24961 
-0. 24771 
-0. 24337 


-0. 23664 
-0. 22763 
-0. 21644 
-0. 20320 
-0. 18806 


‚ =0. 17119 


-0. 15276 
-0. 13299 
-0. 11206 
-0. 09021 


-0. 06765 
-0. 04461 
-0, 02133 
+0. 00196 

0. 02504 


0. 04768 
0. 06966 
0. 09077 
0. 11079 
0. 12956 


0. 14688 
0. 16260 
0. 17658 
0. 18870 
0. 19884 


0. 20692 
0. 21288 
0. 21668 
0. 21829 
8. 21772 


0. 21498 
0. 21013 
0. 20322 
0. 19433 
0. 18357 


0. 17107 
0. 15695 
0. 14136 
0. 12448 
0. 10648 


0. 08754 
0. 06786 
0. 04764 
0. 02708 
+0. 00639 


-0. 01422 
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J (zr) 
57644 
96505 
70698 
68134 
17507 


81944 
50476 
27399 
19671 
22459 


03004 
82954 
19368 
84561 
45002 


39481 
56740 
12813 
71733 
94416 


93107 
67736 
01231 
79503 
10265 


40547 
72717 
78885 
13547 
24371 


61023 
81975 
59222 
80903 
51787 


91658 
31613 
08326 
56352 
98554 


34761 
28770 
93846 
76852 
41184 


48680 
40683 
18459 
23145 
15448 


44728 


(—4)3 
1] 


| 


51348 
80910 
54127 
82244 
14207 


62347 
20693 
23818 
12039 
63342 


07196 
35677 
59575 
09807 
47520 


11665 
94438 
88500 
06740 
99590 


96834 
06807 
70505 
07585 
17502 


00421 
45511 
61499 
80683 
36331 


77068 
22060 
58564 
19277 
31184 


80401 
69248 
33007 
15629 
57870 


10459 
32601 
57129 
83919 
90342 


10376 
23379 
01522 
85872 
90853 


26781 


«ι(1) 


0. 04347 
+0. 01839 
-0. 00661 
-0. 03131 
-0. 05547 


-0. 07885 
-0. 10122 
-0. 12239 
-0. 14216 
-0. 16034 


-0.17678 
-0. 19132 
-0. 20385 
—0. 21425 
-0, 22245 


-0. 22837 
-0. 23200 
-0. 23330 
-0, 23228 
-0, 22898 


-0. 22344 
-0. 21574 
-0. 20598 
-0. 19425 
-0, 18071 


-0. 16548 
-0. 14874 
-0, 13066 
-0. 11143 
-0. 09124 


-0. 07031 
-0. 04885 
-0.02706 
-0. 00517 
+0. 01659 


0. 03804 
0. 05896 
0. 07914 
0. 09839 
0. 11652 


9.13337 
0. 14878 
0. 16261 
0. 17472 
0. 18503 


0. 19342 
0. 19985 
0. 20425 
0. 20659 
0. 20687 


0. 20510 


27462 
55155 
57433 
78295 
27618 


00142 
86626 
94239 
65683 
96867 


52990 
82878 
31459 
50262 
05864 


86207 
04746 
02408 
47343 
32497 


71045 


89734 
20217 
88480 
02469 


38046 
23434 
22290 
15593 
82522 


80521 
24733 
67028 
74806 
90199 


92921 
45572 
27651 
05167 
45904 


51547 
43513 
07342 
90520 
16616 


94636 
26514 
12683 
55672 
61718 


40386 


ВЯ 


Ута(х) = 1 In(x) — Ina) 
x 


(т) 


0. 25463 
0. 25267 
0. 24831 
0. 24163 
0. 23270 


0. 22162 
0. 20853. 
0. 19356 
0. 17687 
0. 15864 


0. 13904 
0. 11829 
0. 09658 
0. 07414 
0. 05118 


0. 02793 
+0. 00461 
-0. 01854 
-0. 04133 
-0. 06353 


-0. 10532 
-0, 12453 


-0. 14238. 


-0. 15870 


-0. 17336 
-0. 18621 
-0. 19716 
-0. 20611 
-0. 21298 


-0. 21774 
-0. 22034 
-0. 22078 
-0. 21907 
-0. 21524 


-0. 20935 
-0. 20146 
-0. 19166 
-0. 18007 
-0. 16681 


-0. 15201 
-0. 13584 
-0. 11846 
-0. 10005 
-0. 08078 


-0. 06086 
-0. 04048 
-0. 01985 
+0. 00083 

0. 02137 


0. 04157 


03137 
23269 
98653 
56815 
39119 


91441 
53000 
43429 
48248 
02851 


75188 
47301 
95894 
72125 
80816 


59271 
55923 
91017 
74673 
40215 


04949 
77609 
76677 
47549 
78405 


14634 
71675 
46175 
25359 
94530 


42642 
65904 
69378 
66588 
77131 


22337 
19030 
71443 
61400 
36842 


98826 
87137 
64643 
00556 
52766 


49420 
69928 
25577 
60053 
70688 


16780 


Ι΄ ay 


ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 0, 1и2 


}'‘о(х) 


0. 05567 
0. 03065 
+0. 00558 
-0. 01929 
-0, 04374 


-0. 06753 
-0. 09041 
-0, 11218 
-0, 13263 
-0. 15158 


-0. 16884 
-0. 18427 
-0,19773 
-0. 20910 
-0. 21829 


-0. 22523 
-0. 22986 
-0. 23218 
-0. 23216 
-0. 22983 


-0. 22523 
-0. 21843 
-0. 20952 
-0. 19859 
-0. 18577 


-0. 17121 
-0. 15506 
-0. 13749 
-0. 11870 
-0. 09887 


-0. 07820 
0. 05692 
-0. 03523 
0. 01336 
+0. 00848 


0. 03007 
_ 0. 05121 


0. 07168 
0. 09129 
0. 10985 


0. 12719 
0. 14313 
0. 15754 
0. 17027 
0. 18123 


0. 19030 
0. 19741 
0. 20251 
0. 20556 
0. 20654 


0. 20546 


11673 
73806 
52273 
78497 
86190 


03725 
51548 
58897 
83844 
31932 


43239 
57716 
28675 
34295 
37073 


21117 
97260 
05930 
17790 
32139 


73126 
83806 
18128 
30946 
66153 


43068 
41238 
83780 
19463 
03702 


78645 
52568 
78771 
34191 
02072 


70090 
50115 
83040 
90143 
91895 


25686 
62286 
20895 
82640 
02411 


18912 
62858 
63238 
51604 
64347 


42960 


ee 


Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, 1 и 2 


У, (х) 


0. 24901 
0. 25084 
0. 25018 
0. 24706 
0. 24155 


0. 23370 
0. 22362 
0. 21144 
0. 19728 
0. 18131 


0. 16370 
0. 14463 
0. 12431 
0. 10294 
0. 08074 


0. 05794 
0. 03476 
+0. 01144 
-0. 01178 
-0. 03471 


-0. 05709 
-0. 07873 
-0. 09941 
-0. 11894 
-0. 13714 


-0. 15383 
-0. 16887 
-0. 18212 
-0. 19347 
-0. 20281 


-0, 21008 
-0. 21521 
-0. 21817 
-0. 21895 
-0. 21755 


-0. 21402 


_ -0. 20839 


-0. 20074 
_0. 19115 
-0. 17975 


-0. 16664 
0. 15198 
-0. 13591 
-0. 11861 
-0. 10026 


-0. 08104 
-0. 06115 
-0. 04078 
-0. 02016 
+0. 00052 


0. 02107 


54242 
44363 
58292 
99395 
05610 


42284 
92892 
47763 
90905 
85097 


55374 
71102 
26795 
21889 
39654 


25471 
64663 
60113 
90120 
14983 


92183 
69315 
84171 
84033 
43766 


82565 
79186 
85528 
38454 
69743 


14084 
15060 
29066 
27145 
94728 


29303 
36044 
21453 
85095 
09511 


48419 
132335 
58742 
65967 
25924 


20909 
05609 
87536 
07059 
82751 


36280 


Е 


Yn 1a) ae" У) - У, ца) 


Yo(zr) 

-0. 00586 
+0. 01901 
0. 04347 
0. 06727 
0. 09020 


0. 11204 
0. 13260 
0. 15170 
0. 16917 
0. 18485 


0. 19861 
0. 21033 
0. 21993 
0. 22732 
0. 23245 


0. 23530 
0. 23586 
0. 23413 
0. 23016 
0. 22399 


0. 21572 
0. 20542 
0. 19322 
0. 17925 
0. 16365 


0. 14660 
0. 12825 
0. 10881 
0. 08847 
0. 06742 


0. 04588 
0. 02406 
+0. 00218 
0. 01956 


_ -0. 04095 


-0. 06178 
-0. 08186 
-0. 10099 
_0. 11900 
-0. 13572 


-0. 15099 
-0. 16469 
—0. 17668 
-0. 18686 
-0. 19515 


-0. 20148 
-0. 20579 
-0. 20806 
-0. 20828 
-0. 20647 


-0, 20265 


κα 


213 


214 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


1 (т) 


-0. 01422 
-0, 03456 
-0. 05442 
-0, 07360 
-0, 09193 


-0. 10923 
-0. 12532 
-0. 14007 
-0. 15332 
-0. 16497 


-0. 17489 
-0. 18302 
-0. 18927 
-0.19360 
-0. 19597 


-0. 19638 
-0. 19482 
-0. 19134 
-0. 18597 
-0. 17878 


-0. 16985 
-0. 15928 
-0. 14719 
-0. 13370 
-0. 11895 


-0, 10311 


| 


Jo(x) 
44728 
18514 
07968 
75449 
62278 


06509 
59640 
02118 
57477 
04994 


90739 
36924 
49469 
23723 
48257 


06929 
78558 
35295 
38653 
33878 


42521 
53315 
11467 
06470 
58563 


03982 
11 


92] 


26781 
55565 
44039 
51123 
62321 


00050 
22481 
29049 
60686 
85671 


82629 
65310 
77945 
28377 
91007 


36861 
05566 
25189 
47601 
91219 


51184 
32265 
66030 
75764 
36348 


28686 


0. 20510 
0. 20131 
0.19554 
0. 18787 
0. 17840 


0. 16721 


0. 15443. 


0. 14021 
С. 12469 
0. 10802 


0. 09039 
0. 07197 
0. 05296 
0. 03353 
+0. 01389 


-0. 00576 
0. 02524 
0. 04436 
-0. 06292 
-0, 08074 


-0, 09766 
-0, 11351 
-0. 12814 
-0. 14142 
-0. 15321 


-0. 16341 


40386 
02204 


54359 


94498 
02717 


31804 
95871 
57469 
13334 
78901 


71757 
94186 
14991 
50765 
46807 


42137 
71116 
24008 
32177 
92543 


84928 
88483 
97057 
33355 
61760 


99694 


[5 


Поле) In(t) Inia) 


J2(zx) 


0.04157 
0. 06122. 
0. 08015 
0. 09816 
0. 11510 


0. 13080 
0. 14512 
0. 15793 
0. 16910 
0. 17855 


0.18619 
0. 19196 
0. 19581 
0. 19771 
0. 19766 


0. 19568 
0. 19178 
0. 18603 
0. 17848 
0. 16922 


0. 158326 
0. 14600 
0. 13229. 
0. 11735 
0.10134 


0. 08443 


16780 
54568 
04595 
69502 
50943 


65451 
59111 
20904 
94608 
89133 


87209 
52352 
34037 
71056 
93020 


20004 
60351 
06671 
30061 
72631 


38412 
82733 
00182 
11265 
48016 


38303 


ca 


Таблица 9.1. Модуль и фаза функций Бесселя порядков 0, 1 и 2 
«π(τ)--Μη(α) cos θη(α) 


x! Мо(&) θρ(ο) --ο 

79739 375 -0, 79783 499 
79748 584 -0;79660 186 
79756 868 -0: 79536 548 
79764 214 -0.79412 617 
79770 609 -0.79288 426 
79776 040 -0.79164 009 
79780 498 -0: 79039 402 
79783 975 -0.78914 641 
79786 463 -0.78789 764 
79787 957 -0. 78664 810 
79788 456 -0, 78539 816 
ΠΠ [2 

4 4 


(x> — целое число, ближайшее к x. 


7978 


[ο 


© ΌΟΟΟΟΟ Οοοσσο 
e о eee ооо ο” . 
— 
ο 
κο) 
№ 
οι 


456 


91 (x) 2% 
~2.31885 508 0. 
-2. 32256 201 0, 
-2. 32627 732 0, 
-2.33000 016 0. 
-2. 33372 965 0, 
-2. 33746 488 0. 
-2. 34120 495 0. 
2. 34494 891 0. 
-2. 34869 580 0. 
-2. 35244 465 0. 
-2. 35619 449 0. 

wa 


Yn (x)=Mn(2) sin в» (2) 


28 Mo(z) 


80542 
80398 


79788 
ies 


Se 


456 


92 (x) —x 
-3. 73985 605 
-3. 75850 527 
-3. 77717 539 
-3. 79586 377 
-3. 81456 786 


-3. 83328 521 
-3. 85201 346 
-3, 87075 034 
-3. 88949 363 
-3, 90824 117 


-3. 92699 082 
[ο 


& 


о VONCU ABWNFO 


г 
15.0 
15.1 
15.2 
35.3 
15.4 


15.5 
15.6 
be 
15.8 
15.9 


16.0 
16.1 
16.2 
16. 3 
16. 4 


16. 5 
16. 6 
16. 7 
16. 8 
18.3, 


17.0 
17.1 
17.2 
17.3 
17.4 


“15 


У (+) 


0. 20546 
0. 20234 
0. 19722 
0. 19018 
0. 18128 


0. 17064 
0. 15837 
0. 14459 
0. 12947 
0. 11315 


0. 09581 
0. 07762 
0. 05876 
0. 03944 
0. 01985 


+0. 00018 
-0. 01937 
-0. 03862 
-0. 05736 
-0. 07543 


~0,.09263 
-0, 10881 
-0. 12382 
-0. 13750 
—0. 14973 


-0. 16041 


42960 
32292 
76821. 
15001 
71741 


49112 


15368 


92412 
41833 
49657 


09971 
07587 
99918 
98249 
48596 


16365. 


53254 
14147 
78596 


15476 


71984 
90473 
24237 
52134 
91882 


11925 


ca 


У: (+). - 


0. 02107 
0. 04127 
0. 06093 
0. 07985 
0. 09786 


0. 11478 
0. 13046 
0. 14474 


.. 0.15749 


0. 16860 


0. 17797 
0. 18551 
0. 19117 
0. 19490 
-0. 19667 


0. 19647 
0. 19433 
0. 19027 
0. 18434 
_ 0. 17663 


0. 16720 
0. 15617 
0. 14365 
0. 12978 
0. 11470 


0. 09857 


36280 
35340 
08736 
51269 
41973 


61425 
07959 
12638 
52835 
64314 


51689 
97173 
67538 
19240 
01648 


58378 
26715 
35142 
99015 
14431 


50361 
39131 
65362 
53467 
53859 


27987 


Ga 


Ponte = Ya) — У») 


ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ ДЛЯ МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЙ 


Таблица 9.1. Функции Бесселя порядков 0, 1 u 2 


Yo(. 
-0. 20265 
-0. 19687 
-0, 18921 
-0. 17974 
-0. 16857 


-0. 15583: 


-0. 14164 
-0. 12616 
-0. 10953 
-0. 09194 


-0. 07356 
-0, 05457 
-0, 03516 
-0, 01553 
+0, 00412 


0. 02363 
- 0, 04278 
0. 06140 
0. 07931 
0. 09633 


0.11230 
0. 12708 
0. 14052 
0. 15250 
0. 16292 


0. 17167 


г) 


448 
654 
046 
292 
754 


380 
579 


666 


[С 


Таблица 9.1. Вспомогательные функции для малых значений аргумента 


Л (=) 


[ο 


Υο(α) =fi (2) +2 Jo(z) In a 


Л (2) f2(z) 

-0. 07380 430 -0, 63661 977 
~0.07202 984 -0. 63857 491 
-0. 06672 574 -0. 64437 529 
-0. 05794 956 -0. 65382 684 
-0. 04579 663 -0. 66660 964 
-0. 03039 904 -0. 68228 315 
-0. 01192 435 -0. 70029 342 
_ +0. 00942 612 -0. 71998 221 
0.03341 927 -0. 74059 789 
0.05979 263 -0.76130 792 
0. 08825 696 -~0, 78121 -282 


a 


8 


N BRP Re Pe Pee 
© о © — UI р В ий © 


0. 08825 
0. 11849 
0. 15018 
0. 18296 
0. 21647 


0. 25033 
0. 28416 
0. 31758 
0. 35020 
0. 38166 


0. 41157 


696 
917 
546 
470 
200 


233 
437 
436 
995 
415 


912 


[03 


Уилл In = 


Л2(=) 


-0. 78121 
-0. 79936 
-0. 81476 
-0. 82642 
-0. 83332 


-0. 83449 
-0. 82895 
-0. 81583 
-0. 79427 
-0. 76356 


-0. 7230 
6 


[0 


282 


96 


215 


216 9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.2. Функции Бесселя порядков 3—9 


τ J3(z) J4(z) J5(z) Je(t) ᾿ J7(x) Js(z) J9(z) 
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.2 ~4) 1.6625 -6) 4.1583 -8) 8.3195 -9) 1.3869 -11)1.9816 ~13)2.4774 -15) 2.7530 
0.4 (-3)1.3201 -5)6.6135 -6) 2.6489 -8) 8.8382 - 9) 2.5270 -11)6.3210 -12)1.4053 
0.6 -3)4.3997 -4)3.3147 -5) 1.9948 -7)9.9956 - 8)4.2907 - 9)1.6110 -11)5.3755 
0.8 -2) 1.0247 -3)1.0330 -5) 8.3084 -6) 5.5601 - 7) 3.1864 - 8)1.5967 10} 71052 
1.0 -2)1.9563 -3)2.4766 -4) 2.4976 -5) 2.0938 = 6)1.5023 - 8)9.4223 - 9)5.2493 
; У. -2)3.2874 -3)5.0227 -ᾱ) 6.1010 -5)6.1541 - 6)5.2093 - 7)4,0021 - 8)2.6788 
1.4 -2)5.0498 -3)9.0629 . (-3)1.2901 -4)1.5231 - 5)1.5366 - 6)1.3538 - 7)1.0587 
1.6 -2) 7.2523 -2)1.4995 -3) 2.4524 -4) 3.3210 {- 5)3.8397 - 6)3.8744 - 7) 3.4687 
1.8 -2)9.8802 -2)2.3197 -3) 4.2936 (-4)6.5690 5) 8.5712 - 6)9.7534 - 7)9.8426 
2.0 0.12894 -2)3.3996 -3) 7.0396 -3) 1.2024 - 4)1.7494 - 5)2.2180 - 6)2.4923 
bet 0.16233 -2) 4.7647 -2) 1.0937 -3) 2.0660 - 4)3.3195 - 5)4.6434 - 6)5.7535 
2.4 0.19811 -2)6.4307 -2) 1.5242 -3)3.3669 - 4)5.9274 - 5)9.0756 - 5)1.2300 
2.6 0.23529 -2)8.4013 -2) 2.3207 -3) 5.2461 - 3)1.0054 - 4)1.6738 - 5)2.4647 
2.8 0.27270 -1)1.0667 -2) 3.2069 -3) 7.8634 - 3)1.6314 - 4) 2.9367 - 5) 4.6719 
3.0 0.20906 .0.13203 -2) 4.3028 -2) 1.1394 - 3)2.5473 - д 4.9344 | 5) 8.4395 
3.2 0.34307 0.15972 -2) 5.6238 -2) 1.6022 - 3)3.8446 -- 4) 7.9815 - 4)1.4615 
3.4 0.37339 0.18920 -2) 7.1785 -2) 2.1934 - 3)5.6301 - 3)1.2482 - 4)2.4382 
3.6 0.39876 0.21980 -2) 8.9680 -2) 2.9311 - η 8.0242 - 3)1.8940 - 4)3.9339 
3.8 0.41803 0.25074 ~1)1.0984 -2) 3.8316 - 2)1.1159 - 3)2.7966 - 4)6.1597 
4.0 0.43017 0.28113 0.13209 -2) 4.9088 - 2)1.5176 - 3) 4.0287 - 4)9.3860 
4.2 0.43439 0.31003 0.15614 -2) 6.1725 - 2) 2.0220 - 3)5.6739 - 3)1.3952 
4.4 0.43013 0.33645 0.18160 -2) 7.6279 - 2)2.6433 - 3)7.8267 - 3)2.0275 
4.6 0.41707 0.35941 0.20799 -2) 9.2745 - 2)3.3953 - 2)1.0591 - 3)2.8852 
4.8 0.39521 0.37796 0.23473 -1) 1.1105 - 2) 4.2901 - 2)1.4079 - 3)4.0270 
5.0 0.36483 0.39123 0.26114 0.13105 (- 2)5,3376 - 2)1.8405 - 3)5.5203 
ee 0.32652 | 0.39847 0.28651 0.15252 (- 2)6,5447 - 2)2.3689 - 3)7.4411 
5.4 0.28113 0.39906 0.31007 0.17515 (- 2)7,.9145 - 2)3.0044 - 3)9.8734 
и. 0.22978 0.39257 0.32103 0.19856 (- 2)9.4455 - 2)3.7577 - 2)1.2907 
5.8 0.17382 0.37877 0.34862 0.22230 (- 1)1.1131 - 2)4.6381 - 2)1.6639 
6.0 0.11477 ‘0.35764 0.36209 0.24584 0.12959 (- 2)5.6532 - 2)2,1165 
6.2 +0.05428 0.32941 0.37077 0.26860 0.14910 (- 2)6.8077 - 2)2.6585 
6.4 .-0.0059}1. 0.29453 0.37408 0.28996 0.16960 (- 2)8,1035 - 2) 3.2990 
6.6 -0.06406 0.25368 0.37155 0.30928 0.19077 (- 2)9.5385 - 2)4.0468 
6.8 -0.11847 0.20774 0.36288 0.32590 0.21224 (- 1)1.1107 - 2) 4.9093 
7.0 -0.16756 0.15780 0.34790 0.33920 0.23358 0.12797 (- 2)5.8921 
7.2 -0.20987 0.10509 0.32663 0.34857 0.25432 0.14594 (- 2) 6.9987 
7.4 -0.24420 +0.05097 - 0.29930 0.35349 0.27393 _ 0.16476 (- 2)8.2300 
7.6 -0.26958 -0.00313 0.26629 0.35351 0.29188 0.18417 (- 2)9.5839 
7.8 -0.28535 -0.05572 0.22820 0.34828 0.30762 0.20385 (- 1)1.1054 
8.0 -0.29113 -0.10536 0.18577 0.33758 0.32059 0.22345 0.12632 
8.2 -0.28692 -0.15065 . 0.13994 0.32131 0.33027 0.24257 0.14303 
8.4 -0.27302 -0.19033 0.09175 0.29956 0.33619 0.26075 0.16049 
8.6 -0.25005 -0.22326 +0.04237 0.27253 0.33790 0.27755 0.17847 
8.8 -0,21896 - -0.24854 -0.00699 0.24060 0.33508 0.29248 0.19670 
9.0 -0.18094 -0.26547 _ -0.05504 0.20432 0.32746 0.30507 0.21488 
9.2 0.13740 -0.27362 -0.10053 — 0.16435 0.31490 0.31484 0.23266 
9.4 -0.08997 -0.27284 -0.14224 0.12152 0.29737 0.32138 0.24965 
9.6 -0,04034 -0.26326 -0.17904 0.07676 0.27499 0.32427 0.26546 

10.0 0.05838 -0,21960 -0.23406 -0.01446 0.21671 0.31785 0.29186 
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-2.4692 
-1.0815 


-5.8215 
-3.5899 
-2.4420 
-1.7897 
-1.3896 


1.1278 

-0.94591 
-0.81161 
-0.70596 
-0,61736 


-0.53854 
-0.46491 
-0.39363 
-0.32310 
-0.25259 


0.18202 
0.11183 
-0.04278 
+0.02406 

0.08751 


0.14627 
0.19905 
0.24463 
0.28192 
0.31001 


0.32825 
0.33622 
0.33383 
0.32128 
0.29909 


0.26808 
0.22934 
0.18420 
0.13421 
0.08106 


+0.02654 
-0.02753 
-0.07935 
-0.12723 
-0.16959 


-0.20509 
-0.23262 
-0.25136 
-0.26079 
-0.26074 


-0.25136 
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ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 3 — 9 


Таблица 9.2. Функции Бесселя порядков 3—9 


У«(х) 
— @ 
-1.9162 
-1.2097 
-2.4302 
-7.8751 


~3.3278 
-1.6686 
-9.4432 
-5.8564 
-3.9059 


-2.7659 
-2.0603 
-1.6024 
-1.2927 
-1.0752 


-0.91668 
-0.79635 
-0.70092 
-0.62156 
-0.55227 


-0.48894 
-0.42875 
-0.36985 
-0.31109 
-0.25190 


-0.19214 
-0.13204 
-0,07211 
-0.01310 
+0.04407 


0.09839 
0.14877 
0.19413 
0.23344 
0.26576 


0.29031 
0.30647 
0.31385 
0.31228 
0.30186 


0.28294 
0.25613 
0.22228 
0.18244 
0.13789 


0.09003 
+0.04037 
-0.00951 
-0.05804 
-0.10366 


-0.14495 


tr = AD AD Mw hu 


Y;(x) 
-- ο 
-7.6586 
-2.4114 
-3.2156 
-7.71670 


-2.6041 
-1.0765 
-5.1519 
-2.7492 
-1.5970 


-9.9360 
-6.5462 
-4.5296 
-3.2716 
-2.4548 


-1.9059 
-1.5260 
-1.2556 
-1.0581 
-0.91009 


-0.79585 
-0.70484 
-0.62967 
-0.56509 
-0.50735 


-0.45369 
-0.40218 
-0.35146 
-0.30063 


0.24922 


-0.19706 
-0.14426 
-0.09117 
-0.03833 
+0.01357 


0.06370 
0.11119 
0.15509 
0.19450 
0.22854 


0.25640 
0.27741 
0.29104 
0.29694 
0.29495 


0.28512 
0.26773 
0.24326 
0.21243 
0.17612 


0.13540 


Уз (х) 


-2.5708 
-8.8041 
-3.5855 
-1.6597 
-8.4816 


-1.1290 


-0.91737 


-0.80507. 
0.71525 _ 


0.64139 
-0.57874 
-0.52375 
-0.47377 


-0.42683 
-0.38145 
-0.33658 
-0.29151 
-0.24581 


-0.19931 
-0.15204 
-0,10426 
-0.05635 
-0.00886 


+0.03756 
0.08218 
0.12420 
0.16284 
0.19728 


0.22677 
0.25064 
0.26830 
0.27932 


0.28338 ` 


‘0.28035 


Y,(x) 


-1.3370 


-1.8281 
-1.5053 


-1.2629 
-1.0780 


-0.93462. 


-0.82168 
-0.73099 


-0.65659 
-0.59403 
0.53992 
-0.49169 
-0.44735 


-0.40537 
-0.36459 
-0.32416 
-0.28348 


-0.24217 | 


-0.20006 
0.15716 
0.11361 
-0.06973 
-0.02593 


+0.01724 
0.05920 
0.09925 
0.13672 
0.17087 


0.20102 


-1.4486 


-8.7150 
-5.4522 
-3.5320 
-2.3615.. 
-1.6243 


-1.1471 
-8,3005 
-6.1442 
-4,64632 
-2.5855 


-2.8209 
-2.2608 
-1,8444 
-1.5304 
-1.2907 


-1.1052 

-0.95990 
-0.84450 
-0.75147 
-0.67521 


-0.61144 
-0.55689 
-0.50902 
-0.46585 
-0.42581 


-0.38767 
-0.35049 
-0.31355 
-0.27635 
-0.23853 


-0.19995 
-0.16056 
-0.12048 
-0.07994 
-0.03928 


+0.00108 


Υο() 
— 0. 
.2850 
192 
5943 
9949 


~7,7639 
—5.8783 
—4.5302 
-2.5510 
-2.8295 


-2.2907 
~1,8831 
-1.5713 
-1.3301 
-1.1414 


-0.99220 
-0.87293 
—0.77643 
-0.59726 
-0.63128 


-0.57528 
0.52673 
-0.48363 
-0.44440 
-0.40777 


-0.37271 
-0.33843 
-0.20433 
-0.26995 
-0.23499 


-0.19930 
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43(:) 
0. 05838 
0. 10400 
0. 14497 
0. 17992 
0. 20768 


0. 22735 


0. 23835 | 


0. 24041 
0, 23359 
0. 21827 


0. 19514 
0. 16515 
0. 12951 
0. 08963 
0. 04702 


+0. 00332 
-0. 03984 
-0. 08085 
-0. 11822 
-0. 15059 


-0. 17681 
-0. 19598 
-0. 20747 
-0. 21094 
0. 20637 


-0. 19402 
-0. 17445 
-0. 14850 
-0. 11723 
-0, 08188 


-0. 04385 
-0. 00461 
+0. 93432 
0. 07146 
0. 10542 


0. 13493 
0. 15891 
0. 17651 
0. 18712 
0. 19041 


0. 18632 
0. 17510 
0. 15724 
0. 13351 
0. 10487 


0. 07249 
0. 03764 
+0. 00170 
-0. 03395 
-0, 06791 


-0. 09890 


ee 
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Таблица 9.2. Функции Бесселя порядков 3—9 


J4 (1) 
-0. 21960 
-0. 18715 
-0. 14906 


-0. 10669. 


-0. 06150 


-0. 01504 
+0. 03110 
0. 07534 
0. 11621 
0. 15232 


0. 18250 
0. 20576 
0. 22138 
0. 22890 
0. 22815 


0. 21928 
0. 20268 
0. 17905 
0. 14931 
0. 11460 


0. 07624 
+0. 03566 
-0. 00566 
-0. 04620 
-0. 08450 


-0. 11918 
-0. 14901 
-0. 17296 
-0. 19021 
-0. 20020 


-0. 20264 
-0. 19752 
-0. 18511 
-0. 16596 
-0. 14083 


-0. 11074 
-0. 07685 
-0. 04048 
-0, 00300 
+0. 03417 


0. 06964 
0. 10209 
0. 12033 
0. 15334 
0, 17031 


0. 18065 
0. 18403 
0. 18039 
0. 16994 
0. 15313 


0. 13067 


cy 


J 5 (1) 
-0, 23406 
-0. 25078 
-0. 25964 
-0. 26044 
-0. 25323 


-0. 23829 
-0. 21614 
-0. 18754 
-0. 15345 
-0. 11500 


-0. 07347 
-0. 03023 
+0. 01331 
0. 05571 
0. 09557 


0. 13162 
0. 16267 
0. 18774 
0, 20605 
0, 21702 


0, 22038 
0, 21607 
0, 20433 
0, 18563 
0. 16069 


0. 13046 
0. 09603 
0. 05865 
+0. 01968 
-0, 01949 


-0. 05747 
-0. 09293 
-0. 12462 
-0. 15144 
-0. 17248 


-0. 18704 
-0. 19466 
-0. 19512 
-0. 18848 
-0. 17505 


_ -0.15537 


-0. 13022 
-0. 10058 
-0. 06756 
-0, 03240 


+0, 00357 
0. 03904 
0. 07269 
0. 10331 
0. 12978 


0. 15117 


[© 2) Ἴ 


{10 
-0. 01446 
-0. 05871 
-0. 10059 
-0. 13901 
-0. 17297 


0. 20158 
-0. 22408 
-0. 23985 
-0. 24849 
-0. 24978 


-0. 24372 
-0. 23053 
-0. 21064 
-0, 18469 
-0, 15349 


-0. 11803 
-0, 07944 
-0. 03894 
+0, 00220 

0. 04266 


0. 08117 
0. 11650 
0. 14756 
0. 17335 
0. 19308 


0. 20615 
0, 21219 
0, 21105 
0, 20283 
0, 18787 


0. 16672 
0. 14016 
0, 10913 
0, 07473 
0, 03817 


+0. 00072 
-0. 03632 
-0. 07166 
-0.10410 
-0. 13251 


-0. 15596 
-0. 17364 
-0. 18499 
-0. 18966 
-0. 18755 


-0. 17877 
-0. 16370 
-0. 14292 
-0. 11723 
-0. 08759 


-0. 05509 


[- 


Js (1) 
0. 21671 
0. 18170 
0. 14358 
0. 10308 
0. 06104 


+0. 01838 


-0, 02395 


-0. 06494 
-0. 10361 
-0. 13901 


-0, 17025 
-0, 19653 
-0, 21716 
-0, 23160 
-0. 23947 


-0. 24057 
-0, 23489 
-0. 22261 
-0, 20411 
-0. 17993 


-0. 15080 
-0. 11762 
-0. 08136 
-0. 04315 
-0. 00415 


+0. 03446 


0. 07149 . 


0.10580 
0, 13634 
0.16217 


0.18251 
0. 19675 
0. 20447 
0. 20546 
0. 19974 


0. 18755 
0.16932 
0. 14570 


0. 11751. 


0, 08571 


0. 05140 
+0. 01573 
-0, 02007 
-0. 05481 
-0. 08731 


-0, 11648 
-0. 14135 
-0. 16110 
-0. 17508 
-0. 18287 


-0.18422 


[Ss 


ο Ν (1) 


0. 31785 


0. 30811 
0, 29386 
0. 27515 
0. 25210 


0. 22497 
0. 19414 
0. 16010 
0. 12344 
0. 08485 


0. 04510 
+0. 00501 
-0. 03453 
-0. 07264 
-0. 10843 


-0, 14105 
-0. 16969 
-0. 19364 
-0. 21231 
-0. 22520 


-0. 23197 
-0. 23246 
-0, 22666 
-0. 21472 
-0. 19700 


~0, 17398 
-0. 14634 
-0. 11487 
-0. 08047 
-0, 04417 


-0. 00702 


+0. 02987. 


0. 06542 
0. 09855 
0. 12829 


0. 15374 
0. 17414 
0. 18889 
0. 19757 
0. 19993 


0. 19593 
0. 18574 
0. 16972 
0. 14841 
0. 12253 


0. 09294 
0. 06063 
+0. 02667 
-0. 00783 
-0. 04171 


-0. 07387 


м 


J9(z). 
0. 29186 
0. 30161 
0, 30852 
0. 31224 
0. 31244 


0, 30886 
0. 30130 
0. 28964 
0. 27388 
0, 25407 


0. 23038 
0. 20310 
0. 17260 
0. 13935 
0. 10393 


0. 06698 
+0. 02921 
-0. 00860 
-0. 04567 
-0. 08117 


-0. 11431 
-0. 14432 
—0, 17048 
-0. 19216 
-0, 20883 


-0. 22005 
-0, 22553 
-0. 22514 
-0. 21888 
-0. 20690 


-0. 18953 
-0, 16725 
-0. 14065 
-0. 11047 
-0. 07756 


-0. 04286 
-0. 00733 
+0. 02799 
0. 06210 
0. 09400 


0.12276 
0.14756 
0.16766 
0.18247 
0.19159 


0. 19474 
0. 19187 
0. 18309 
0.16869 
0. 14916 


0. 12513 


[η 


Уз(г) 
-0. 25136 
-0. 23314 
-0, 20686 
-0. 17359 
-0. 13463 


-0. 09148 
-0. 04577 
+0. 00082 
0. 04657 
0. 08981 


0. 12901 
0. 16277 
0. 18994 
0. 20959 
0. 22112 


0.22420 
0. 21883 
0. 20534 
0.18432 
0.15666 


0.12350 
0. 08615 
0. 04605 
+0. 00477 
-0. 03613 


-0. 07511 
-0. 11072 
-0. 14165 
-0. 16678 
-0. 18523 


-0. 19637 
-0. 19986 
-0, 19566 
-0. 18402 
-0. 16547 


-0. 14078 
-0, 11098 
-0, 07725 
-0, 04094 
-0. 00347 


+0. 03372 
0. 06920 
0. 10163 
0. 12977 
0. 15261 


0. 16930 
0074 
0. 18221 
0. 17805 
0. 16705 


0. 14967 


[ο] 


ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 3 — 9 


У (х) 
-0. 14495 
-0. 18061 
-0. 20954 
-0. 23087 
-0. 24397 


-0, 24851 
-0. 24445 
-0. 23203 
-0. 21178 
-0. 18450 


-0. 15122 
-0. 11317 
-0. 07175 
-0. 02845 
+0. 01518 


0. 05759 
0. 09729 
0; 13289 
0. 16318 
0. 18712 


0. 20393 
0. 21308 
0. 21434 
0. 20775 
0. 19364 


0. 17261 
0. 14550 
0. 11339 
0. 07750 
+0. 03920 


-0. 00007 
-0. 03885 
-0. 07571 
-0. 10930 
-0. 13841 


-0. 16200 
-0. 17924 
-0. 18956 
-0. 19265 
-0. 18846 


-0. 17722 
-0. 15942 
-0. 13580 
-0. 10731 


-0. 07506 


-0. 04031 
-0. 00440 
+0. 03131 
0. 06546 
0. 09678 


0. 12409 


[С 


У’. (т) 

0. 13540 
0. 09148 
+0. 04567 
-0. 00065 
-0. 04609 


-0. 08925 
-0. 12884 
-0, 16365 
-0. 19262 
-0. 21489 


-0, 22982 
-0. 23698 
-0. 23623 
-0. 22766 
-0, 21163 


-0. 18876 
-0. 15987 
-0. 12600 
-0. 08833 
-0. 04819 


-0, 00697 
+0. 03390 
0. 07303 
0. 10907 
0. 14080 


0. 16717 
0. 18720 
0. 20055 
0. 20652 
0. 20507 


0. 19633 
0. 18067 
0. 15873 
0, 13135 
0. 09956 


0. 06455` 


+0. 02761 
-0. 00990 
-0. 04663 
-0. 08123 


-0, 11249 
-0. 13928 
-0. 16067 
-0. 17593 
-0. 18455 


-0. 18628 
-0. 18111 
0. 16930 
-0. 15134 
-0. 12794 


-0. 10004 


ea 
р 


Vuln) 
0. 28035 
. 27030 
. 25346 
_2o023 
«20130 


16737 
.12941 
. 08848 
. 04573 
. 00238 


4 
ооо ооо 
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oo o © 
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oe Ἱ 
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ЕТ | 
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19767 
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18387 
16616 
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» 


«11472 
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. 04848 
Ἂς 
. 02310 


№. | wt 4 
ооо ооо ооо ® < ооо 


-0. 05773 
-0. 08993 
-0. 11857 
-0. 14267 
-0. 16139 


-0. 17411 
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οοσοοος 
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ооо © 
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oo © 


4 


5 


© 
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Ур}. 
.20102 
222652 
. 24678 


26131 
26975 


27184 
26750 
25678 
23992 


81134 


18952 
159724 


512130 
. 08268 
. 04240 


. 00157 
. 03868 
£07722 
; 11296 
. 14489 


. 17209 
. 19380 
‚20939 
. 21842 
. 22067 


. 21610 
. 20489 
. 18743 
.16430 
«1262 


.10425 
. 06928 
» 03251 
0. 
. 04164 


00487 


. 07660 
. 10864 
ага 
» 15991 
pif foe 


. 18897 
5.19399 
29229 


18414 
16980 


14982 


«12490 
BAU ae be be 


06399 


‚032913 
. 00443 


| 


( -4)9 
=) 


ΙΡ... es о ce ee 
ооо οσο οοοσοο 


book 
ооо 


Ум 


. 00108 
. 04061 
. 07874 
. 11488 


14838 


‚17961 
. 20496 
«22687 


24384 


.25545 


.26140 
«20151 
РОТА 


24409 
22689 


20448 


‚ 11738 
. 14625 
. 11185 
‚ 07505 


. 03682 
. 00186 
. 03994 
. 07640 © 
. 11024 


. 14053 
. 16644 
‚18123 
.20234 
. 21134 


» 21399 
. 21025 
. 20025 
. 18432 
. 16297 


.13688 
.10686 
. 07387 
‚ 03895 


-0. 00320 


+ 
ооо 


m2 οοοσοςο 


‚ 03225 
. 06629 
. 09782 
‚ 12587 


14955 


‚ 16812 
«18100 


18782 


. 18838 
‚26270 


. 11411 


(—1)5 
μ΄ 


Υοίχ) 
-0. 19930 
-0. 16282 
0. 12563 
-0. 08791 
-0. 04993 


-0. 01205 
+0. 02530 
0. 06163 
0. 09640 
0. 12906 


0. 15902 
0. 18573 
0. 20865 
. 22728 
. 24122 


.25010 
. 25369 
. 25184 
‚24454 
. 23190 


0. 21417 
9.29170 
0. 16501 
0. 13470 
0. 10149 


0. 06620 
+0. 02969 
-0. 00710 
-0. 04322 


ооо <> © 


`-0. 07775 


-0. 10975 
-0. 13838 
-0. 16286 
-0. 18253 
-0. 19685 


-0. 20543 
-0, 20805 
-0. 20464 
-0, 19533 
-0. 18039 


-0. 16030 
-0. 13566 
-0. 10722 
-0. 07586 
—0. 04252 


-0. 00824 
+0. 02593 
0. 05895 
0. 08979 
0. 11750 


0. 14124 
т 
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Таблица 9.3. Функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


я 


10102—10./10(2) 1012-И Уи (2) 10 9x! Yig(z) 10255-20 Jag (x) 1027 2-21 Ло (2) 10-2320 У20(2) 


0.0 2.69114 446 1.22324 748 -0,11828 049 3, 91990. 9. 33311 -0. 406017 
0.1 2.69053 290 1.22299 266 -0.11831 335 3. 91944` 9. 33205 -0. 406071 
0.2 2.68869 898 1.22222 850 -0. 11841 200 3.91804 9, 32886 -0, 406231 
0.3 2.68564 500 1.22095 588 -0,.11857 661 3.91571 9, 32357 -0, 406499 
30.4 2.68137 477 1.21917 626 -0.11880 750 3. 91244 9. 31615 -0. 406873 
0.5 2.67589 362 1.21689 169 -0.11910 510 390825 9..30663 -0. 407355 
0.6 2.66920 838 1.21410 481 -0. 11946 998 3.90314 9. 29500 -0, 407945 
0.7 2.66132 738. 1.21081 883 -0. 11990 282 3. 89710 9, 28128 -0. 408644 
0.8 2.65226 043 1.20703 750 -0.12040 444 3. 89015 9. 26546 ~0, 409452 
0.9 2.64201 878 1.20276 518 —-0. 12097 581 3. 88228 9. 24758 -0. 410369 
1.0 2.63061 512 1.19800 675 -0. 12161 801 3. 87350 9. 22762 -0, 411397 
1.1 2.61806 358 1.19276 764 -0.°12233 229 3. 86383 9. 20562 -0. 412536 
1.2 2.60437 963 1.18705 385 -0. 12312 002 3. 85325 9. 18157 -0, 413788 
1.3 2.58958 012 1.18087 185 -0. 12398 273 3. 84179 9.15550 -0, 415153 
1.4 2.57368 323 1.17422.867 -0. 12492 212 3. 82945 9. 12743 -0. 416632 
1.5 2.55670 842 1.16713 182 -0. 12594 004 3. 81624 9. 09737 -0. 418228 
1.6 2.53867 639 1.15958 931 -0. 12703 852 3. 80216 9. 06534 -0, 419940 
1.7 2.51960 907 1.15160 961 -0.12821 977 3. 78723 9. 03:37 -0. 421771 
1.8 2.49952 955 1.14320 168 —-0. 12948 616 3. 77146 8. 99546 -0. 423722 
1.9 2.47846 207 1.13437 488 -0,13084 030 3. 75485 8. 95766 -0, 425795 
2.0 2.45643 192 1.12513 904 —-0. 13228 497 3. 73742 8. 91797 -0. 427992 
2.1 2. 43346 545 1.11550 438 -0. 13382 319 3. 71918 8. 87643 -0. 430315 
2.2 2.40959 000 1.10548 152 -0. 13545 821 3. 70015 8. 83306 -0. 432764 
2.3. 2.38483 384 1.09508 144 -0. 13719 351 3. 68032 8. 78790 -0. 435344 
2.4 2.35922 612 1.08431 551 -0, 13903 284 ‘3, 65973 8. 74096 -0, 438056 
2.5 2.33279 682 1.07319 540 -0.14098 022 3. 63837 8: 69228. -0, 440902 
2.6 2.30557 673 1.06173 312 -0. 14303 997 3. 61627 8. 64189 -0, 443885 
2.7 2.27759 732 1.04994 098 -0, 14521 672 3. 59344 8. 58981 -0. 447007 
2.8 2.24889 074 1.03783 155 -0,14751 543 3. 56989 8. 53609 -0. 450272 
2.9 2.21948 976 1.02541 767 -0. 14994 141 3. 54564 8. 48076 -0, 453682 
3.0 2.18942 770 1.01271 242 -0.15250 037 3. 52071 8. 42385 -0, 457241 
3.1 2.15873 836 0.99972 906 -0.15519 840 3. 49510 8. 36539 _0. 460951 
3.2 2.12745 598 0.98648 108 -0.15804 206 3, 46885 8. 30542 -0. 464816 
3.3 2.09561 517 0.97298 213 -0. 16103 836 3. 44195 8. 24397 -0, 468840 
3.4 2.06325 085 0.95924 599 -0. 16419 482 3. 41444 8. 18110 -0, 473027 
3.5 2.03039 820 0.94528 659 -0. 16751 951 3. 38633 8. 11682 -0, 477379 
3.6 1.99709 260 0.93111 794 -0. 17102 110 3. 35763 8. 05119 -0, 481902 
3.7 1.96336 956 0.91675 415 -0.17470 889 3. 32837 7. 98424 -0. 486600 
3.8 1.92926 467 0.90220 939 -0. 17859 286 3. 29855 7. 91600 -0, 491476 
3.9 1.89481 352 0.88749 785 -0.18268 376 3. 26821 7. 84653 -0, 496537 
4.0 1.86005 168 0.87263 375 -0. 18699 314 3. 23736 7. 77586 -0, 501786 
4.1 1.82501 462 0.85763 130 -0.19153 346 3.20601 7. 70403 -0. 507229 
4.2 1.78973 765 0.84250 469 -0. 19631 812 3. 17419 7. 63108 -0. 512872 
4.3 1.75425 588 0.82726 806 -0. 20136 159 3. 14192 7. 55707 ~0, 518719 
4.4 1.71860 416 0.81193 548 -0.20667 950 3. 10921 7. 48202 -0. 524777 
4.5 1.68281 701 0.79652 093 -0. 21228 873 3. 07608 7. 40598 -0. 531051 
4.6 1.64692 860 0.78103 829 -0. 21820 757 3. 04256 7. 32900 -0. 537549 
4.7 1.61097 267 0.76550 130 -0.22445 582 3. 00866 7.25112 -0. 544276 
4.8 1.57498 249 0.74992 357 -0. 23105 498 2. 97440 7.17238 -0. 551240 
4.9 1.53899 084 0.73431 852 -0.23802 840 2. 93981 7. 09282 -0. 558448 
5.0 1.50302 991 0.71869 942 -0.24540 147 2. 90490 7.01250 -0. 565907 

(--4)2 [-59] [755] 1) [ί-403] [653] 

5 5 a 3 ἌΣ 9 


Tut (y=, (2) —Jn—1(z) У +1 (2) == Τι(α) — Yn—1 (2) 


& 


Wn un Un 
926 » о 


οοο-σ:.ο AWNHHO 


e eee 
mWwWNFE © 


©^ с с < ^^ лллмл Ww 


22225 
wm 


---- 
9 9 9 ® 


со со с сх ----η 


e 9 > 9 


000 С 00 65 5 © 
ο eee 


Ο © © 0 ъьъъььно оч PBWNHHO Фолл AWwnNKEs OO! 


2 .Οο-ο-.ο-.ο-ο woo 


-- 


10!0ᾳ--10.Τῃρ(αᾳ) 


1. 50302 
1. 46713 
1. 43132 
1. 39564 
1. 36011 


1. 32476 
1.28963 
1.25473 
1.22009 
1.18574 


15111 
1.11801 
1. 08468 
1. 05172 
1. 61917 


0. 98703 
0. 95534 
0. 92411 
0. 89335 
0. 86308 


0. 83332 
0. 80407 
0. 77536 
0. 74719 
0. 71957 


0. 69252 
- 0. 66603 
0. 64012 
0. 61480 
0. 59007 


0. 56593 
0. 54239 
0. 51945 
0. 49712 
0. 47539 


0. 45426 
0. 43373 
0. 41381 
0. 29448 
0. 37575 


0. 25761 
0. 24006 
0. 32309 
0. 20670 
0. 29088 


0. 27562 
0. 26091 
0. 24676 
0. 23314 
0. 22005 


0. 20748 
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ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 10, 11, 20 и 21 


101 5- ИЛ (2) 


0. 71869 
0. 70307 
0. 68747 
0. 67188 
0. 65634 


0. 64084 
0. 62540 
0. 61003 
0. 59475 
0.57957 


0. 56448 
0. 54952 
0. 53467 
0.51997 
0. 50540 


0. 49099 
0. 47674 
0. 46266 
0. 44876 
0. 43504 


0. 42151 
0. 40818 
0. 39505 
0. 38214 
0. 36943 


0. 35695 
0. 34469 
0. 33266 
0. 32087 
0. 30930 


0. 29798 
0. 28690 
0. 27606 
0. 26546 
0, 25512 


0. 24502 
0. 23517 
0. 22557 
0. 21621 
0. 20711 


0. 19826 
0. 18965 


0. 18130 


0.17318 
0. 16532 


0.15769 
0. 15030 
0.14316 
0. 13624 
0. 12956 


0. 12311 


942 
931 
104 
722 
019 


205 
463 
945 
774 
041 


805 


091 
390 
158 
814 


740 
781 
745 
400 
477 


665 
616 
943 
216 
970 


696 
850 
845 
058 
826 


448 
187 
265 
873 
162 


250 
220 
121 
969 
750 


418 
897 
082 
839 
010 


409 
825 
025 
751 
726 


653 


(—5)3 
5 


10--9χ10}΄τῃ(α) 


-0, 24540 
-0, 25320 
-0, 26145 
-0. 27020 
-0. 27948 


-0. 28932 
-0. 29977 
-0, 31088 
-0. 32269 
-0. 33528 


-0. 34869 
-0. 36300 
-0. 37829 
-0. 39464 
-0. 41215 


-0. 43091 
-0, 45104 
-0. 47267 
-0. 49594 
-0. 52098 


-0. 54798 
-0. 57710 
-0. 60855 
-0. 64254 
-0. 67930 


-0. 71909 
-0. 76217 


‚ -0. 80884 


-0. 91419 


-0. 97356 
-1. 03786 
-1. 10747 
-1. 18278 
-1. 26419 


-1. 35209 
-1. 44687 
-1. 54891 
1. 65856 
-1. 77613 


-1. 90191 
-2. 03610 
—2. 17882 
-2. 33011 
-2. 48986 


-2. 65783 
-2, 83359 
-3. 01652 
-3. 20574 
-3. 40010 
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Таблица 9.3. Функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


κῃ 
3 


10257 °20 Jag(x) 1027х Лох) 10 23120 Уж (т) 
2.90490 7. 01250 -0, 565907 
2. 86969 6. 93145 -0, 573626 
2. 83421 6. 84971 -0.581612 
2. 79846 `6. 76734 ~0. 589875 
2.76248 6. 68437 -0. 598423 
2. 72628 5. 60085 -0. 607266 
2. 68988 6. 51682 -0. 616414 
2, 65550 6. 43233 -0. 625876 
2. 61656 6. 34742 -0. 635663 
2.57967 6.26213 -0. 645788 
2.54267 6. 17651 -0. 656261 
2.50556 6. 09059 -0, 667094 
2.46837 6. 00443 -0. 678301 
2. 43111 5. 91806 -_0. 689895 
2. 39381 5, 83152 -0. 701890 
2. 25647 5. 74485 -0. 714300 
2. 31913 5. 65810 -0. 727140 
2.28179 5, 57131 -0..740427 
2.24448 5. 48451 -0. 754178 
2.20721 5: 39715 -0. 768410 
2.17000 5. 31106 -0..783140 
2.13286 5. 22448 -0. 798389 
2. 09582. 5.13805 -0. 814177 
2. 05888 5. 05181 -0. 830524 
2. 02206 4.96579 -.0. 847452 
1.98539 4. 88002 -0. 864985 
1.94887 4. 79455 -0. 8832147" 
1, 91252 4. 70940 -0. 901963 
1.87635 4.62461 -0. 921460 
1.84038 4. 54021 -0. 941665 
1. 80462 4. 45624 -0. 962608 
1. 76908 4. 37272 -0. 984319 
1, 73378 4. 28968 -1. 006831 
1. 69874 4. 20716 -1. 030178 
1. 66395 4. 12518 -1. 054394 
1.62944 4. 04377 -1. 079518 
1.59521 3.96296 .-1. 105589 
1.56128 3. 88277 -1.132647 
1.52765 3. 80323 -1.160736 
1.49434 3. 72436 -1. 189902 
1.46136 3. 64619 -1, 220192 
1, 42872 3. 56873 -1.251657 
1. 39641 3. 49201 -1. 284351 
1.36447 3. 41606 -1. 318328 
1. 33288 3. 34088 -1. 353647 
-1. 30166 3.26651 -1. 390372 
1.27082 3. 19294 -1.428567 
1.24036 3.12022 -1. 468301 
1.21029 3. 04834 -1. 509646 
1.18061 2. 97733 -1. 552680 
1.151234 2.90720 -1. 597484 


τα ἢ 
4 


222 


11.7 


/10(<) 


0. 20748 
0. 21587 
0. 22413 
0. 23223 
0. 24011 


0. 24774 
0. 25507 
0. 26205 
0. 26863 


0. 28042 
0. 28554 
0. 29007 
0. 29398 


0. 29722 | 


0. 29975 
0. 30153 
0. 30253 
0, 30270 
0. 30203 


0. 30047 
0. 29802 


0. 29464. 


"0. 29033 


0. 27887 


0.27171 


0. 26361 
0, 25458 
0. 24462 


0.23378 
0. 22206 
0.20952 
0.19617 
0.18208 


0. 16729 
0. 15186 
0. 13585 
0. 11932 
0. 10235 


0. 08500 
0. 06737 
0. 04952 
0. 03156 
+0. 01356 


-0. 00438 
-0, 02218 
-0, 03974 
-0. 05697 


-0, 07378 3 


-0. 09007 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.3. Функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


J 11 (x) 


О, 12311 
0.13041 
0.13787 
0.14549 
0.15324 


0.16109 
0. 16902 
0. 17701 
0. 18503 
0. 19304 


0..20101 
0. 20891 
0. 21670 
0.22434 
0. 23181 


0. 23904 
0. 24601 
0. 25268 
0.25899 
0. 26492 


0. 27041 
0. 27542 
0.27992 
0.28386 
0.28720 


0. 28991 
0. 29194 
0. 29326 
0. 29385 
0. 29366 


0. 29268 
0. 29088 
0. 28824 
0. 28474 
0. 28037 


0. 27512 
0. 26899 
0. 26198 
0. 25410 
0. 24534 


0. 23574 
0. 22531 
0. 21407 
0. 20206 
0. 18931 


0. 17586 


0. 16176. 
0.14707 


0. 13182 
0.11609 


G, 09995 


653 
285 
866 


.509 
123 


407 
861 


048 


ee 


Y10(z) 


-0. 35981 
-0. 34383 
-0, 32793 
-0. 31207 
-0. 29618 


-0. 28022 
-0, 26416 
-0, 24795 
-0. 23159 
-0. 21505 


-0. 19832 
-0. 18140 
.-0. 16429 
-0. 14700 
-0. 12955 


-0. 11196 
-0, 09424 
—0. 07644 
-0. 05858 
0. 04071 


-0. 02287 
-0. 00511 
+0. 01251 


0. 02995 
0. 04716 


0. 06406 
0. 08059 
0. 09670 
0. 11231 
0. 12737 


0. 14180 
0. 15555 
0. 16855 
0. 18073 
0. 19204 


0. 20242 
0, 21181 
0. 22016 
0. 22743 
0. 23357 


0. 23854 
0. 24231 
0. 24486 
0. 24616 


0. 24620. 


0. 24496 
0. 24246 
0. 23869 
0. 23367 
0, 22742 


0, 21997 


415 
078 
809 


433 


615 


819 
276 
949 
513 
324 


403 
409 
620 
917 
753 


142 
628 
263 
580 


566 


631 
577 


441 


946 
182 


154 
668 
381 
845 
554 


995 
698 
286 
529 
392 


090 
137 
393 
118 
014 


273 
614 


-329 


313 


100 


888 
568 
741 
730 
597 


141 


[8 


1.151337 
1.122469 
1. 094012 
1.065970 
1. 038347 


1. 011148 
0. 984374 
0. 958030 
0. 932118 
0. 906639 


0. 881596 
0. 856989 
0. 832821 
0. 809092 


0. 785801. 


0. 762950 
0. 740539 
0. 718565 
0. 697029 
0. 675930 


0. 655266 
0. 635035 
0. 615236 


0. 595866: 
.0. 576923 


0. 558403 
0. 540305 
0. 522625 
0. 505359 
0. 488504 


0. 472056 


0. 456011 


0. 440365 
0. 425114 


0..410252 


0. 395776. 


0. 381681 
0. 367961 
0. 354612 
0. 341628 


0. 329005 
0. 316736 
0. 304816 
0. 293240 
0. 282001 


0. 271095 
0. 260516 
0, 250257 
0. 240212 
0. 230676 


0. 221343 


[8] 


10255-20 0(х) 10275-21 Jo; (5) 
2.907193 
2. 837961 
2. 769629 
2. 702215 
2. 635729 


2. 570182 
2.505582 
2. 441939 
2. 379259 
2. 317550 


2.25681.7 
2.197065 
2.138299 
2. 080523 
2. 023738 


1.967947 
+, 912152 
1. 859352 
1. 806548 
1. 754740 


$; 703925 
1. 654102 
1. 605267 
1, 557418 
„№ IL OSSL 


1. 464660 
1. 419743. 
1. 375791 
1. 332800 
1.290762 


1; 249671 
1, 209520 
1.170299 
1.132001 
1, 094617 


1. 058137 
1. 022552. 
`0. 987853 
0. 954028 
0. 921067 


0. 888960 
0. 857694 
0. 827260 
0. 797644 
0. 768835 


0. 740821 
0. 713590. 
0. 687129 
0. 661426 
0. 626467 


0. 612240 


[-5η 


10> oo 
- 1.59748 


— 1.74339 
- 1.79618 


1. 85121 
1.90861 
1.96848: 
2. 03097 
2. 09619 


2.16430 
2.23544 
2. 30977 
2. 38746 
2. 46870 


2.55367 
2. 64257 
2. 73563 
2. 83307 
.2.93513` 


3. 04208 
3.15419 
3. 27175 
9. 39509 
3. 52453 


3. 66044 
3. 80321 
3. 95323 
4.11095 - 
4. 27684 


4. 45140 
4. 63518 
4. 82874 
5. 03272 
5. 24778 


5. 47464 
5. 71407 
5. 96691 
6. 23405 
6. 51646 


6. 81520 
7.13138 
7. 46624" 
7. 82110 
8.19739 


8.59667 
9. 02062 
9. 47109 
9. 95006 
10; 45971 


-11. 00239 


ΕΤ 


ον НЕ и 


at. 


ОИСИ ре 


Лто(т) 


-0. 99007 
-0. 10575 
-0. 12073 
-0. 13494 
-0. 14828 


-0. 16069 
-0. 17207 
-0. 18238 
-0. 19154 
-0, 19949 


-0. 20620 
-0. 21161 
-0. 21570 
-0. 21842 
-0, 21978 


-0. 21975 
-0. 21833 
-0. 21554 
-0. 21139 
-0. 20590 


-0. 19911 
-0. 19106 
-0. 18181 
-0. 17141 
-0. 15993 


-0. 14745 
-0. 13405 
-0. 11983 
-0. 10487 
-0, 08928 


-0. 07316 
-0, 05663 
-0. 03980 
-0. 02279 
-0. 00571 


+0. 01131 
0. 02817 
0. 04474 
0. 06090 
0. 07654 


0. 09155 
0. 10582 
0. 11925 
0. 13174 
0. 14321 


0. 15357 
0, 16275 
0.17068 
0, 177321 
0, 18259 


0, 18648 
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ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 10, 11, 20 и 21 


Таблица 9.3. Функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


11 (т) 


0. 09995 
0. 08344 
0. 06666 
0. 04967 
0. 03256 


+0. 01539 


-0. 00173. 


-0. 01874 
-0. 03555 
-0. 05207 


-0. 06822 
-0. 08390 
-0, 09905 
-0. 11357 
-0, 12738 


-0. 14041 
-0. 15258 
-0. 16383 
-0. 17409 
-0, 18329 


-0. 19139 
-0, 19833 
-0. 20407 
-0. 20858 
-0. 21182 


-0. 21378 
-0, 21443 
-0. 21378 
-0. 21183 
-0. 20858 


-0. 20406 
-0. 19829 
-0, 19130 
-0. 18314 
-0, 17386 


-0. 16351 
-0, 15217 
-0. 13990 
-0. 12679 
-0. 11291 


-0. 09837 
-0. 08325 
-0. 06765 
-0. 05168 
-0. 03544 


-0. 01905 
-0. 00262 
+0. 01374 
0. 02994 
0. 04584 


0. 06135 


048 


Га 


() 


Υιοία) 


0, 21997 
0. 21134 
0. 20160 
0. 19077 
0. 17893 


0. 16614 
0. 15246 
0, 13797 
0. 12276 
0. 10691 


0. 09052 Е 


0. 07368 
0. 05650 
0. 02907 
0. 02150 


+0. 00391 
-0. 01359 
-0. 03091 
-0. 04793 
-0. 06454 


-0. 08063 
-0, 09610 
-0. 11086 
-0. 12479 
-0. 13782 


-0,. 14985 
~0. 16081 
-0. 17062 
-0. 17922 
-0. 18654 


-0, 19255 
-0. 19720 
-0. 20045 
-0, 20229 
-0. 20271 


-0. 20171 
-0, 19928 
-0. 19546 
-0. 19026 
-0, 18373 


-0. 17592 
-0. 16688 


-0. 15669. 


-0. 14540 


-0. 11992 
-0. 10591 
-0, 09119 
-0. 07587 
-0. 06006 


141 


-0. 04389 465 


и 


0. 22134 
0. 21230 
0. 20356 
0.19510 
0. 18691 


0. 17900 
0. 17136 
0. 16398 
0.15685 
0. 14997 


0.14334 
0. 13694 
0.13077 
0. 12482 
0.11910 


0. 11358 
0. 10828 
0.10318 
0. 09827 
0. 09356 


0. 08903 
0. 08468 
0. 08051 
0. 07650 
0. 07266 


0. 06898 
0. 06545 
0. 06207 
0. 05884 
0. 05575 


0. 05279 


0. 04996 


0. 04726 
0. 04468 
0. 04222 


0. 03988 
0. 03764 
0. 03550 
0. 03347 
0. 03154 


0. 02970 
ВЕТ 
0. 02628 
0. 02470 
0. 02320 


0. 02178 
0. 02043 


0. 01915 


0. 01794 
0. 01679 


0. 01571 


[{(—5)4 


Е 4 


1025%5— 20/50(т) 


1075-21. (1) 


0. 61224 
0. 58873 
0. 56593 
0. 54382 
0.52239 


0. 50162 
0. 48151 
0. 46204 
0. 44319 
0. 42496 


0. 40733 
0. 39028 
0. 27281 
0. 35789 
0. 24253 


0. 32769 
0. 31338 
0.29957 
0. 28626 
0. 27343 


0. 26107 
0. 24917 
Вы: 
0. 22669 
0. 21608 


0. 20589 
0. 19609 
0. 18668 
0.17764 
0. 16896 


0. 16064 
0. 15265 
0. 14500 
0.13767 
0. 13064 


0. 12392 
0. 11749 
0. 11133 
0. 10545 
0. 09982 


0. 09445 
0. 08933 
0. 08443 
0. 07977 
0. 07532 


0. 07108 
0. 06704 
0. 06319 
0. 05953 
0. 05606 


° 0. 05275 


42 


| в” 


10-23120 У>0(5) 


11. 0024 
11.5807 
12. 1974 
12. 8555 
13,5285 


14. 3098 
15. 1136 
15. 9742 
16. 8962 
17. 8849 


18. 9460 
20. 0855 
21.3104 
22,6279 
24. 0462 


25.5740 
27,2209 
20,9975 
30, 9150 
52. 9859 


к ΞΖ 
37. 6429 
40. 2594 
43. 0904 
46. 1543 


49. 4711 
53. 0622 
56, 9506 
61.1611 
65; 7197 


70, 6543 
75. 9946 
ВТ, РА 
88. 0182 
94. 7683 


-102. 0574 
-109, 9219 
-118. 3992 
-127. 5270 
-137. 3432 


-147. 8850 
-159. 1885 
-171. 2882 
-184. 2155 
-197. 9980 


-212. 6582 
-228. 2122 
-244. 6678 
-262. 0226 
-280. 2622 


-299. 3574 
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Таблица 9.3. Модуль и фаза функций Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


(2) = М»(т) cos (zx) 


0. 84164 245 
0. 83727 251 


0. 83320 419 
0. 82942 012 
Ὁ, 82590 472 
0. 82264 403 
0. 81962 546 


0. 81683 775 
0. 81427 076 
0. 81191 546 
0. 80976 370 
0. 80780 825 


0. 80604 267 
0. 80446 127. 
0. 80305 902 
0. 80183 156 
0. 80077 512 


0. 79988 647 
0. 79916 297 
0. 79860 244 
0. 79820 323 
0. 79796 417 


0. 79788 456 


[δε 


т Μηρ(αῳ) 
1, 474083 
1,320938 
1.211667 
1.131459 
1.070845 


1. 023762 
0. 986284 
0. 955823 
0. 930635 
0. 909513 


0. 891605 
0. 876293 
0. 863121 
0. 851743 
0. 841895 


0. 833375 
0. 826019 
0. 819702 
0. 814321. 
0.809796 


0. 806062 
0. 803071 
0. 800781 
0. 799165 
0. 798204 


0. 797885 


ca 


919(x)—x 


-13, 94798 
-14. 05389 
-14, 15926 
-14. 26413 
~14, 36853 


-14, 47247 
~14. 57600 
-14. 67912 
-14. 78187 
-14. 88428 


-14. 98636 
-15. 08815 
-15. 18965 
-15. 29090 
-15. 39191 


-15. 49271 
-15. 59332 
-15. 69375 
-15. 79403 
-15. 89418 


-15. 99422 
-16. 09416 
-16. 19402 
-16. 29383 
-16. 39360 


-16. 49336 


[δ 


#0(=)—2 
-21. 047407 
-21. 606130 
-22.149524 
-22. 676802 
-23. 188535 


-23. 685951 
-24. 170500 


-26. 006988 
-26. 446280 
-26. 879433 
-27. 307159 
-27. 730098 


-28. 148822 
-28. 563847 
-28.975650 


864 


-29. 384666 


-29. 791303 


-30. 195941 
-30, 598942 
-31. 000652 
-31, 401404 
-31. 801522 


-32, 201325 


Я 


(Χχ} — целое число, ближайшее K x. 


Υπ(α) -- Μη(α) sin θη(α) 


x Μιι(α) 


0.87222 790 
0, 86513 271 
0. 85857 314 
0. 85250 587 
0. 84689 281 


0. 84170 044 
0. 83689 917 
0. 83246 283 
0. 82836 826 
0. 82459 496 


0. 82112 469 
0. 81794 133 
0. 81503 056 
0. 81237 970 
0. 80997 751 


0. 80781 410 
0. 80588 079 
0. 80416 997 
0. 80267 505 
0. 80139 036 


0. 80031 114 
0. 79943 341 
0. 79875 398 
0. 79827 039 
0. 79798 093 


0: 79788 456 


[νὴ 


a Μγι(α) 
1. 791133 
1.525581 
1. 347435 
1.224460 
1.136653 


1. 071741 
1. 022171 
0. 983229 
0. 951902 
0. 926211 


0. 904821 
0. 886799 
0. 871483 
0. 858385 
0. 847145 


0. 837487 
0. 829198 
0. 822114 
0. 816105 
0. 811069. 


0. 806925 
0. 803612 
0. 801081 
0. 799297 
0. 798237 


0, 797885 
a 


911 (5) —х 


-14. 96758 686 
-15. 09771 672 
-15. 22701 466 
-15. 35552 901 
-15. 48330 635 


-15. 61039 144 
-15. 73682 771 
-15. 86265 679 
-15. 98791 896 
-16. 11265 291 


-16. 23689 620 
-16. 36068 504 
-16. 48405 469 
-16. 60703 912 
-16. 72967 149 


-16. 85198 406 
-16. 97400 835 
-17. 09577 505 
-17, 21731 438 
-17, 33865 590 


-17. 45982 880 
-17. 58086 166 
-17.70178 301 
-17. 82262 084 
-17.94340 316 


-18.06415 776 


[δη 


921 (x) —2 
-21. 290925 
-21, 927545 
-22. 550082 
-23, 154248 
-23. 738936 


-24. 304948 
-24, 853951 
25. 387848 
-25. 908478 
-26. 417500 


-26. 916369 
-27. 406346 
-27. 888527 
-28. 363869 
-28. 833211 


-29, 297299 
-29, 756800 
-30, 212318 
-30, 664405 
-31, 113569 


-31. 560285 | 


-32. 005000 
-32. 448139 
~32. 890109 
-33, 331307 


-33, 772121 
FF 


ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ПОРЯДКОВ 


Таблица 9.4. Функции Бесселя различных порядков 


`п Jnl). 
0 ~ 1)7. 65197 6866 
158 - 1)4.40050 5857. 
2 - 1)1.14903 4849 
3 - 2)1.95633 5398 
4 -°3)2. 47663 8964 
5 (= 4)2.49757 7302 
6 (- 5)2. 09383 3800 
7 (- 6)1. 50232 5817 
8 (- 8)9. 42234 4173 
9 (- 9)5.24925 0180 
10 - 10)2. 63061 5124 
11: - 11)1. 19800 6746 
12 - 13)4. 99971 8179 
13 = 14)1.92561 6764 
14, (- 16) 6.88540 8200 
15 (- 17)2.29753 1532 
16` (- 19)7.18639 6587 
17. ‘(- 20)2.11537 5568 
18 - 22)5.88034 4574 
19 - 23)1.54847 8441 
20 - 25)3. 87350 3009: 
30 - 42)3. 48286 9794 
40 - 60)1.10791 5851 
50 - 80)2. 90600 4948 

( 


-189) 8. 43182 8790 


1.10). 
-2. 45935 7645 
+4, 34727 4617. 
+2.54630 3137 
+5. 83793 7931. 
-2. 19602 6861. 


-2. 34061 5282 
-1. 44588 4208 
+2.16710 9177 
‚3.17854 1268 
2.91855 6853 


2.:07486 1066 
1.23116 5280 
6. 33702 5497 
2. 89720 8393 
1. 19571 


4. 50797 3144 
1.56675 6192 
5. 05646 6697 
2.52442 4853 

4. 31462 
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“oO 
τ В ~~ — - м ».-». κ. αΚ 


20 - 5) 1.15133 6925 
30 -12) 1.55109 6078 
40 -21) 6, 03089 5312 
50 ~30) 1.78451 3608 
100 ~89) 6.59731 6064 
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Jn(50) 
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10 


33 


J n( 5). 
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2. 67117 ..7278. 
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-7. 56984 0399 


+1. 51981 
+8. 02578 4036 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.4. Функции Бесселя различных порядков 


Y,(1) 


+8; 82569 
-7. 81212 
-1. 65068 
-5. 82151 
) -3. 32784 


-2. 60405 
-2. 57078 
-3. 05889 
-4. 25674 
-6, 78020 


-1. 21618 
-2. 42558 
-5. 32411 
-1. 27536 
3) -3. 31061 


м 25697 

6) -2. 77378 
7) -8. 86684 
9) -3. 01195 
1) -1. 08341 


2) -4. 11397 
9) -3. 04812 
7) -7. 18487 
7) -2. 19114 


(185) -3, 77528 


i. 4 
ο ο NNKKHO сор, 


6422 
8213 
2607 
7606 
2303 


8666 
0243 
5705 
6185 
4939 


0143 


0081 


У, (10) 


-2) +5. 56711 
-1)+2. 49015 
-3) -5. 86808 
-1) -2. 51362 
-1) -1. 44949 


+1. 35403 
+2. 80352 
+2. 01020 
+1. 07547 
-1. 99299 


-3. 59814 
-5. 20329 
-7. 84909 
-1. 36345 
-2. 76007 
3 


-6. 36474 
}-1. 63341 
-4. 59045 
-1. 39741 
-4. 57164 


-1. 59748 
-7. 25614 
-1. 36280 
-3. 64106 


(85) -4. 84914 


6728 
4242 


| 
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-]. 07032 
-6. 17408 
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2. 76594 


-9.93598 
4. 69140 
2. 71548 
-1. 85392 
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i 

1 


-1. 29184 
.27728 
-1. 39209 
-1. 65774 
-2. 14114 


-2. 98102 
-4. 45012 
-7. 09038 
-1. 20091 
-2. 15455 
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62) -1. 97615 


(155) -3. 00082 
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Ϊ 


1 
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У„(50) 


ah -9. 80649 
-5. 67956 
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+6. 44591 
2) -8. 80580 


2) -7. 85484 


+9. 59120 
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ee м 


мм Mm MNF PO NNN EW lb 


+18) -3. 29380 


+7. 23483 | 


-1. 10469 . 


9547 
6856 
6873 
2206 
7408 


1391 


«- 


e 


Г ры 


1) 1. 47863 
1) «3, 67662: 
1) 11. 46267 

-1. 92142 


ре 

1)24, 53694. 
1) -7.15247: 
Ὁ) -1. 26289 
a 
0) -7. 76388 
1) -2. 51291 
1) -9. 27525 
2) -3. 82982 
3) -1, 74556 
3) -8. 69393 
4 


)-4. 69404 
5) -2. 72949 
6) -1. 69993 
.- 
7) -1. 95635 


8) -5. 93396 
8) -4. 02856 
9) -9. 21681 
2) -2. 78883 


(115) -5. 08486 


-2 
-2 


6252 


Yn(100) 


-2) -7. 72443 
тва 


+7. 68368 
+2. 34457 


(-2) -7. 54301 


-2 
-2 
-2)-7. 13869 © 
-2) 42. 64419 


-2) 17. 87906 
-3) -2. 80477 
-2)-7. 96882 
-2)-2. 42892 
-2) +7. 09440 


-2) +5. 12479 
-3) +6. 13883 
-2 
-2 


-2) -2. 94801 
-2) +17. 24821 
-2) +3. 81780 
-2) -6. 71371 
-2) -4. 89199 


-2} 6.03863 


+6. 05863 
-4. 50025 


+4. 07468 


(-1) -1. 66921 


+7. 65052 | 


oa 
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6713 
8669 
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НУЛИ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ 


Таблица 9.5. Нули и связанные с ними значения функций Бесселя и их производных 


г Ρ 
Ο-οςο-σ' льъььно 


70, 8 


2. 40482 
5. 52007 
8. 65372 
11. 79153 
14, 93091 


18, 07106 
21. 21163 


27. 49347 
30. 63460 


33. 77582 
36. 91709 
40. 05842 
43. 19979 
46. 34118 


49. 48260 
52. 62405 
55. 76551 
58. 90698 
62. 04846 


55577 
81103 
79129 
44391 
77086 


39679 
66299 
15308 
91320 
54684 


02136 
83537 
57646 
17132 
83717 


98974 
18411 
07550 
39261 
91902 


72. 8 
5.13562 
8. 41724 

11. 61984 
14. 79595 
17. 95982 


21. 11700 
24. 27011 
27. 42057 
30. 56920 
33. 71652 


36. 86286 
40. 00845 
43. 15345 
46. 29800 
49. 44216 


52. 58602 
55. 72963 
58. 87302 
62. 01622 
65. 15927 


73,8 


6. 38016 
9. 76102 
13. 01520 
16. 22347 
19. 40942 


22. 58273 
25. 74817 
28. 90835 


‚32. 06485 


35. 21867 


38. 37047 
41. 52072 


44, 66974 


47. 81779 
50. 96503 


54. 11162 
£7, 25765 
60. 40322 
63. 54840 
66. 69324 


J6, « 
9. 93611 
13. 58929 
17. 00382 
20. 32079 
23. 58608 


26. 82015 
30. 03372 
33. 23304 
36. 42202 
39. 60324 


42. 77848 
45. 94902 
49. 11577 


'52. 27945 


55. 44059 


58. 59961 
61. 75682 
64. 91251 
68. 06689 
71.22013 


‘о (90, s) Л, 8 "1 (Л, з) 
-0. 51914 74973 3. 83171 -0. 40276 
+0. 34026 48065 7. 01559 +0. 30012 
-0. 27145 22999 10. 17347 -0. 24970 
+0. 23245 98314 13. 32369 +0. 21836 
-0. 20654 64331 16. 47063 -0. 19647 
+0. 18772 88030 19. 61586 +0. 18006 
-0. 17326 58942 22. 76008 -0. 16718: 
«0. 16170 15507 25, 90367 +0. 15672 
-0. 15218 12138 29. 04683 -0. 14801 
+0. 14416 59777 32. 18968 +0. 14061 
-0. 13729 69434 35. 33231 -0. 13421 
+0. 13132 46267 38. 47477 +0. 12862 
0. 12606 94971 41. 61709 -0. 12367 
+0. 12139 86248 44. 75932 +0. 11925 
-0. 11721 11989 47. 90146 0. 11527 
+0. 11342 91926 51. 04354 +0. 11167 
0. 10999 11430 54. 18555 -0..10839 
+0. 10684 78883 57. 32753 +0.10537 
-0. 10395 95729 60. 46946 -0. 10260 
+0. 10129 34989 63. 61136 +0.10004 
J'3(j3, г) JA, 8 J’4(J4, ο) 
-0. 29827 7. 58834 -0. 26836 
+0. 24942 11. 06471 +0. 23188 
~0. 21828 14. 37254 ~0. 20636 
+0. 19644 17. 61597 +0. 18766 
-0. 18005 20. 82693. -0. 17323 
+0. 16718 24. 01902 +0. 16168 
-0. 15672 27. 19909 -0. 15217 
"+0. 14801 30. 3710} +0. 14416 
_0. 14060 33. 53714 -0. 13729 
+0. 1342}. 36. 69900 +0. 13132 
-0. 12862 39. 85763 -0.:12607 
- +0. 12367 43. 01374 +0.12140 
-0, 11925 46. 16785 -0. 11721 
+0. 11527 49. 32036 +0. 11343 
-0. 11167 52. 47155 -0. 10999 
+0. 10839 55. 62165 +0. 10685 
-0. 10537 58. 77084 -0. 10396 
+0. 10260 61. 91925’ +0. 10129 
-0. 10004 65. 06700 -0, 09882 
“+0. 09765 68, 21417 +0. 09652 
«΄ο(76, ο) 77, 8 J'7(J7, 8) 
-0. 22713 11, 08637 -0. 21209 
+0. 20525 14, 82127 +0. 19479 
-0. 18726 18. 28758 -0. 17942 
+0. 17305 21. 64154 +0. 16688 
-0. 16159 24.93493 -0. 19657 
+0. 15212 28. 19119 +0. 14792 
-0. 14413 31. 42279 -0. 14055: 
+0. 13727 34. 63709 +0. 13418 
-0. 13131 37. 83872 -0. 12859 
+0. 12606 41. 03077 +0. 12365 
-0. 12139 44. 21541 -0. 11924 
+0. 11721 47. 39417 +0. 11526 
-0. 11343 50. 56818 -0. 11165 
+0. 10999 53. 73833 +0. 10838 
-0. 10685 56. 90525 -0. 10537 
+0. 10396 60. 06948 +0. 10260 
-0. 10129 63. 23142 -0. 10003 
+0. 09882 66. 39141 +0. 09765 
-0. 09652 69. 54971 -0. 09543 
+0. 09438 72. 70655 +0, 09336 


. 
95, 8 


8. 77148 
12. 33860 
15. 70017 
18. 98013 
22. 21780 


25. 43034 
28. 62662 
31. 81172 
34. 98878 
38. 15987 


41. 32638 
44. 48932 
47. 64940 
50. 80717 
53. 96303 


57. 11730 
60. 27025 
63. 42205 
66. 57289 
69. 72289 


18, 8 
12. 22509 
16. 03777 
19. 55454 
22. 94517 
26. 26681 


29. 54566 
32. 79580 
36. 02562 
39. 24045 
42. 44389 


45. 63844 
48. 82593 
52. 00769 
55. 18475 
58. 35789 


61. 52774 
64. 69478 
67. 85943 
71. 02200 
74. 18277 


J'2(J2, ο) 
-0. 33967 
+0. 27138 
-0. 23244 
+0. 20654 
-0. 18773 


+0. 17326 
-0. 16170 
+0. 15218 
-0. 14417 
+0. 13730 


-0. 13132 
+0. 12607 
-0. 12140 
+0. 11721 
-0. 11343 


+0. 10999 
-0. 10685 
+0. 10396 
-0. 10129 
+0. 09882 


J'5(J5, =) 


-0. 24543 
+0. 21743 
-0. 19615 
+0. 17993 


+0. 15669 
-0. 14799 
+0, 14059 
-0. 13420 
+0. 12861 


-0. 12366 
+0. 11925 
-0. 11527 
+0. 11167 
-0.10838 


+0. 10537 
-0. 10260 
+0. 10003 
-0. 09765 
+0. 09543 


J'8( 38, ο) 


-0. 19944 
+0. 18569 
-0. 17244 
+0. 16130 
-0. 15196 


+0. 14404 
-0. 13722 
+0. 13127 
-0. 12603 
+0. 12137 


-0.11719 
+0. 11342 
-0. 10998 
+0. 10684 
-0. 10395 


+0. 10129 
-0. 09882 
+0. 09652 
-0. 09438 
+0. 09237 
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Таблица 9.5. Нули и связанные с ними значения функций Бесселя 
и их производных 


5 YO, 8 Y‘o(yo, ε) Yi, 8 У” (и, s) 1/2, в Υ̓́2(ψα, ο) 
1 0. 89357 697 +0. 87942 080 2. 19714 +0. 52079 3. 38424 +0. 39921 
2 3.95767 842 -0. 40254 267 5, 42968 —0. 34032 6. 79381 -0. 29992 
5 7. 08605. 106 +0. 30009 761 8. 59601 +0. 27146 10. 02348 +0. 24967 
4 10. 22234 504 -0. 24970 124 11. 74915 —0. 23246 13. 20999 -0, 21835 
5 13. 36109 747 +0. 21835 830 14. 89744 +0. 20655 16. 37897 +0. 19646 
6 16. 50092 244 —0. 19646 494 18. 04340 -0. 18773 19. 53904 -0. 18006 
9 19. 64130 970 +0. 18006 318 21. 18807 +0. 17327 22. 69396 +0. 16718 
8 22. 78202 805 _0. 16718 450 24. 33194. -0. 16170 25. 84561 -0. 15672 
9 25. 92295 765 +0. 15672 493 27. 47529 +0. 15218 28. 99508 +0. 14801 
10 29. 06403 025 _0. 14801 108 30. 61829 -0. 14417 32. 14300 -0. 14061 
11 32. 20520 412 +0. 14060 578 33. 76102 +0. 13730 35. 28979 +0. 13421 
12 35. 34645 231 -0. 13421 123 36. 90356 0. 13132 38. 43573 -0. 12862 
13 38. 48775 665 +0. 12861 661 40. 04594 +0. 12607 41. 58101 +0. 12367 
14 41. 62910 447 -0. 12366 795 43. 18822 -0. 12140 44. 72578 —0. 11925 
15 44. 77048 661 +0. 11924 981 46. 33040 +0. 11721 - 47. 87012 +0. 11527 
16 47. 91189 633 0. 11527 369 49. 47251 -0. 11343 51. 01413 -0. 11167 
17 51, 05332 855 +0. 11167 049 52. 61455 +0. 10999 54. 15785 +0. 10839 
18 54. 19477 936 —0. 10838 535 55. 75654 -0. 10685 57. 30135 -0. 10537 
19 57. 33624 570 +0. 10537 405 58. 89850 +0. 10396 60. 44464 +0. 10260 
20 60. 47772 516 -0. 10260 057 62. 04041 0. 10129 63. 58777 -0. 10004 
3 Y3, 8 Y’3(y3, ο) Y4, в Y’4(y4, в) 5, 8 У’5(у5, в) 
1 4.52702 +0. 33255 5. 64515 +0. 28909 6. 74718 +0. 25795 
2 8. 09755 0. 2708) 9. 36162 -0. 24848 10. 59718 -0. 23062 
3 11. 39647 +0. 23232 12. 73014 +0. 21805 14. 03380 +0. 20602 
4 14, 62308 -0. 20650 15. 99963 -0. 19635 17. 34709 -0. 18753 
5 17. 81846 +0. 18771 19. 22443 +0. 18001 20. 60290 +0. 17317 
6 20. 99728 -0. 17326 22. 42481 -0. 16716 23. 82654 -0. 16165 
7 24. 16624 +0. 16170 25. 61027 +0. 15671 27. 03013 +0. 15215 
8 27. 32880 -0. 15218 28. 78589 -0. 14800 30. 22034 -0.14415 
9 30. 48699 +0. 14416 31. 95469 +0. 14060 33. 40111 +0. 13729 
10 33. 64205 -0. 13730 35. 11853 -0. 13421 36. 57497 -0. 13132 
11 36. 79479 +0. 13132 38. 27867 +0. 12861 39. 74363 +0. 12606 
12 39. 94577 -0. 12607 41. 43596 -0. 12367 42. 90825 -0. 12140 
13 43. 09537 +0. 12140 44. 59102 +0. 11925 46. 06968 +0. 11721 
14 46. 24387 -0. 11721 47. 14429 -U. 11527 49. 22854 -0. 11343 
15 .49. 39150 +0. 11343 50. 89611 +0. 11167 52. 38531 +0. 10999 
16 52. 53840 -υ, 10999 54, 04673 -9. 10838 55. 54035 -0. 10685 
17 54. 68470 +0. 10685 57. 19635 +0. 10537 58. 69393 +0. 10396 
8 58, 83049 -0. 10396 60. 34513 -0. 10260 6], 84628 -0. 10129 
9 61. 97586 +0. 10129 63. 49320 +0. 10003 64. 99759 +0. 09882 
20 65. 12086 -0. 09882 66. 64065 -0. 09765 68. 14799 -0. 09652 
8 36, ε Υοίνο, 8) 37, з У? (57, в) 1/8} У’з(ув, 5) 
1 7. 83774 40,23429 8. 91961 +0. 21556 9. 99463 +0, 20027 
2 11. 81104 -0. 21591 13. 00771 -0. 20352 — 14. 19036 ~0. 19289 
3 15. 31362 40; 19571 16. 57392 +0: 18672 1781789 +0. 17880 
4 18. 67070 -0. 17975 19. 97434 -0. 17283 2126093 -0. 16662 
5 21. 95829 +0. 16703 23. 29397 +0.16148 = 24. 61258 +0. 15643 
6 25. 20621 -0. 15664 26. 56676 -0.152066 27.91052 -0. 14785 
7 28. 42904 +0. 14796 29. 80953 +0: 14409 — 31.17370 +0. 14051 
8 31. 63488 -0. 14058 33. 03177 -0. 13725° 34: 41286 -0. 13415 
9 34. 82864 +0. 13419 36.23927,  +0.13130 37 63465 +0. 12857 
10 38. 01347 -0. 12860 3943579 -0. 12605 20. 84342 ~0, 12364 
11 41.19152 +0.12366 42. 62391 +0.12138 44, 04215 +0. 11923 
12 44, 36427 -0. 11924 45. 80544 -0. 11720 41723298 =0, 11526 
13 47. 53282 +0. 11527 48. 981 71 +0. 11342 50417466 — +0. 11166 
14 50. 69796 -0. 11167 52. 15369 -0.10999 — 53. 59675 -0. 10838 
15 53. 86031 +0. 10838 55. 32215 +0.10684 — 56. 77177 +0. 10537 
16 57. 02034 -0. 10537 58. 48767 -0.103% = 59: 94319 -0. 10260 
17 60. 17842 +0. 10260 61. 65071 +0. 10129 63. 11158. +0. 10003 
18 63. 33485 -0- 10003 64. 81164 -0. 09882 —66.27738 -0. 09765 
19 66. 48986 +0. 09765 67. 97075 +0. 09652 69. 44095 +0. 09543 
20 69. 64364 -0, 09543 71. 12830 -0. 09438 72. 60259 -0. 09336 
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Таблица 9.5. Нули и связанные с ними значения функций Бесселя и их производных 


8 70, з «οί. ο, г) т, а Л! (71,3) 32,4 J2(j’2,s) 

1 0.00000 00000. +1.00000 00000 1.84118 — +0.58187 3.05424 «0.48650 
2 3.83170 59702 -0.40275 93957 5.33144 -0.34613 6.70613 -0,31353 
3 7.01558 66698  +0.30011 57525 — 8.53632 «0.27330 9.96947 «υ,25474 
4. 10.17346 81351 -0.24970 48771 11.70600 -0.23330: 13.17037 -0,22088 
5 13,32369 19363 +0.21835 94072 14.86359 +0.20701 — 16.34752 +0,19794 
6 16.47063 00509° -0.19646 53715 18.01553 -0.18802  19.51291 -0.18101 
7. 19.61585 85105 «0.18006 33753 21.16437 +0.17346 22.67158  +0.16784 
8  22.76008 43806 -0,16718 46005 — 24.31133  -0.16184 25,82604 -0.15720 
9 25.90267 20876 +0.15672 49863 27.45705 +0,15228 — 28.97767 +0.14836 
10 29,04682 85349  -0.14801 11100 30.60192 -0.14424 — 32.12733 -0.14088 
11 32.18967 99110 «0.14060 57982 33.74618 — +0.13736 35.27554  +0.13443 
12 35,33230 75501 -0,13421 12403  36.88999  -0.13137 38.42265 -0.12879 
13 38.47476 62348  +0.12861 66221 Δ40.03344. +0.12611 41.56893 40,12381 
14 41.61709 42128 -0.12366 79608 `43.17663 -0.12143 44.71455 -0,11937 
15  44.75931 89977  +0.11924 98120 46.31960 +0.11724 — 47.85964 — +0.11537 
16 47.90146 08872 -0.11527 36941 49.46239 -0.11345 51.00430. -0.11176 
17 51.04353 51836  +0,11167 04969 52.60504 +0.11001 Ὦ54,14860 +0.10846 
18 54.18555 36411 -0,10838 53489 55,7475Τ -0.10687 57.29260 -0.10544 
19 57.32752 54379  +0.10537 40554 58,.89000 +0.10397 60.43635 — +0.10266 
20 60.46945 78453  -0.10260 05671  62.03235 -0.10131  63.57989  -0,10008 
8 Тз,з (73, s) J4,s -74(7'4,з) 7 5, ε J5(J'5, s) 
1 4.20119 +0.43439 5.31755 +0.39965 6.41562 +0.37409 
2 8.01524 -0.29116 9.28240 0.27438 10.51986 0.26109 
3 11.34592 +0.24074 12.68191 .+0.22959 13.98719 +0.22039 
4 14.58585 0.21097 15.96411 -0.20276 17.31284 0.19580 
5 17.78875 +0.19042 19.19603 +0.18403 20.57551 +0.17849 
6 20.97248 -0.17505 22.40103 9.16988 23.80358 -0.16533 
7 24.14490 +0.16295' 25.58976 +0.15866 27.01031, +0.15482 
8 27.31006 0.15310 28.76784 0.14945 30.20285 0.14616 
9 30.47027 +0.14487 31.93854 +0.14171 33.38544 +0.13885 
10 33.62695 -0.13784 3510392 -0.13509 36.56078 -0.13256 
11 36.78102 +0.13176 38.26532 +0.12932 39.73064 +0.12707 
12 39.93311 -0.12643 41.42367 0.12425 42.89627 0.12223 
13 43.08365 +0;12169 44.57962 +0.11973 46.05857 +0.11790 
14 46.23297 0.11746 47.73367 -0.11568 49.21817 -0.11402 
15 49.38130 +0.11364 50.88616 +0.11202 52.37559 +0.11049 
16 52.52882 0.11017 54.03737 -0.10868 55 53120 -0.10728 
17 5567567 +0.10700 57.18752 +0.10563 58.68528 +0.10434 
18 58.82195 0.10409 50.33677 -0.10283 61.83809 0.10163 
19 61.96775 +0.10141 63.48526 40.10023 64.98980 +0.09912 
20 65.11315 -0.09893 66.63309 -0.09783 68.14057 -0.09678 
5 78, ε J6(7'6, s) 71,3 J7(7’7, 5) J 8,5 (78, ο) 
1 7.50127 +0.35414 _ 8.57784 +0.33793 9.64742 +0.32438. 
2 11.73494 -0.25017 12.93239 -0.24096 14.11552 -0.23303 
3 15.26818 +0.21261 16.52937 +0,20588. 17.77401. +0.19998 
4 18.63744 0.18978 19.94185 0.18449 21.22906 -0.17979 
5 21.93172 +0.17363 23.26805 +0.16929 24.58720 +0.16539 
6 25.18393 -0.16127 26.54503 -0.15762 27.88927 0.15431 
7 28.40978 +0.15137 29.79075 +0.14823 31.15533 +0.14537 
8 31.61788 -0.14317 33.015]8 0.14044 34.39663 0.13792 
9 34.81339 +0.13623 36.22438 +0.13381 37.62008 +0.13158 
10 37.99964 0.13024 39.42227 -0.12808 40.83018 -0.12608 
11 41.17885 +6.12499 42.61152 +0.12305 44.03001 +0.12124 
12 Δ4.35258 -0.12035 45.79400 0.11859 47.22176 -0.11695 
13 Δ7.52196 +0.11620 48.97107 +0.11460 50.40702 +0.11309 
14 50.68782 0.11246 52.14375 0.11099 53.58700 -0.10960 
15 53.85079 +0.10906 55.31282 +0.10771 56.76260 +0.10643 
16 57.01138 -0.10596 58.47887 -0.10471 59.93454 -0.10352 
17 60.16995 +0.10311 61.64239 +0.10195 63.10340 «0.10084 
18 63.32681 -0.10049 64.80374 -0.09940 66.26961 -0.09837 
19 66.48221 +0.09805 67.96324 +0.09704 69.43356 +0.09607 
‚20 69,63635 -0.09579 71.12113 -0,99484 72.59554 -0,09393 
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Таблица 9.5. Нули и связанные с ними значения функций Бесселя и их производных 


— 
ο -οοοὐ-.σ' URPUWUNE & 


y'0, 8 


2.19714 
5.42968 
8.59600 
11.74915 
14.89744 


18.04340 
21.18806 
24.33194 
27.47529 
30.61828 


33.76101 
36.90355 
40.04594 
43.18821 
46.33039 


49.47250 
52.61455 
55.75654 
58.89849 
62.0404: 


Yo(y'o, ο) 


+9.52078 
0.34031 
+0.27145 
-0.23246 
+0.20654 


+0.17326 


641 
805 


604 


-0.16170 163 


+0.15218 
-0.14416 


+0.13729 
-0.13132 
+0.12606 
-0.12139 


+0.11721 : 


-0.11342 
+0.10999 
-0.10684 
+0.10395 
-0.10129 


Ν΄ 3, 8 
6.25363 
9.69879 

12.97241 
16.19045 
19.38239 


22.55979 
25.72821 
28.89068 
32.04898 
35.20427 


38.35728 
41.50855 
44.65845 
47.80725 
50.95515 


54.10232 
57.24887 
60.39491 
63.54050 
66.68571 


У 6, 6. 
9.81480 
13.53281 
16.96553 
20.29129 
23.56186 


26.79950 
30.01567 
33.21697 


36.40752 


39.59002 


42.76632 
45.93775 
49.10528 
52.26963 
55.43136 


58.59089 
61.74857 
64.90468 
68.05943 
71,21201 


У. (у 3, 5) | 


+0.33660 
-0.26195 
+0.22428 
-0.19987 
+0.18223 


0.16867 
+0.15779 
0.14881. 
+0.14122 
-0.13470 


+0.12901 
-0.12399 
+0.11952 
-0.11550 
+0.11186 


0.10855 
+0.10552 
-0.10273 
+0.10015. 
-0.09775 


Το(γ΄ο, в) 
+0.28339 
+0.20007 
-0.18111 
+0.16708 


0.15607 
+0.14709 
0.13957 
+0.13313 
0.12753 


+0.12260 
0.11822 
+0.11428 
-0.11072 
+0.10748 


-0.10451 
+0.10177 
-0.09925 
+0.09690 
-0,0947} 


У 1,3 
3.68302 
6.94150 

10.12340 
13.28576 
16.44006 


19.59024 
22.73803 
25.88431 
29.02958 
32.17412 


35.31813 
38.46175 
41.60507 
44.74814 
47.891.01 


51.03373 
54.17632 
57.31880 
64.46118 
63.60349 


У! (ут, s) 
+0.41673 
-0.30317 
+0.25091 
0.21897 
+0.19683 


-0.18030 
+0.16735 
-0.15684 
+0.14810 
-0.14067 


+0.13427 
-0.12866 
+0.12370 
-0.11928 
+0.11530 


0.11169 
+0.10840 
0.10539 
+0,10261 
-0.10005 


γ΄2, 8 
5.00258 
8.35072 

11.57420 
14.76091 
17.93129 


21.09289 
24.24923 
27.40215 
30.55271 
33.70159 


36.84921 
39.99589 
43.14182 
46.28716 
49.43202 


52.57649 
55.72063 
58.86450 
62.00814 
65.15159 


Yy 4, 8 
7.46492 
11.00517 
14.33172 
17.58444 
20.80106 


23.99700 
27.17989 
30.35396 
33.52180 
36.68505 


39.84483 
43.00191 
46.15686 
49.31009 
52.46191 


55.61257 
58.76225 
61.91110 
65.05925 
68.20679 


¥ 7,8 
10.96515 
14.76569 
18.25012 
21.61275 
24.91131 


28.17105 
31.40518 
34.62140 
37.82455 
41.01785 


44.20351 
47.38314 
50.55791. 
53.72870 
56.89619 


60.06092 
63.22331 
66.38370 
69.54237 
72.69999 


Ya(y'4, s) 
+0.31432 
-0.24851 
+0.21481 
0.19267 
+0.17651 


-0.16397 
+0.15384 
0.14543 
+0.13828 
-0.13211 


+0.12671 
-0.12193 
+0.11765 
-0.11380 
+0.11031 


.-0.10712 


+0.10420 
0.10151 
+0.09901 
-0.09669 


Y7(y7,s) 
+0.27194 
0.22077 
+0.19414 
-0.17634 
+0.16311 


0.15269 
+0.14417 
0.13700 
+0.13085 
-0.12549 


+0.12076 
0.11654 
+0.11275 
0.10931 
+0.10618 


0.10330 
+0.10065 
-0.09820 
+0.09592 
-0,09379 


y's, 8 
8.64956 
12.28087 
15.66080 
18.94974 
22.19284 


25.40907 
28.60804 
31.79520 
34.97389 
38.14631 


41.31392 
44.47779 
47.63867 
50.79713 
53.95360 


57.10841 
60.26183 
63.41407 
66.56530 
69.71565 


У 8, $ 
12.10364 
15.98284 
19.51773 
22.91696 
26.24370 


29.52596 
32.77857 
36.01026 
39.22658 
42.43122 


45.62678 
48.81512 
51.99761 
55.17529 
58.34899 


61.51933 
64.68681 
67.85185 
71.01478 
74.17587 


У. 2(9 2, 5) 
+0.36766 
-0.27928 
+0.23594 
-0.20845 
+0.18890 


-0.17405 
+0.16225 
+0.14448 
-0.13754 


+0.13152 
-0.12623 
+0.12153 
-0.11732 
+0.11352 


0.11007 
+0.10692 
0.10402 
+0.10135 
-0.09887 


Υ»(ψ΄5, в) 


+0.29718 
-0.23763 
+0.20687 
-0.18650 
+0.17151 


-0.15980 
+0.15030 
-0.14236 
+0.13559 
-0.12973 


+0.12458 
-0.12001 
+0.11591 
-0.11221 
+0.10885 


-0.10578 
+0.10295 
-0.10035 
+0.09793 
-0.09568 


Уз(у 8, ο) 
+0.26220 
-0.21402 
+0.18891 
-0.17207 
+0.15953 


-0.14962 
+0.14149 
0.13463 
+0.12874 
0.12359 


+0.11904 
0.11497 
+0.11131 
0.10798 
+0.10494 


0.10216 
+0.09958 
-0.09720 
+0.09498 
-0.0929} 
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ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ (1..2) 


Таблица 9.6. Функции Бесселя Jo(jo,s x) 


Jol 70 12) 


1.00000 
0. 99942 
0. 99769 
0. 99480 
0. 99077 


0. 98559 
0. 97929 
0: 97186 
0. 96333 
0. 95370 


0. 94300 
0. 93124 
0. 91844 
0. 90463 
0. 88982 


0. 87405 
0. 85734 
0. 83972 
0. 82122 
0. 80187 


0. 78171 
0. 76077 
0. 73908 
0. 71669 
0. 69362 


0.66993 
0. 64565 
0. 62081 
0. 59547 
0. 56967 


0. 54345 
0. 51685 
0. 48992 
0. 46270 
0. 43524 


0. 40758 
0. 37977 
0. 35186 
0. 22389 
0. 29591 


0. 26796 
0. 24009 
0. 21234 
0. 18476 
0. 15739 


0. 13027 
0. 10346 
0. 07698 
0. 05089 
0. 02521 


0. 00000 


[νη 


Ло( 7ο 52) 


1.00000 
0. 99696 
`0. 98785 
0. 97276 
0. 95184 


0. 92526 
0. 89328 
0. 85617 
0. 81429 
0. 76800 


0. 71773 
0. 66392 
0. 60706 
0. 54766 
0. 48623 


0. 42333 
0. 35950 
0. 29529 
0. 23126 
0. 16795 


0. 10590 
+0. 04562 
-0. 01240 
-0. 06769 
-0. 11983 


-0. 16840 
-0. 21306 
-0. 25349 
-0. 28941 
-0. 32062 


-0. 34692 
-0. 36821 
-0. 38441 
-0,. 39551 
-0. 40152 


-0, 40255 
-0. 39871 
-0. 39019 
-0. 37721 
-0. 36003 


-0. 33896 
-0. 31433 
-0, 28652 
-0, 25591 
-0. 22293 


-0. 18800 
-0. 15157 
-0.11411 
-0. 07605 
-0. 03787 


0. 00000 


fa 
=e 1 a 


Tl Ло. 
1. 00000 
0. 99253 
0. 97027 
0. 93373 
0. 88372 


0. 82136 
0. 74804 
0. 66537 
. 57518 
47943 


. 38020 
.27960 
‚21946 
+0. 08277 
-0. 00942 


-0. 09498 


ооо oo 


-0. 17226. 


-0. 23986 
-0. 29664 
-0. 34171 


-0. 37453 
-0. 39482 
-0. 40264 
-0. 39835 
-0. 38259 


-0, 35628 
-0. 32056 
0. 27678 
-0, 22648 
-0.17130 


-0. 11295 
-0. 05320 
+0. 00622 


0. 06363 


0. 11745 


0. 16625 
0. 20878 
0. 24399 
0. 27107 
0. 28945 


0. 29882 
6 29915 
0. 29063 
Ὁ. 27374 
0..24914 


0. 21774 
0. 18059 
0, 13891 
0. 09399 
0. 04722 


0. 00000 


(= 32 
ми 


Tal Ло 


1. 00000 
0. 98614 
0. 94515 
0. 87872 
0. 78961 


0. 68146 
0. 55871 
0. 42632 
0. 28958 
0. 15386 


+0. 02438 
-0. 09404 
-0. 19716 
-0. 28155 
-0. 34466 


-0. 38498 
-0, 40207 
-0. 39653 
-0, 36998 
-0. 32493 


-0. 26467 
-0. 19304 
-0. 11431 
-0. 03289 
+0. 04684 


0.12078 
0.18527 
0. 23725 
0. 27445 
0: 29541 


0, 29959 
0. 28731 
0. 25977 
0. 21892 
0. 16735 


0. 10814 
+0. 04470 
-0. 01945 
-0. 08082 
-0. 13618 


-0. 18270 
-0. 21808 
-0. 24067 
-0. 24957 
-0.:24461 


“0. 22637 


-0, 19613 
-0. 15580 
-0. 10779 
-0. 05486 


0. 00000 


ВЕ 


ОИСИ 


SA о -ᾱ' 


1.00000 
0. 97783 
0. 91280 
0. 80920 
0. 67388 


0. 51568 
0. 24481 
0. 17211 
+0. 00827 
-0. 13693 


-0. 25533 
-0. 34090 
-0. 39013 
-0. 40225 
-0. 37917 


-0. 32527 
-~0. 24698 
-0, 15223 
-0. 04980 
+0. 05137 


0. 14293 
0. 21767 
0. 27011 
0. 29684 
0. 29671 


0. 27086 
Ц, 22292 
0. 15667 
+0. 07960 
-0. 00168 


-0. 08007 
-0. 14891 
-0. 20259 
-0. 23697 
-0. 24965 


-0. 24019 
-0. 21003 
-0. 16237 
-0.10179 
-0. 03389 


+0. 03525 
0. 09960 
0. 15369 
0.19206 
0. 21464 


0. 21694 
0. 20021 
0. 16630 
0. 11854 
0. 06138 


0. 00000 


(—3)5 
Г № 
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Таблица 9.7. Нули некоторых выражений, содержащих функции Бесселя 


Нули Функции 1. (х) — ХЛо(х) 


ΓΕ 2 3 4 

0. 00 0. 0000 3. 8317 7. 0156 10. 1735 
0. 02 0. 1995 3. 8369 7. 0184 10. 1754 
0. 04 0. 2814 3. 8421 7. 0213 10. 1774 
0. 06 0. 3438 3. 8473 7. 0241 10.1794 
0. 08 0. 3960 3. 8525 7. 0270 10. 1813 
0.10 -0. 4417 3.8577 7. 0298 10. 1833 
0. 20 0.6170 3, 8835 7. 0440 10.1931 
0. 40 0. 8516 3.9344 7. 0723 10. 2127 
0. 60 1. 0184 3.9841 7.1004 10. 2322 
0. 80 1.1490 4. 0325 7. 1282 10. 2516 
1.00 1.2558 4. 0795 1.1558 10. 2710 
A—1\8 1 2 3 4 
1.00 1.2558 4. 0795 7. 1558 10, 2710 
0. 80 1. 3659 4. 1361 7. 1898 10. 2950 
0. 60 1. 5095 4.2249 7. 2453 10.3346 
0. 40 1. 7060 4. 3818 7.3508 10.4118 
0. 20 1.9898 4. 7131 7. 6177 10.6223 
0.10 2.1795 5. 0332 7. 9569 10, 9363 
0.08 2.2218 Sate 8. 0624 11. 0477 
0. 06 2.2656 5. 2085 8. 1852 11.1864 
0. 04 2. 3108 5. 3068 8. 3262 Et, 3075 
0. 02 2. 3572 5. 4112 8. 4840 11.5621 
0. 00 2. 4048 5. 5201 8. 6537 Li; 1915 

Нули функции J) (2) --λχιυοία) 
Х\8 1 2 3 4 
0.5 0. 0000 5. 1356 8. 4172 11.6198 
0.6. 1.1231 5. 2008 8.4569 11.6486 
0.7 1.4417 5.2476 8. 4853 11. 6691 
0. 8 1.6275 5.2826 8. 5066 11, 6845 
0, 9 1.7517 5. 3098 8.5231 11. 6964 
1.0 1.8412 5. 3314 8. 5363 11.7060 
Х- 1\8 1 2 3 4 
1.00 1. 8412 5, 3314 8, 5363 11.7060 
0. 80 1.9844 5. 3702 8. 5500 tig tte 
0. 60 2.1092 5. 4085 8. 5836 11, 7404 © 
0. 40 2.2192 5. 4463 8. 6072 11.7575 
0. 20 2. 3171 5. 4835 8. 6305 11, 7745 
0.10 2. 3621 5.5019 8. 6421 11.7830 
0. 08 2. 3709 5. 5055 8. 6445 11.7847 
0. 06 2. 3795 5.5092 8. 6468 11. 7864 
0. 04 2. 3880 5. 5128 8. 6491 11, 7881 
0. 02 2, 3965 5. 5165 8. 6514 11, 7898 
0. 00 2. 4048 5. 5201 8. 6537 LL, 2912 


<A) — целое число, ближайшее x A, 


5 
13. 3237 
13. 3252 
13. 3267 
13. 3282 
13. 3297 
13, 3342 
13, 3387 
13. 3537 
13. 3686 
13. 3835 
13. 3984 
5 <A> 
13. 3984 1 
13. 4169 1 
13. 4476 a 
13. 5079 3 
13. 6786 5 
13.9580 10 
14. 0666 13 
14.2100 17 
14. 3996 25 
14. 6433 50 
14, 9309 со 
5 
14. 7960 
14. 8185 
14. 8346 
14. 8467 
14. 8561 
14. 8636 
5" «ἜΝ» 
14, 8636 1 
14. 8771 1 
14, 8906 2 
14. 9041 3 
14. 9175 5 
14. 9242 10 
14.9256 13 
14, 9269 17 
14, 9282 25 
14, 9296 50 
14, 9309 " 


ATs 
0. 80 
0. 60 
0. 40 
0. 20 


0. 10 
0. 08 
0. 06 
0. 04 
0. 02 
0. 00 


λ-Ἆς 


1 


12. 55847 
4. 69706 
2. 07322 
0. 76319 


0. 33139 
0. 25732 
0. 18699 
0. 12038 
0. 05768 
0, 00000 


1 


12. 59004 


4. 75805 
2.15647 
0. 84714 


0. 39409 
|} 97% 
Q, 23235 
0.15400 
0.07672 
0, 00000 


I 


6. 56973 
2. 60328 
1.24266 
0. 51472 


0. 24481 
0. 19461 
0. 14523 
0. 09647 
0. 04813 
0. 00000 


НУЛИ НЕКОТОРЫХ ВЫРАЖЕНИЙ 


Бул Функции „То (х) Yo(ar)—Yo@) Ло (λα) 


031 
410 9.41690 
886 4.17730 
127 1.55710 
387 — 0.68576 
649 — 0.53485 
458 — 0.39079 
‘637 — 0.25340 
450 0.12272 
000 — 0.00000 
Пули функции 
172 
151 25,14465 
426 9, 44837. 
249 — 4.22309 
961 — 1.61108 
416 — 0.73306 
576 0.57816 
256 0.42843 
729-0. 28296 
788 0.14062 
000 — 0.00000 


2 
25. 12877 


3 
37. 69646 
14.13189 
6.27557 
2. 34641 


1.03774 
0. 81055 
0. 59334 
0. 38570 
0. 18751 
0. 00000 


3 
37. 70706 


14, 15300: 


6. 30658 
2. 20538 


1. 07483 
0. 84552 
0. 62483 
0. 41157 
0. 20409 
0. 00000 


4 


50. 26349 
18. 84558 


8. 27167 
3.13403 


1, 38864 
1.08536 
О. 79522 
0. 51759 
0. 25214 
0. 00000 


εἶ τ (x) у, (^х) -- ΥἹ (т) ΛΗ (λα) 


4 


50. 27145 
18. 86146 
8. 39528 ᾿ 


3.16421 


1. 41886 
1.11437 
0. 82207 
0. 54044 
0. 26752 
0.00000 


Пули Функции Ли (x) Хо (^х)— Yi (x) Jo(ax) 


310 
138 


602 
209 
000 


2 


18. 94971 


7. 16213 
3.22655 
1.24657 


0. 57258 
0. 45251 
0; 33597 


0. 22226 © 


0. 11059 
0.00000 


<A> — целое число, ближайшее Κλ, 


3 
31. 47626 
11, 83783 
5. 28885 
2. 00959 


0.90956 
0. 71635 
0. 52005 
0. 34957 
0.17353 
0.00000 


4 


44, 02544 
16. 53413 


7. 36856 
2. 78326 


1; 25099 
0. 98327 
0. 72594 
0. 47768 
0. 23666 
0, 00000 


Таблица 9.7. Нули некоторых выражений, содержащих функции Бесселя 


62. 83026 
23. 55876 
10. 46723 


3.92084 


1. 73896 
1. 35969 
0. 99673 
0. 64923 
0. 31666 
0. 09000 


5 


62. 82662 
23. 57148 
10. 48619 


3. 94541 


1. 76433 
1.28440 
1.02001 
0. 66961 
0. 23097 
0. 00000 


9 


56. 58224 
ат 


9. 45462 
3. 96157 


1. 59489 
1.25203 
0. 92301 
0. 60634 
0. 29991 
0, 00000 
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Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, 1 и 2 


‘2 е—=]о (5) е—=1Г (x) α--2 (x) 

0.0 1.00000 00000 0.00000 00000 0.12500 00000 
в 0. 90710 09258 0. 04529 84468 0. 12510 41992 
0.2 0. 82693 85516. 0. 08228 31235 0. 12541 71878 
0.3 0. 75758 06252 0. 11237 75606 0.12594 01407 
0. 4 0. 69740 21706 0.13676 32243 0.12667 50222 
0. 5 0. 64503 52704 0. 15642 08032 0.12762 45967 
0. 6 0. 59932 72031 0. 17216 44195 0. 12879 24416 
0.7 0. 55930 55265 0. 18466 99828 0. 13018 29658 
0. 8 - 0.52414 89419 0. 19449 86934 0.13180 14318 
0. 9 0. 49316 29661 0. 20211 65309 0. 13365 29819 
1.0 0. 46575 96076 0. 20791 04154 0.13574 76698 
+ 0. 44144 03775 0. 21220 16132 0.13809 04952 
Lae 0.41978 20789 0.21525 68594 0.14069 14455 
) ee 0.40042 49127 0.21729 75878 0.14356 05405 
1.4 0. 38306 25154 0. 21850 75924 0. 14670 88837 
1... 0. 36743 36091 0. 21903 93874 0.15014 87192 
Το 0. 35331 49977 0. 21901 94899 0.15389 34944 
1. 0. 24051 56880 0721855 28066 0.15795 79288 
1.8 0. 22887 19497 0. 21772 62788 0. 16235 80900 
1. 0. 31824 31629 0. 21661 19112 0.16711 14772 
2.0 0. 30850 83226 0. 21526 92892 0. 17223 71119 
2.1. 0. 29956 30945 0. 21374 76721 0.17775 56370 
2.2 0.29131 73331 0. 21208 77327 0. 18268 94251 
а. 0. 28369 29857 0. 21032 30051 0.19006 26964 
2.4 0. 27662 23231 0. 20848 10887 0. 19690 16460 
τ 0, 27004 64416 0. 20658 46495 0. 20423 45837 
2, 6 0. 26391 39959 0. 20465 22543 0. 21209 20841 
2. 7 0. 25818 01236 0. 20269 90640 0.22050 71509 
2. 8 0, 25280 55337 0.20073 74113 0.22951 53938 
2.9 0. 24775 57305 0.19877 72816 0.23915 52213 
3.0 0.24300 03542 0.19682 67133 0.24946 80490 
a. 4 0.23851 26187 0.19489 21309 0. 26049 85252 
3. 2 0. 23426 88317 0. 19297 86229 0. 27229 47757 
3.3 0.23024 79845 0.19109 01728 0.28490 86686 
3.4 0.22643 14012 0.18922 98512 0.29839 61010 
a9 0.22280 24380 0.18739 99766 0. 31281 73100 
3. 6 0. 21934 62245 0. 18560 22484 0. 32823 72078 
3.7 0.21604 94417 0.18383 78580 0. 34472 57467 
3. 8 0. 21290 01308 0. 18210 75811 0. 26235 83128 
3.9 0. 20988 75279 0, 18041 18543 0. 28121 61528 
4, 0 0. 20700 19212 0.17875 08395 0.40138 68359 
4.1 0. 20423 45273 0. 17712 44761 0. 42296 47539 
4.2 0. 20157 73841 0. 17553 25261 0.44605 16629 
4.3 0. 19902 32571 0. 17397 46090 0. 47075 72701 
4. 4 0. 19656 55589 0. 17245 02337 0. 49719 98689 
4.5 0. 19419 82776 0. 17095 88223 0. 52550 70272 
4. 6 0. 19191. 59152 0, 16949 97312 0. 55581 63319 
4.7 0. 18971 34329 0. 16807 22681 0. 58827 61978 
4.8 0. 18758 62042 0.16667 57058 0.62304 67409 
4.9 0.18552 99721 0.16530 92936 0.66030 07270 
5. 9. 0. 18254 08126 0. 16397 22669 0. 70022 45988 

9 9 СЭ [С 
9 9 7 


2n 


sf 


Inti («)=— In (т) +Ln—1 (т) 
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Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, 1 и 2 


1; ος Κρ (1) et K, (2) 

0.0 со τ в 

0. 1 2. 68232 61023 ~~ 10. 89018 2683 
0. 2 2.14075 73233 5.83338 6037 
0. 3 1, 85262 73007 поз fp £2515 1162 
0.4 1.66268 20891 3.25867 3880 
0.5 1.52410 93857 2.73100 97082 
0.6 1.41673 76214 2.37392 00376 
0.7 1.33012 36562 2.11501 13128 
0. в 1.25820 31216 1.91793 02996 
0.9 1.19716 33803 1.76238 82197 
1.0 1.14446 30797 1, 62615 34863 
τ... 1. 09833 02828 1.53140 37541 
oe 1.05748 45322 1.44289 75522 
1.3 1.02097 31613 1.36698 72841 
1.4 0.98806 99961 1.30105 37400 
; Ἠδ- 0. 9582] 00533 1.24316 58736 
1.6 0. 93094 59808 1.19186 75654 
1. 0. 905991 81386 1.14603 92462 
1.8 0. 88283 35270 1.10480 53726 
αν Ἡ 0. 86145 06168 | 1.06747 09298 
2.0 0. 84156 82151 1.03347 68471 
‚№ | 0. 82301 71525 1.00236 80527 
г. ἃ 0. 80565 39812 0. 97377 01679 
2.3 0. 78935 61312 0. 94737 22250 
2.4 0. 77401 81407 0. 92291 36650 
μα. 3 0. 75954 86903 0. 90017 44239 
2.6 0. 74586 82430 0. 87896 72805 
ΓΝ ἢὶ 0, 73290 71515 0. 85913 18867 
2.8 0. 72060 41251 0. 84053 00604 
г. т 0. 70890 49774 0. 82304 20403 
3.0 0. 69776 15980 0. 89656 34800 
ae 0. 68713 11010 0. 79100 30157 
5 0. 67697. 51139 0. 77628 02824 
3.3 0. 66725 91831 0. 75232 42864 
3. 4 0. 65795 22725 0. 74907 20613 
5 0. 64902 63377 0. 73646 75480 
3.6 0. 64045 59647 0. 72446 06608 
З57 0. 63221 80591 0. 71300 65010 
3.8 0. 62429 15812 0. 70206 46931 
3.9 0. 61665 73147 0. 69159 88206 
4. 0 0. 60929 76693 9. 68157 59452 
4. 1 0.60219 65064 0. 67196 41952 
4.2 0. 59533 89889 0. 66274 24110 
4. 3 0. 58871 14486 0. 65387 93395 
4. 4 0. 58230 12704 0. 64535 58689 
4.5 0. 57609 67897 0.63714 97988 
4. 6 0. 57008 .72022 0.62924 26383 
4.7 0. 56426 24840 0. 62161 69312 
4. 8 0. 55861 33194 0. 61425 66003 
4. 9 0. 55313-10297 0. 60714 68131 
5, 0 0, 54780 75643 0. 60027 38587 


Г = Kx (0) То 


> 9SS9909 SS99990 SOOCH ннннн нныннын Bee Bee 
e e e » » О e 5 ` we 


м 


0. 27842 
0. 25908 
0. 24096 
0. 22399 
0. 20813 


0. 19329 
0. 17944 
0.16651 
0. 15445 
0. 14320 


0, 13272 


. 00000 
. 99503 
. 98049 
‚ ISTEL 
92580 


. 88754 
84330 
79405 
. 74067 
68401 


. 62483 
56385 
50167 
. 43886 
37590 


156: 
‚25119 
19011 
13026 
07184 


. 01503 
95999 
90680 
85556 
‚ 80633 


~ I S912 
71396 
. 67085 
‚ 62977 
59070 


‚99359 
- 51840 
. 48508 
45358 
. 42382 


‚39576 
‚36931 
. 34443 
0. 32103 
0. 29905 


x? Κὐ(α) 


5888 
9881 


3688 


2808 


ры 
мы 


0000 
9646 
717 
6625 
8202 


1681 
2762 
1992 


8899 
0953 
3576 
2011 
4446 


i BA 
2681 
6819 
0897 
2567 


9018 
1226 
7952 
9487 
1113 


6289 
9565 
9227 
9698 


4126 
5885 
7306 
1550 
7789 


2241 
9074 
1194 
0914 
0529 


1398 
1165 
8474 
1411 


9963 
6150 
4127 
0249 
3147 
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Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


% ε-:[ϱ(α) е-=[1(т) е-=[2(т) 
5. 0 0.18354 08126 0.16397 22669 0. 11795 1906 
5.1 0. 18161 51021 0. 16266 38546 0. 11782 5355 
52 0.17974 94883 0.16138 32850 0.11767 8994 
5.3 0.17794 08646 0.16012 97913 0.11751 4528 
5.4 0.17618 63475 0.15890 26150 0.11733 3527 
5.5 0.17448 32564 0.15770 10090 0.11713 7435 
5,6 0.17282 90951 0.15652 42405 0.11692 7581 
«ΜΙ 0. 17122 15362 0. 15537 15922 0. 11670 5188 
5. 8 0. 16965 84061 0.15424 23641 _ 0.11647 1384 
5.9 0. 16813 76726 0.15313 58742 0. 11622 7207 
6. 0 0.16665 74327 0.15205 14593 0.11597 3613 
6. 1 0. 16521 59021 0. 15098 84754 0.11571 1484 
6. 2 0.16381 14064 0.14994 62978 0. 11544 1633 
6. 3 0. 16244 23718 0.14892 43212 0.11516 4809 
6. 4 0.16110 73175 0.14792 19595 0. 11488 1705 
6.5 0. 15980 48490 0.14693 86457 0. 11459 2958 
6. 6 0. 15853 36513 0.14597 38314 0.11429 9157 
6. 7 0. 15729 24831 0. 14502 69866 0.11400 0845 
6. 8 0. 15608 01720 0.14409 75991 0. 11369 8525 
6. 9 0. 15489 56090 0. 14318 51745 0, 11339 2660 
7.0 0.15373 77447 0. 14228 92347 0.11308 3678 
т. а 0. 15260 55844 0. 14140 93186 0. 11277 1974 
Το. 0. 15149 81855 0.14054 49809 0. 11245 7913 
ao 0.15041 46530 0.13969 57915 0. 11214 1833 
7.4 0.14935 41371 0.13886 13353 0.11182 4046 
7.5 0. 14831 58301 0.13804 12115 0. 11150 4846 
7.6 0. 14729 89636 0.13723 50333 0. 11118 4481 
7.7 0. 14630 28062 0.13644 24270 0.11086 3215 
7.8 0. 14532 66611 0.13566 30318 0.11054 1268 
7.9 0. 14436 98642 0.13489 64995 0.11021 8852 
8. 0 0.14343 17818 6.13414 24933 0.10989 6158 
8. 3 0. 14251 18095 0.13340 06883 0.10957 3368 
8.2 0. 14160 93695 0. 13267 07705 0.10925 0645 
8. 3 0. 14072 39098 0.13195 24362 0.10892 8142 
8. 4 0. 13985 49027 0.13124 53923 0.10860 6000 
8.5 0. 13900 18430 0.13054 93551 0. 10828 4348 
8.6 0. 13816 42474 0. 12986 40505 0.10796 3305 
8.7 0. 13734 16526 0. 12918 92134 0.10764 2983 
8. 8 0. 13653 36147 0. 12852 45873 0. 10732 3481 
8. 9 0. 13573 97082 0. 12786 99242 0. 10700 4894 
9.0 0.13495 95247 0.12722 49839 0. 10668 7305 
9.1 0.13419 26720 0. 12658 95342 0.10637 0796 
9.2 0.13343 87740 0.12596 33501 0.10605 5437 
9.3 0. 13269 74691 0. 12534 62139 0. 10574 1294 
9.4 0. 13196 84094 0. 12473 79145 0. 10542 8428 
9.5 0.13125 12609 0.12413 82477 0. 10511 6893 
9.6 0.13054 57016 0.12354 70154 0. 10480 6740 
9.7 0. 12985 14223 0. 12296 40258 0. 10449 8015 
9.8 0. 12916 81248 0.12238 90929 0.10419 0759 
9.9 0. 12849 55220 0.12182 20364 0, 10388 5010 
0.0 0. 12783 33371 0.12126 26814 0. 10358 0801 

10, ( Г. | [53] [ρα] 
6 : | 
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Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


h a7 


a 


т etKo(z) εἴ Κι(αὶ ег K2(z) 
5.0 0. 54780 75643 0. 60027 38587 0. 78791 711 
2 ie | 0.54263 53519 0.59362 50463 0.77542 949 
Е 0. 53760 73540 0. 58718 86062 0. 76344 913 
сям 0. 53271 69744 0. 58095 36085 0. 75194 475 
5.4 0. 52795 80329 0. 57490 98871 0. 74088 762 
< № 0. 52332 47316 0. 56904 79741 0.73025 427 
5. 6 0. 51881 16252 0. 56335 90393 - 0. 72001 128 
5..7 0. 51441 35938 0. 55783 48348 0. 71014 511 
5, 8 0. 51012 58183 0. 55246 76495 0. 70063 190 
5.9 0. 50594 37583 0. 54725 02639 0. 69145 232 
6. 0 0. 50186 31309 0. 54217 59104 0. 68258 843 
6. 1 0. 49787 98929 0. 53723 82386 0. 67402 358 
6. 2 0. 49399 02237 0. 53243 12833 0. 66574 225 
6.3 0.49019 05093 0.52774 94344 0. 65773 001 
6. 4 0. 48647 73291 0. 52318 74101 0. 64997 339 
6. 5 0. 48284 74413 9. 51374 02336 0. 64245 982 
6. 6 0. 47929 77729 0. 51440 32108 0. 63517 753 
6:7 0. 47582 54066 0. 51017 19097 0. 62811 553 
6. 8 0. 47242 75723 0. 50604 21421 0. 62126 350 
6. 9 0. 46910 16370 0. 50200 99471 0. 61461 177 
7.0 0. 46584 50959 0. 49807 15749 0. 60815 126 
71:1 0. 46265 55657 0. 49422 34737 0. 60187 345 
RZ 0. 45953 07756 0. 49046 22755 0. 59577 030 
re 0. 45646 85618 0. 48678 47842 0. 58983 426 
7. 4 0. 45346 68594 0. 48318 79648 0. 58405 820 
i э 0. 45052 36991 0. 47966 89336 0. 57843 541 
7.6 0. 44763 71996 0. 47622 49486 0. 57295 955 
ый 0. 44480 55636 0. 47285 33995 0. 56762 463 
1.8 0. 44202 70724 0. 46955 18010 0. 56242 497 
7.9 0. 43930 00819 0. 46631 77847 0: 55735: 582 
8.0 0. 43662 30185 0. 16314 90928 0. 55241 029 
8:1 0. 43399 43754 0. 46004 35709 0. 54758 538 
8. 2 0. 43141 27084 0. 45699 91615 0. 54287 592 
8. 3 0. 42887 66329 0. 45401 39001 0. 53827 757 
8. 4 0. 42638 48214 0. 45108 59089 0. 53378 623 
8:5 0. 42393 59993 0. 44821 33915 0. 52939 797 
8.6 0. 42152 89433 0. 44539 46295 0. 52510 909 
8. 7 0. 41916 24781 0. 44262 79775 0. 52091 604 
8. 8 0. 41683 54743 0. 43991 18594 0. 51681 544 
8. 9 0. 41454 68462 0. 43724 47648 0. 51280 410 
9.0 0. 41229 55493 0. 43462 52454 0. 50887 894 
9.1 0. 41008 05783 0. 43205 19116 0. 50503 704 
9, ὁ 0. 40790 09662 0. 42952 34301 0. 50127 562 
ο 0. 40575 57809 0. 42703 85204 0. 49759 202 
9. 4 0. 40364 41245 0. 42459 59520 0. 49398 369 
9. 5 0. 40156 51322 0. 42219 45430 0. 49044 819 
9.6 0. 39951 79693 0. 41983 31565 0. 48698 321 
9:7 0. 39750 18313 0. 41751 06989 0. 48358 651 
9. 8 0. 39551 59416 0. 41522 61179 0. 48025 597 
9.9 0. 39355 95506 0. 41297 84003 0. 47698 953 

10.0 0. 39163 19344 0. 41076 65704 0. 47378 525 


he 
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Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


2 е-2[о(т) е-=[1 (х) е-=[2(5) 
10.0 0. 12783 33371 0. 12126 26814 0. 10358 0801 
10.2 0.12653 91639 0. 12016 64024 0. 10297 7124 
10. 4 0. 12528 35822 0. 11909 89584 0. 10237 9936 
10.6 0. 12406 47082 0. 11805 91273 0. 10178 9401 
10. 8 0. 12288 07840 0. 11704 57564 0. 10120 5644 
11.0 0. 12173 01682 0. 11605 77582 0. 10062 8758 
11.2 0. 12061 13250 0. 11509 41055 0. 10005 8806 
11.4 0.11952 28165 0.11415 38276 0. 09949 5829 
11.6 0.11846 32942 0.11323 60059 0.09893 9845 
11.8 0.11743 14923 0.11233 97710 0. 09839 0853 
12.0 0.11642 62212 0.11146 42993 0.09784 8838 
12.2 0.11544 63616 0.11060 88096 0.09731 3770 
12. 4 0.11449 08594 0.10977 25611 0. 09678 5608 
12.6 0.11355 87206 0.10895 48501 0.09626 4300 
12.8 0.11264 90074 0.10815 50080 0.09574 9787 
13,0 0. 11176 08338 0. 10737 23993 0. 09524 2003 
13.2 0. 11089 33621 0.10660 64190 0. 09474 0874 
13.4 0. 11004 57995 0. 10585 64916 0. 09424 6323 
13, 6 0.10921 73954 0. 10512 20685 0. 09375 8268 
13. 8 0. 10340 74378 0. 10440 26267 0. 09327 6622 
14.0 0.10761 52517 0.10369 76675 0. 09280 1299 
14.2 0. 10684 01959 0. 10300 67148 0. 09233 2208 
14. 4 0. 10608 16613 0.10232 93142 0. 09186 9257 
14.6 0. 10533 90688 0. 10166 50311 0. 09141 2352 
14. 8 0. 10461 18671 0. 10101 34506 0. 09096 1401 
15.0 0.10389 95314 0. 10037 41751 0. 09051 6308 
15.2 0. 10320 15618 0. 09974 68245 0. 09007 6980 
15,4 0. 10251 74813 0. 09913 10348 0. 08964 3321 
15.6 0. 10184 68351 0. 09852 64572 0. 08921 5238 
15.8 0.10118 91887 0.09793 27574 0.08879 2637 
16.0 0. 10054 41273 0. 09734 96147 0. 08837 5426 
16.2 0. 09991 12544 0. 09677 67216 0. 08796 3511 
16. 4 0. 09929 01906 0. 09621 37828 0. 08755 6802 
16. 6 0. 09868 05729 0. 09566 05145 0. 08715 5210 
16. 8 0. 09808 20539 0. 09511 66444 0. 08675 8644 
17.0 0. 09749 43005 0. 09458 19107 0. 08636 7017 
17.2 0. 09691 69938 0. 09405 60614 0. 08598 0242 
17. 4 0. 09634 98277 0. 09353 88542 0. 08559 8235 
17.6 0.09579 25085 0. 09303 00560 0. 08522 0911 
17.8 0. 09524 47546 0. 09252 94423 0. 08484 8188 
18.0 0. 09470 62952 0. 09203 67968 0. 08447 9984 
18. 2 0. 09417 68703 0. 09155 19113 0. 08411 6221 
18. 4 0. 09365 62299 0. 09107 45848 0. 08375 6819 
18.6 0. 09314 41336 0. 09060 46237 0. 08340 1701 
18. 8 0. 09264 03503 0. 09014 18411 0, 08305 0793 
19.0 0. 09214 46572 0. 08968 60569 0. 08270 4020 
19.2 0. 09165 68400 0. 08923 70968 0. 08236 1309 
19.4 0.69117 66923 0.08879 47929 0. 08202 2590 
19.6 0. 09070 40151 0. 08835 89829 0. 08168 7792 
19, 8 0, 09023 86167 0. 08792 95099 0. 08135 6848 
20, 0 0. 08978 03119 0, 08750 62222 0. 08102 9690 


[68°] 


ical 


[5]. 


МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 0, 1 и 2 


Таблица 9.8. Модифицированные функции Бесселя порядков 0, 1 u 2 


еКо(т) 


0. 39163 
0. 38786 
0. 38419 
0. 28063 
0. 37716 


0. 37379 
0. 37051 
0. 26731 
0. 36419 
0. 36115 


0. 35819 
0. 35530 
0. 35247 
0. 34972 
0. 34703 


0. 34439 
0. 34182 
0. 33931 
0. 33684 
0. 33444 


0. 33208 
0. 32977 
0. 32751 
0. 32530 
0. 32212 


0. 32100 
0. 31891 
0. 31687 
0. 31486 
0. 31289 


0. 31096 
0. 30906 
0. 30720 
0. 30537 
0. 30357 


0. 30180 
0. 30007 
0. 29836 
0. 29668 
0. 29504 


0. 29341 
0. 29182 
0. 29025 
9. 28870 
0. 28718 


0. 28569 
0. 28421 
0. 28276 
0. 28133 
0. 27993 


0. 27854 


19344 
02539 
55846 
29549 
77125 


54971 
22156 
40243 
73076 
86616 


48784 
29318 
99643 
32746 
03081 


86455 
59943 
01806 
91405 
09142 


36383 
55402 
49332 
02091 
98364 


23534 
63655 
05405 
36051 
43424 


15880 
42269 
11919 
14592 
40487 


80193 
24678 
65276 
93657 
01817 


82062 
26987 
29472 
82654 
79933 


14944 
81554 
73848 
86117 
12862 


48766 


ize 


= 


се2Ки(х) 


eth (2) 


0. 41076 
9. 40644 
0. 40225 
0. 39819 
0. 39425 


0. 39043 
0. 28671 
0. 38309 
0. 37958 
0. 37616 


0. 37283 
0. 36958 
0. 36642 
0. 36334 
0. 36033 


0. 35740 
0. 35454 
0. 35175 
0. 34902 
0. 34635 


0. 34374 
0. 34119 
0. 33870 
0. 33626 
0. 33387 


0. 33153 
0. 32924 
0. 32700 
0. 32480 
0. 32264 


0. 32053 
0. 31846 
0. 21643 
0. 31443 
0. 31248 


0. 31056 
0. 20867 
0. 20682 
0. 30500 
0. 20321 


0. 30146 
0. 29973 
0. 29803 
0. 29637 
0. 29472 


0. 29311 
0. 29152 
0. 28996 
0. 28842 
0. 28691 


0. 28542 


65704 
68479 
У 
88825 
78391 


09362 
27920 
83725 
29618 
21391 


17534 
79032 
69191 
53438 
99192 


75702 
53922 
06397 
07143 
31558 


56322 
59314 
19539 
17039 
32858 


48949 
48132 
14043 
31080 
84261 


59682 
43471 
22766 
85164 
18807 


12340 
54888 
36027 
45765 
74518 


13089 
52642 
84697 
01096 
94003 


55877 
79458 
57766 
84068 
51886 


54970 


i 


0. 47378 


0. 46755 
0. 46155 
0. 45576 
0.45017 


` 0.44478 


0. 43956 
0. 43452 
0. 42964 
0. 42491 


0. 42033 
0. 41589 
0. 41158 
0. 40739 
0. 40333 


0. 29938 
0. 39554 
0. 39181 
0. 28817 
0. 28463 


0. 38119 
0. 37783 
0. 37455 
0. 37136 
0. 36824 


0. 36520 
0. 36223 
0. 35933 
0. 35650 
0, 35373 


0, 35102 


0. 24838 
0. 24579 
0. 34325 
0. 34077 


0. 33834 
0. 23596 
0. 33363 
0. 33134 
0. 32910 


0. 32691 
0. 32476 


0. 32264 © 


0. 32057 
0. 21854 


’ 0. 31654 


0. 31458 
0. 21266 
0. 31077 
0. 30891 


0. 30708 


743 


i = a 
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Вспомогательные таблицы для боль`ших значений аргумента 


х-! же-х10(1) σ]ε-:[ῃ(χ) at e—1[ 2/2) x~!zhet Ko(z) x~'zbe7K, (т) r~'zhezKo(z) <i> 


0.050 0.40150 9761 0. 39133 9722 0.36237 579 0.39651 5620 0.40631 0355 0.43714 666 
0.048 0.40140 4058 0.39164 8743 0.36380 578 0.39661 0241 0.40601 9771 0.43558 814 
0.046 0.40129 8619 0.39195 7336 0.36523 854 0.39670 5057 0.40572 8854 0.43403 211 
0.044 0.40119 3443 0.39226 5502 0.36667 408 0.39680 0069 0.40543 7604 0.43247 858 
0.042 0.40108 8526 0.39257 3245 0.36811 237 0.39689 5278 0.40514 6017 0.43092 754 


0.040 0.40098 3868 0.39288 0567 0.36955 342 0.39699 0686 0.40485 4094 0.42937 901 
0.038 0.40087 9466 0.39318 7470 0.37099 722 0.39708 6293 0.40456 1832 0.42783 299 
0.036 0.40077 5319 0.39349 3958 0.37244 375 0.39718 2101 0.40426 9230 0.42628 949 
0.034 0.40067 1424 0.39380 0032 0.37389 302 0.39727 8110 0.40397 6286 0.42474 850 
0.032 0.40056 7781 0.39410 5695 0.37534 502 0.39737 4322. 0.40368 2998 0.42321 003 


0.030 0.40046 4387 0.39441 0950 0.37679 973 0.39747 0738 0.40338 9365 0.42167 410 
0.028 0.40036 1241 0.39471 5798 Ο,37825 716 0.39756 7359 0.40309 5386 0.42014 070 
0.026 0.40025 8340 0.39502 0243 0.37971 729 0.39766 4186 0.40280 1058 0.41860 984 
0.024 0.40015 5684 0.39532 4286 0.38118 012 0.39776 1221 0.40250 6380 0.41708 153 
0.022 0.40005 3270 0.39562 7929 0.38264 564 0.39785 8465 0.40221 1349 0.41555 576 


0.020 0.39995 1098 0.39593 1176 0.38411 385 0.39795 5918 0.40191 5965 0.41403 256 
0.018 0.39984 9164 0.39623 4028 0.38558 474 0.39805 3583 0.40162 0226 0.41251 191 
0. 016 0.39974 7469 - 0.39653 6487 0.38705 830 0.39815 1460 0.40132 4130 0.41099 383 
0.014 0.39964 6009 0.39683 8556 0.38853 453 0.39824 9551 0,40102 7674 0.40947 833 
0. 012 0.39954 4785 0.39714 0236 0.39001 342 0.39834 7857 0.40073 0858 0.40796 540 


0.010 0.39944 3793 6.39744 1530 0.39149 496 0.39844 6379 0.40043 3679 0.40645 505 100 
0.008 0.39934 3033 0.39774 2440 0.39297 915 0.39854 5119 0.40013 6136 0.40494 730 125 
0.006 0.39924 2503 0.39804 2968 0.39446 599 0.39864 4077 0.39983 8226 0.40344 214 167 
0.004 0.39914 2202 0.39834 3116 0.39595 546 0.39874 3256 0.39953 9949 0.40193 958 250 


0. 002 0. 39904 2128 0.39864 2886 0.39744 756 0. 39884 2657 0. 39924 1300 0. 40043 962 500 
0.900 0.39894 2280 0.39894 2280 0.39894 228 6.39894 2280 0. 39894 2280 0. 39894 228 
(—8)3 (—8)5 (-7)3 Е: | И ra 
3 3 3 3 3 3 
Заметим, что при интерполяции вблизи x! = 0, если 
Πε(χ-)) = 2 e-* О, то Γεί--χ-}) = noe Ky (x); 
<x> — целое число, ближайшее κ x. 


Вспомогательные таблицы для малых значений аргумента 


х Ko(z)+1o(z) ln Ζ a{Ki(z)—11(a) In =] т Ko(z) +Jo(z) п Σ α[Κι(α) — 11 (+) In 1] 
0.0 0. 11593 152 1. 00000 000 1.0 0. 42102 444 0. 60190 723 
0.1 0.11872 387 0. 99691 180 "Вы 0, 49199 896 0. 49390 093 
0.2 0, 12713 128 0. 98754 448 ΠΝ. 0. 57261 444 0. 36514 944 
0.3 0. 14124 511 0. 97158 819 1.3 0. 66373 364 0. 21236 381 
0, 4 0,16121 862 0, 94852 090 1.4 0, 76632 938 +0. 03176 677 
0.5 0.18726 857 0. 91759 992 1.4 0, 88149 336 -0. 18096 553 
0, 6 0, 21967 734 0. 87784 980 1.6 1. 01045 200 -0. 43076 964 
0.7 0, 25879 579 0. 82804 659 1.7 1.15456 879 -0. 72326 976 
0.8 0, 30504 682 0, 76669 810 1. 8 1, 31536 786 -1. 06486 242 
0,9 0, 35892 957 0, 69201 997 1.9 1, 49454 429 -1. 46281 214 
1.0 0, 42102 444 0. 60190 723 2.0 1. 69398 200 -1.92535 914 


[ = в Ὁ [553 | [ гы [-2»] 
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Таблица 9.9. Модифицированные функции Бесселя порядков 3—9 


2.5257 


-3) 8.1553 
-2)1.1855 
-2)1.5911 
-2) 2.0168 
-2)2.4495 


-2)2.8791 
-2) 3.2978 
-2) 3.7001 
-2) 4.0823 
-2)4.4421 


-2) 4.7783 
-2) 5.0907 
-2) 5.3795 
-2)5.6454 
-2)5.8893 


-2) 6.1124 
т 
-2) 6.5015 
-2) 6.6699 
-2).6.8227 


-2) 6.9611 
-2) 7.1989 
-2) 7.3005 
-2) 7.3917 


-2) 7.4736 
-2) 7.5468 
-2) 7.6121 
-2) 7.6702 
(-2) 7.7216 


-2) 7.7670 
—2) 7.8068 
-2) 7.8416 
-2) 7.8717 
-2) 7.8975 


-2) 7.9194 
-2) 7.9378 
-2) 7.9528 
-2) 7.9649 
-2) 7.9741 


-2) 7.9808 


-2 
-2 


7.9878 
7.9862 


-2) 7.9687 
-2) 7.9465 
-2) 7.9182 
-2) 7.8848 
-2) 7.8474 


7.8067 
7.7635 


7.1300 


ат 


е- т[4(х) 


0.0000 
-6) 3.4182 
ен 
*4)1.8858 
-4) 4.9483 


-3)1.0069 
-3)1.7471 
-3)2.7189 
-3) 3.9110 
-3)5.3023 


-3) 6.8654 
-3)8.5701. 
-2)1.0386 
-2) 1.2283 
-2) 1.4234 


т 


2.2145 


-2) 4.9791 


-2)5.1169 
-2)5.1800 
-2)5.2395 
-2)5.2954 


5.3978 
5.4883 


-2)5.5683 


-2) 5.6549 
-2)5.7284 
-2)5.7985 
-2)5.8425 
-2) 5.8857 


-2)5.9211 
-2)5.9497 
-2)5.9723 
-2)5.9896 
-2) 6.0022 


6.0106 
6.0155 
6.0170 


6.0059 
5.9978 
5.9880 
5.9767 
5.9640 


-8) 6.8341 
-6) 1.7995 
5) 


ин 


-2) 6.0158 
-2)6.0119. 


е-т],(х) 
0.0000 


-5) 1.1281 
3.9377 


-5) 9.9866 
~4) 2.0719 
-4) 3.7459 
-4) 6.1288 
-4)9.2978 


-3)1.3298 
-3)1.8142 
-3)2.3819 
-3) 3.0293 
-3) 3.7511 


-3)4.5409 
-3)5.3913 
-3)6.2947 
-3) 7.2431 
-3) 8.2288 


-3)9.2443 
-2)1.0283 
-2) 1.1337 
-2)1.2402 
-2)1.3471 


и: 
1.5605 
) 
-2) 


1 

1.9752 
2.0747 
я. ТТ 
2.2677 
2.3608 
2 
2 
2 
2 
2 


-2)3.5284 


-2)3.6602 
212.78 
-2) 3.8900 
-2) 3.9898 
-2) 4.0805 


-2) 4.1630 
~2) 4.2378 
-2 
-2 
-2) 4.4325 


(-2)4.4726 


-2) 4.5179 
-2) 4.5585 
р 4.5951 

4.6278 
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4.3056 
4.3670. 


е -τ[ο(α) 


4.3203 
8.0504 
1.3686 


2.1656 


6.3166 
8.3747 


-6) г. 
Re 
2.0544 


1.6738 
2.0249 


-3)1.0796 
-3)1.3584 
2.4106 

| 

) 

) 


-3)8.3181 
-3) 8.9445 
Зе 
-2)1.0212 
-2)1.0849 


-2)1.1486 
-2)1.2122 


=2)1.2756. 


-2) 1.3387 
-2)1.4012 


-2) 1.4633 
-2)1.5247 
-2)1.5854 
-2)1.6453 
-2)1.7045 


-2)1.7627. 


-2)1.8201 
-2) 1.8765 
-2) 1.9319 
-2)1.9864 


2.5176 


ore aioe 
-2) 2.8106 
-2) 2.8969 
-2)2.9779 


-2) 3.1251 
-2)3.1918 
-2) 3.2543 
~2) 3.3128 
-2) 3.3675 


~2) 3.4186 
-2) 3.4664 
-2)3,5111 
-2) 3.5528 
-2) 3.5917 


3.2349 
4.6097. 
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3.2983 


2.0301 
8.6707 
2.8797 
7.9596 
1.9131 


4.1199 
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5669 
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2.0808 
2.2260 


2.3753 


2.7653 
3.1769 
3.6073 
4.0537 
4,5134 


4.9837 
5.4622 
5.9469 
6.4354 


3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3)6.9260 
3 
3) 
3); 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
2 


242 9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 99. Модифицированные функции Бесселя порядков 3—9 


x- eK (x) etK s(x) еК5(х) erK3(x) evK7(x) etK (x) ε: Κο(χ) 
6.0 со со ο0 оо со во © 
032 -Х 3)1,2153 - 4) 3.6520 6) 1.4620 7) 7.3136 9)4.3897 11)3.0735 13)2.4593 
0.4 2) 1.8282 3)2.7602 4) 5.5388 6) 1.3875 7)4.1679 9) 1.4602 19)5.8448 
0.6 1)6.4573 2)6.5506 3)8.7987 5)}1.4730 6}2.9548 7) 6.9092 9) 1.8454 
0.8 1) 3.2183 ( 2)2.4743. 3)2.5054 . 4) 3.1578 5) 4.7618 6) 8.3647 8)1.6777 
1,0 1) 1.9303 2)1.2024 2)9.8119 3) 9.9322 5)1.2017 `6)1.6923 7) 2.7197 
1.2 1)1.2984 .1)6.8382 -2) 4,6886 ( 3)3.9756 4)4.0225 5) 4.7326 6) 6.3504 
1.4 0) 9.4345 1)4.3280. 2) 2.56175 3)1.8772 4)1.6347 5) 1.6535 6)1.9061 
1.6 0) 7.2438 | 1)2.9585 2)1.5517 2)9.9939 3) 7.6506 4) 6.7942 5) 6.8707 
1.8 0) 5.7946 1) 2.1426 2)1.0102 2) 5.3265 ( 3)3.9853 4)3.1580 5)2.8469 
2.0 0) 4.7836 1)1.6226 1) 6.9687 2) 3.6466 Stns, ( 4)1.6168 5)1.3160 
2.2 0) 4.0481 1)1.2731 1)5.0344 2) 2.4157 3)1.3680 | 2)8.9469 4) 6.5436 
2.4 0) 3.4948 1)1.0280 1)3.7762 2)1.6762 2)8.7586 3)5.2768 4)3.6055 
2.6 ( 0)3.0667 0) 8.4989 1)2.9217 2)1.2087 2)5.8709 3) 3.2821 4) 2.0785 
2.8. 0) 2.7276 0) 7.1659 1)2.3202 1)9.0029 ( 2}4.0904 3) 2.1352 4)1.2610 
3.0 0)2.4539 0) 6.1432 1)1.8836 1)6.8929 2)2.9455. 3)1.4435 ( 3) 7.9932 
3.2 0)2.2290 0)5.3415 1)1.5583 1)5.4037 { 2)2.1822 3)1.0088 3)5.2020 
3.4 0)2.0415 0)4,7013 - 1)1.3103 1) 4.3240, 2)1.6572 ey7.2250 3) 3.5803 
3.6 0) 1.8833 0) 4.1817 1)1.1176 1) 3.5226 2) 1.2867 с (2)5.3532 3) 2.5078 
3.8 0) 1.7482 0)3.7541 0)9.6515 1)2.9153 2) 1.0171 | 2 4.0288 3)1.8023 
4.0 0)1.6317 τ 3.3976 ( 0\3.4268 1)2.4465 a? 1821 2) 3.1084 3)1.3252 
4.2. τ 0)1.5303 0)3.097} о 7.4295 1)2.0786 ( 1)6.6819 2)2.4352 2)9.9450 
4.4 0)1.4414 0)2.8412 0)6.6072 1)1.7858 1)5.5310 2)1.9384 2) 7.6019 
4.6 072.3629 0) 2.6213 i ey 1)1.5495 . 1)4.6242 2)1.5654 2) 5.9082 
4.8 ὶ 0) 1.2931 0)2.4309 0)5.2445 1)1.3565 1)3.9258 2) 1.2807 2) 4.6615 
5.0 0)1.2306 C) 2.2646 . 0) 4.8540 1)1.1973 1) 3.3589 2)1.0602 2) 3.7285 
5.2 0) 1.1745 0) 2.1186 0) 4.4338 1)1.0645 1)2.9000 1)8.8721 .2)3.0199 
5.4 0)1.1237 0)1.9895 0) 4.0711 0)9.5285 1)2.5245 1) 7.4980 2)2.4741 
5.6 ` 0)1.0777 0)1.8746 0)3.7557 0)8.5813 1)2.2144 1) 6.3942. `; 2) 2.0483 
5.8 0)1.0357 0)1.7720 `0)3.4798 0) 7.7717 1)1.9559 1)5.4983 Ἢ 2)1.7124 
6.0 -1)9.9723 0)1.6798 0)3.2270 0)7.0748 .1)1.7387 1) 4.7644 2) 1.4444 
6.2 -1)9.6194 0)1.5967 ‚ 0)3.0221 0) 6.4711 1)1.5547 1) 4.1577 2)1.2284 
6.4 -1)9.2942 0)1.5213 0) 2.8311 0) 5.9448 1)1.3978 1)3.6521 2)1.0528 
6.6 -1) 8.9936 0)1.4528 0) 2.6603 0)5.4835 1) 1.2630 1)3.2275 1) 9.0873 
6.8 -~1) 8.7149 0)1.3902 0)2.5071 `0)5.0771 1)1.1467 1) 2.8685 1) 7.8960 
7.0 ~1)8,4559. _ ( 0)1.3329 0) 2.3689 0) 4.717} -1)1.0455 1) 2.5628 1) 6.9034 
762 -1) 8.2145 0)1.2803 0)2.2440 0) 4.3970 0)9.5723 1)2.2010 1)6.0705 
7.4 -1) 7.9890 0)1.2318 0)2.1306 0) 4.1110 0) 8.7970 1)2,0754 1)5.3671 
7.6 -1) 7.7778 0)1.1870 0) 2.0273 - 0) 3.8544 0) 8.1132 1)1.8800 1) 4.7692 
7.8 -1) 7.5797 0)1.1455 0) 1.9328 Ὅ) 3.6235 9) 7.5074 1)1.7098 1)4.2581 
8.0 -1) 7.3935 : 0)1.1069 0)1.8463 0)3.4148 0) 6.9684 1)1. 5610 1) 3.8188 
8.2 -1)7.2182 0)1.0710 0)1.7667 0) 3.2256 0) 6.4871 1}1.4301 1)3.4392 
8.4 -1) 7.0527 0)1.0376 | 0)1.6934 0)3.0535 0) 6;0556 ( 11.2146 -1) 3.1096 
8.6 -1) 6.8963 0)1.0062 0)1.6257 G) 2.8966 0)5.6674 1)1.2123 1)2.8221 
8.8 -1) 6.7483 -1)9.7693 ( 0)1.5629 0)2.7530 0)5.3170 1)1.1212 1)2.5702 
9.0 = 6.6079 -1)9.4941 0)1.5047 0) 2.6213 0) 4.9998 ( 1)1.0399 `1)2.3486 
9.2 ἰ-1)6,4746 -1)9.2354 0)1.4505 - 0)2.5002 0)4.7117 0}9.6702 $)2.1529 
9.4 -1)6.3480 -1) 8.9918 0)1.4001 0) 2.3386 0) 4.4493 0)9.0153 1)1.9794 
9.6 {-1)6.2274 71} 815449 0)1.3529 0) 2.2855 0) 4.2098 0) 8.4247 ‘( 1)1.8251 
9.8 -1)6.1125 1)8.5449 ‹ 0)1.3088 0)2.1900 0)3.9904 0) 7.8906 1)1.6873 
10.0 (-1)6.0028 (-1)8.3395 ( 0)1.2674 (02104 ( 0)3.7891 (07.4062 (1}1.5639 
10.5 (- 5.7493 -1) 7.8717 0)1.1747 НРА 0)3.3529 0)6.3764 1)1.2069 
11.0 -1)5.5217 -1) 7.4597 | 0)1.0947 ‚ 0) 1.7411 0)2.9941 0)5.5518 ( 1)1.1070 
11.5 | (-1)5.3161 ~1) 7.0942 0)1.0251 0) 1.6008 0)2.6956 0) 4.8824 Ὁ) 9.4885 
12.0 πι -1) 6.7680 -1)9.6415: 0) 1.4803 0) 2.4444 0) 4.3321 0) 8.2205 
14.5 -1)4.9591 -1) 6.4751 -1) 9.1021 0)1.3758 0) 2.2310 0) 3.8745 0) 7.1904 
13.0 ~1) 4.8030. howe -1) 8.6249 0)1.2845 0) 2.0482 ( 0)3.4902 0) 6.3439 
13.5 -1) 4.6593 -1)5.9706 -1)8.1974 0)1.2043. 0) 3..8902 0) 3.1645 0)5.6407 
14.0 -1)4.5266 -1)5.7519 -1) 7.8133 0)1.1333 0)1.7527 0)2.8860 0) 5.0510 
14.5 -1) 4.4036 -1) 5.5517 ЕСН 0)1..0701 0)1.6323 0)2.6461 | 0)4.5521 
15.0 -1)4.2892 ~1)5.3678 1) 7.1520 .0)3.0136 0)1.5261 0) 2.4379 ~ 0) 4.1265 
15.5 {3 4.1826 {.-1) 5.1982 ane «8656 -1)9.6276 ` 0) 1.4319 0)2.2561. 0) 3.7608 
16.0 1)4.0829 -1) 5.0414 -1) 6.6036 -1) 9.1686 0)1.3480 0) 2.0964 0) 3.4444 
16.5 ~1) 3.9895 -1) 4.8959 ae «3633 -1)8.7524 0) 1.2729 0)1.9552 0)3.1689 
17.0 -1) 3.9017 = 4.7605 -1)6.1420 ~1) 8.3734 0)3..2053 0) 1.8299 `0)2.9275 
4.5 -1)3.8191 -1) 4,6343 (-1)5.9376 -1) 8.0272 0)1.1442 0)1.7181 0)2.7150 
18.0 (-1)3.7411 ( - ae .5162 (-1)5.7483 (-1) 7.7097 0)1.0888 - 0)1.6178 0)2.5269 
18.5 -1) 3.6674 -1)4.4055 -1)5:5725 -1) 7.4176 а 0)1.5276 0) 2.3595 
19.0 -1)3.5976 -1) 4.3015 -1)5.4087 -1) 7.1482 -1) 9.9234 0) 1.4460 0) 2.2100 
49.5 -1)3.5313 -1) 4.2037 NE .2559 -1) 6.8990 -1) 9.5015 0) 1.3721 0)2.0759 
20.0 (-1)3.4684 (-1) 4.1114 {-1)5.1130 (-1)6.6679 (-1)9.1137 0)1.3048 ( -0)1.9552 


3 


ooco;n .. 


оо » ^ ᾿ 
οοσ' 5ΏΟ COAHLN oO 


ο 49 ο » 
09 ^рьмо 


| ® 
© on 4> № © oo aN © οοσ' > № © с ^^ > № © со <^ > г © сэ с^ > № © aor > № © 


Wn nnn >>> Ww Ww 


e © 2 » 


© 
» 


— 


Таблица 9.10. Модифицированные функции Бесселя порядков 10, 11, 20-1 21 


10-8110 Кто(2) 1024υ--20]οῃ(.σ) 1026»--217ο1 (υ) 10-2220 Κορίν) 


МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 10, 11, 20 и 21 


1092-192; 9 (a) 


0.26911 
0.26935 
0.27009 
0.27132 
0.27305 


0.27529 
0.27805 
0.28135 
0.28519 
0.28961 


0.29462 
0.30025 
0.30653 
0.31350 
0.32118 


0.32963 
0.33888 
-0.34899 
0.36002 
0.37203 


0.38508 
0.39925 
0.41464 
0.43132 


0.44940 


0.46899 
0.49022 
0.51322 
0.53813 
0.56513 


0.59438 
0.62610 
0.66050 
0.69781 
0.73832 


0.78229 
0.83007 
0.88201 
0.93850 
0.99998 


1.06693 
1.13989 
1.21945 
1.30625 
1.40103 


1.50460 
1.61784 
1.74175 
1.87744 
2.02612 


2.18917 


445 
920 
468 
457 
504 


480 
517 
012 
648 
396 


538 
682 
784 
170 
565 


121 
455 
681 
459 
039 
316 
889 
1 ae: 
237 
362 


655 
387 
061 
536 
169 


965 
759 
400 
972 
033 


881 
854 
663 
764 
77S 


936 
641 


007, 
534 


829 


429 
713 
933 
369 
620 


062 _ 


ca 


1.22324 
1.22426 
1.22733 
1.23245 
1.23965 


1.24897 
1.26045 
1.27414 
1.29011 
1.30843 


1.32920 
1.35250 
1.37845 
1.40718 
1.43883 


1.47355 
1.51153 
1131435 
1.59803 
1.64700 


1.70012 
1.75766 
1.81995 
1.88733 
1.96016 


2.03886 
2.12388 
2.61912 
2.31490` 
2.42204 


rte bb 4 
2.66282 
2.79796 
2.94406 
3.10208 


3.27303 
3.45808 
3.65847 
3.87560 
4.11098 


4.36629 
4.64339 
4.94432 
5.27132 
5.62688 


6.01375 
6.43496 
6.89386 
7.39417 
7.93999 


10.2 ил (2) 


748 


8.53588 02 


[δ 


=" Ыб +1) 


1.85794 
1.85588 
1.84970 
1.83947 
1.82524 


1.80713 
1.78527 
1.75981 
1.73095 
1.69887 


1.66381 
1.62600 
1.58569 
1.54314 
1.49861 


1.45238 
1.40471 
1.35587 
1.30613 
1.25574 


1.20496 
1.15402 
1.10314 
kes 
1.00243 


0.95298 
0.90435 
0.85670 
0.81016 
0.76484 


0.72085 
0.67827 
0.63718 
0.59762 
0.55964 


0.52326 
0.48851 
0.45539 
0.42389 
0.39401 


0.36571 
0.33898 
0.31377 
0.29004 


.0.26776 


0.24687 
0.22732 
0.20905 
0.19202 
0.17616 


0.16142 


560 
251 
867 
021 
326 


290 
169 
781 
oT 
992 


982 


944 
822 
529 
645 


126 
020 
192 
075 
432 


150 
052 
736 
442 
944 


465 
626 
405 
129 
483 


532 
767 
161 
ео 
137 


729 
672 
529 
854 
295 


690 
159 
202 
783 
418 


251 
134 
690 


382. 


568 
253 


[δ 


0.391990 
0.392177 
0.392738 
0.393674 
0.394988 


0.396684 
0.398766 
0.401239 
0.404112 
0.407392 


0.411087 
0.415209 
0.419768 
0.424778 
0.430253 


0.436209 
0.442662 
0.449632 
0.457139 
0.465205 


0.473853 


0.483111 
0.493006 
0.503569 
0.514832 


0.526830 
0.539601 
0.553186 
0.567630 
0.582979 


0.599284. 


0.616599 
0.634984 
0.654501 
0.675219 


_ 0.697210 


0.720554 
0.745333 
0.771639 
0.799570 


0,829231 
0.860735 
0.894204 
0.929769 
0.967571 


1.007764 
1.050510 
1.095988 
1.144389 
1.195919 


1.250800 


ο 


В. 
0.933736 
0.935008 
0.937136 
0.940123 


0.943974 
0.948703 
0.954321 
0.960843 
0.968285 


0.976669 
0.986016 
0.996351 
1.007703 
1.020101 


1.033581 
1.048178 
1.063935 
1.080893 
1.099102 


1.118613 
1.139481 
1.161768 
1.185538 
1.210861 


1.237813 
1.266475 
1.296933 
1.329281 
1.363622 


1.400061 
1.438715 
1.479709 
1.523176 
1.569259 


1.618113 
1.669904 
1.724808 
1.783016 
1;844734 


1.910180 
1.979593 
2.053225 
2.131351 
2.214264 


2.302281 
2.395743 
2.495011 
2:600488 
2.112593 


2.831786 


[05 


6.37771 
6.37435 
6.36429 
6.34757 
6.32424 


6.29437 
6.25807 
6.21545 
6.16665 
6.11184 


6.05118 
5.98488 
5.91314 
5.83620 
5.75428 


5.66764 
5.57655 
5.48128 
5.38210 
5.27932 


5.17321 
5.06408 
4.95224 
4.83797 
4.72159 


4.60339 
4.48367 
4.36272 
4.24084 
4.11830 


$99537 
3.87234 
3.74945 
3.62695 
3.50507 


3.38405 
3.26411 
3.14543 
3.02821 
2.91264 


2.79887 
2.68705 
2.57733 
2.46983 
2.36466 


2.26193 
2.16172 
2.06411 
1.96916 
1.87692 


1.78744 
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Таблица 9.10. Модифицированные функции Бесселя порядков 10, 11, 20 и 21 


е-*[10(т) 


0.00099 
0.00107 
0.00115 
0.00124 
0.00132 


0.00142 
0.00151 
0.00161 
0.00171 
0.00181 


0.00192 
0.00202 
0.00213 
0.00225 
0.00236 


0.00248 
0.00260 
0.00272 
0.00284 
0.00297 


0.00309 
0.00322 
0.00335 
0.00348 
0.00361 


0.00375 
0.69388 
0.00402 
0.00416 
0.00429 


0.00443 
0.00457 
0.00471 
0.00485 
0.00500 


0.00514 
0.00528 
0.00542 
0.00557 
0.00571 


0.00585 
0.00600 
0.00614 
0.00629 
0.00643 


0.00657 
0,00672 
0.00686 
0.00701 
0.00715 


0.00729 


38819 
29935 


52835. 


06973 
91744 


06490 
50508 
23051 
23339 
50559 


03870 
82412 
85303 
11650 
60548 


31086 
22347 
33415 
63375 
11314 


76327 
57518 
53999 
64894 
89341 


26491 
75510 
35583 
05908 
85705 


74209 
70675 
74378 
84612 
00690 


21947 
47735 
77427 
10418 
46115 


83964 
23403 
63909 
04971 
46098 


86817 
26672 
65226 
02059 
36768 


68965 


Г —7 αἱ 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


ently) 


0.00038 
0.00042 
0.00046 
0.00050 
0.00054 


0.00059 
0.00064 
0.00069 
0.00074 
0.00079 


0.00085 
0.00091 
0.00097 
0.00103 
0.00109 


0.00116 
0.00123 
0.00130 
0.00137 
0.00144 


0.00152 
0.00159 
0.00167 
0.00175 
0.00183 


0.00192 
0.00200 
0.00209 
0.00218 
0.00227 


0.00236 
0.00245 
0.00254 
0.00263 
0.00273 


0.00282 
0.00292 
0.00302 
0.00312 
0.00322 


0.00332 
0.00342. 
0.00352 
0.00362 
0.00373 


0.00383 
0.00394 
0.00404 
0.00415 
0.00425 


0.00436 


75284 
45861 
37417 
50080 
83934 


39013 
15209 
12768 
31298 
70766 


31003 
11805 
12937 
34132 
75097 


35512 
15035 
13301 
29926 
64509 


16634 
85870 
71776 
73898 
91776 


24942 
72921 
35235 
11403 
00942 


03366 
13192 
44936 
83118 
32259 


91884 
61523 
40709 
28982 
25887 


30977 
43808 
63948 
90969 
24450 


63982 
09161 
59590 
14885 
74667 


36 38567 
ale 


e7K 105) 


35.55633 
32.60759 
29.98423 
27.64297 
25.54714 


23.66558 
21.97172 
20.44277 
19.05917 
17.80405 


16.66281 
15.62277 
14.67293 
13.80364 
13.00649 


12.27407 
11.59989 
10.97821 
10.40394 

9.87258 


9.38015 
8.92308 
8.49819 
8.10265 
7.13392 


7.38971 
7.06797 
6.76684 
6.48467 
6.21995 


5.97130 
5.73750 
5.51741 
5.31001 
5.11438 


4.92965 
4.75506 
4.58989 
4.43349 
4.28527 


4.14467 
4.01119 
3.88437 
3.76378 
3.64903 


3.53974 
3.43559 
3.33626 
3.24146 
3.15093 


3.06440 75 
ь a) 
§ 


1.25080 
1,30927 
1.37160 
1.43806 
1.50895 


1.58462 
1.66540 
1.75169 
1.84390 
1.94249 


2.04795 
2.16080 
2.28162 
2.41105 
2.54975 


2.69846 
2.85799 
3.02921 
3.21306 
3.41058 


3.62289 
3.85121 
4.09686 
4.36131 
4.64613 


4.95305 
5.28394 
5.64087 
6.02608 
6.44202 


6.89137 
7.37705 
7.90228 
8.47055 
9.08571 


9.75197 
10.47392 
11.25663 
12.10562 


13.02697 


14.02734 
15.11406 
16.29515 
17.57946 
18.97668 


20.49749 
22.15363 
23.95803 
25.92489 
28.06989 


30.41029 


[| ΓΘ] 


2.83179 
2.95856 
3.09345 
3.23703 
3.38992 


3.55278 
3.72634 
3.91139 
4.10876 
4.31937 


4.54421 
4.78434 
5.04093 
5.3152] 
5.60856 


5.92244 
6.25845 
6.61832 
7.00393 
7.41731 


7.86068 
8.33644 
8.84722 
9.39585 
9.98543 


10.61932 
11.30119 
12.03503 
12.82520 
13.67643 


14.59389 
15.58322 
16.65059 
17.80271 
19.04691 


20.39124 
21.84444 
23.41611 
25.11674 
26.95781 


28.95188 
31.11272 
33.45541 
35.99648 
38.75407 


41.74804 
45.00024 
48.53460 
52.37745 
56.55768 


61.10706 


ГР 


7 т) 1031-’1[χ{α) 10-22z®K (1) 


1.787443 
1.700753 
1.616873 
1.535814 
1.457578 


1.382160 
1.309546 
1.239714 
1.172637 
1.108279 


1.046601 
0.987556 
0.931095 
0.877164 
0.825703 


0.776652 
0.729947 
0.685520 
0.643305 
0.603230 


0.565225 
0.529218 
0.495137 
0.462910 
0.432464 


0.403728 
0.376630 
0.351101 
0.327070 
0.304470 


0.283235 
0.263299 
0.244598 
0.227071 
0.210658 


0.195301 
0.180944 
0.167532 
0.155012 
0.143336 


0.132454 
0.122321 
0.112891 
0.104124 
0.095978 


0.088414 
0.081397 
0.074892 
0.068865 
0.063285 


0.058124 


[5 
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0.050 


<x)» -- целое число, 
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Таблица 9.10. Вспомогательные таблицы для больших значений аргумента 


-3.42244 
-3.37318 
-3,32386 
-3.27447 
-3.22501 


-3.17548 
-3.12590 
-3.07625 
-2.97678 


-2.92697 
-2.877}1 
-2.82719 
-2.77723 
-2.72722 


-2.67718 
-2.62709 
-2.57696 
-2.52681 
-2.47661 


-2.42639 


-2.37615 


-2.32588 
-2.27558 


-2.22527 
-2.17494. 


-2.12460 
-2.07424 


~2,02388. 
-1.97351 ( 


-1.92313 6 


-1,87276 


-1.82238 


-1.72165 


-1.67130 
-1.62096 
-1.57064 
-1.52033 


-1.47004 | 


1.41978 


-1.26914 
-1.21900 


-1.16888 
-1.11881 
-1,06877 
-1.01878 
-0.96883 


-0.91893 


002 


ey 


-3.93653 
-3.87762 
-3.81861 
-3.75949 
-3.70026 


-3.64094 
-3.58151 


*=3,52199 


-3.46237 
-3.40267 


-3.34287 
-3.28300 
-3.22304 
-3.16300 
-3.10288 


-3.04270 
-2.98245 
-2.92213 
-2.86175 
-2.80131 


-2.74082 
-2.68027 
-2.61968 
-2.55904 


-2.49837 
-2.43765᾽ 


-2.37691 
-2.31613 
-2.25533 
-2.19451 


-2.13367 
-2.07281 
-2.01195 
-1.95107 


-1.89020. 


-1.76846 
-1.70760 
-1.64675 
=1. 58592 


1.52511 


-1.46432 


--1.28214 


-1.22149 
-1.16088 
-1.10031 


-1.03980. 


0.97934 
0.91893 8 


292 : 
888 


eu 


ближайшее κ x, 


1.47299 
1.42771 
1.38232 
1.33681 
1.29118 


1.24543 
1.19956 
1.15358 


1.10748. 


1.06126 


1.01493 
0.96848 
0.92192 
0.87525 
0.82847 


0.78157 
0.73457 
0.68746 
0.64024 
0.59291 


0.54548 
0.49795 
0.45031 
0.40257 
0.35474 


0.30680 
0.25876 
0.21063 
0.16241 
0.11409 


0.06568 
+0.01718 
-0.03139 


-0.08007 


-0.12883 


0.17767 
-0.22659 
-0.27559 
-0.32467 
-0.37283 


-0.42305 
-0.47235 
-0.52172 
-0.57116 


-0.62066 


-0.67023 
—0.71986 
-0.76954 
-0.81929 
-0.86908 


-0,91893 


048 


| 


-10.434749 
-10.263511 
-10.091302 


9.918126 


9.743983. 


9.568876 
9.392809 
9.215785 


9.037810 


8.858889 


8.679029 
‚498236 
«216519 

8.133888 

7.959352 


7.765923 
7.580613 
7.394434 
7.207403 
7.019533 


6.830842 
6.641348 
6.451070 
6.260027 
6.068243 


5.875738 
5.682539 
5.488669 
5.294155 
5.099025 


4.903309 
4.707935 
4.510235 
4.312943 
4.115190 


3.917011 
3.718443 
3.519520 
3.320281 
3.120763 


2.921004 
2.721043 
2.520921 
2.320676 
2.120350 


1.919982 
1.719613 
1.519284 
1.319036 
1.118907 


0.918939 


ae 


-11.346341 
~11.160467 
-10.973471 
-10,785351 
-10.596108 


-10.405744 
-10.214259 
-10.021658 


μα αμ πὶ τα. τ 1-:γι-;φφερ.ι. тая ь © 241 Cte boca «4.4.4. 4. ἡ 


9.827944 
9.633121 


9.437195 
9.2401 73 
9.042063 
8.842873 
8.642612 


8.441293 
8.238927 
8.035529 
7.831113 
7.625695 


7.419294 
7.211929 
7.003620 
6.794389 
6.584261 


6.373261 
6.161416 
5.948754 
5.725205 
5.521102 


5.206177 
5.090565 
4.874302 
4:657427 
4.439978 


4.221995 
4,003521 
3.784599 
3.565272 
3.345586 


3.125587 
2.905322 
2.684838 
2.464184 
2.243408 


2.022558 
1.801685 
1.580838 
1.360065 
1.139416 


0.918939 


a 


a 


8.250182 20 
8.088946 20 
7.926737 21 
7.763551 21 
7.599386 22 
7.434240 22 
7.268110 23 
7.100994 23 
6.932893 24 
6.763806 24 
6.593733 25 
6.422673 26 
6.250630 26 
6.077603 27 
5.903597 28 
5.728614 29 
5.552659 29 
5.529732 30 
5.197843 31. 
5.018998 32 
4.829203 33 
4.658466 34 
4.476796 36 
4.294202 37 
4.110696 38 
3.926290 40 
3.740995 42 
3.554826 43 
3.367799 45 
3.179929 48 
2.991233 50 
2.801730 53 
2.611440 56 
2.420383 59 
2.228582 63 
2.036059 67 
1.842840 71 
1.648949 77 
1.454415 83 ` 
1.259264 91. 
1.063526 100 
0.867231 111 
0.670412 125 
0.473099 143 
0.275328 167 
+0.077133. 200 
-0.121451 250 
--0.320388 333 
-0.519640 500 
-0.719170 1000 
-0.918939 ” 


245 


246 
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Таблица. 9.11. Модифицированные функции Бесселя различных порядков 


-88 


i 

№ — 

© № δι 
— ee en Ων eT 


[.( 1). 


«26606 
>. 65159 
. 25747 
21684 
«13712 


«1463 
2.24886 
1. 59921 
9. 96062 


ΕΣ 


10) 2, 75294 
11)1. 24897 
13)5. 19576 
14)1. 99563 


ο — 
9 


Τὸ Νόρα 


16) 7. 11879. 


17) 2. 37046 
19) 7. 20090 
20) 2. 17495 
22} 6. 03714 
23)1. 58767 


25) 3. 96683 
42) 3. 53950 


60)1. 12150. 
80) 2. 93463 


-189) 8. 47367 


2. 81571 
2. 67098 
2. 28151 
1; 75838 
1.22649 


7. 77188 
4. 49302 
2. 38925 
1.16066 
5. 23192 


2. 18917 
8. 53588 
3.11276 
1. 06523 
3. 43164 


Www Ww 


rll tl ll Oe eT —— «ΏιαΏι....«ϐ 


3. 00502 
8. 21069 
2.13390 
5. 28637 


1. 25079 
7. 78756 
2. 04212 
4. 75689 


КРУТИТ 


ee di ci ie 


30 


1, 04371 - 


1. 08234 : 


5878 
1040 


3. 01696 
2. 72220 
2.25413 
1, 72451 
1.22598 


8. 12943 
5. 06857 
2. 97182 
1. 64621 
8. 64160 


4, 31056 


}3. 89351 


1.25586 
3. 35304 


-158)1. 08217 


1,(50) 


2. 93255 
2, 90307 
2, 81643 
2. 67776 
2. 49509 


2. 27854 
2. 03938 
1. 78909 


1. 53844 
1, 29679 .2 


1. 07159 
8. 68154 
6. 89609 
5. 27141 
4. 10295 


3. 07376 
2. 25869 
1. 62819 
1. 15152 
7. 99104 


5. 44200 
4.27499 
6. 00717 
1. 76508 


-16)2. 72788 7. 


5302 


6855 
4477 
9592 
6998 


9323 
3364 


1420. 


6951 


5903 


3879 
2336 
0978 
6264 
3451 


2531 
1401 
8970 
5204 
3385 


0576 
9664 
9192 
2830 


1475. 


: 
: 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Г» (5). 


2. 43356 
1. 75056 
1. 0331} 
5.10823 


2. 15797 
7.92285 
2. 56483 


1.93157 
9. 95541 
1, 99663 
3, 71568 
6. 44800 
1. 60139 


3. 14983 
4. 97841 


2-0 σον δο δω NNKKO о он 


1 


)5. 02423. 


1.18042 


11 
21) 3.39784 
32 
45) 2.93145 


-119) 7. 09355 


НЕ 
Ἢ 
| 


2. 72398. 


7. 411665. 


4.58004. 4. 


1. 04797. 
2. 30866. 


5100) 


1. 06836 
1. 05238 
1.02627 
9. 90807 


9. 47009 
8. 96105 
8. 29476 
7. 78580 
7. 14903 


5.21214 
4. 59832 
4. 01657 


3. 41368 
2.97447 
2.52185 
2.11704 
1. 75972 


1. 44834 


1.20515 
3. 84170 


(21)4. 64152 


ha 


4, 82195 


171 
939 
432 
402 
878 


387 
940. 
555 
222 
719 


ны 
209 
227 
794 
700 


638 
109 
562 
017 
117 


613 
487 |. 
550 

809 


494: 
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МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ПОРЯДКОВ 


Таблица 9.11. Мэодафаяцированные Функции Бесселя различных порядков 


_А„(5) 


Καὶ) 


4. 21024 
6. 01907 
1.62483 
7. 10126 
4. 42324 


3. 60969 
3. 65383 
4. 42070 
6. 22552 
1. 00950 


1. 80713 
3. 62427 
7. 99146 
Ae ΠΕΣ 
5. 00409 


15)1. 40306 
16) 4. 21420 
4. 59403 


OM чыльшью оон 


1. 24994 
1.65520 
6. 29436 
4. 70614 


1. 11422 
3. 40689 


185) 5. 90033 


4382 
2302 
8899 
2825 
1585 


5896 
8312 
2033 
1230 
4099 


2899 
0839 
7175 
6393 
0088 


6801 
4494 
8505 
9121 


4032 — 


9360 
5527 
0651 
6854 


3184 


К» (10) 


1. 77800 
1.86487 
2. 15098 
2. 12527 
3. 78614 


-5) 5. 75418 
9. 54032 
1; 72025 
3. 36239 
7.10008 


1. 61425 
3. 93851 
1, 02789 
2) 2. 86081 
2)8. 46600 


-1)2. 65656 
8. 81629 
3. 08686 
1, 13769 

) 4, 40440 


} 1. 78744 
2. 03024 
5. 93822 
2. 06137 


(85) 4. 59667 


6232 
7345 
1701 
0026 
3716 


4999 
8715 
7946 
3995 
8238 


5300 
9435 
9806 
1477 
9646 


3849 
2510 
9988 
8721 
2295 


2782 
7813 
4581 
3775 


4084 


рт 


K,(2) 


1, 13893 
1. 39865 
eo ae ae 
6. 47385 
2.19591 


9. 43104 
4. 93511 
3. 05538 
2. 18811 
1. 78104 


1. 62482 
1. 64263 
1. 82214 
2. 20420 
2. 88369 


10)4. 05921 
11)6. 11765 


0 Od HW bWwMeHO OFH-- 


12) 9. 82884 


14)1. 67702 
15) 3. 02846 


16) 5. 77085 
30) 4. 27112 
45)9. 94083 
62) 2. 97998 


155) 4. 61941 


8728 
8818 
7546 
3909 
5927 


9101 
6143 
0177 
7285 
7630 


4040 
4516 
6208 
1795 
3795 


3332 
6935 
3230 
1006 
6654 


6853 
9725 
9886 
1740 


5978 


К„(50) 


3. 41016 
3. 44410 
3.54793 
КАМА Ie 
3, 99528 


4. 36718 
8. 86872 
5. 52567 
6. 41870 
7. 98966 


-23)9, 15098 
1.12500 
1. 41010 
1. 80185 
2. 34706 


-22) 3. 11621 
4. 21679 
5. 81495 
8. 17096 
1. 16980 


1. 70614 
2. 00581 
1. 29986 
4. 00601 


774 


d 
5 
| 
: 


| 


( 


-3)3. 69109 
-3)4, 04461 
-3)5. 30894 
-3)8. 29176 
-2)1. 52590 


-2)3. 27062 
-2) 8. 06716 
-1)2. 26318 
~1) 7.14362 

0) 2.51227 


9. 75856 
4.15465 
1.92563 
9. 65850 
5. 21498 


3. 01697 
1. 86233 
1.22206 
8. 49627 
6. 23952 


4. 82700 
4, 11213 
1. 05075 
2) 3. 39432 


115) 7. 03986 


MOOD чсслхь WNHNHO 


$ \> — 


8334 
3445 
3712 
8415 
6581 


7371 
1323 
1455 
4206 
7891 


2829 


2921 
2913 
3277 
4995 


6630 
5828 
4696 
3517 
3402 


0521 
2063 
6722 
2243 


0193 


Κα(100) 


-45) 4. 65662 
-45)4. 67985 
-45) 4. 75022 
-45) 4. 86986 
-45) 5. 04241 


-45)5. 27325 
-45)5. 56974 
-45)5. 94162 
-45)6. 40157 
-45) 6. 96587 


-45)7. 65542 
-45) 8. 49696 
-45)9. 52475 
-44)1. 07829 
-44) 1. 23283 


-44)1. 42348 
-44)1. 65987 
-44)1. 95464 
-44)2. 32445 
-44)2. 79144 


-44) 3. 38520 
-43)3. 97060 
-41)1. 20842 
-40)9. 27452 


-25) 7. 61712 


823 
373 
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Таблица 9.12. Функции Кельвина порядков 0 и 1 


1 Бег х bei x ber; 2 bei, г 

0. 1.00000 00000 0.00000 00000 0. 00000 00000 0. 00000 00000 
0. 0. 99999 84375 0. 06249 99996 -0. 03539 95148 0. 03531 11265 
0. 0. 99997 50000 0. 900999 99722 -0. 07106 36418 0. 07035 65360 
0. 0. 99987 34379 0. 02249 96836 —0. 10725 47768 0. 10486 83082 
0. 0. 99960 00044 0. 03999 82222 -0. 14423 08645 0. 13857 41359 
0. 0.99902 34640 0. 06249 32184 -0. 18224 31238 0. 17119 51797 
0. 0. 99797 51139 0. 08997 97504 -0. 22153 37177 0. 20244 39824 
0. 0. 99624 88284 0. 12244 89390 -0.26233 33470 0. 23202 24623 
0. 0. 99360 11377 0. 15988 62295 -0. 30485 87511 0. 25962 00070 
0. 0. 98975 13567 0. 20226 93635 -0. 34931 01000 0.28491 16898 

0. 98438 17812 0. 24956 60400 -0. 39586 82610 0. 30755 66314 


о «οοοὐ-σοον AVWVNKFO <э-сп > ΓΟ 1-5. OOnNOW PWNFKO хФ<Фо-чесл PwWNKO WOON δολ ΙΟ > ᾿ 


. .® 3 . ® » » 9 


0. 97713 79732 
0. 96762 91558 
0. 95542 87468 
0. 94007 50567 


0. 92107 21835 
0. 89789 11386 
0. 86997 12370 
0. 83672 17942 
0. 79752 41670 


0. 75173 41827 
0. 69868 50014 
0. 63769 04571 
0. 56804 89261 
0. 48904 77721 


0. 29996 84171 
0. 30009 20903 
0. 18870 63040 
+0. 06511 21084 
-0. 07136 78258 


-0. 22138 02496 
-0. 38553 14550 
-0. 56437 64305 
-0. 75840 70121 
-0. 96803 89953 


`-1. 19359 81796 
-1.43530 53217 
-1. 69325 99843 
.-1. 96742 32727 
-2. 25759 94661 


-2. 56341 65573 
-2.88430 57320 
-3. 21947 98323 
«3, 56791 08628 
-3.92830 66215 


-4. 29908 65516 
-4. 67835 69372 
-5. 06388 55867 
-5. 45307 61749 
-5. 84294 24419 


0. 30173 12692 
0. 35870 44199 
0. 42040 59656 
0, 48673 39336 


0. 55756 00623 
0. 63272 56770 
0. 71203 72924 
0. 79526 19548 


0. 88212 23406 


0. 97229 16273 
1.06538 81608 
1.16096 99438 
1.25852 89751 
1.35748 54765 


1.45718 20442 
1.55687 77737 
1. 65574 24073 
1. 75285 05638 
1. 84717 61157 


1.93758 67853 
2. 02283 90420 
2.10157 33881 
2.17231 01315 
2. 23344 57503 


2.28324 99669 
2. 31986 36548 
2. 34129 77145 
2. 34543 30614 
2. 33002 18823 


2.29269 03227 
2.23094 27803 
2.14216 79867 
2. 02364 70694 
1. 87256 37958 


1. 68601 72036 
1.46103 68359 
1.19460 07968 
0. 88365 68537 
0. 52514 68109 


-0. 44469 19268 
-0. 49591 45913 
-0. 54964 13636 
-0. 60594 56099 


-0, 66486 54180 
-0. 72639 98786 
-0. 79050 51846 
-0. 85709 05470 
-0. 92601 39357 


-0. 99707 76519 
-1. 07002 37462 
-1.14452 92997 
-1.22020 15903 
-1. 29657 31717 


-1. 37309 68976 
-1. 44914 09315 
-]. 52398 37854 
-1. 59680 94413 
-1. 66670 26139 


-1. 73264 42211 
-1. 79350 71373 
-1. 84805 23125 
-1. 89492 53482 
-1.93265 36306 


-1.95964 41313 
-1. 97418 19924 
-1. 97443 00262 
-1.95842 92665 
-1. 92410 07174 


-1, 86924 84590 
-1. 79156 42730 
-1. 68863 39648 
--1.55794 55649 
-1. 39689 95997 


-1. 20282 16315 
-0.97297 72697 
-0. 70458 98649 
-0. 39486 10961 
-0. 04099 46681 


0.22719 65305 
0. 34345 43903 
0.35593 34649 
0. 26421 64560 


0. 26786 49890 
0. 36641 93986 
0. 25939 88584 
0. 34630 18876 
0. 22660 72722 


0. 29977 54370 
0. 26525 03092 
0.22246 17120 
0. 17082 83322 
0. 10976 13027 


+0. 02866 84440 
-0. 04304 07916 
-0.13594 96285 
-0. 24062 74875 
-0. 25762 26713 


-0. 48745 41770 
-0. 63060 25952 
-0. 78750 00586 
-0. 95851 92089 
-1. 14396 11510 


-1. 34404 23731 
-1. 55888 06139 
-1. 78847 96677 
-2. 03271 31257 
-2. 29130 70630 


-2. 56382 16886 
-2. 84963 19932 
-3. 14790 74393 
-3. 45759 07560 
-3. 77737 59182 


-4. 10568 54084 
-4. 44064 68813 
—4. 78006 93721 
-5. 1214} 92170 
-5. 46179 58790 


-6. 22008 24787 0.11603 43816 +0. 35977 66668 -5, 79790 79018 
(-3)2 [3] Τε we 
8 8 8 - 
Вспомогательные таблицы для малых значений аргумента 
1; keravtberriInx  Ке г+Ье + т '(ΚΘγι α--ΌΘγι х Ш г) х(Кей «Бей x п υ) 
г. 0.11593 1516 -0. 78539 8163 -0. 70710 6781 -0. 70710 6781 
1 Σ 0. 11789 2485 -0. 78260 7108 -0. 70651 7131 -0. 70215 4903 
τ; 0. 12374 5076 -0. 77421 9267 -0. 70486 2164 -0. 68733 0339 
ο; 0.13339 8210 -0. 76019 0919 -0. 70248 3157 -0. 66272 8003 
; 0. 14669 9682 -0. 74045 0212 -0.69994 6658 -0. 62851 1738. 
0. 5 0. 16343 5574 -0. 71489 8693 -0. 69804 1049 -0. 58492 2770 
№ | (-4)1 (-3)1 
[τ 7 т. [5 
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Таблица 9.12. Функции Кельвина порядков 0 и 1 


Кег τ kei г ker, 2 kei, х 
50 -0. 78539 8163 - во - οὐ 
2. 42047 3980 -0. 77685 0646 -7.14668 1711 -6. 94024 2153 
1. 73314 2752 -0. 76812 4933 ~3. 63868 3342 -3. 32341 7218 
1.33721 8637 -0. 73310 1912 -2. 47074 2357 -2. 08283 4751 
1. 06262 3902 -0. 70380 0212 -1. 88202 4050 -1. 44430 5159 
0. 85590 5872 -0. 67158 1695 -1. 52240 3406 -1. 05118 2085 
0. 69312 0695 -0. 63744 9494 -1.27611 7712 -0. 78373 8860 
0. 56137 8274 -0. 60217 5451 -1. 09407 2943 -0. 59017 5251 
0. 45288 2093 -0. 56636 7650 -0. 95203 2751 -0. 44426 9985 
0. 36251 4812 -0. 53051 1122 -0, 83672 7829 -0. 33122 6820 
0. 28670 6208 -0. 49499 4636 -0. 74032 2276 -0. 24199 5966 
0. 22284 4513 -0. 46012 9528 -0. 65791 0729 -0. 17068 4462 
0. 16894 5592 -0. 42616 3604 -0. 58627 4386 -0. 11325 6800 
0. 12345 5395 -0. 39329 1826 -0. 52321 5989 -0. 06683 2622 
0. 09512 6048 -0. 26166 4781 -0. 46718 3076 -0. 02928 3749 
0. 05293 4915 -0. 33139 5562 -0. 41704 4285 +0. 00100 8681 
0. 02602 9861 -0. 30256 5474 -0. 37195 1238 0. 02530 6776 
+0. 00369 1104 -0. 27522 8834 -0. 33125 0485 0. 04461 5190. 
-0. 01469 6087 -0. 24941 7069 -0. 29442 5803 0. 05974 7779 
-0. 02966 1407 -0. 22514 2235 -0. 26105 9495 0. 07137 3592 
-0. 04166 4514 -0. 20240 0068 -0. 23080 5929 0. 08004 9398 
-0. 05110 6500 -0. 18117 2644 -0. 20337 3135 0. 08624 3202 
-0. 05833 8834 -0.16143 0701 -0, 17850 9812 0. 09035 1619 
-0. 06367 0454 -0. 14313 5677 -0. 15599 6054 0. 09271 2940 
-0. 06737 3493 -0. 12624 1488 -0. 13563 6638 0. 09361 7161 
-0. 06968 7972 -0. 11069 6099 -0. 11725 6136 0, 09331 3788 
-0. 07082 5700 -0. 09644 2891 -0. 10069 5314 0. 09201 8037 
-0. 07097 3560 -0. 08342 1858 -0. 08580 8451 0. 08991 5810 
-0. 07029 6321 -0, 07157 0648 -0. 07246 1339 0. 08716 7762 
-0. 06893 9052 -0. 06082 5473 -0. 06052 9755 0. 08391 2666 
-0. 06702 9233 0. 05112 1884 -0. 04989 8308 0. 08027 0223 
-0. 06467 8610 -0. 04239 5446 -0. 04045 9533 0. 07634 3451 
-0. 06198 4833 -0. 03458 2313 -0. 03211 3183 0. 07222 0724 
-0. 05903 2916 -0. 02761 9697 -0. 02476 5662 0. 06797 7529 
-0. 05589 6550 -0. 02144 6287 -0. 01832 9556 0. 06367 7999 
-0. 05263 9277 -0. 01600 2568 -0. 01272 3249 0. 05937 6256 
0. 04931 5556 -0. 01123 1096 -0. 00787 0585 0. 05511 7592 
-0. 04597 1723 -0. 00707 6704 -0. 00370 0576 0. 05093 9514 
-0. 04264 6864 -0. 00348 6665 -0. 00014 7138 0. 04687 2681 
-0. 03937 3608 -0. 00041 0809 +0. 00285 1155 0. 04294 1728 
-0. 03617 8848 +0. 00219 8399 0. 00535 1296 0. 03916 6011 
-0. 02308 4395 0. 00438 5818 0. 00740 6063 9. 03556 0272 
-0. 03010 7574 0. 00619 3613 0. 00906 4226 0. 03213 5235 
-0. 02726 1764 0. 00766 1269 0. 01037 0752 0. 02889 8142 
-0. 02455 6892 0. 00882 5624 0. 01136 6998 0. 02585 3229 
-0. 02199 9875 0. 00972 0918 0. 01209 0904 0. 02300 2160 
-0. 01959 5024 0. 01037 8865 0. 01257 7182 0. 02034 4409 
-0. 01734 4409 0.01082 8725 0. 01285 7498 0. 01787 7607 
-0. 01524 8188 0. 01109 7399 0. 01296 0651 0. 01559 7847 
-0. 01330 4899 0. 01120 9526 0. 01291 2753 0. 01349 9960 
-0. 01151 1727 0. 01118 7587 0. 01273 7390 0. 01157 7754 


Вспомогательные таблицы для малых значений аргумента 


Кег ct+bera2inx keiz+beixInx х(Кег! х+Ъеги «x п x) х(Кей х+Ъей τ In 2) 


0. 16343 5574 -0. 71489 8693 -0. 69804 1049 -0. 58492 2770 
0. 18332 9435 -0. 68341 3456 -0. 69777 1567 -0. 53229 1460 
0. 20604 1279 -0. 64584 9920 -0. 70035 3648 -0. 47105 2294 
0. 23116 6407 -0. 60204 5231 -0. 70720 4389 -0. 40176 2012 
0. 25823 4099 -0. 55182 2327 -0. 71993 1903 -0. 32512 0736 
0. 28670 6208 -0. 49499 4636 ` -0. 74032 2276 -0. 24199 5966 
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9. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА 


Таблица 9.12. Модули u фазы 


Бег: г =, (2) cos #1 (2) 


bei z= Μο(υ) sin θο(α) 


Мо(х) 
1. 000000 
1. 000025 
1. 000400 
1. 002023 
1. 006383 


1. 015525 
1. 031976 
1: 058608 
1. 09843} 
1.154259 


1.229006 
1, 224576 
1. 442891 
1. 585536 
1. 754059 


1.950193 
2.176036 
2.434210 
ИЯ 
3. 061341 


3. 439118 
3. 867032 
4. 351791 
4. 901189 
5. 524209 


6. 231163 
7. 033841 
7. 945700 
8. 982083 
10. 160473 


11. 500794 
13. 025757 
14. 761257 
16. 736836 
18. 986208 


21. 547863 
ca 


90 (г) — (x/¥2) 


θρ(α) 
0. 000000 
0. 010000 
0. 039993 
0. 089919 
0. 159548 


0. 248294 
0. 254999 
0. 477755 
0. 613860 
0. 759999 


0. 912639 
1. 068511. 
2250 
1. 380379 
1.532667 


1. 684559 
1. 833156 
1.979784 
2. 124854 


2. 268771 | 


2. 411887 
2. 554483 
2. 696771 
2. 838893 


2. 980942 


3. 122970 
3. 265002 
3. 407044 
3. 549094 
3. 691142 


3. 833179 © 


3. 975197 
4. 117190 
4. 259152 
4. 401082 


4. 542982 


[5 


Бе! x =М! (2) sin 81 (2) 


M\(z) 
0. 000000 
0.100000 
0. 200013 
0. 300101 
0. 400427 


0. 501301 
0. 603235 
0. 706982 
0. 813585 
0. 924407 


1. 041167 
1.165949 
1. 301211 
1.449780 
1.614838 


1. 799908 
2. 008844 
2. 245840 
2. 515453 
2. 822653 


3. 172896 
3. 572227 
4. 027393 
4. 545990 
5. 136619 


‘5. 809060 
6. 574474 
7. 445618 
8. 437083 
9. 565568 


10. 850182 


"Те. ΔΕΣ 


13. 978402 
15. 875614 
18. 037122 


20. 500302 


Ce 


Модули и фазы для больших значений аргумента 


whet? My (x) θι(ο)--(α/ψ2) 


rol 23е—7/\? Mo(x) 
0.15 0. 40418 
0.14 0. 40383 
0. 13 0. 40349 
0, 12 0. 40315 
СЯ 0. 40281 
0.10 0. 40246 
0. 09 0. 40211 
0. 08 0.40176 
0. 07 0. 40141 
0. 06 0. 40106 
0. 05 0. 40071 
0. 04 0. 40035 
0. 03 0. 40000 
0. 02 0. 39965 
0. 01 0. 39930 
0. 00 0. 39894 


ey 


‘cu 


[2 


(1) — целое число ближайшее κ х. 


-0. 40758 0. 38359 1. 22254 
-0. 40644 0. 38457 1. 21922 
_-0. 40534 0. 38556 1. 21598 
-0. 40427 0. 38655 1.21280 
-0. 40323 0. 38755 1.20968 
-0. 40221 0. 38856 3.20660 
-0, 40119 0. 38957 1. 20356 
-0. 40019 0. 39060 1, 20057 
-0. 29921 0. 39162 1.19762 
-0. 39824 0. 39266 1.19471 
-0. 39728 0, 39369 1.19184 
-0. 39634 0. 39474 1: 18901 
-0. 39541 0. 39578 1.18622 
-0. 39449 0. 39683 1.18348 
-0. 39359 0. 39789 1.18077 
-0. 39270 0. 29894 1. 17810. 


[2] 


91 (x) 
2. 356194 
2. 361194 
2. 376194 
2. 401189 
2. 436166 


2. 481086 
2. 535872 
2. 600386 
2. 674406 
2. 757605 


2. 849536 
2. 949617 
3. 057139 
3. 171285. 
3. 291160 


3. 415839 
3. 544415 
3. 676044 
3. 809981 . 
3. 945601 


4. 082407 
4. 220023 
4. 358179 
4. 496691 
4. 635441 


4. 774362 
4. 913417 
5. 052589 
5. 191872 
5. 231267 


5. 470772 
5. 610390 
5. 750117 
5. 889950 


6. 029884 


6. 169913 


[δ 


<> 


ker х= №0 (2) cos $0 (т) 
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ФУНКЦИИ КЕЛЬВИНА ПОРЯДКОВ 0 и 1 


Таблица 9.12. Модули и фазы 


ker, « =М! (+) cos $1 (ο) 


kei х= № (+) sin $0 (т) 


№ (т) 
со 
1.891702 
1.274560 
0. 941678 
0. 725172 


0. 572032 
0. 458430 
0. 371548 
0. 303683 
0. 249850 


0. 206644 
0. 171649 
0. 143095 
0. 119656 
0.100319 


0. 084299 
0. 070979 
0. 059870 
0. 050578 
0. 042789 


0. 036246 
0. 039738 
0. 026995 
0. 022174 
0. 018859 


0. 016052 
0. 013674 
0. 011656 
0. 009942 
0. 008485 


0. 007246 
0. 006191. 
0. 005292 
0. 004526 
0. 003872 


.0. 003315 


0 (т) 
0. 000000 
-0. 412350 
-0. 584989 
—0. 743582 
-0. 896284 


-1, 045803 
-1. 193368 
-]. 339631 
-1. 484977 
-1. 629650 


-1, 773813 


-1. 917579 
-2. 061029 
-2. 204225 
-2. 347212 


-2. 490025 
-2, 632692 
-2, 775236 
-2. 917672 
-3, 060017 


-3. 202283 
-3. 344478 
-3, 486612 
-3, 628692 
-3. 770724 


-3, 912712 
-4. 054662 
-4. 196576 
-ᾱ. 338460 
-4. 480314 


-ᾱ, 622142 
-4. 763947 
4. 905730 
-5. 047493 
-5. 189238 


-5. 330966 


kel 1 ce 


М! (2) 


со 


4. 927993 
2. 372347 
1. 497572 
1. 050591 


0. 778870 
0. 597114 
0.468100 
0. 372811 
0. 300427 


0. 244293. 
0. 200073 
0. 164807 
0. 136407 
0. 113353 


0. 094515 
0. 079039 
0. 066264 
0. 055677 
0. 046873 


0. 039530 
0, 023289 
0. 028242 
0. 022918 
0, 020280 


0. 017213 
0. 014624 
0. 012435 
0. 010583 
0. 009013 


0. 007682 
0. 006551 
0. 005590 
0. 004773 
0, 004077 


0. 003485 


=М!; (τ) sin $1 (x) 


$1 (x) 


-2. 356194 
-2. 401447 
-2. 487035 
-2. 590827 
-2. 104976 


-2. 825662 
-2.950763 
-3. 078993 
-3, 209526 
-3. 341804 


-3. 475437 
-3. 610143 
-3. 745715 
-3. 881994 
-ᾱ, 018860 


-4. 156217 
-4. 293990 
—4. 432118 
-4. 570551 
-4, 709250 


-4. 848179 
_4. 987312. 
-5. 126623 
-5. 266093 
-5. 405705 


-5, 545443 
-5. 685295 
-5. 825250 
-5. 965298 
-6. 105430 


-6. 245638 
-6. 385917 
-6. 526260 
-6. 666662 
-6. 807119 


-6. 347625 


Модули и фазы для больших значений аргумента 


23 е УЗ No (x) 
1, 23695 - -0. 38070 
1, 23802 -0, 38142 
1, 23909 -0. 38217 
1. 24017 -0, 38291 
1.24125 -0. 38367 
1.24233 -0. 38444 
1. 24342 =0. 38522 
1. 24451 -0. 38600 
1.24560 -0. 38680 
1. 24670 -0, 38761 
1. 24779 -0. 38843 
1. 24889 -0. 38926 
1.25000 -0. 39010 
1.25110 -0. 39096 
1.25221 -0. 39182 
1.25331 -0. 39270 


в 


ge 


<x> — целое число, ближайшее κ. 


1.30377 
1. 20039 
1.29701 
1529263. 
1. 29024 


1.28687 
1.28249 
1.28012 
1.27675 
22224 


1.27002 
1.26667 
1.26332 
1. 25998 
1.25664 


1, 25331 


cr 


60 (1) +(0/y2) «зе № (и) 61(x)+(0/Y2) <=> 


-1. 99943 7 
-1. 99725 7 
-1. 99505 8 
-1.99281 8 
-1. 99055 9 
-1. 98825 10: 
-1. 98592 11 
-1. 98357 13 
-1. 98118 14 
-1. 97876 17 
-1. 97630 2( 
-1. 97381 2 
-1. 97128 2 
-1, 96872 50 
-1. 96613 100 
-1. 96350 со 


[53 
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Глава 10 


ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Х. АНТОСЕВИЧ 


СОДЕРЖАНИЕ 


10.1 Сферические функции: Бесселя ......,.1.. 2. БА. ανω. вол о ot we ome 
10.2. Модифицированные сферические функции Бесселя ..............νοννννν. 
3 Функций Раккати — БаССеЛЯ: ook oc cts cc ланча «os dd 0 eawislas неа ая 
10.4. Функции DUP Lh за леев в ео ους sic Lite waskos 


Примеры ...... 
Таблица 10.1. 


Таблица W.2. 


Таблица 10.3. 


Таблица 10.4. 


Таблица 10.5. 


Таблица 10.6. 


.». 4» 9 9 » 9 »9 9 4 » 9 49 4 : 4 ὁ ὁ 9 6 9 9 »9 4 4 » оо 4 9 » ὁ 9 » 9 eee 9 9 9 see eee 9 » 9 5 5 9 eee ee 9 4 9 » 49 


Сферические функции Бесселя порядков 0,1 и2 (0 < х<19)...... 
и), γιὸ 

po DO 1 2х — 00105 6 — 88, х= О 35 

Сферические функции Бесселя порядков 3—10 (0< x <10)...... 
Jn(X), ух), 

n= 308. = ПО 55: 

хти(х), х®Нуи(х), 

п =9, 10; х = 0(0.1)10, 7 — 85, 

Сферические функции Бесселя порядков 20 и 21 (0 < x < 25) ...... 
х-® οχρ(χ/(4π + 2)) jn(), 

ΧΊΤΙ ехр(—х"/(4п + 2)) pax), 

п = 20, 21; х = 0(0.5)25, 6 — 85. 

Модуль и фаза сферических функций Бесселя порядков 9, 10, 20 и 21 
ψπ|(2χ) Мил /э(х), θημ(χ) ---χ, 

где 

Λι(α) = ψπ|(2χ) Мил.) cos бич), 

у»(х) = ψπ|(2χ) Мизлиз(х) sin бил), 

п =9, 10; x? = 0.1(—0.005)0, 8D; 

п = 20, 21; х! = 0.04(—0.002)0, 8D. 


Сферические функции Бесселя различных порядков (0 < п < 100) 281 


(>), уп(х), 

п = 0(1)20, 30, 40, 50, 100 

xeon], 2 3, М. 100, Ι05. 

Нули функций Бесселя полуцелого порядка (0 <п<19)........ 


Нули jy,s, Ууз функций ο, ΥνΟ 
и значения Л/(/,.з), У γίΡν,ε), 


у=п + 1/2, n = 0(1)19, 6 — 7D. 


СОДЕРЖАНИЕ 


Таблица 10.7. Нули производных функций Бесселя полуцелого порядка (0 < п < 


Таблица 10.8. 


Таблица 10.9. 


ооо о неее а . 284 


Нули Jy,s, Ys Функций Jy(x), Ух) 
и значения Ἣμ.(}ν.ε), У»(уу, 5), 


v=n-+ 1/2, n = 0(1)19, 6D. 


Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 0, 1 
оо и ооо 285 


\ π|(2χ) I n41/o(X), п (2х) Κα μ(χ), 
я = 0, 1, 2; χ--0(θι05, 4 — 9D. 


Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 9 и 10 
а А о а ао. 286 


х-® κπ|(21) Гиза (Х), x"? Νπ|(2χ) Кина), 
п =9, 10: -х = 005, 7—8 

а 2x), (2/7) e* Knits pol), 

п = 9; ,Ю: x = 5(0.1)10,- 65: 

ψ2πχ εχρ[--χ + n(n + Π/ΩΧ}] Га, 
ψ21|π.οχρ Lx. n(n + D/(2x)] Кланы), 
n=9, 10; x! = 0.1(—0.005)0, 7 — 8$. 


Таблица 10.10. Модифицированные сферические функции Бесселя различных по- 


осо: МВ о И eee 289 
\/=/(2х) [η ε/ο(χ), ψπ/(2χ) Κα), 

п = 0(1)20, 30, 40, 50, 100; 

у 1, 2, 5. 10, 50. 100 108, 


Ἑαθπππα ΠΗ͂Ι. Фи Ὅρα (0 = £108) ,...νε-νελκεὐεέννλονεύρενεν ν΄ sweree 291 


Ах), Αἴ), Bi(x), Bi’(x), 

x = 0(0.01)1, sD; 

Ai(—x); АГ(—х), Bi(— x), Bi’(—»), 
x = 0(0.01)1(0.1)10, 8D. 


Вспомогательные функции для болыних положительных значений 
о о ее 291 


Ailx) = = ie 1e~ 5 (— &), Bi(x) ---χτ/ ебу 5), 
Αἱ) = — > х1/4е 5ο(-- Е), ВЕС) = меб ( Е), 
AED, ee; Е = 9%, 51 = 1.5(—0.1)0.5(—0.05)9, 6D. 


Вспомогательные функции для больших отрицательных значений 
lp re ee Concer ee er re ee ee eee ἴα 293 
Ai(—x) = x74 fi(&) cos & + ΛΘ sin ξ], 

Bi(—x) = x74 [f2(8) cos & — π(ξ) sin ἕ], 

АГ(—х) = х"4 [21 (8) sin ЕЁ — go(&) cos Е], 

ΒΙ(--χ) = x™/4 [ρ.(ξ) sin & + g1(&) cos 8], 


(Е), (Е), ει(ξ), κο(ξ); E = a хз, 
E+ = 0.05(—0.01)0, 6—#D. 
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Таблица 10.12. Интегралы от функций Эйри (0 <х < 10) 


x x 
Ако dt, x = 0(0.1)7.5: } Ai(— dt, x = 0(0.1)10, 7D: 
0 0 


а x 
} Bi) dt, x = 0(0:1)2;  Bi(—0 di, x = 0(0.1)10, 7D. 
0 0 


Таблица 10.13. Нули и связанные с ними значения функций Эйри и их производ- 


ных (1 < s< 10) ...... 


Ai’(as), Ai(as), Bi‘(bs), Bi(bs), 5 = 1(1)10, 8D. 


(d<s <5) 


Модуль и фаза функций e~7™!/28,) e~ 7/387 


ВР(В:), ВКВз), $ = 1(1)5, 3D. 


HG EES 281 ЧЕРИ 294 
Е Е 294 
Нули as, а., bs, δ} функций Ai(x), АГ(х), ВКх), Βία) и значения 
Комплексные нули и связанные с ними значения Bi(z) и ВГ(2) 
И Е A ee 295 


νην ИИ АЯ 


10.1. СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
Дифференциальное уравнение 
10.1.1. 22%” + 2zw’ + [25 — n(n + ]и=о0 


(в = 0, +1, 552, .). 


Частными решениями этого уравнения являются сфери- 
ческие функции Бесселя первого рода 


juz) = Κ'π|(2Ξ) ο ιαμ(2), 
второго рода 


Yaz) = Νπ(/22) Yn+1/2(Z) 
и третьего рода 
W(z) = ful2) + ἐγα(2) = ψ'π|(22) Ηγλλιμ(2), 
hP(z) = (2) — iyn(z) = /=[(22) НЗ, (2). 
Пары функций jn(z), ya(z) и 10 (2), #22) являются 


линейно независимыми решениями уравнения 10.1.1 для 
любого п. Об общих свойствах решений см. в 9.11. 


Разложения в степенной ряд (см. 9.1.2, 9.1.10) 


n 
И НЕА 
1.3.5... 2 + 1) 
x | им | 
1(2n+3) 212 + 3) 2+5) ^ 
1*3*5... И „ 
ght 


10.1.3, ya(z)= — 


x ] ОЕ: ++ РН: ἐ.----. 
Ι(1--25) 21 — 2n) (3 — 2n) -] 


Пределы при Ζ-»0 
1 
1.3.5 ow (25 -ῃ ! 
10.1.5. z®t1y,(z) > —1.3.5... 21-1) (n=0, 1, 2,...). 


10.1.4, z-"jn(z) > 


Вронскианы 
10.1.6. W{jn(z), уз(2)} =2*. 
10.1.7. W{AP(z), (2) } = --2ἱσ5 (п=0,1,2,...). 


Выражения через элементарные функции 
10.1.8. jn(z) = 2 *[Р(п + 1/2, 2) sin (2 — ππ|2) + 
+ O(n + 1/2, 2) cos (2 — ππ|2). 
10.1.9, ya(z) = (—1)**1 21 [P(n + 1/2, 2) cos (2+ ππ/2)-- 
— O(n + 1/2, 2) sin (2 + ππ|2)], 
P(n + 1/2, 2) = 
(n+ 2)! 


(n + 4)! 
4!Г(в — 3) 


[5/2] 
= У (- ПЕ + 1/2, 2k) (2254, 
0 


- (22) 3 + 


27)-4 — 
2!Г (п — 1) (22) 


[ΠΠ 
11Γ() 
Mt DM gys, Mt 
Зе — 2) 5!Г(и — 4) 

[(®—1)/2] 


τ №, (—1)¥ (и + 1/2, 2k + 1) (22)-2*— 
0 


O(n + 1/2, 2) = (2z)* — 


(22)-° — 


(n = 0, I, 2, «..). 


10.1. СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 257 


| 
(n+ 1/2, Ю= _ +! _ 
Ге -- k + 1) 
<. м ως “ενος 
Ν ad 1 | 2 | 3 | 4 | 5 

| 2 

2 6 12 

3 14 60 120 

4 20 180 840 1680 

5 30 420 3360 15120 30240 


10.1.10. jn(z) = [ι(α) sin z + (—1)"**f-n-1(z) cos 2, 
f(z) = 2", A) = 2°, 
Л-1(2) + fnsa(z) = (2n + 1)2fnlz) 
(n= 0, +1, +2, ....). 
Функции jn (2), yn(z) для п = 0, 1, 2 


sin 2 


10.1.11. Jo(z) = 


sinz ΟΟ5Ζ Рис. 10.1. Лих); п = 0(1)3. 


72 


A(z) = 


: 3 δ. oe 3 
Jz) = | — — —] sin z — — cos 2. 
ee 27 


COS 2 


10.1.12. Уо(2) — — ΓΖ) == -- 
2 


᾿ с0$2 sin 2 
yi(z) = (0) = — = - 
2 


2 


yz) = — j-s(z) = (- Е. + =] <> Ζ-- - sin Ζ. 
23 2 2 


Интеграл Пуассона и обобщение Гегенбауера 


(п = 0. 1..2...) 
к 
n 
10.1.13. j,(z) = = \ cos (z cos 9) sin?”+! 6 dé 
2+1 | 
0 
(cm. 9.1.20). 
(—i)"¢ 
10.1.14. jn(z) = = { ей 505 θ P (cos 0) sin 0 dO. 
| 0 


Сферические функции Бесселя второго 
и третьего рода 
10.1.15. γι(2) --(--1)5η1} ῃ (2) (п=0, +1, +2, ...). 


10.1.16. hP(z) = {-5-1σ1ρίε 5 (п + 1/2, k) (-.212}-ΐ, 
0 


10.1.17. 242 (2) = те У (ῃ + 1/2, k) 2iz)-*. 
0 


10.1.18. #2 (2) = i(—1)"AP(2), 
1 (2) = — i(—1)"h(z) (п=0, 1, 2,...). Рис. 10.3. ja(x), ya(x); x = 10. 


17 — под ред. В. А. Диткина, Л. H. Кармазиной 
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 
Рекуррентные соотвошения 


Ла(2) : (2), Уп(2), AGP(z), (2) (n= 0, +1, +2, ...) 
10.1.19. fn-a(z) + fnsa(z) = (2n + 022). 
10.1.20. 7 fy-s(z) — (и + 1) fnsa(z) = (2n + 1) - Για). 


п-+ 1 


10.1.21. κας. n(Z) are =f n(Z) = fn-1(Z) 


(см. 10.1.23). 
10.1.22. ” fa(z)— © f(z) = ры) 
2 dz 
(см. 10.1.24). 


Производные 


712), у(2), A§P(z), (2) 
(п = 0, +1, +2, ...) 


Sn(Z) : 


1 


10.1.23. В oh ВА] = Та). 
2 42 


10.1.24. ῃ “ἡ [:"/ι(2}} = (—1" 2-ти (2) 
7 az 
Ou = 1, 2, 3... 


Формулы Релея 


nae 
10.1.25. jn(z) = *(- - =] le 
z dz 2 
nN 
10.1.26. yale) = — 28( — = < Я ата 
Ps Zz д 


Модуль и фаза 
/π(Ζ) = \ π/(22) Mn+1;2(z) cos On41/2(Z), 


γε(Ζ) = κ π|(22) Mrnyra(z) sin On 41/2(z) 
(см. 9.2.17). 
10.1.27. [7/(2z)] М2, 1и2(2) = 


1 2n — К)! (27 — 2k)! 
aay п — К)! (2n — 2k) (2αγρί- ον 


k(n — К)! ]? 
(см. 9.2.28). 
10.1.28. [π/(22)] My,2(z) = Л(2) + yi(z) = 2-5. 
10.1.29. [π/(22)] ΜΒ, .(2) = 71(3) + yz) = 22 4+ 274, 
10.1.30. [π/(22)] ΛΣ α(Ζ) = (2) + y3(z) = 25--3σ-411-97-5, 


Произведения функций 
10.1.31. (2) γη-ι(Ζ) = т-1(2) Упв(2) = g*. 
10.1.32. jn4i(Z) Yn-a(z) — jna(Z) Yasa(z) = (2n + 123. 


10.1.33. jo(2) jn(z) + yo(z) γα(2) = 
[n/2] 


--Ζ-2 > (— 1)*22-2 (| + 2 [ ΜΙ σ.ΐ--Ῥ 
2 Jn-2,\ К 


0 


(n = 0, 1, 2, ...). 


10.1.34. 
10.1.35. 
10.1.36. 
10.1.37. 
10.1.38. 


10.1.39. 


10.1.40. 


10.1.41. 


19.1.42. 


10.1.43. 


10.1.44. 


10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Аналитическое продолжение 
inize™) = αν (2; 


уз(2етт"") om (— 1)™ emnrt у (x), 


hg (зеётчит) = (— (2). 
RA (2е2т- BL) — (-- 1)"h{(z). 


ра (ze2mnr*) ο hY?(z) 
C= а Απ. 1.5. να. 


Производящие функции 


1 ------ «(ον 
— sin z* + 2zt =), 
2 ы п! 


0 


γη-:1(2) 


(21¢1< 12). 


~ cos Jz? 2% 
— cos 4/2“ — 221 = — [ῃ-α(Ζ). 
δὺς 


2 


Производные относительно порядка 


Ee ied] [π|2χ} {Ci (2x) sin x — 
ν 


— Si (2x) cos x}. 
9. м 
| Be ie] = 


= [π|(2χ}] {Ci (2x) cos x + Si (2х) sin x}. 


д 
ΕΞ yx) = = 
== [п/(2х)] {Ci (2x) cos x + [Si (2x) — п] sin x}. 


0 
ἔπ wer] -" 
= [π|(2χ})] {Ci (2x) sin x — [Si (2x) — п] cos x}. 


Теоремы сложения и вырожденные формы 
(г, р, 9, A — произвольные комплексные; 


10.1.45. 


10.1.46. 


10.1.47. 


10.1.48. 


10.1.49. 


В = Ar + 6 —2rp cos 0) 


sin AR = Σι (2n + 1) ja(Ar) ©) Ри(соз 0). 
0 
Ρ [ο ©) 
__ Εο5λΑ _ 5 > (20 + 1) jnQr) γα(λρ) Ри(соз 0), 
AR κ 


|re+? |<] 91. 


fee) 
ей? 0030 — » (2n + 1) e®™!/2 щ(2) Ри(соз 0). 
0 


(2n)! 


22 ( 1) Jen{Z) Pon(cos 0). 
be 


[» ὁ) 

Ло(2 sin 0) = р (4n+1) 
0 

Формула удвоения 


Jn(2z) = 
τ 2η — 2k + 1 


-- — и! in-k(Z) Yn-K(Z). 
ie кр" ыы 
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Некоторые бесконечные ряды, содержащие /2(2) 


Cc 
10.1.50. SY Qn + 1) j2(z) = 1. 
0 


0 


10.1.51. >; (—1)* (2n + 1) f(z) = 
0 


sin 22 


10.1.52. Σ м —. 


Интегралы Френеля 


10.1.53, С Ν2Χπ) = 


ΚΝ 


=> | «-1,ο({) dt = ψ2 [ос Jon+1/2 | >] + 
0 


a x 
+ sin — --1)ῃ J. —I]]. 
Sey | 1) 


10.1.54. S(/2x/m) = 


в: = 


4 

1 
г \ Jij(t) dt = 
0 


ο 


> (-- 1)” Jont1/2 (5. = 


х — x 
-- ἘΘΒ 5 ο; (-- 1)” Jen+s/2 В] : 


(См. также 11.1.1, 11.1.2.) 


Нули и их асимптотические разложения 


Функции jn(x) и γῃ(χ) имеют те же нули, что и функции 
Ла, (Х) и Ур (х) соответственно. Поэтому для нулей 
функций jn(x) и γη(χ) справедливы формулы раздела 9.5, 
в которых нужно положить у = п + 1/2. Однако там нет 
простых соотношений для нулей производных. Поэтому 
здесь даются формулы для An,s, ἔῃ. — 5-х положитель- 
ных нулей функций (2) и у,(2) соответственно; 2 = 0 
Jo(z). (Таблицы зна- 


считается первым нулем функции 
чений An,s, Dns, /в(@в,з), Yn(bn,s) см. в [10.31].) 


Элементарные соотношения 
ια) = Ίπ(Ζ) cos xt + уп(2) sin πί 


({ — действительный параметр, Ο-ς 
нуль функции /п(2), το 


10.1.55. Γι(τῳ) = (ta/(n + 1)] Γι-1(τω) 
(см. 10.1.21). 


10.1.56. fn(tn) = (т/п) Γε-ε1(Τη) 
(см. 10.1.22). 


—1/2 
10.1.57. fn(tn) = % [22 — n(n + 1)] rg, 5 
π ат 


17 * 


t < 1). Если Тв а 


Разложения Макмагона для фиксированного п 
и большого 5 


10.1.58. ans, dns ~ B — (м + 7) (88) * — 


2 
и аи + 1546 + 95) (88)? — - (8543 + 3535p? + 


+ 35614 + 6133) (88) ° — = (69491 + 474908 μῦ +- 


+ 330638 и? +- 9046780. — 5075147) (8В)-* — 


πίνε oa) 
2 


для ὄῃ,., & = (2n + 1}. 


rae Ba [и 5 дя В = 


= 


Асимптотические разложения нулей 
и связанных с ними величин при больших 
значениях порядка п 


1 1\ 1/3 
10.1.59. aja ~ |’ + = + 08086165 ( + ᾿ = 


1 1-13 1 1-1 
-- 0.236680 [ + = — 0.20736 [ + =| + 


—5/3 


- 0.0233 [ὶ и 5 Ἵ 


1/ 
10.1.60. bra ~ (" Е Я + 1.8210980 (" 


3 

+ | + 
1 \-1/3 ] \- 

+ 0.802728 |’ + = — 0.11740 (” -- = + 
; 


—5/3 
+ 0.0249 ( 1 ;) ΣΉΝ 
10.1.61. (а, 1) ~ 


- 1 1-5!6 | \-2/3 
~ 0.8458430 (" + =. | — 0.566032 [ + a + 


| 1-43 1 \-? 
+ 0.38081 (" si a — 0.2203 [ὶ Ῥ 4 sen в 


10.1.62. yn(bi,1) ~ 


—2/3 


1 —5/6 1 
~0.7183921 (" + 7) | | — 1.274769 [ + = 


1 —4/3 1 — 
+ 1.23038 (n + я — 1.0070 |’ + 5) + ... | 


Соответствующие разложения для 5 =2и 5 = 3 см. 
в [10.31]. 


Равномерные асимптотические разложения нулей 
и связанных с ними величин при больших 
значениях порядка п 


| 1 1 \-2/3 
10.1.63. ans ~ E + 5] |: |{» + Я ο] af 


ВА 


k=1 
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10.1.64. bi; ~ [п + * z iin + iD ine be | + h(), z(€) определены, как и в 9.5.26, 9.3.38, 9.3.39. 
2 я а 6; —5-е отрицательные действительные нули 
co 1 \-2/3 1 \-2k функций АГ(2) и ВГ(2) соответственно (см. 10.4.95, 
+ hy| [n+ — bs) [2+ — . 
gu" [ 1] | ;) | 


10.4.99). 
a 1 —5/6 
10.1.65. т(ав,з) at [5 Ai (as) E -- 1] Χ 


1 \-2/3 1 \-2/3 —1/2 
κήτη] “]([6+3] “> 
2 2 
14 60 Н + 1 \-2/з | 1-26 
x n+ — аз | п- — . 
> al i] | | | | 
= —5/6 
10.1.66. yn(bi.s) ~ — [5 Bi (Б.) [ + я Χ 


calle sys] lls 


Комплексные нули A(z), В (2) 


Функции й((2) и Al) (ze2"™) (т — любое целое чис- 
ло) имеют одни и те же нули. 


#92(2) п имеет нулей, симметричных относительно 
мнимой оси и располагающихся примерно по конечной 
дуге, соединяющей точки 2 = —пи2=1 и изображен- 
ной на рис. 9.6. Если п — нечетное, то один нуль лежит 
на мнимой оси. 


AYY(z) имеет (п +1) нулей, лежащих вблизи той же 


со —2/3 11-26 
Χ | 1+ > Нк (" — | bs || п > \. кривой. Если п — четное, один нуль лежит на мнимой 
k=1 2 оси 
—® = | смо | сое | сов (- Όλι (0) (—O)A, (Ὁ (-Ὁλε(Ὁ (-Ὁ: ΗΚῸ | (-Ὁ' ΗΚ (-Ὁ” Η«(Ὁ 
0.0 — 0.4409724 — (0.122500 — 0.06806 0.000000 0.00000 0.0000 
0.2 — 0.4572444 — 0.114201 — 0.05986 0.027518 0.00575 0.0023 
0.4 — 0.4702250 — 0.107243 — 0.05279 0.049069 0.01118 0.0043 
0.6 —0.4802184 — 0.101318 — 0.04674 0.065677 0.01592 0.0061 
0.8 —0.4875705 — 0.096159 — 0.04160 0.078255 0.01983 0.0075 
1.0 —0.4926355 — 0.091561 — 0.03725 0.087587 0.02290 0.0085 
oa | h,(G) fw | (6) Π.(ζ) H,(6) | ΗΚῸ | 

1.0 —0.4926355 — 0.09156 — 0.037 0.087587 0.0229 

LZ. — 0.05056 — 0.014 0.065507 0.0121 

1.4 — 0.03043 — 0.006 0.050524 0.0070 

1.6 — 0.01950 — 0.003 0.039890 0.0042 

1.8 — 0.01310 — 0.001 0.032085 0.0027 

2.0 — 0.00914 0.026206 0.0018 

2.4 --0.00658 0.021682 0.0012 

2.4 — 0.00485 0.018141 0.0008 

2.6 — 0.00366 0.015326 0.0006 

2.8 — 0.00280 0.013061 0.0004 

3.0 — 0.00219 0.011217 0.0003 

3,2 — 0.00173 0.009701 0.0002 

3.4 — 0.00138 0.008443 0.0002 

3.6 — 0.00112 0.007391 0.0001 

3.8 —0.0009 1 0.006505 0.0001 

4.0 — 0.00075 0.005753 

4.2 — 0.00062 0.005111 

4.4 — 0.00052 0.004560 

4.6 — 0.00044 0.004085 

4.8 — 0.00037 0.003672 

5.0 — 0.00032 0.003313 

5.2 — 0.00027 - 0.002998 

5.4 — 0.00023 0.002722 

5.6 — 0.00020 0.002478 

5.8 — 0.00018 0.002262 


10.2. МОДИФИЦИРОВАННЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 


——— - — $$ 
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Продолжение таблицы 


oe | hy (5) | й, (<) йз (5) Η (Ὁ H, (6) 

6.0 --0.0681152 — 0.00015 0.002070 

6.2 — 0.0652570 — 0.00013 0.001899 

6.4 —0.0625905 — 0.00012 0.001746 

6.6 —0.0600985 — 0.00010 0.001609 

6.8 --0.0577653 — 0.00009 0.001486 

7.0 --0.0555773 — 0.00008 | 0.001375 
oe | hy(G) | h(G) | H,@) | oa | πι(6) й, (5) Η(ζ) 
0.40 — 0.0645731 — 0.00013 0.001859 0.20 — 0.0091416 0.000037 
0.36 —0.0487592 — 0.00005 0.001056 0.16 — 0.0047276 0.000010 
0.32 —0.0352949 — 0.00002 0.000551 0.12 — 0.0020068 0.000002 
0.28 — 0.0242415 — 0.00001 0.000259 0.08 — 0.0005965 
0.24 — 0.0155683 0.000106 0.04 — 0.0000747 

0.00 — 0.0000000 


10.2. МОДИФИЦИРОВАННЫЕ СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
Дифференциальное уравнение 
10.2.1. 22и” + 2zw’ — [27 + пи + Ί)]ν --0 
(п =0, +1, +2, ...). 


Частные решения этого уравнения — модифицирован- 
ные сферические функции Бесселя первого рода: 


10.2.2. «/π|(22) [η (2) = ο- "πὶ! jg(ze™'/2) 
| (--π < argz π|2), 
[22 Insaja(z) = ет (те-3"И 2) (π|2 < arg 2 < п), 
второго рода: 
10.2.3. «/π|(22) I-n-ajo(z) = οὐ Ἡ)πί!ἑγ.(χρπί!3 
(--π < аго 2 < π|2), 
[=[22) Г-п-1/1(2) = ету (ре-?) 


(π|2 <.argz < т), 
третьего рода: 


10.2.4. 7/(2z) Καιι/ο(α) = 
= (π|2)(-- 151 γ/π|(22) Ивна (2) — Гл (2). 
Пары функций 
\/=/(22) 1+1 (2), π|(22) 1-п-11(2); 
\=/(22) Insae(z), κ'π|(22) Kns1 (2) 


являются линейно независимыми решениями уравнения 
10.2.1 для каждого п. 


Большинство свойств модифицированных сферических 
функций Бесселя может быть получено из свойств сфери- 
ческих функций Бесселя с помощью вышеуказанных соот- 
ношений. 


Разложения в степенной ряд 

23 
------------------------ x 
1°3-5...(2n + 1) 

(27/2)? и |. 

21(27 + 3) (2n + 5) 

1.3.5... (2п — 1) 
и 
+=] 
2!(1 — 2η) (3 — 2η) 


10.2.5. «'π|(22} Ins12(z) = 


| 2]2 

ν _ ΣῚΡ 
1!(2n + 3) 

10.2.6. /7/(22z) I-n-tre = 


x | -+- ee — 
1!(1 — 2n) 


Вронскианы 
10.2.7. ΙΡ {{π|(22) Ιμμ(2), «'π|(22) Ι...-1..(2}} = 
= (—1)7+12—8, 


10.2.8. И’ {/^/(22) In+41)25 ψπ|(22) Κπ/α(Ζ}} = — п2*]2. 


Выражения через элементарные функции 
10.2.9. α/π|(22) [а (2) = 
= Ω2) [В(и + 1/2, —2)е? — (—1)” R(n + 1/2, z) ε--Ἴ. 
10.2.10. «π|(22) I-n-12(z) = | 
= (2z)* [R@ + 12, —z)e* + (--1)5 Ви + 1/2, 2)е*]. 
10.2.11. R(n + 1/2, 2) = 
(и + I)! ogy + (и + 2)! 
11 ГО 2!T(n — 1) 
= Σο + 1/2, Ю (22}-6 
(см. 10.1.9). 


=1+ 


(22) +... = 


(n = 0,.-1, 2,...) 
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10.2.12. ψπ](22) Insae(2) = вне) sh 2 + g-n-a(2) ch z, 10.2.21. — = fa(z) + |. faz) = ыы (@) 
σοίΖ) гие =. 21(2) а --Ζ-, р ы 
gn-a(z) — ἕπιι(2) = (25 + 1) 282) ao 
(n = 0, +1, +2, ...). 


Производные 
Функции Νπ|(22) [и 1/2)(2), п= 0, 1, 2 


Γ(2) : «π|(22} [вл (2), (--1}5}1 Ут?) Киа (2) 
(n= 0, +1, +2,...) 
Γ [21 ῃ(Ζ}} --ᾱ μ΄ ΜΕ n—m(Z). 


) 


10.2.13. Эн» (2) = 282 
Ул 


{πι} a sh 2 + ch 2 


72 


\т(22) Igs2(z) = Е + =] sh z— — ch xz, 
73 yA 72 


10.2114: fz) Laplz) = δ ᾽ 
2 


—=— sh 2 ch z 
a 7¢/(2z) [-31э(2) = . 
2 


гу 
cf 
+ 7 
7 δ ! | | й on" 
cere 1 
Jaz) Lenz) = — > sh z+ Е Е = ch 2. ΠΝ. 
2 Е Zz ΤΉΝ. р 
tate > lf 
г | тс 
Модифицированные сферические функции Бесселя τ ' : 
третьего рода τι. 
--- | ay a 
10.2.15. (π|(25} Kn:t)o(z) = = пет (оп?) ΠΝ 
Ра : (4 
(--π < а 2 π|2), \ р \ Μο 
ка Г | ; ΝΣ 
UIQ) Καιιμίο) = — потом рем) ER SOO 
a ee i 
(π|2 <argz < п), 0 7 2 5 4 2 δα 
аа n 9x) 
у=[2) Каан) = -- ο-- У^ ("+ τ ε] (22}-5, Рис. 10.4. Vr/(2x) Тин, 
22 с 2 ψπ|(2χ) Kniz/(x); п = 0(13. 
10.2.16. Knj1j2(z) = K-nan(z) (п=0, 1, 2,.... - 
" м И +2 (ὦ) И Hn+1/2 (x) 
Функции /=/2) Κπιι,α(Ζ), Γι = 0, 1; 2 2 2. 
10.2.17. «/π|(22) K1ya(z) = [π|(22}} ο-”, 
7 17 
/=/©2) Ка) = [π|(22}} ε-"1 + 2), ᾽ И Книг 61° 
a 29 7 γώ 
\=/(22) Κα,.(2) = [π|(22}} e-*(1 + 32-1 + 327). ме τ 
Zz д 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 
7 7 
Рекуррентные соотношения ᾿ С 
fu(z): Νπ|(21) Тина), 9 ; ge 
(--1)5 V7 /2(z) Kn41/2(Z) (n -. 0, ай 22, ο. 2 2 
10.2.18. /и_1(2) — fnsa(z) = (2η + 1)2Ук2). 7 7 
а 
.2.19. nfn— = +1) — ἢ δ уб 
10.2.19. и/ь1(2) + (п + 1) ἤνμ(α) = (22 + 1) επ) aaa. ae eae a ae 
7 
10.2.20 их (2) πΧ 
αι Κα. о τ Рис. 10.5. Νπ|(2χ) Ιπ.ι/(κ), 
(см. 10.2.22). 


ψπ/(2χ) Kn+41/2(x); x = 10. 


Cat Ре ae 
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Формулы типа Релея 


НОЕ п м 
10.2.24. ψπ/Ώξ) Tn41/2(Z) = 2% Β == ыы Е 
2 dz 2 


Seas 28 11. 
10.2.25. ψπ|(22) [-п-1/2(2 = 2 Ε τ = 
x dz 
Шота 
Формулы для [1+1/2(2) — 12п_1/2(2) 
10.2.26. (п/22) [+1 2(Z) — 12 n-1)2(z)] = 


ee .., (2n — k)!(2n — 2k)! 
ыы _ рун — (922-28 
Ἢ >. - Ка — ΚΠ} (zy 


0. РВ 
10.2.27. [7/(2z)] [[2,2(2) — 121,2(2)] = --2-". 
10.2.28. [π/(22)] [13/2(2) — 12312(2)] = 2 — 2". 
10.2.29. [п/(22)] [3 (2) — 1251/2(2)] = =2 + 32“ — 9286. 
Производящие функции 
10.2.30. | sh J — diet — Sv "LD 
.2.30. — sh Jz — 2izt = > fa [V x/(2z)I-n41)2(2)] 
2 г п! 


(211| < 121). 


10.2.31. | ch (4 dizt = 5 UO" О tea (2). 
2 σ΄ πὶ 


Производные относительно порядка 


10.2.32. | 2 м) а 
ду у=1/2 


2 bee μί-2ορῆ, 
27x 


9 
ὂν у= — 1/2 


И Be οὔ]. 
2πχ 


9 С 
10.2.34. |: к ==: Е ΜΙ π/(2χ) Ei(—2x) εὖ, 
ду у== 1/2 
Функции Е!(х) и ЕКх) см. в 5.1.1, 5.1.2. 


Теоремы сложения и вырожденные формы 
(г, ©, 0, Л — произвольные комплексные; 


R= Vr? 6? — 2rp cos 0) 


‚-АК eens 
10.235. © ith ie, + 1) [ψπ|(2λο) Была х 
x [ψπ|(2λρ) Kns1/2(A9)] Pn(cos 0). 
10.2.36. с? 59 = Σ (2n + 1)[ψπ|(21) In41/2(z)] Pn(cos 0). 


1 143, 6 OO" = 


η 
— 


oM8 


(—1)" (2m + 1) [΄π|(21) Γειι/(2}] Pa(cos 0). 


Формула удвоения 
10.2.38. Kni1/2(2z) = 


πο (DF Qn — 2k +1) 
k\Qn —k + 1)! 


К к .(Ζ 3 


103. ФУНКЦИИ РИККАТИ—БЕССЕЛЯ 


Дифференциальное уравнение 
10.3.1. 22” + [27 — n(n + ] и = 0 
"01, 42.) 


Пары линейно независимых решений этого уравнения 
имеют вид: 


Zjin(Z), Zyn(Z); 


zhy(z), 21% (2). 


Все свойства этих функций следуют непосредственно 
из свойств сферических функций Бесселя. 


Функции 2/п(2), Ζγ.(Ζ), п = 0, 1, 2 
10.3.2. zjo(z) = sin Ζ, 2й(2) = 21512 — cos 2, 


zj.(z) = (32-5 — 1) sin z — 3210$ 2. 


10.3.3, zyo(z) = —с052, Ζγι(Ζ) = —sin z — 21605 2, 
2у2(2) = --32-] sin 2 — (323 — 1) с0$ 2. 
Вронскианы 


10.3.4. W {zjn(z), zyn(z)} = 1. 
10.3.5. W {zhiP(z), zhy?(z)} = —2i 


(п = 0, 1, 2....). 
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10.4. ФУНКЦИИ ЭЙРИ 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СВОЙСТВА 


Дифференциальное уравнение 


10.4.1. w” — ZW = 0. 
Пары линейно независимых решений этого уравнения 


таковы. 


Ai(z), Bi(z); 
Ai(z), Αἰ(σεθπί/ϑγ: 
Ai(z), Ai(ze-?™#/3), 


Разложения в степенной ряд 


10.4.2. Αἱ (2) = ει (2) — cog(z). 
10.4.3. Bi (2) = «3 [с,/(2) + σαε(Ζ)], 


1 1.4 1.4. 
Ια} =1-+ — 24 — 264 —— и 27... = 
3! 6! 9! 
0 zak 
χμ (5 } (3k)! 
g(z) ez и" и 2158 8 
4! 7! 10! 


z3k+1 


7 [5 ть 


(«+ >} =], 
3 Jo 


ЗЕ [- +- = = (3 + 1) (3% + 4)... (3α + 3k - 2) 
k 


(x — произвольное; k = 1, 2, 3, ...) (см. 6.1.22). 

10.4.4. οι = Ai(0) = Bi(0)/4/3 = 3-5!5/|Γ(2/3) = 

= 0.35502 80538 87817. 
10.4.5. ο; = —Ai(0) = Bi'(0)//3 = 3-//T(1/3) = 

= 0.25881 94037 92807. 

Соотношения между решениями 

10.4.6. Bi(z) = e7'/6 А{2е?" 3) |. ϱ-πἰ!6 Α](χρ-8πί/9}| 
10.4.7. Ai(z) + οὐπί!/3 Α](σε2πί!/3) 4 е-2" 13 Aj(ze-2nt/3) 0), 
10.4.8. Bi(z) + οὐπί/9 =| + е-27 3 Bi(ze?7t/8) = 0. 


10.4.9, Ai(ze=?*#/3) — - е "ИЗ [А1(2) Е i Bi(z)]. 


Вронскианы 
10.4.10. W {А! (2), Bi(z)} = x. 


19.4.11. W{Ai(z), Ai(ze*/3)) — > rte 116, 


20 ἡ 012) 
16 
ΛΖ ' δέ (a) 


— 
— — 
=>. > = > = 


A 


1 
1 
1 
1 
j 
| 
1 
1 
' 
1 
№ 


Рис. 10.7. Bi(+x), ВГ(Х. 
10.4.12. И’{А! (2), А1(2е 2" з)} = — " т. летие, 6 
10.4.13. W {Ai (ze?™/3), Ai (ζε-ϑπί!5γ} = > a. 


Выражения через функции Бесселя 
= 
3 
10.4.14. А! (2) = - ΝΕ [7-1/3(0) -- Τι μ(Ό] = 
= п ψ23 Κι, (Ὁ. 


10.4.15. А! (—z) = Ξ ΝΡ [.ι/ο(ζ) + J-1)3(9)] πα; 


- «13 [ев НЗ (О) + ε- "5 НКО). 


10.4.16. 


10.4.17. 


10.4.18. 
10.4.19. 


10.4.20. 
10.4.21. 


10.4. ФУНКЦИИ ЭЙРИ 


— АГ(2) = = Z[-2)3(5) — Ιε,(ζ)] = 
= п 1(2/\/3) К»,з(О. 
= = :17-.{Ὁ — ль = 


i“ = (2) V3) Le-™ HQC) + "8 НК), 


Bi (2) = 42/3 [-1,9(0) + Ιτιω(Ό]. 
Bi (—2) = {2/3 [.-ι/-(ζ) -- Jyj3(9)] = 


=< 4/23 [e™ 6H GC) — ε-πί!5 (0). 


Bi’(z) = (2/3) [1-(Ό + Ιαμ(Ό)]. 
Bi’ (—z) = (Ζ/ψ3) [Л 3(Э + ЛО = 


+ 
2 


Выражения функций Бесселя через функции Эйри 


10.4.22. 


10.4.23. 
10.4.24. 


10.4.25. 


10.4.26. 


10.4.27. 


10.4.28. 


10.4.29. 


10.4.30. 


10.4.31. 


10.4.32. 


10.4.33. 


“ey 
2 
cee > ψ33: (V3 Ai(—z)  ВК—2). 


Η΄ (© = eF*/6 3] [Ai(—z) — i Bi(—z)]. 
Н® (О = ети 4/3/z[Ai(—z) + i Bi(—z)]. 
Γι.͵μΌ = > УВЕ [ΕΥ АК) + ΒΙΟ 
Κια/ΚὉ -- п ¥3/z Ai(z). 

"εο/α(ζ) = ны АГ(—2) + ВЕ(—2)]. 


НВ = е "ЗН (Ὁ = 


= οπἰ!6 (3/2) [Αἰ(--2) — i Bi(—z)]. 


ΗΨΚΌ = PP HD (0) = 


= ϱ-πὶ!6 (4/3/z) [Ai(—z) + i Βι(--2)]. 


[1α/.(ζ) = ae [+ 3 АГ(2) + Bi’(z)]. 


K4.9;3(%) = — n(4/3/z) Ai'(z). 


Интегральные представления 
(За) Αἱ [-Е (За) №3 x] = \ cos (at® + xt) dt. 
0 
(3α)-}!3π ΒΙ[1-(3α)-19χ] = 


ioe) 


= { [ехр(—а + xt) + sin (αὖ + xt)] dt. 


0 


i(z/ ψ3) [ε-πὶ!5 μ GAC) — e™/6§ HEC). 


3 8 
Интегралы { АТО dt, { ВКО dt 
0 0 


ἔτ“ 
2 


2 4 
10.4.34. \ Aico at = ; фин = T113(0)] dt. 
0 0 


5 


10.4.35. \ ВИО δὲ = 


ь 
[1/30 + Л «(0] dt. 
0 0 


Е 
3 
8 


. 
10.4.36. ва: dt = | [рб + Вл dt 
0 


) 
2 ь 

10.4.37. ΒΙ(--9 dt = az | — лата. 
0 0 


Разложение интегралов | Ai(+1¢) dt, { ВЕСНА dt 
0 0 


в степенной ряд 


10.4.38. Ако dt = F(z) — 4G 
0 


(cm. 10.4.2). 


2 


10.4.39. АК de! ЕСС). 


0 
10.4.40. } во dt = Ν3[ει Ε(α) + с#6(2) 
0 


(см. 10.4.3). 


10.4.41. [5.{- РИ. ЕТ: 
0 


В формулах 10.4.38 — 10.4.41 
1 1.4 1-49 
F(z) = hres оф. = 
πα 41 7! 10! 


zk +1 


->3 ен т 
о вх и 29 в. 2288 
a, a 8! eT? 


73+ 


>: iG Lona 


Константы Εἰ, с, определены формулами 10.4.4 и 10.4.5. 


gis... 


266 10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Функции Gi(z), Hi(z) 


10.4.42. Gi(z) = x \ sin( в + = dt = 
| 3 


0 


2 


] 


3 
0 


10.4.43. Gi’(z) = 


1 


[9 


10.4.44. Hi(z) = x ехр | ва = dt = 
3 


2 


Ν᾽ 
0 


10.4.45. НГ(2) = — = Bi (z) + (ГАО Bi’(z) — 
0 


— Ai’(z) Βι(0] dz. 


10.4.46. Gi(z) + Hi(z) = Bi(z), 


2 5 
Выражения интегралов [Αἱ (+1) dt, { Bi (£9 dt 
0 0 


через Gi(+z), Hi(+z) 


10.4.47. А dpm = + =[АГ(2) Gi(z) — Ai(z) Οἵα). 


0 


10.4.48. Ак dt = — Ξ —x[Ai’(z) Hi(z)— Ai(z) Hi’(2)). 


0 


4 
10.4.49. \ Ai (--0 dt = 
0 


: -- — АР (—z) Gi(—z) — Ai(—z) Gi(—2)]. 


10.4.50. \ Ai(—2) dt = 


Ου”. 


_ 2 


— + ЖАГ(—2) Hi(—z) — Αἱ (-2) Hi’(—z)]. 


a 


10.4.51. [5: (да = π[Βι(α)οἱ (2) — Bi (z)Gi’ (2). 
0 


μοι | [Ai(z) В: () — АКО ВК αι. 


> Bia 4 (rai Bi(t) — Ai(t) ΒΙ (5) dt. 
0 


Ве тАк Bi(z) — Ai(z) ВКО] dt. 


10.4.52. ( Bi (¢)dt == — x[Bi’(z) Hi(z)—Bi(z) Hi’(z)}. 
0 


10.4.53. [5 (Па = 
0 
= — п[ВГ (—z) Gi(—z) -- Bi(—z) Gi'(—z)]. 


2 
10.4.54. { Βι(--ἢ dt = 
0 
= n[Bi'(—z) Hi(--z) — Bi (—z) Hi’ (—z)]. 
Дифференциальные уравнения для Gi(z), Hi(z) 
10.4.55. и” — zw = = 


и (0) = = ВКО) = Ai (0) = 0.20497 55424 78, 


Φ 
w(z) = Gi(z). 
16456 oe Sat 


w (0) = Ξ Bi(0) = 5 Ai(0)== 0.40995 10849 56, 


ν΄(0) = = ΒΙΟ) = μ᾽ Ai’(0) == 0.29885 89048 98, 


и (2) = Hi(z). 


Дифференциальные уравнения 
для произведений функций Эйри 


10.4.57. и’” — 4zw’ — 2w = 0. 


Его линейно независимыми решениями являются функ- 
ции АР (2), Ai(z), Bi(z), Bi*(z). 


Вронскиан произведений функций Эйрв 
10.4.58. И’{АР(2), А (2) Bi(z), Bi2(z)} = 2π-", 


Асимптотические разложения при больших 
значениях |2| 


Со = 1, 
‚ = GA +12) _ Ck + 1) CK + 3)... (6k — Ὁ 
ἘΞ s4*kIT(k + 1/2) ΠΡῚΝ 
В 
dg li, = k ‚м и 3. ) 
° : 1“ 
= — 23/2 


1 cO 
10.4.59. Ai(z) ~ — п 27 1Ме-с — 1) с, 
(2) 5 >| "cx 


(| arg z| < п). 
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10.4.60. Ai(—z) ~ 10.4.68. Βι(σο} ™/°) S ae Ἔπί/6;1/4 χ 
οο0 
αμ sm (= Я D> Ос" — х cor c= τη a 2)y Σ» (—1)Fdagt-2* + 
4] 5 5 
Вы 1] > (— Пса [о zi < = τ] + эт [+ — + Ао Σου: don ya G 7k! 
3 4 2 - 2k+1 
10.4.61. АГ(2) -- — a π- 1371146 > (—1)¥ d,c-* (| arg 2| < = τ) . 


arg 2| < г 
(larg Z| Модуль и фаза 


10.4.62. АГ(— 2) ~ 
10.4.69. Ai(—x) = M(x) cos 0(%), 


~ — па Иа |-- (: + я » (—1)¥do,G-2* + Bi(—x) = M(x) sin O(x), 
Se 2 M(x) = ¥ Αὐ(--χ) + Βῦ(--χ), 
+ sin (t+ 4) оС Оьнс “τὴ [ваз =). eet inner 
10.4.63. Bi (2) ~ 10.4.70. АГ(—х) = N(x) cos D(x), 


Bi’(—x) = N(x) sin P(x), 


-ω п-22-Н4еб > ес (« arg 2| < Е τ] . ИВР 
7 3 N(x) = VAi*(—x) + Bi*(—»), 


10.4.64. Bi(—z) ~ Φ(χ) = arctg [Bi(—x)/Ai’(—»)]. 
224 | cos (: + rapa 2» (—1)¥ co, -2* + 
Дифференциальные уравнения 
Е. для модуля и фазы 
+ sin (< a я >; (= ὑλωμις | (Штрихи означают дифференцирование по x.) 
417% 
10.4.71. М?0’ = --π-᾽, №Ф’' = --π-]χ. 
( arg 2| < — τ] 
10.4.72. № = М" + М?0” = Μ'- πΜ-, 
; +rt/3 
10.4.65. Bi(ze *""") ~ 10.4.73. NN’ = —xMM’. 
~ а sin (: pe ae, 2} x 10.4.74. tg (Ф— 0) = ΜΘ/ Μ΄’ = —(xMM’)", 
2 
᾽ ΜΝ эт (Ф — 0) = к". 


x ~ (— ев — 10.4.75. М” + хМ — x?*M? = 0. 
у 10.4.76. (M2) + 4x(M?) — 2M? = 0. 


π i = 
— со + — + ==. bey 2 > | -ᾱ Ke —2k-1 
COS (: 4 2 n |, - ( ) Cons | 10.4.77. θ᾽. = 0/01) Pi Ῥ = x, 


( arg z| ae τ) 
3 


Асимптотические разложения модуля 
со 1 и фазы при больших значениях х 
10.466. Bi'(2) — полне УЗЛА (iare < =| | 
0 


-- (-)* | 
10.4.78. Μ(χ) — — жи > —— ΠΗ (2155, 
пк 0 3k 


10.4.67. Bi’(—z)~ 12%! 2 
-1/251/4 | с; п) < k 2k 1 
-- п 182114 | sin (: + 7 27 акб" — 10.4.79. 0(х) ~ а в — 
2 5 = 
— cos (Е + — =] ‚3 (-- Vedat] a = x3/2 | -- 2 (2x)-* + ——— (2x)-* — 


[2 αἴ 2 τ] __ 82825 (2x)-9 12820 31525 ох — - | 
3 128 14336 
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10.4.80. №(>) ~ Нули и их асимптотические разложения 


1 (Пе 6k -- 1 1 Ai(z), Ai(z) имеют нули только на отрицательной 

гы — ха >? εντ σή) 0 mal части действительной оси. Bi(z), ВГ(2) имеют нули Ha 

ἘΞ τ᾽ 127 κι 6k—1 2 ]зк отрицательной части действительной оси и в секторе 
п/3 < | argz| < 7/2. 


| 3 
10.4.81. D(x) ~ — π-- as, as, bs, δη — 5-е отрицательные нули функций 
4 Ai(z), At (z), Bi(z), ВГ(2) соответственно. 
5 ΝΡ 1463 Bs, В», Bs, В, — 5-е комплексные нули функций Bi(z), 
— — wal ++ — Ωχ) δ — ——— (2x)-* + Bi(z) в ‘секторах п/3 < argz< п/2, — n/2<arg д<—п/3 
3 4 соответственно. 
τ; (2x)-9 — μεις... + - | 10.4.94. a; = --/[3π(ά5 — 1}/8]. 
2048 
10.4.95. а; = —g[Bx(4s — 3)/8)]. 
Асимптотические представления интегралов 10.4.96. АГ(а;) = (—1)*-1 [3 к(45 — 1/8]. 
x 3 
10.4.97. Ai(a,) = (—1)* ρι[3π(άς --- 3)/8]. 
Ако dt, те dt | Mee) — βάρη la 
. к... 10.4.98. ВБ; = --/[3π(άς — 3)/8]. 
при больших значениях х 10.4.99. b, = —2[3п(45 — 1)/8]. 
x ΠῚ : 10.4.100. Bi’(bs) = (—1)*" [3 (45 — 3)/8]. 
19.482. { Ai() dew — тии exp( 32. 10.4.101. Bi(b;) = (— 0" gil3n(4s — 1. 
0 


10.4.102. В; = ο. me a1 = ᾽ 412] 


πὶ/3 


3; 
10.4.103. Вв=е & Е (45—3) + 7 In 2] . 


x 
10.4.83. Ако dt ~ - -- п 12х34 cos( = x32 1. =| $ 
5 2 3 4 


А 
10.4.104. ВГ(В;) = 
10.4.84. [πιω dt ~ π-λ!λχ-2ι4 exp| = ννὴ ; (Bs) 
3 
0 


--(--1)} κ2ο-πί!οῃ 6 (45 -- 1) -- =. In 2 . 
ρι 2 10.4.105. ВКВ:) = 
10.4.85. \ Bi(—t) dt ~ x-¥2x-3/4 sin Ε χ3 3 + 7) . 
a 
0 


4 = (-1)*" о == (45 — 3) + In 2] , 
Асимптотические представления функций где |2 | — достаточно большое, 
оно РИ feaym atm 4 St 3 peg ВИ 
при больших значениях х 48 36 8294 rt 
RES A Se ee 1080 56875 в; 1623755 96875 | 15 _ 
10.4.87. Gi(—x) ~ n—/?x-1/4 cos | 2 х3/2 + я 69 67296 3344 30208 
3 4 
#(2) ==! Ри = z4 — phere 28+ 
10.4.88. Gi'(x) ~ Е д-1х—2. 48 288 207360 
i 186 83371, _ 9 11458 84361 п, ) 
10.4.89. Gi'(—x) ~ аа gin | 2 зв =] 12 44160 1911 02976 
3 4 
Πα) -ο п! (! + 5 χα. а z44+ 
10.4.90. Hi(x) ~ п х-м4 exp Е 2) 48 
4 23 97875 5 _ 
10.4.91. Hi(—x) ~ wx}, | | 6 63552 μῶν 
: 2 ВУ УХ. ГЕ" 1673 ἘΝ 
(x) — кхм — 3/2}. — z 1-— — 2+ 2 
10.4.92. НГ(х) ~ 2х окр [ ; = | 21(2) -ο п | = nor 


_ 843 94709 5 | 


:/ 3 р 6-2 
10.4.93, НГ(—х) > — ΕΞ ΕΕ. 265 42080 
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Формальные и асимптотические решения 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка с точками ветвления 


Рассмотрим уравнение 
10.4.106. W” + a(z, λ) И’ + b(z, ЛИ = 0, 


в котором A — действительный или комплексный пара- 
метр, а(2, λ) — аналитическая функция 2 (для фиксирован- 
ного A), а b(z, A) — непрерывная функция Ζ в той же об- 
ласти 2-плоскости. 

Преобразованием 


8 


Ξ τα, ^) a 


уравнение 10.4.106 может быть приведено к виду 
10.4.108. у’ + (2, Л) и = 0, 


10.4.107. W(z) = w(z) exp (- 


1 La . 
z, A) = W(z, A) — — αἴ, A) — — — az, λ). 
φίΖ, A) (z, A) ый, ) "η. ) 


Если $(2, λ) может быть записана в виде 
10.4.109. Ф(2, A) = ^?р(2) + а(2, A), 


где 4(2, A) ограничена в области К плоскости 2, то нули 
функции р(2) в области К являются так называемыми 
точками ветвления уравнения 10.4.108. 
Частный случай и” + [^?2 + g(z, A] и = 0 
Пусть A = |λ| е изменяется в области 5: 

[A] > №(> 0), в < о < we. 
Предполагается, что 4(2, λ) непрерывна ane Е poet 1 -Р 
при A, принадлежащих 5, и g(z, ^) У Σ 42) A~” при 

0 


Л — © в области 5. 


Формальное решение в виде ряда 
[5 ο) Cc 

10.4.110. w(z) = u(z) У, φη(Ζ) №? + 1 (2) Σ ba(z) A, 
0 0 


где и” + zu = 0, 
фо(2) = Co, Yo(z) = 2-2c1, Co, Cy — константы, 


n 


m= = Ге - 115. μὴ duo) dt, 


Yn(Z) = Lem cael, nt) + > Чп-к(1) en | 


0 


Равномерные асимптотические разложения решений 


Пусть 2 принимает действительные значения. Уравне- 
ние имеет вид 


10.4.111. у’ + [2х + g(x, М] у = 0, 


где х изменяется на ограниченном интервале а <х < БВ, 
содержащем начало координат, а а(х, A) непрерывна по x 


на интервале a<x<b для каждого фиксированного A 
из области 5. Тогда имеют место следующие асимптоти- 
ческие представления: 


(I) Если Л — действительное положительное, то при 
A — 00 существуют такие решения γρ(χ) и γι(χ), для κοτο- 
рых имеют место равномерные по х асимптотические 
разложения: на интервале а<х<0 


10.4.112. yo(x) = Αἰ(--λ5!5χ) [] + 00-1], 
γι(χ) = Bi(—22/8x) [1 + ОО], 
а на интервале 0 < x < 5D 
10.4.113. yo(x) = Ai(—2?/8x) [1 + Об] + 
+ Bi(—2**x) OA”), 
yi(x) = Bi(—2’* хи + OCA) + 
+ Ai(—22/3x) O(A7). 


(П) Если Re A> 0, Im A #0, |A[—- ©, то имеются 
такие решения γρίχ), (x), для которых следующие раз- 
ложения равномерны по x на интервале а < х <: 


10.4.114. γι(χ) = Ai(—22x) [1 + OC), 
γι(χ) = Bi(—A*/*x) [1 -- ОГ". 


Другие представления cm. в [10.4]. 

Нсли Ζ-- комплексное (ограниченное или неограни- 
ченное), TO при некоторых условиях формальное решение 
в виде ряда 10.4.110 переходит в равномерное асимптоти- 
ческое разложение. Эти условия рассмотрены в [10.12] 
для случая, когда 4(2,^) не зависит от A и ^-> © при фик- 
сированном ὦ, а также в [10.14] — когда λ лежит в любой 
η. комплексной плоскости. См. также [10.2; 10.9; 
10.10]. 


Общий случай и” + [^*р(2) + а(2, A] и = 0 


Пусть A = | Ale, где |1| > №(> 0) и-т < о <т. 
Предположим, что р(2) — аналитическая функция в обла- 
сти К и имеет в этой области нуль 2 = 25. Кроме того, 
для фиксированного A функция 4(2, A) аналитическая по 
2(2 принадлежит К). Тогда преобразование & = &(z), и = 
= [р(2) | 2/4 w(z), где Ё определяется как (единственное) 


‚ решение уравнения 


10.4.115. ΕΠΙ -- p(z), 
dz 


приводит к частному случаю 


10.4.116. T+ E+ ЛЬ Mw 0, 


ἀξ γ7 dey"? Ὃ [[4Εγ 
N= (= τ, | | 
ЛЕ, ^) (>) (2, λ) (=) alla) | 


Пример. Рассмотрим уравнение 


10.4.117. у’ + р κ [» 7 +) =] a 


для которого точки x = 0, со являются особыми точками 
их = 1 — точкой ветвления. Частными решениями этого 
уравнения являются функции x2/*J(Ax), χ}/2γ}{λχ) (см. 
9.1.49). 
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Уравнение 10.4.115 принимает вид 


ay 2-1 
:[+=) ΠΣ 
откуда 
2/3(— Е) = + шх + УТ — №) 


(0 х=< 1), 


2/3 28/2 = a[x2 — 1 —arccosx! (1 <x <0). 


Таким образом, 
- __ 1/2 
10.4.118. v(&) = = y(x) 


удовлетворяет уравнению 
2 2 27,2 
10.4.119. = -- pe = ae Κ = τ v = 0, 
ἀξ’ 16&? 4 (x7 — 1} 


которое сводится к уравнению 10.4.111, если в последнем 
заменить x на &, а g(&, A) не зависит OT A. 

Предположим, что ReA > 0, Ima = 0. Согласно пер- 
вому из соотношений 10.4.114 уравнение 10.4.119 имеет 
решение (8) (т.е. решение γρ(χ) уравнения 10.4.117), для 
которого представление 


А | 


ХЕ 


1/4 
10.4.120. υι(ἕ) = | |, ие 


= Αἰ(--λ55ξ) 1 + OA") 


является равномерным по x на отрезке 0 <х< о при 
λ-»οο. Чтобы выразить решение у(х) через функции 
χ1/3 ]}(λχ), х/?у,(^х), ограничим x пределами O<x<b< 1 
(при этом согласно 10.4.118 & отрицательно) и заменим 
функцию Эйри ее асимптотическим представлением 
10.4.59. Получим 


x? — 11-144 1 ! 
10.4.12]. yo(x) = | : — ee Es x 
bog 2 


x exp Ε л(— 5}! | {1+ O07] = 


_ y2 узаа 
= 1b amar (ta ор Роем и + 007). 
2 Е 3 


Пусть теперь в 10.4.121 A фиксировано и х-»0. 
Тогда 


A 
10.4.122. γο(χ) ο > π-λ/1)-1/6χ1/9 (> *| eA, 


С другой стороны, yo(x) — решение уравнения 10.4.117 и, 
следовательно, может быть записано в виде 


10.4.123. yo(x) = хе ЛОх) + с Υλίλχ)]. 


Учитывая 9.1.7, для фиксированного A и x -> 0 имеем 


J Ax) — , 
ВИ 
λ --λ 
Е λα] [; λα] 
Υλ(λχ) -ο -------------- οἰρ An» — ----------- cosec λπ. 
ΤῺ + 1) Td — a) 


Таким образом, полагая x > 0 в 10.4.123 и сравнивая по- 
лученное соотношение с 10.4.122, находим, что с› =0 и 


10.4.124. yo(x)= > me 1/2 2-6 EAT (A + 1) х/2Л (Ax). 
Из 10.4.120 следует, что при |A | — со представление 


10.4.125. J,(Ax) = 


2112 


te. eae =r Ai(—228) [1 + 00-1] 
Ta + 1) ξ 


равномерно по х на интервале O< х< OO. 


ПРИМЕРЫ 


Сферические функции Бесселя 


Чтобы вычислить jn(x), уп(х), п = 0, 1, 2, для зна- 
чений х, выходящих за пределы табл. 10.1, используем 
формулы 10.1.11, 10.1.12. Значения тригонометрических 
функций возьмем из табл. 4.6. — 4.8. 

Пример 1. Вычислить j,(x) длях = 11.425. Согласно 
формуле 10.1.11 


sin x cos x 


x? 


Ji(x) = 
x 


Используя табл. 4.6 и 4.8, получим 
0.90920 500 0.41634 873 


------------------------------------------------ -— 
— 


21.425) = — 
; (11.425)? 11.425 
= —0.00696 54535 — 0.03644 1902 = —0.04340 7356. 


Чтобы вычислить /в(х), 11 <n < 20, для значения Xx, 
входящего в область изменения аргумента табл. 10.3, 


сначала непосредственно из табл. 10.3 или с помощью 
линейной интерполяции получим значения /»1(х), joo(X). 
Затем используем их в качестве начальных значений для 
рекуррентного процесса по формуле 10.1.19 при убываю- 
щих п. 

Миллером предложена другая процедура [9.20], кото- 
рая часто дает лучшую точность и которую можно при- 
менить для вычислений jn(x) и тогда, когда оба пара- 
метра п и х выходят за пределы табл. 10.1. 

Допустим, что Fy+, =0, Ех =1 для некоторого ин- 
декса N, большего, чем требуемое значение п. 

Используем рекуррентную формулу 10.1.19 в напра- 
влении убывания №. Получим последовательность Ём-.... 
.., Fo. Если М было выбрано достаточно большим, 
каждый член этой последовательности вплоть до Fy про- 
порционален (с определенной точностью) соответствую- 
щему члену в последовательности /м-1(х), ..., Ло(х) истин- 
ных значений. Множитель пропорциональности р может 
быть получен сравнением, скажем, Ру с истинным значе- 
нием /о(х), вычисленным отдельно. Члены последователь- 
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ности pF, ..,роЁп имеют в таком случае столько точных 
значащих цифр, сколько их имеется в предположитель- 
ных значениях Р. Если полученная точность неудовлетво- 
рительна, процесс может быть начат заново с большего 
значения М. 


Пример 2. Вычислить j,;(x) для x = 24.6. 
Интерполяция в табл. 10.3 дает для х = 24.6 


х21е41186`.,(х) = (—28)3.934616, 
х-20е111 827 (х) = (—27)9.48683, 
следовательно, 


Jox(24.6) = 0.05604 29, /»(24.6) = 0.03896 98. 


В результате рекуррентного процесса по формуле 
10.1.19 имеем 


Jig(24.6) = 0.00890 67660 
Jig(24.6) = —0.02484 93173 
1124.6) = —0.04628 17554 
7в(24.6) = —0.04099 87086 
Л5(24.6) = —0.00871 65122 


[0.00890 70], 
[-0.02485 90], 
[-0.04628 16], 
[--0.04099 88], 
[-0.00871 67]. 


Для сравнения точные значения показаны в квадратных 
скобках. 

Чтобы вычислить Ль(х) для x = 24.6 способом Мил- 
лера, возьмем, например, № = 39 и допустим, что Ро = 0, 
Езо = 1. Используя формулу 10.1.19 в направлении убыва- 
ния N: Ем = ((2N + 1)/x] Ех — Емза, М = 39, 38, ..., 1, 0, 
получим последовательность Рзз, ἔφυ, .... Fy, Fo. ВЫчислим 
значение /,(24.6) = (sin 24.6) | 24 = —0.02064 620296 и по- 
лучим множитель пропорциональности 


р = Jjo(24.6)/Fo = 0.00000 03839 17642. 


Значение ΡΕῚς равно /15(24.6) с точностью до 8D. Последняя 
часть вычислений показана в следующей таблице, в кото- 
рой для сравнения даны также точные значения. 


М Ем ΡΕΝ )ν(4.6) 
15 | — 22704.71107 | —0.00871 67391 | — (0.00871 674 
14 | + 78178.88236 | +0.03001 42522 | +0.03001 425 | 
13 | +114866.80811 | + 0.04409 93941 | + 0.04409 939 
12 | + 47894.44353 | +0.01838 75218 | +0.01838 752 
11 — 66193.59317 | —0.02541 28882 | —0.02541 289 
10 | —109782.76234 | —0.04214 75392 | —0.04214 754 
9 | — 27523.39903 | —0.01056 67185 | —0.01056 672 


8 | + 88524.85252 | +0.03398 62526 | +0.03398 625 
7 | + 88699.11017 | +0.03405 31532 | +0.03405 315 
6 | — 34440.02929 | —0.01322 21348 | —0.01322 213 
5 | —106899.12565 | —0.04104 04602 | —0.04104 046 
4 |— 13360.39272 | —0.00512 92905 | —0.00512 929 
3 | +102011.17704 | +0.03916 38905 | +0.03916 389 
2 | + 42387.96341 | +0.01627 34870 | +0.01627 349 
| | — 93395.73728 | —0.03585 62712 | —0.03585 627 
0 | — 53777.68747 | —0.02064 62030 | —0.02064 620 


Заметим, что нормализация последовательности Fy, 


Fy-4, ... Ео Может быть также получена применением 


со 
формулы 10.1.50. Вычисляя сумму o = >) (2k + ПЕ, на- 
0 


ходим р=1/ vc. Для рассмотренного выше примера, 
таким образом, получаем р = 1/ψσ -- 0.0000 03839 177. 


Модифицированные сферические функции 
Бесселя 


Чтобы вычислить 


\=/@х) In+1/2(x), \=/@х) Kn+1/2(x), п = 0, ls на sees 

для значений x, входящих в область изменения аргумента 
табл. 10.8, используем формулы 10.2.13, 10.2.14 и 10.24. 
Значения гиперболических и экспоненциальных функ- 


ций возьмем из табл. 4.4 и 4.15. В том случае, когда 
значения 


Υπ/(Χ) Тина) и ψπ|(χ) Гы ан(х) 


приблизительно равны, т.е. когда х достаточно велико, 


вычисляем af π/(2χ) Kn41)2(x) по формуле 10.2.15, Значения 
коэффициентов (п + 1/2, к) даны в табл. 10.1.9. 


Пример 3. Вычислить ^/п/(2Х) Ig/o(x) и //@х) К, α΄χ) 
для х = 16.2. 


В соответствии с 10.2.13 имеем 


\ т/х) Ι5,(χ) = [3 + 22) sh х/х3 — (3 ch x)/22. 


Из табл. 4.4 находим ch 16.2 = (6)5.4267 59950 и равное 
ему с таким числом значащих цифр значение = sh 16.2. 
Следовательно, 


i 
|; π/16.2 I5)2(16.2) = (0.06243 402371 — 


— 0.01143 118427) [(6)5.4267 59950] = 
== 338814.4594 — 62034.29298 = 276780.1664. 


Чтобы вычислить 3 π/16.2 Κε}(16.2), используем фор- 
мулу 10.2.17 и получим 


ae l 6 is 
-π|16.2 2) = пе1в 2 (32.4 ὍΣΑ] 
| 5 π| 16.2 Κεο{16.2) = πε Е T Gap t aa 


= (—7) 2.8945 38069[0.036932 60400] = 


= (—8) 1.0690 28283. 


Чтобы вычислить J π/(2χ) Intio(x), 3 <n <8, для зна- 
чений x, лежащих в области применения табл. 10.9, выбе- 
рем из этой таблицы значения функций ΜΙ π/(2χ) [19/2(х) и 
af 7 /(2x) [αι o(X) для заданных значений x и используем 
эти значения в качестве начальных в рекуррентном про- 
цессе по формуле 10.2.18 при убывании п. 


Чтобы вычислить А π/(2χ) Ки /э(х) для некоторого це- 
лого п вне области изменения аргумента табл. 10.9, с по- 
мощью формулы 10.2.15 или табл. 10.8 найдем величины 
а) π/(2χ) Κι,.(χ), al 7 /(2x) Καιο(χ), для требуемого значения x. 
Используем эти величины как начальные значения при 
вычислении по рекуррентной формуле 10.2.18 при воз- 
растании 7. Если х лежит внутри области изменения ар- 
гумента табл. 10.9 и п >10, то рекуррентный процесс 
может быть начат с al π/(2χ) Ky9;2(x) и af π/|(2Χχ) Και ;9(x), по- 
лученных по табл. 10.9. 
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Пример 4. Вычислить ψπ|(2χ) Κιὶ(χ), для x = 3.6. 
Для x = 3.6 из табл. 10.8 получим 


κ π|(χ) К! .(χ) = 0.01192 222, 
ψπ/(2χ) Ks a(x) = 0.01523 3952. | 
Рекуррентное соотношение 10.2.18 дает последовательно 


=“ |; 36 36 — 


= — 0.01192 222 — = (0.01523 3952) = — 0.02461 718, 


|Σ п/3.6 Κημί3.6)--0.01523 3952 + 


-- (0.02461 718) = 0.04942 4480, 


— \+ π|3.6 Ky (3.6) = —0.02461 718 — 


= - (0.04942 4480) = — 0.12072 034, 


| π|3.6 Ки (3.6) = 0.04942 4480+ 


+ = (0.12072 034) = 0.35122 533. 


Для контроля рекуррентный процесс может выполнять- 


1 
ся доп = 9 и значение = п/3.6 Kyg/2(3.6), полученное 


таким образом, можно сравнить с соответствующим 
значением из табл. 10.9. 


Чтобы вычислить al п/(2х) Ing12(x), когда пи х нахо- 
дятся вне области табличных аргументов табл. 10.9, ис- 
пользуем метод, описанный в работе [9.20]. 


Функции Эйри 


Когда x больше единицы, для вычисления Ах) и Bi(x) 
используются вспомогательные функции из табл 10.11. 

Пример 5. Вычислить АКх) для x = 4.5. Прежде 
всего, для х = 4.5 имеем 


= Ξ х3!? — 6.36396 1029, & 1 = 0.15713 48403. 


Теперь в табл. 10.11 находим /(—@) = 0.55848 24 и, 
следовательно, | 


А1(4.5) = > (4.5) 1/4(0.55848 24) exp (— 6.36396 1029) = 


5 (0.68658 905) (0.55848 24) (0.00172 25302) = 


0.00033 02503. 


| 


Чтобы вычислить нули с, с’ решения y(x) уравнения 
У’ —xy=0 и его производной γΐχ) соответственно, 
могут быть использованы следующие формулы, в которых 
d и Ч4’означают приближения кс и с. Кроме того, 
и = y(d)/y(d), v = у’(4’)/а?у(а’): 


8 4 
гаи 
3! A 
— 2402 4384 — (88 + 72049) | 
5! 6! 7! 


8 9 
-- 585645 ΄-. — (166404 + 4032049) “+... 
8! 9! 


2 9 
πὶ ое, 
2! 3! 


8 γί 8 6 ys 
— (15 + 10d Pr — (105+ 764’ - 24d’) = — 


8 6 6 
— (945 + 756d” + 2724") = = [| 


м м ut из 
"οὶ — vw _ cae eee В ИР 
у’ (с) vio oF eer 3d ; мт 


u® и? из | 
— (14+ 4549) <. + 474. — (14324 + 157544) =. + “Ῥ 


3 уз 


3! 


2 
νο) = эл ο 
2! 
3 6 № ‚з /6 5 
ot" +30 а Me 
4! 5! 
sh: 
— (105d” + 1014” + 454”) — и | 


Пример 6. Вычислить нуль функции у(х) = Ах) — 
— Bi(x) вблизи d = —0.4. 
Из табл. 10.11 находим 


y(—0.4) = 0.02420 467, у’(—0.4) = —0.71276 627, 


откуда и = γ(--0.4)/γ(--0.4) = —0.03395 8776. 
По формуле, приведенной выше, имеем 


с = —0.4 + 0.03395 8776 — 0.00000 5221 + 
+ 0.00000 0111 + 0.00000 0001 = — 0.36604 6333, 
у’(с) = (—0.71276 627)(1 + 0.00023 0640 — 
_ — 0.00000 6527 — 0.00000 0027 + 0.00000 0002) = 
= (—0.71276 627) (1.00022 4088) = —0.71292 599. 
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Таблица 10.1. Сферические функции Бесселя порядков 0, Ти 2 


αἰ δρα) J,() Jy (1) yy (+) 4 (4) 4/.›(+) 
0.0 1.00000 000 9.00000 0000 0.00000 000000 Reid -.φ - $ 
0.1 0.99833 417 0.03330 0012 0.00066 61906} -9.95004 17 -100.49875 - 3005.0125 
0.2 0.99334 665 0.06640 0381 0.00265 90561 -4.90033 29 -25.495011 - 377.52483 
0.3 0.98506 736 0.09910 2888 0.00596 15249 -3.18445 50 -11.599917 - 112.81472 
0.4 0.97354 586 0.13121 215 0.01054 5302 -2.30265 25 -6,73017 71 - 48.173676 
0.5 0.95885 108 0.16253 703 0.01637 1107 -1.75516 51 - 4.46918 13 - 25.059923 
0.6 0.94107 079 0.19289 196 0.02338 8995 -1.37555 94 - 3.23366 97 -14.792789 τ; 
0,7 0.92031 098 0.22209 828 0.03153 8780 -1.09263 17 - 2.48121 34 -9.54114 00 
0.8 0.89669. 511 0.24998 551 0.04075 0531 -0.87088 339 -1.98529 93 ~ 6.57398 92 
0.9 0.87036 323 0.27639 252 0.05094 5155 -0.69067 774 -~ 1.63778 29 - 4.76859 87 
1.0 0.84147 098 0.30116 868 0.06203 5052 -0.54030 231 - 1.38177 33 - 3.60501 76 
1.1 0.81018 851 0.32417 490 0.07392 4849 -0.41236 011 -1.18506 13 -2.81962 54 
1,2 0.77669 924 0.34528 457 0.08651 2186 -0.30196 480 - 1.02833 66 -2.26887 66 
1.3 0,74119 860 0.36438 444 0.09968 8571 -0.20576 833 - 0.89948 193 -1.86995 92 
1.4 0.70389 266 0.38137 537 0.11334 028. -0.12140 510 - 0.79061 059 -1.57276 05 
1.5 0.66499 666 0.39617 297 0.12734 928 -0.04715 8134 -0.69643 541 -1.34571 27 
1.6 0.62473 350 0.40870 814 0.14159 426 +0.01824 9701 -0.61332 744 -1.16823. 87 
1,7 0.58333 224 0.41892 749 0.15595 157 0.07579 0879 -0.53874 937 -1.02652 51 
1.8 0.54102 646 0.42679 364 0.17029 628 0.12622 339 - 0.47090 236 - 0.91106 065 
1.9 0.49805 268 0.43228 539 0.18450 320 0.17015 240 - 0.40849 878 - 0.81515 048 
2.0 0.45464 871 0.43539 778 0.19844 795 0.20807 342 - 0.35061 200 - 0.73399 142 
2.1 0.41105 208 0.43614 199 0.21200 791 0.24040 291 - 0.29657 450 -0.66408 077 
Pm 4 0.36749 837 0.43454 522 9.22506 330 0.26750 051 - 0.24590 723 -0.60282 854 
ted 0.32421 966 0.43065 030 0.23749 812 0.28968 523 - 0.19826 956 - 0.54829 769 
2.4 0.28144 299 0.42451 529 0.24920 113 0.30724 738 - 0.15342 325 - 0.49902 644 
2,5 0.23938 886 0.41621 299 0.26006 673 0.32045 745 - 0.11120 588 - 0.45390 450 
2.6 0.19826 976 0.40583 020 0.26999 585 0.32957 260 - 0.07151 1067 -0.41208 537 
2.7 0.15828 884 0.39346 703 0.27889 675 0.33484 153 - 0.03427 3462 - 0.37292 316 
2.8 0.11963 863 0.37923 606 0.28668 572 0.33650 798 + 0.00054 2796 .-0.33592 641 
2.9 0.08249 9769 0.36326 136 0.29328 784 0.33481 316 0.03295 3045 - 0.30072 380 
3.0 0.04704 0003 0.34567 750 0.29863 750 0.32999 750 0.06295 9164 —-0.26703 834 
3.1 +0,01341 3117 0.32662 847 0.30267. 895 0.32230 166 0.09055 5161 -0.23466 763 
3.2 -0,01824 1920 0.30626 652 0.30536 678 0.31196 712 0.11573 164 -0.20346 870 
3.3 -0.04780 1726 0.28475 092 0.30666 620 0.29923 629 0.13847 939 0.17334 594 
3.4 -0,07515 9148 0.26224 678 0.30655 336 0.28435 241 0.15879 221 -0.14424 164 
3.5 -0,10022 378 0.23892 369 0.30501 551 0.26755 905 0.17666 922 - 0.11612; 829 
3.6 -0.12292 235 0.21495 446 0.30205 107 0.24909 956 0.19211 667 - 0.08900 2337 
3.7 -0.14319 896 0.19051 380 0.29766 961 0.22921 622 0.20514 929 - 0.06287. 8964 
3.8 -0.16101 523 0.16577 697 0.29189 179 0.20814 940 0.21579 139 -0.03778 7773 
39. -0.17635 030 0.14091 846 0.28474 912 0.18613 649 0.22407 760 - 0.01376 9102 
4.0 -0.18920 062 0.11611 075 0.27628 369 0.16341 091 0.23005 335 + 0.00912 9107 
4.1 -0.19957 978 0.09152 2967 0.26654 781 0.14020 096 0.23377 514 0.03085 4018 
4.2 -0.20751 804 0.06731 9710 0.25560 355 0.11672 877 0.23531 060 0.05135 0236 
4.3 -0,21306 185 0.04365 9843 0.24352 220 0.09320 9110 0.23473 838 0.07056 1855 
4.4 -0.21627 320 +0.02069 5380 0.23038 368 0.06984 8380 0.23214 783 0.08843 4232 
4.5 -0,21722 892 -0.00142 95812 0.21627 586 0.04684 3511 0.22763 858 0.10491 554 
4.6 -0.21601 978 -0.02257 9838 0.20129 380 0.02438 0984 0.22132 000 0.11995 814 
4.7 -0.21274 963 -0.04262 9993 0.18553 900 +0.00263 5886 0.21331 046 0.13351 972 
4.8 -0,20753 429 -0.06146 5266 Ο,16911 850 -0.01822 8955 0.20373 659 0.14556 433 
4.9 -0.20050 053 -0.07898 2225 0.15214 407 -0.03806 3749 0.19273 242 0.15606 319 
5.0 -0.19178 485 -0.09508 9408 0.13473 121 - 0.05673 2437 0.18043 837 0.16499 546 
(-4)4 3] ie 
6 6 6 
‘ , / n+] | 
2, (2) ум, (2) и, (т) = yin rary(r)=(1) Viel + yb") 


18 — под ред. В. A. Диткина, Л. Н. Кармазиной 
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Таблица 10.1. Сферические функции Бесселя порядков 0, 1 u 2 


; ΄ у (1) y,(z) 

z 77) Л, (1) 1212) кт κ.α] +. dice (-ῃ ет 
5.0 ~1)-1. 9178 и ΠΣ ΕΤ 2) -7. 4113. -1) 1.6700 -1) 1.7235 
5. Β et Fa "$715 2277 -2} 919065 733-9! 0099 (1 1.5257 (1 1. 7812 

ta - . 6990 εαν he с Ἢ τ -]. 460 -)) 1. 3 = η 
5. 4 7 -1. 4310 -1) -1. 4404 -2) 6; 308 - 

| | 4.5277 (-1)-1.2885 -1) 1. 0485 (-1) 1, 8604 
5 5 -) -l. 2828 -ὶ -]. 5217 -2 "7749 1 = 3849 Сы 8. 7995 rh : ὂΝ 8563 
ао ΠΤΙ а 15 ΠΠ п В 

: -2) -9. 6611 -1)-1. “ a -1 с. -2) 5.3 - а 
κ аа ΓΘ “3 сене бу ие 
5. 9 -2) -6. 3365 -1) -1. 6794 8) -ᾱ, ὃ ыы 
| | -1. 600 (-2) 1.9898 -1) 1. 

6. 0 -2) -4. 6569 2 -1.679  {-2)-2.1226 -1}-1. 6003 с ΕΙ τ εν 
6.1 -2} -1: 3402 1.689 (-2}-6; 5416 0 (20: Sa i) 14544 

Е -2)-1. 3402 ь -ἐ)-8. 4 _ 32-2 1h a . 
ЗЕ Е ВЕ Е ВЕ Е 
6. 4 -2) 1.8211 1-1. -2) -8. | 

5 : 0 -1) 1, 2430 

-1)-1. 4515 ~1)-1. 0009 -1) -1.5024 -2) -5. 621 -1) 1.1260 
6.5 -2) 3. 3095 1)-1. 0940 _1)-1 4397 -2) -6, 9018 
6.6 -) 6.0428 ° {1} 1.2746 1} 1: 1750 -1) -1. 3648 4$) -β. 0795 2) 8.7507 

-2) 6. 0425 -1) -1. 1) -1 2785 -2) -9. 1466 -2) 8. 

2 ΠΡ ΠΠ Фа ΠΗ ΠΠ ΠΡΙΝ 

-2) 8. 3832 --}-1. -1. 

κ 3427 1)-1. 0770 -1) -1. 0924 -2) 6. 088 
7.0 -2) 9, 3855 -2) -9. 4292 1) -1. 3427 ,'''. -1)-1. 1625 -2) 4, 7295 
71 -] 1, 0267 -2 -8, 1954 -l -]. tees 2-8. 4493 al ἘΝ 2197 «2) 3. 3674 
ue -1) 1.1023 -2) -6. 9183 1-1. 3906 аи щи (-2 >° 0132 
73 -1) 1.1650 -2) -5. 6107 -1) -1. 395 а ie eae -3$46. 7812 
7.4 -1) 1.2145 -2) -4. 2851 -1) -1. 3882 

| 1. 3688 -2)-4. 6218 -1) -1. 3123 -3) -6, 2736 
7.5 -1) 1.2507 -2) -2. 9542 -1}-1. 3688 Sls πέρι -1) -1. 3171 -2} -1. 8929 
7. 7} 1:2833 3-3; 2920 1} 1’ 2960 -2)-1. 9919 11-1: 2891 3) -4- 2662 

5 в . 2833 = -3, - he ῃ - ἃ -1, — а. } Ч. 

τ; 4 1; 2802 -3 ΕΕ = о т | 1} 1 271 -24 ο" 356] 

| -1) 1.2645 -2) 2. -1) -1. 

τ . 1)-1.1105 -2) 1. 8188 -1)-1.2140 -2)-6. 3711 
8. 0 -1) 1.2367 -2) 3. 3646 -1) -1.1105 РЕ м -2) -7. 3040 
в -1) 1.1974 -2) 4. 4850 <i “1.073 a НН ТЫ -2)-8, 1487 
8.2 -] 1. 1472 -2 os 035} -2 а 177 -2) 5 1972 a же’ 0243 κ΄ κα. 

8. 3 -1) 1.0870 -2] 6.5069 τα] -ᾱ. 5197 Δ. η κ Ἕρμος -24.Φ' 5527 
᾿ -1) 1.0174 -2) 7. -2) -7. | 

. 6. 5042 -2) 7.0825 -2) -8. 5607 (-1 ey neat 
8.5 -2) 9. 3940 -2) 8.1877 -2) -6. 5042 τ γα -2) -7. 6218 {τὶ -1. 0551 
8. ὁ τς. 8. 2393 ла 2. 4510 -2) 8. 6051 -2) -6. 6312 abt, 

ie -2) 7.6203 -2) 9.4810 -2) -4. 3510 -2 8.6051 aj 2 Е θέτο 
8.8 -2) 6. 6468 εν, ие -2) 9.72540 — (-2)-4. 5369 -1) -1. 1253 
8. 9 -2) 5. 6294 -1) 1. -2) -2. ΜΗΝ 

-1) 1. 0124 -2) -3. 4542 (- 

9. 0 (-2) 4. 5791 -1) 1.0632 -2 mer 2 ete 24 -5° 3621 Ἴ -ᾱ. 1193 
9.1 м 1) 10859 2} 1. 1184 -1) 1: 0596 ση 1} 1’ 0731 

Е - . 4227 -1) 1. 7 ‘ Ν 9 =p) =). 9 A-i)-1. 

a 3 1 3382 = 1. 0813 а {1 1 0635 -3) +8. 6782 -1) -1. 0358 

» - 6 δ; ЕЯ ; 

9. 4 -3) +2. 6357 νι. ΜΝ 

-2) 1. 8960 -2)-9. 

9. 5 -3)-7.9106 -1) 1. 0413 -2) 4.0795 №) 1.0497 2) 1. 040 [5 
9. 6 -2) -1. 8159 -1) 1.0068 т -2) 9. 9213 -2) 3.8245 -2) -8. 7385 
| -2)-2. 8017 -2) 9. 63 -2) 5. a В -2) 4.7 -2)-8. 
9.8 2 -3: Τ396 +. ν᾽ 2 72018 2) В. 9817 -2) 5. 5288 -2)-7. 3063 
| -2) -4. 6216 -2) 8. 51 «Ὁ 9. . | 
a ae 2 (-2) 8. 3907 (-2) 6.2793 (-2) -6. 5069 
10.0 (-2\-5. 4402 (-2) 7. 8467 (-2) 7. 794 . 


} Ἔκ у Ya+$ = (- | ν Τι’ ! (τ) 
5. / — (n+-=) 
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Таблица 10.2. Сферические функции Бесселя порядков 3—10 


, ] ͵ ; ϱ'.-" WW —10 

a j3(z) j,(2) j,(z) Jg() j,(2) (=) 2. (т) 10 # Ль(т) 
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 τ 52734 93 7.27309 19 
0.1 (-6)9.5185 (-7)1.0577 (-10)9.6163 (-12)7.3975 (-14 4.9319 (-16)2.9012 1.52698 56 7.27151 10 
0.2 (-5)7.6021 (-6)1.6900 (- 8)3.0737 (-10)4.7297 (-12)6.3072 (-14)7.4212 1.52589 53 7.26677 00 
0.3 (-4)2.5586 (-6)8.5364 (-7)2.3296 (-9)5.3784 ИЕ -12)1.8995 1.52407 96 7.25887 47 
0.4 (-4)6.0413 (-5)2.6894 (- 7)9.7904 (- 8)3.0149 (-10)8.0448 (-11)1.8938 1.52154 09 7.24783 46 
0.5 (-3)1.1740 (-5)6.5390 (- 6)2.9775 (- 7)1.1467 (- 9)3.8259 (-10)1.1261 1.51828 26 7.23366 29 
0.6 (-3)2.0163 (-4)1.3491 (-6)7.3776 (-7)3.4113 (- 8)1.3665 (-10)4.8282 1.51430 88 7.21637 65 
07 (-3)3.1787 (-4)2.4847 (-5)1.5866 (- 7)8.5649 (-8)4.0046 (- 9)1.6515 1.50962 48 7.19599 61 
0.8 (-3)4.7053 (-4)4.2098 (- 5)3.0755 (- 61.8989 (- 7)1.0153 (- 9)4.7873 1.50423 66 7.17254 61 
09 (-3)6.6361 (-4)6.6912 (-5)5.5059 (- 6)3.8277 (-7)2.3040 (- 8)1.2228 1.49815 12 7.14605 44 
1.0 (-3)9.0066 (-3)1.0110 (- 5)9.2561 (- 6)7.1569 (- 7)4.7901 (- 8)2.8265 1.49137 65 7.11655 26 
11 (-2)1.1847 (-3)1.4661 (- 4)1.4786 (- 5)1.2590 (- 7)9.2769 (- 8)6.0254 1.48392 11 7.08407 57 
1.2 (-2)1.5183 (-3)2.0546 (- 4)2.2643 ἰ- 5)2.1058 (- 6)1.6942 (- 7)1.2013 1.47579 48 7.04866 21 
1.3 (-2)1.9033 (-3)2.7976 (- 4)3.3461 (-5)3.3756 (- 6)2.9451 (- 7)2.2640 1.46700 80 7.01035 39 
1.4 (-2)2.3411 (-3)3.7164 ἰ- 4)4.7963 (- 5)5.2181 (- 6)4.9082 (- 7)4.0669 1.45757 18 6.96919 61 
1.5 (-2)2.8325 (-3)4.8324 (- 4)6.6962 (- 5)7.8174 (- 6)7.8875 (- 7)7.0086 1.44749 84 6.92523 71 
1.6 (-2)3.3774 (-3)6.1667 (- 4)9.1354 (- 4)1.1395 (- 5)1.2279 (- 6)1.1649 1.43680 05 6.87852 85 
1.7 (-2)3.9754 (-3)7.7397 (- 3)1.2212 (- 4)1.6212 (- 5)1.8587 (- 6)1.8756 1.42549 17 6.82912 49 
1.8 (-2)4.6252 (-3)9.5709 (- 3)1.6031 (- 4)2.2577 (- 5 2.7444 τ 6) 2. 9356 1.41358 63 6.77708 37 
19 (-2)5.3249 (-2)1.1679 (- 3)2.0705 (- 4)3.0840 (- 5)3.9632 (- 6) 4.4800 1.40109 93 6.72246 53 
2.0 (-2)6.0722 (-2)1.4079 (- 3)2.6352 (- 4) 4.1404 (- 5)5.6097 (- 6)6.6832 1.38804 63 6.66533 28 
2.1 (-2)6.8639 (-2)1.6788 (- 3)3.3094 (- 4)5.4720 (- 5)7.7975 (- 6)9.7670 1.37444 35 6.60575 19 
22 (-2)7.6962 (-2)1.9817 (- 3)4.1059 (- 4)7.1289 (- 4)1.0661 (- 5)1.4009 1.36030 78 6.54379 07 
2.3 (-2)8.5650 (-2)2.3176 (- 3)5.0375 (- 4) 9.1665 (- 4)1.4358 (- a tee 1.34565 67 6.47951 96 
2.4 (-2)9.4654 (-2)2.6872 (- 3)6.1171 (- 3)1.1645 (- 4)1.9071 (- 5)2.7420 1.33050 81 6.41301 19 
2.5 (-1)1.0392 (-2)3.0911 (- 3)7.3576 (- 3)1.4630 (- 4)2.5009 (- 5)3.7516 1.31488 05 6.34434 22 
2.6 (-1)1.1339 (-2)3.5292 (- 3)8.7717 (- 3)1.8192 (- 4)3.2410 (- 5)5.0647 1.29879 28 6.27358 74 
27 (-1)1.2301 (-2)4.0014 ἰ- 2)1.0372 (- 3)2.2404 (- 4)4.1542 (- 5)6.7532 1.28226 44 6.20082 63 
2.8 (-1)1.3270 (-2)4.5071 (- 2)1.2169 ἰ- 3)2.7345 (- 4)5.2705 (- 5)8.9013 1.26531 50 6.12613 95 
2.9 (-1)1.4241 (-2)5.0454 (- 2)1.4174 (- 3)3.3096 (- 4)6.6231 (- 4)1.1607 1.24796 48 6.04960 91 
3.0 (-1)1.5205 (-2)5.6150 (- 2)1.6397 (- 3)3.9744 (- 4)8.2484 (- 4)1.4983 1.23023 41 5.97131 85: 
3.1 (-1)1.6156 (-2)6.2142 (- 2)1.8848 (- 3)4.7374 (- 3)1.0187 (- 4)1.9160 1.21214 38 5.89135 26 
3.2 (-1)1.7087 (-2)6.8409 (= 2)2.1532 (- 3)5.6074 (- 3)1.2481 (- 4)2.4283 1.19371 48 5.80979 75 
3.3 (-1)1.7989 (-2)7.4929 (-2)2.4457 ἰ- 3)6.5935 (-.3)1.5177 (- 4)3.0520 1.17496 82 5.72674 00 
3.4 (-1)1.8857 (-2)8.1673 (-2)2.7626 (- 3)7.7045 (- 3)1.8326 (- 4)3.8056 1.15592 54 5.64226 82 
3.5 (-1)1.9681 (-2)8.8610 (- 2) 3.1042 (- 3) 8.9491 (- 3)2.1980 (- 4)4.7098 1.13660 79 5.55647 05 
3.6 (-1)2.0456 (-2)9.5706 (- 2)3.4705 (- 2)1.0336 (- 3)2.6195 (- 4)5.7875 1.11703 73 5.46943 61 
3.7 (-1)2.1174 (-1)1.0292 (- 2)3.8614 (- 2)1.1873 (- 3)3.1030 (- 4)7.0639 1.09723 52 5.38125 47 
3.8 (-1)2.1829 (-1)1.1022 (-2)4.2765 (- 2)1.3569 (- 3)3.6544 (- 4)8.5665 1.07722 33 5.29201 62 
3.9 (-1)2.2414 (-1)1.1756 (- 2)4.7151 (- 2)1.5429 (- 3)4.2801 (-3)1.0325 1.05702 31 5.20181 05 
4.0 (-1)2.2924 (-1)1.2489 (- JG, - 2)1.7462 (- 3)4.9865 (- 3)1.2372 1.03665 63 5.11072 78 
4.1 (-1)2.3354 (-1)1.3217 (-2)5.6596 (- 2)1.9673 (-3)5.7801 (- 3)1.4743 1.01614 44 5.01885 80 
4.2 (-1)2.3697 (-1)1.3935 (-2)6.1630 (- 2)2.2065 (- 3)6.6676 (- 3)1.7473 0.99550 88 4.92629 07 
4.3 (-1)2.3951 (-1)1.4637 (-2)6.6851 (- 2)2.4645 (- 3)7.6554 (- 3)2.0603 0.97477 06 4.83311 51 
4.4 (-1)2.4110 (-1)1.5319 (- 2)7.2242 (- 2)2.7413 (- 3)8.7501 (- 3)2.4174 0.95395 10 4.73942 00 
4.5 (-1)2.4174 (-1)1.5976 (- 2)7.7780 (- 2)3.0371 (- 3)9.9581 (- 3)2.8229 0.93307 06 4.64529 34 
4.6 (-1)2.4138 (-1)1.6602 (- 2)8.3444 (- 2)3,3520 (- 2)1.1286 (- 3)3.2814 0.91215 01 4.55082 25 
4.7 (-1)2.4001 (-1)1.7193 (- 2)8.9207 (-2)3.6857 (-2)1.2739 (- 3)3.7976 0.89120 97 4.45609 35 
4.8 (-1)2.3763 (-1)1.7743 (- 2)9.5043 (- 2)4.0381 (- 2)1.4322 (- 3)4.3763 0.87026 94 4.36119 18 
4.9 (-1)2.3423 (-1)1.8247 (-1)1.0092 (-2)4.4086 (- 2)1.6042- (- 3)5.0226 0.84934 88 4.26620 13 
5.0 (-1)2.2982 (-1)1.8702 (- 1)1.0681 .(- 2)4.7967 (- 2)1.7903 (- 3)5.7414 0.82846 70 4.17120 50 
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Таблица 10.2. Сферические функции Бесселя порядков 3—10 


-8..10. -9.1 

x y,(2) у. (2) у, (2) (2) у. (а) _ ψεαὶ 1072 ψι(α) 10°) 
0.0 — © - © = -— «0 - © - © -0.34459 42 -0.65472 90 
0.1 ( 5)-1.5015 ( 7)-1.0507 8) -9.4553 11) -1.0400 (13) -1.3519 (15)-2.0277 -0.34469 56 -0.65490 14 
0.2 3) 9.4126 5) -3.2906 7)-1.4798 8) -8.1359 а 12)-3.9643 -0,34499 99 -0.65541 86 
0.3 3)-1.8686 4) -4.3489 6)-1.3028 5} -4.7726 9)-2.0668 (11)-1.0329 -0.34550 77 -0.65628 18 
0.4 ( 2)-5.9544 ( 4) -1.0372 5) -2.3278 ( 6) -6.2910 ( 8) --2.0747 9)-7.1739 -0.34622 02 -0.65749 23 
0.5 ( 2)-2.4613 ( 3)-23.4208 ( 4)-6.1328 5) -1.3458 7) -3.4929 ( 9)-1.0465 -0.34713 86 -0.65905 23 
0.6 ( 2)-1.2004 3) 1,3857 4) -2.0665 5) -3.7747 6) -8.1579 8) -2.0357 -0.34826 48 -0.66096 47 
9.7 и 2} -6.4716 3)-8.2549 ( 3} -].2907 Е 7)-5.1060 -0.34960 12 -0.66323 28 
0.8 | ie ye ( 2) 73.3557 3) -3.7361 Δ) -5.1035 5) -8.2559 ΕΣ -0.35115 04 -0.66586 06 
0:9 1)-2.4854 ( 2) -1.8854 3) -1.8606 4) -2.2552 ( 5)-3.2389 ( 6)-5.3756 -0.35291 56 -0.66885 29 
1.0 ( 1)-1.6643 ( 2)-1.1290 ( 2)-9.9944 ( 4) -1.0881 5)-1.4045 ( 6)-2.0959 -0,35490 04 -0.67221 50 
14 331,164) 1) -7.1198 2) -5.7090 3) -5.6378 4) -6.6058 т -0.35710 89 -0.67595 30 
р №. eee 1) -4.6879 2)-3.4317 3) -3.0988 4) -3.3227 5)-4.1224 -0.35954 56 -0.68007 37 
1.3 (0)-6.2927 1) -3.2014 2) -2.1534 3) -1.7901 жи. a eg -0.36221 57 -0.68458 47 
1.4 ( а Ply seen 2) -1.4020 3) -1.0790 ( 3)-9.8790 ({5)-1.0477 -0.36512 46 -0.68949 42 
1.5 0) -3.7893 1) -1.6338 1)-9.4236 ( 2) 767473 ( 3)-5.7534 | 4)-5.6859 -0.36827 87 -0.69481 14 
1.6 A ]}-1:2129 tases) 2) ~4.35T2 | 2) -3.4751 4)-3.2143 -0.37168 46 -0.70054 60 
1.7 0)-2.4804 0) -9.1871 1)-4.6157 2) -2.8948 3)-2.1675 4)-1.8835 -0.37534 96 -0.70670 90 
1.8 ( 0)-2.0598 (0) -7.0994 1)-3.3437 9) -1.9724 ( 3)-1.3911 4)-1.1395 -0.37928 17 -0.71331 20 
1.9 0) -1.7366 0)-5.5830 ( 1)-2.4709 2) -1.3747 ( 2)-9.1581 (3)-7.0931 -0.38348 96 -0.72036 75 
2.0 ( 0)-1.4844 ( 0) -4.4613 1)-1.8591 | 1) -9.7792 ( и ( 3)-4.5301 -0.38798 26 -0.72786 93 
2] 0)-1.2846 0) -3.6178 1) -1.4220 1) -7.0870 2)-4.2450 3)-2.9613 -0.39277 08 -0.73589 19 
a2 0)-1.1242 0) 2.9740 1)-1.1042 1) -5.2238 2) -2.9764 3)-1.9771 -0.39786 50 -0.74439 11 
2.3 (-1)-9.9368 ( 0) -2.4760 | ϱ) -8.6948 1) -3.9108 ия ae Fe -0.40327 71 -0.75340 38 
24 (-1)-8.8622 4 -20858 ¢ 0)-6.935 1) -2.9702 2)-1.5395 ( 2)-9.3247 -0,40901 97 `-0.76294 81 
2.5 (-1)-7,9660 0) -1.7766 a eae ea -2.2859 2) -1.1327 2)-6.5676 -0.41510 62 -0.77304 34 
2.6 а. ϱ) -1.5290 0)-4.5716 | 1) -1.7812 προς 2)-4.6963 -0.42155 14 -0.78371 06 
2.7 (-1)-6.5632 (0)-1.3287 0)-3.7725 | 1) -1.4041 1)-6.3832 2)-3.4058 -0.42837 10 -0.79497 18 
2.5 (-1)-6.0041 ( 0) -1.1651 и мы а 2)-2.5025 -0.43558 18 -0.80685 08 
2.9 Paice anes 0) -1.0303 0) -2.6462 0) -9.0069 1) -3.7729 2)-1.8615 -0.44320 20 -0.81937 31 
3.0 (-1)-5.0802 (-1)-9.1835 ( 0)-2.2470 0) -7.3207 | 1)-2.9476 2)-1.4006 -0.45125 11 -0.83256 59 
3.1 -1)-4.6905 (-1)-8.2448 0)-1.9246 0) -6.0048 1)-2.3257 2)-1.0653 -0.45975 01 -0.84645 82 
3.2 т -4.3365 (-1)-7.4514 ( 0)-1.6621 0) -4.9682 ( 1)-1.8521 1)-8.1850 -0.46872 14 -0.86108 11 
3.3: ἐ-1)-4.0118: (-1)-6.7752 eee 0) -4.1447 1)-1.4881 1)-6.3496 -0.47818 95 -0.87646 78 
3.4 οσοι (-1) -6.1940 0) -1.2687 9) -3.4851 1)-1.2057 (°1)-4.9707 -0.48818 03 -0.89265 39 
3.5 (-1)-3.4257 (-1)-5.6901 0) -1.1206 0) -2.9528 3 -9.8471 1)-3.9249 -0.49872 20 -0.90967 72 
36 (1) 31573 1) 5.2492 _1)-9.9657 0) -2.5201 0) -8.1040 1)-3.1246 -0,50984 49 -0.92757 84 
3.3 я -2.9012 (-1)-4.8600 (-1)-8.9204 0) -2.1660 0) -6.7182 1)-2.5070 -0.52158 17 -0.94640 10 
3.8 (-1)-2.6551 (-1)-4.5131 pt} πϑ. 0339 о -1.8743 0)-5.6086 ( 1)-2.0265 -0.53396 75 -0.96619 15 
3°9 а г -4.2011 (-1)-7.2774 0) -1.6325 0) -4.7139 (1)-1.6498 -0,54704 05 -0.98699 97 
4.0 (-1)-2.1864 (-1 -3.9175 (-1)-6.6280 0) -1.4310 0) -3.9878 1)-1.3523 --0.56084 19 -1.00887 91 
41 (-1)-1.9615 (-1)-3.6574 (-1)-6.0670 0) -1.2620 0)-3.3947 1)-1.1158 -0.57541 63 -1.03188 69 
4.2 ЕТ -1)-3.4165 (-1)-5.5793 ( 0)-1.1196 0)-2.9075 0)-9.2642 -0.59081 20 -1.05608 44 
4.3 (-1)-1.5269 (-1)-3.1913 В _5.1525 1 -9.9895 | 0) -2.5048 ( я -0.60708 14 -1,08153 78 
4.4 (-1)-1.3165 -1)-2.9788 -]}-4.7765 ο Ἐ -8.9625 0) -2.1704 ( 0)-6.5027 -0.62428 15 -1.10831 79 
4.5 (-1)-1.1107 (-1}-2.7768 -1)-4.4430 (-1) -8.0839 0) -1.8910 0)-5.4951 -0.64247 43 -1.13650 10 
4.6 -2)-9.0931 ?-1)-2.5833 -ἐ)-4.1850 (-№) -7.3286 0) -1.6566 0)-4.6692 -0.66172 73 -1.16616 90 
47 ee -7.1268 (-1)-2.3966 (-1)-3.8766 (-1) -6.6763 ( 0)-1.4590 0)-3.9887 -0.68211 42 -1.19741 05 
4.8 (-2)-5,2107 (-1}-2.2155 = -3.0331 eerste ( 0)-1.2915 ( 0)-3.4251 -0.70371 55 -1.23032 08 
4.9 (-2)-3.3484 (-1)-2.0390 (-1)-3.4102 -1)-5.6166 ( 0)-1.1491 ( 0)-2.9560 -0.72661 94 -1.26509 29 
5.0 (-2)-1.5443 (-1)-1.8662 (-1)-3.2047 (-1)-5.1841 ( 0)-1.0274 ( 0)-2.5638  -0.75092 23 -1.30156 80 

nti fi ial [SF] 

y, (2) = 57/2¥n44(2)=(-1) 5 [tJ — +4 (2) 5 Ό 
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Таблица 10.2. Сферические функции Бесселя порядков 3—10 


Е . : ; . ; 11. 

ΜΕ) μα) 7ε(α) 75 (=) J (2) Λία) 10° 77 (=) 10: ло) 
-1) 2.2982 -1) 1.8702 -1) 1.0681 -2)4.7967 (-2)1.7903 -3)5.7414 0.82846 70 4. 17120 50 
-1) 2.2441 -1) 1.9102 -1) 1.1268 (-2)5.2015 -2)1.9908 (-3)6.5379 0.80764 29 4.07628 42 
-1) 2.1803 -1) 1.9443 (-1) 1.1849 (-2)5.6221 -2) 2.2061 -3)7.4172 0.78689 50 3.98151 88 
-1) 2.1069 -1) 1.9722 - 1.2421 -2) 6.0573 -2)2.4365 -3)8.3843 0.16624 10 3.88698 72 
-1) 2.0245 -1) 1.9935 (- 1.2980 (-2)6.5057 -2) 2.6821 -3)9.4443 0.74569 86 3.79276 59 
в 1.9335 -1) 2.0078 - у. и 6.9660 -2) 2.9429 -2)1.0602 0.72528 47 3.69892 98 
-1) 1.8340 (-1) 2.0150 (- 1.4044 2) 7.4364 -2) 3.2191 -2)1.1862 0.70501 58 3.60555 18 
-1) 1.7270 (-1) 2.0147 (- 1.4542 -2) 7.9151 -2) 3.5104 -2)1.3229 0.68490 78 3.51270 30 
| 1.6131 -1) 2.0069 - 1.5011 -2) 8.4000 -2) 3.8166 -2)1.4707 0.66497 60 3.42045 23 
-1) 1.4928 -1) 1.9913 - 1.5448 -2) 8.8889 -2) 4.1374 -2)1.6299 0.64523 54 3.32886 66 
ни 1.3669 ἘΠ 1.9679 - 1.5850 (-2)9.3796 (-2)4.4722 -2)1.8010 0.62570 01 3.23801 06 
-1) 1.2361 -1) 1.9367 - 1.6213 (-2)9.8696 -2) 4.8205 -2)1.9842 0.60638 37 3.14794 66 
Ё 1.1014 Е 1.8977 - 1.6533 Е 1.0356 -2) 5.1815 -2)2.1797 0.58729 93 3.05873 50 
-2) 9.6346 -1) 1.8509 -1) 1.6807 -1)1.0837 -2)5.5543 -2)2.3877 0.56845 94 2.97043 34 
-2) 8.2324 (-1) 1.7966 (-1) 1.7033 1)1.1309 -2) 5.9379 -2)2.6084 0.54987 57 2.88309 73 
3) 6.8161 -1) 1.7349 73} 1.7206 (-1)1.1769 -2) 6.3311 -2)}2.8417 0.53155 94 2.79677 98 
-2) 5.3947 (-1) 1.6661 -1) 1.7325 (-1)1.2214 -2)6.7327 -2) 3.0876 0.51352 10 2.71153 12 
(-2) 3.9773 -1) 1.5905 -1) 1.7388 -1)1.2642 -2) 7.1412 -2)3.3461 0.49577 04 2.62739 98 
1-3 2.5729 -1) 1.5084 -1) 1.7391 -1)1.3049᾽ (-2)7.5551 -2) 3.6168 0.47831 68 2.54443 09 
(-2)+1.1905 -1) 1.4203 -1) 1.7335 -1)1.3432 -2)7.9728 (-2)3.8996 0.46116 89 2.46266 76 
-3)-1.6120 (-1) 1.3265 -1) 1.7217 (-1)1.3789 -2)8.3923 -2)4.1940 0.44433 45 2.38215 03 
-2) -1.4736 -1) 1.2277 -1) 1.7036 -1)1.4117 -2) 8.8118 -2) 4.4994 0.42782 11 2.30291 70 
~2) -2.7385 -1) 1.1243 -1) 1.6793 -1)1.4412 -2) 9.2292 ie 4.8154 0.41163 52 2.22500 27 
ae -1) 1.0170 -1) 1.6486 -1)1.4672 -2)9.6425. 2)5.1412 0.39578 30 2.14844 05 
(-2) -5.0945 -2) 9.0628 -1) 1.6117 -1)1.4895 -1)1.0049 ( -2 5.4759 0.38026 97 2.07326 03 
= -6.1713 (-2) 7.9285 (-1) 1.5685 (-1)1.5077 (-1)1.0448 (-2)5.8188 0.36510 02 1.99948 99 
-2)-7.1719 (-2) 6.7736 (-1) 1.5193 a Looe 1 1.0835 -2)6.1686 0.35027 86 1.92715 45 
(-2)-8.0904 Ё 5.6051 Е 1.4642 -1)1.5312 -1)1.1209 -2)6.5244 0.33580 85 1.85627 66 
(-2)-8.9217 -2) 4.4300 -1) 1.4033 (-1)1.5360 (-1)1.1568 -2) 6.8849 0.32169 28 1.78687 63 
(-2)-9.6613 (-2) 3.2552 (-1) 1.3370 (-1)1.5361 (-1)1.1908 (-2)7.2486 0.30793 39 1.71897 14 
-1)-1.0305 (-2) 2.0880 (-1) 1.2654 (-1)1.5312 (-1)1.2227 (-2)7.6143 0.29453 36 1.65257 72 
-1)-1.0851 ик (-1) 1.1890 (-1)1.5212 -1)1.2524 -2) 7.9804 0.28149 30 1.58770 64 
-1)-1.1296 -3)-1.9533 tS} 1.1081 (-1)1.5060 -1)1.2795 -2) 8.3451 0.26881 29 1.52436 97 
(-1)-1.1638 Ех -1) 1.0231 (-1)1.4857 -1)1.3039 -2)8.7069 0.25649 33 1.46257 53 
(-1)-1.1877 (-2)-2.3644 (-2) 9.3440 (-1)1.4601 (-1)1.3252 (-2)9.0640 0.24453 39 1.40232 92 

| | 
-1)-1.2014 (-2)-3.3894 (-2) 8.4249 (-1)1.4292 ва (2 9.4145 0.23293 38 1.34363 53 
-1)-1.2048 -2)-4.3664 -2) 7.4784 -1)1.3932 -1)1.3581 -2)9.7564 0.22169 16 1.28649 51 
-1)-1.1982 -2) -5.2894 -2) 6.5099 Ἢ «3520 (-1)1.3693 -1)1.0088 0.21080 54 1.23090 84 
(-1)-1.1817 -2) 6.1528 -2) 5.5245 -1)1.3059 (-1)1.3767 (-1)1.0407 0.20027 29. 1.17687 25 
(-1)-1.1558 2)-6.9520 (-2) 4.5278 (-1)1.2548 (-1)1.3801 -1 1.0712 0.19009 14 1.12438 32 
(-1)-1.1207 (-2)-7.6819 (-2) 3.5255 (-1)1.1991 -1)1.3795 -1)1.1000: 0.18025 78 1.07343 42 

(-1)-1.0770 -2)-8.3387 -2) 2.5233 -1)1.1389 -1)1.3746 (-1)1.1270 0.17076 84 1.02401 72 |! 
= -1.0252 -2)-8.9186 (-2) 1.5269 ΕΠ .0744 ~1) 1.3655 -1)1.1520 0.16161 93 0.97612 24 
-2) -9.6572 -2) -9.4187 -3)+5.4232 -1)1.0060 (-1)1.3520 -1)1.1747 0.15280 62 0.92973 83. 
(-2)-8.9931 -2)-9.8365 (-3)-4.2485 -2)9.3394 -1)1.3341 -1)1.1949 0.14432 46 0.88485 16 
-2) --8.2662 -1)-1.0170 (-2)-1.3689 (-2)8.5853 = 1.3117 (-1)1.2126 0.13616 93 0.84144 75 
-2)-7.4836 (-1)-1.0419 (-2)-2.2842 -2) 7.8016 -1)1.2849 -1)1.2275 0.12833 53 Ὦ:0,79950 99 
-2) -6.6527 -1) -1.0582 -2)-3.1654 (-2)6.9921 -1)1.2536 (-1)1.2394 0.12081 68 0.75902 10 
-2)-5.7814 (-1)-1.0659 -2) -4.0072 -2)6.1608 (-1)1.2180 (-1)1.2482 0.11360 83 0.71996 20 
-2)-4.8776 (-1)-1.0651 -2)-4.8048 (-2)5.3120 -1) 1.1780 -1)1.2537 0.10670 35 0.68231 26 
(-2) -3,9496 ( -1)-1.0559 (-2)-5.5535 (-2)4.4501 (-1)1.1339 (-1)1.2558 0.10009 64 0.64605 15 


нуна ΓΤ 
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Таблица 10.2. Сферические функции Бесселя порядков 3—10 


3; /.(2) y, (2) у oy (2) у. (2). y,(x)° 10 Ἔα бу, (2) 10 ‘27 ‘у.о (2) 
5.0 (-2)-1.5443 ое ~1) -3.2047 (-1)-5.1841. 0)-1.0274 ( 0)-2.5638 -0.75092 23 -1.30156 80 
5.1 (-3)+1.9691 (-1)-1.6965 (-1)-3.0134 аи -1) -9.2298 0) -2.2343 -0.77673 01 -1.34013 68 
5.2 (-2) 1.8700 (-1)-1.5295 (-1)-2.8341 (-1)-4.4658 (-1)-8.3305 0) -1.9564 -0.80415 92 -1.38083 98 
5.3 (- 3.4698 (-1)-1.3649 (-1}-2.6647 ats aes Solas 0) -1.7210 -0.83333 74 -1.42381 86 
5.4 (-2) 4.9908 (-1)-1.2025 (-1)-2.5033 (-1)-3.8967 (-1)-6.8777 0) 1.5208 -0.86440 56 -1.46922 70 
'5:5 > 6.4276 (-1)-1.0424 (-1)-2.3484 Зе [τ -6.2895. 0) ~1.3499 -0.89751 90 -1.51723 25 
5.6 (-2) 7.7750 (-2)-8.8447 (-1)-2.1990 (-1)-3.4349 (-1)-5.7750” ( 0)-1,2034 ^- 0.93284 85 -1.56801 75 
5.7 (-2) 9.0279 (-2)-7.2898 (-1)-2.0538 (-1)-3.2345 (-1)-5.3232 ( 0)-1.0774 -0.97058 31 -1.62178 08 
5.8 . 1.0182 (-2)-5.7610 (-1)-1.9121 (-1)-3.0503 3 -1) -9.6863 -1.01093 99 -1.67873 97 
5.9 (-1) 1.1232 (-2)-4.2612 -1) -1.7732 -1)-2.8799 -1)-4.5723 -1)-8.7446 -1.05412 18 -1,73913 16 
6.0 (-1) 1.2175 Е (-1)-1.6365 р -2.7210 ay erst -1) -7.9262. -1.10040 93 -1.80321 67 
6.1 (-1) 1.3007 (-2)-1.3619 (-1)-1.5017 (-1)-2.5717 ‘(-1)-3.9791 (-1)-7.2128 -1.15007 32 -1.87128 02 
6.2 (-1) 1.3726 ee ae (-1)-1.2683 (-1)-2.4306 (-1)-3.7281 “1) 65889 -1.20342 16 -1.94363 49 
6.3 ΕΙ 1.4329 к. 1.3770 δν -1.2362 (-1)-2.2961 (-1)-3.5018 (-1)-6.0416 -1.26079 38 -2.02062 45 
6.4 (-1) 1.4815 (-2) 2.6754 (-1)-1.1052 (-1)-2.1672 (-1)-3.2969 (-1)-5.5598 -1.32256 26 -2.10262 69 
6.5 (-1) 1.5183 1-2) 3.9204 πηρες (-1)-2.0428, в. (1 -1-Τ976 -1.38913 71 -2.19005 78 
6.6 a 1.5432 (-2) 5.1073 (-2)-8.4678 (-1)-1.9220 (-1)-2.9390 (-1)-4.7576 -1.46096 57 -2.28337 46 
6.7 (-1) 1.5564 (-2) 6.2315 (-2)-7.1937 (-1)-1.8042 ey sai -1)-4.4227 -1.53853 78 -2.38308 14 
6.8 =. 1.5580 (-2) 7.2886 (-2)-5.9337 (-1)-1.6887 (-1)-2.6351 rt ee -1.62238 69 -2.48973 26 
6.9 (-1) 1.5482 (-2) 8.2743 (-2)-4.6896 (-1)-1.5751 (-1)-2.4985 (-1)-3.8565 -1.71309 24 -2.60393 95 
7.0 ic} 1.5273 (-2) 9.1846 ие (-1)-1.4628 ев НЕ - 1.81128 11 -2.72637 44 
7.1 (-1) 1.4956 ty 1.0016 (-2)-2.2599 (-1)-1.3517 (-1)-2.2489 (-1)-3.3996 -1.91762 85 -2.85777 73 
7.2 (-1) 1.4535 ἘΞ 1.0764 eee (-1)-1.2414 (-1)-2.1334 (-1)-3.2032 -2.03285 95 -2.99896 17 
7.3 (-1) 1.4016 Εἰ 1.1427 (-4)+7.1768 (-1)-1.1319 Hoe to -2 8613 -2.15774 75 -3.15082 08 
7.4 (-1) 1.3404 (-1)᾽1.2001 (-2) 1.1922 (-1)-1.0229 (-1)-1.9162 (-1)-2.8613 -2.29311 31 -3.31433 45 
15 = 1.2705 и 1.2485 (2 2.2774 ие. εν ни -2.7112 -2.43982'13 -3 49057 53 
7.6 (-1) 1.1925 (-1) 1.2877 (-2) 3.3235 (-2)-8.0665 (-1)-1.7122 (-1)-2.5726 -2.59877 67 -3.68071 56 
7.7 (-1) 1.1073 (-1) 1.3176 (-2) 4.3267 вирь: -1)-1.6136 та -2.4439 -2.77091 77 -3.88603 37 
7.8 (-1) 1.0156 zi 1.3380 (-2) 5.2830 (-2)-5.9299 (-1)-1.5166 (-1)-2.3236 -2.95720 73 -4,10791 96 
7.9 (-2) 9.1812 (-1) 1.3491 (-2) 6.1887 (-2)-4.8741 (-1)-1.4209 (-1)-2.2106 -3.15862 24 -4.34788 05 
8.0 Е. 8.1577 1 1.2509 |-2) 7.0400 — -3.8290 ie -1.3262 iat -2.1038 -3.37613 93 -4.60754 55 
8.1 (2 7.0941 (-1) 1.3435 (-2) 7.8334 (-2)-2.7968 (-1)-1.2322 (-1)-2.0022 -3.61071 67 -4.88866 85 
8.2 (-2) 5.9992 (-1) 1.3270 к 8.5654 (-2)-1.7798 (-1)-1.1387 ни -1.9050 -3.86327 49; -5.19312 95 
8.3 Е 4.8821 т 1.3617 (-2) 9.2329 173 -7.8077 (-1)-1.0456 (-1)-1.8115 - 4.13466 98. -5,52292 51 
8.4 (-2) 3.7517 (-1) 1.2679 (-2) 9.8330 (-3)+1.9747 (-2)-9.5274 (-1) “1.7211 -4.42566 38 -5,88021 45 
8.5 га 2.6172 iH 1.2259 (-1) 1.0363 =, 1.1519 (-2)-8.6015 в -1.6331 -4,73689 09 -6.26721 41 
8.6 (-2) 1.4876 (-1) 1.1762 (-1) 1.0821 (-2) 2.0793 (-2)-7.6780 (-1) 71.5471 -5.06881 69 -6.68625 70 
8.7 (-3)+3.7160 "εἰ 1.1191 (-1) 1.1205 (-2) 2.9765 (= -6.7573 (-1) 71.4627 -5.42169 35 -7.13987 95 
8.8 (-3)-7.2210 (-1) 1.0551 (-1) 1.1513 (-2) 3.8403 (-2)-5.8403 (-1) -1.3795 -5.79550 68 -7.63051 13 
8.9 (-2)-1.7852 1-2 9.8492 (-1) 1.1745 (-2) 4.6672 (-2)-4.9278 (-1).-1.2973 -6.18991 88 -8.16074 96 
9.0 (-2)-2.8097 (-2) 9.0898 (-1) 1.1899 (-2) 5.4540 (-2)-4.0214 3 -1.2156 -6.60420 33 -8.73317 65 : 
9,1 = -3.7880 (-2) 8.2794 (-1) 1.1976 (-2) 6.1976 ΤΙ πηι. -1) -1.1345᾽ - 7.03717 50 -9.35034 96 
9.2 (-2)-4.7130 -2) 7.4246 Е 1.1976 -2) 6.8948 -2) -2.2335 13 -1.0536 -7.48710 95 -10,01475 2 
9.3 ᾱ- -5.5782 Е 6.5321 (-1) 1.1900 (-2) 7.5427 Е Е + -2) -9.7298 -7.95166 19 -10.72873 2 
9.4 (-2)-6.3774 (-2) 5.6089 (-1) 1.1748 (-2) 8.1384 (-3)-4.9250 (-2)-8.9243 -8.42777 38 -11.49443 4 
9.5 (-2)-7.1053 (-2) 4.6623 (-1) 1.1522. #2) 8.6793 (-3)+3.5462 (-2) -8.1193 -8.91157 56 -12,31371 5 
9.6. (-2) -7.7572 (5 3.6995 (-1) 1.1225 (-2) 9.1630. [2 1.1827 (-2) -7.3150 -9.39828 63 -13.18805 0 
7.4 ae (-2) 2.7280 (-1) 1.0860 if 9.5874 (-2) 1.9892 2) -6.5114 -9.88219 58 -14.11841 9 
9.8 (-2) -8.8169 3 1.7550 -1) 1.0429 (-2) 9.9507 [| 2.7712 (=2) -5./090 -10.35610 3 -15,10518 2 
9.9 (-2)-9.2189 (-3)+7.8793 (-2) 9.9352 (-1) 1.0251 (-2) 3.5259 (-2) -4.9088 - 10.81210 4 -16.14793 9. 
10.0 (-2)-9.5327 (-3)-1.6599 (-2) 9.3834 (-1) 1.0488 (-2) 4.2506 (-2) -4.1117 -11.24057 9 -17.24536 7 


| / (—3)3 (—3)7 
y,, (2) = LefaYnty(a)=(-1)"™ 57/t) ing µ(3) | 6 | | 6 | 
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СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ 20 и 21 


107'/ορίω) 


7.62597 90 


7.62705 91 
7.63028 29 
7.63560 15 
7.64293 25 


7.65215 99 
7.66313 22 


7.67566 19 
7.68952 28 
7.70444 90 


7.72013. 23 
7.73621 95 
7.75231 00 
7.16795 ΣΒ 
7.78264 38 


7.79582 23 
7.80686 80 
7.81509 84 
7.81976 53 
7.82005 32 


7.815076 
7.803876 
7.785428 
7.758627 
7.722309 


7.675238 
7.616116 
7.543601 
7.456316 
7.352841 


7.231764 
7.091689 
6.931265 
6.749220 
6.544411 


6.315851 
6.062784 
5.784739 
5.481584 
5.153621 


4.801647 
4.427041 
4.031843 
3.618830 
3.191590 


2.754567 
2.313103 
1.873442 
1.442686 
1.028721 


0.640055 
в 


9 
10°" fo, (x) 
1.77348 35 
1 23 
1.77439 56 
а ΠΙ 
1.77707 85 


1.77903 78 
1,7837 03 
1.78403 80 
1.78699 49 
1.79018 73 


1.19355 29 
1.79702 05 
1.80050 95 
1.80392 94 
1.80717 91 


1.81014 64 
1.81270 77 
1.81472 70 
1.81605 56 
1.81653 14 


1.815979 
1.814208 
1.811016 
1.806185 
1.799482 


1.790664 
1.779472 
1.765639 
1.748885 
1.728929 


1.705481 
1.678251 
1.646956 
1.611324 
1.571096 


1.526041 
1.475960 
1.420698 
1.360155 
1.294299 


1.223178 
1.146936 
1.065826 
0.98022 63 
0.89065 46 


0.79777 92 


0.70243 25 


0.60561 45 
0.50849 80 
0.41242 27 


0.31888 30 


[Г 


(2) = Л" exp (-- σ1/4:ι +2) 


10 “у (5) 


~ 0.31983 
- 0.31988 
- 0.32003 
- 0.32028 
- 0.32065 


- 0.32113 96 


- 0.32175 
-0.32250 


- 0.32342 08 
-0.32450 98 


0.32579 

0.32730 
-0.32907 
- 0.33112 
-0.33350 


-0.33625 
-0.33943 
- 0.34309 
~ 0.34731 
- 0.35216 


- 0.35776 
- 0.36420 
- 0.37164 
- 0.38023 
- 0.39019 


- 0.40176 


-0.41527 46 


- 0.43113 
-0.44987 
- 0.47223 


- 9.49918 
-0.53209 
-0.57279 
-0.62378 
-0.68821 


-0.76981 
- 0.87240 
- 0.99883 
-1.149171 
-1,317987 


- 1.490982 
-1.641599 
-1.728777 
- 1.697442 
-1.483467 


-1.024223 
-0.274630 
+0.773430 
2.072631 
3.508629 


4.901591 


Таблица 10.3. Сферические функции Бесселя порядков 20 и 21 


10° ул (ο) 


-1.31130 70 
-1.31149 33 
-1.31205 61 
-1.31300 70 
-1.321436 61 


-1.31616 11 
-1,31842 87 
-1.3214] 43 
-1.32457 29 
-1.32856 95 


-1.33328 02 
-1.33879 33 
-1.34521 03 
-1.35264 77 
-1.36123 89 


-1.37113 69 
-1.38251 67 
-1.39557 96 
-1.41055 73 
-1.42771 82 


-1.447374 
-1.469891 
-1.495697 
-1.525305 
- 1.559325 


- 1.598497 
-1.643728 
-1.696}43 
-1.75/166 
-1.828625 


-1.912922 
-2.013273 
-2.134049 
-2.281228 
-2.4629 56 


-2.689957 
-2.975953 
-3.336925 
-3.789188 
-4.344958 


-5.004711 
-5.7145922 
-6.508927 
-7.182333 
-7.592679 


-7.504782 
-6.640003 
-4.717888 
-1.52185 
+2.01816 


+8.74251 


Ун(2) mY ,v- {511} exp (2?/4п +2) 
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280 


Таблица 10.4. Модуль и фаза сферических функций Бесселя порядков 9, 10, 20 и 21 


10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


j, (2) -ψἱπ/χΜ,ειίχ) сов θη +4(z) 
Ут 19 (α) 


1.50513 
1. 41043 
1, 33509 
1.27462 
1.22560 


1. 18548. 


4.35221 
1.12467 
1.10147 
1. 08190 


1.06534 
1, 05133 
1.02949 
1. 02956 
1.02130 


1. 01456 
1. 00920 
1. 00512 
1. 00226 
1. 00056 


1. 00000 000 


[бэ 


‘| 


Уж; М4 (т) 


1. 31126 
1.25741 
1.21433 
3%, 17927 
1.15001 


1. 12549 
1.10467 
1. 08687 
1. 07157 
1. 05838 


1. 04700 
1.03721 
1. 02883 
1. 02170 
1.01571 


1. 01078 
1. 00683 
1. 00381 
1. 00168 
1. 00042 


605 
042 
612 
949 
033 


256 
736 
488 
283 
ΠΗ͂ 


987 


972 


11 


104. 


485 


282 
452 
592 
705 
044 


1.00000 000 
ΚΕ 


(x) — целое число, ближайщее к x, 


0. 64017 615 


0. 38142 613 
+0. 12729 416 
-0. 12255 277 
-0. 36849 087 
-0. 61090 826 


-0. 85018 673 
-1. 08669 229 
-1. 32077 114 
-1. 55274 891 
-1. 78293 175 


-2. 01166 832 
-2. 23905 224 


-2. 46552 469 


-2. 69127 701 
-2. 91655 326 


-3. 14159 265 


iu 


641¢(2) —х 


1.12909 207. 


0. 61321 135 
+0:11048 098 
-0. 38066745 
-0. 86163 915 


-1.33366 819 
-1. 79783 172 
-2.25507 118 
-2. 70621 373 
-3. 15199 149 


-3. 59305 805 
-4. 03000 220 
-4. 46335 928 
-4, 89362 072 
-5. 32124 187 


—5. 74664 872 
-6,17024 356 
-6, 593240 995 
-7. 01351 707 
-7. 43392 365 


-7. 85398 164 


| 
9 ΄ 


у, (г)=УтЕМ»+ (2) sin @„+4(х) 
J3"2M 24 (α) 


1, 84157 


1. 65174 


1. 50947 
1. 40190 
$: 31955 


1 Ε5555 
1.20514 
1.16476 
1.132202 
1.10519 


1. 08304 
1.06466 
1. 04939 
1. 03675 
1. 02635 


1. 01794 
1. 01130 


1. 00628 


1. 00276 
1. 00068 


1. 00000 0 


799 
534 
539 


550° 


792 


263 
049 
186 
416 
883 


588 
562 
746 
104 
931 


637 
S29 
277 


864 
866 


al 


Vie 2M 436 (1) 


1.37979 
1, 30763 
бт: 
1.20896 
1.17245 


1.14310 
1.11857 
1. 09787 
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СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ РАЗЛИЧНЫХ ПОРЯДКОВ 


Таблица 10.5. Сферические функции Бесселя различных порядков 
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Таблица 10.5. Сферические функцин Бесселя различных порядков 
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Таблица 10.6. Нули функций Бесселя полуцелого порядка 
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Таблица 10.7. Нули производных функций Бесселя полуцелого порядка 
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27/2 


29/2 


31/2 


33/2 


35/2 


ЗАРЕ - 


39/2 


У, (у, 5) =0 

о ae 

1 9.113402 
2 13.525575 
3 17.153587 
4 20,587450 
5 23.929631 
1 10,180054 
2 14.702493 
3 18. 390930 
4 21.866965 
1 11.241675 
2 15. 868463 
3 19. 615227 
4 23.132584 
1 12.299124 
2 17. 025072 
3 20. 828186 
4 24. 385974 
1 13. 353045 
2 18.173567 
2 27.0318 
1 14. 403937 
2 19. 314945 
3 23.225333 
1 15, 452196 
2 20, 450018 
3 24. 411571 
1 16. 498138 
2 21.579459 
1 17.542024 
2 22,703832 
1 18.584071 
2 23.823614 
1 19.624460 
2 24.939214 
1 20. 663347 
1 21.700865 


ΜΜ a 


+0. 330874 
~0. 236854 
+0. 202841 
-0. 182077 
+0. 167294 


+0. 318378 
-0. 229449 
+0. 197291 
-0. 177623 


+0. 307606 
-0. 222927 
+0. 192335 
-0. 173605 


+0. 298179 
-0. 217118 
+0..187870 
-0. 169950 


+0. 289825 
-0. 211893 
+0, 183813 


+0. 282348 
-0. 207156 
+0. 180103 


+0. 275596 
-0. 202830 
+0. 176690 


+0. 269455 
-0. 198856 


+0. 263833 
-0. 195187 


+0. 258658 
-0. 191783 


+0. 253871 
-0. 188612 


+0. 249423 


+0, 245275 


ка 
11; 535731 
15. 376058 
18. 885886 
22. 266861 


12. 669130 
16. 586323 
20. 145940 
23. 563314 


13. 793646 
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17. 126125 
21. 320300 
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19. 321702 
23. 639641 
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24, 747606 


(-1Υ[α; } 


+0. 266883 
-0.217283 
+0. 191447 
-0. 174147 
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+0. 170098 


+0. 249935 
-0. 205332 
+0. 182067 
-0. 166427 


-0. 242951 
+0. 200296 
-0. 178048 


+0. 236710 
-0. 195742 
+0. 174383 


-0. 231081 
+0. 191594 


+0. 225965 
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Таблица 10.8. Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 0, 1 Ἡ 2 


w(x) 21 (x) 12(x) kolr) ky (zx) К2(т) 
1.00000 000 0.00000 000 0.00000 9000 со со © 
1.00166 750 0.03336 668 0.00066 7143 14.21315 293 156,344682 4704.5536 
1.00668 001 0.06693 370 0.00267 4294 6.43029 639 38.58177 78 585.15696 
1.01506 764 0.10990 290 0.00603 8668 3.87891 513 16.80863 22 171.96524 
1.02688 081 0.13547 889 0.01078 9114 2.63234 067 9.21319 233 71.731283 
1.04219 061 0.17087 071 0.01696 6360 1.90547 226 5.71641 679 36.203973 
1.06108 930 0.20729 319 0.02462 3348 1.43678 550 3.83142 801 20.593926 
1.08369 100 0.24496 858 0.03382 5678 1.11433 482 2.70624 170 12.712514 
1.11013 248 0.28412 808 0.04465 2156 0.88225 536 1.98507 456 8.32628 49 
1.14057 414 0.32501 361 0.05719 5452 0.70959 792 1.49804 005 5.70306 48 
1.17520 119 0.36787 944 0.07156 2871 0.57786 367 1.15572 735 4.04504 57 
1.21422 497 0.41299 416 0.08787 7251 0.47533 889 0.90746 4974 2.95024 33 
1.25788 446 0.46064 259 0.10627 7995 0.39426 230 0.72281 4219 2.20129 78 
1.30644 803 0.51112 785 0.12692 2227 0.32930 149 0.58261 0332 1.67378 69 
1.36021 536 0.56477 365 0.14998 6112 0.27668 115 0.47431 0537 1.29306 09 
1.41951 964 0.62192 665 0.17566 6332 0.23366 136 0.38943 5596 4,01253-25 


0.32209: 3595 
0.26809 2818 
0.22438 9655 
0.18873 4440 


0.15943 8124 
0.13521 4906 
0.11507 3847 
-0.99824 2824 
0.08411 4246 


0.07220 5736 
0.06213 1241 
0.05357 9539 
0.04629 8067 
0.04008 0625 


0.03475 7931 
* 0.03019 0302 
0.02626 1944 
0.02287 6452 
0.01995 3243 


0.01742 4712 
0.01523 3952 
0.01323 2903 


0.80213 693 
0.64190 415 
6.51823 325 
0.42165 535 


0.34544 927 
0.28476 135 
0.23603 215 
0.19661 
0.16451 757 


0.13822 241 
0.11656 246 
0.09863 140 
0.08371 944 
0.07126 626 


0.06082 638 
0.05204 323 
0.04462 967 
0.03835 312 
0.03302 422 


0.02848 802 
0.02461 718 
.0.02130 658 


0.20418 1728 
0.23577 5138 
0.27071 5433 
0.30929 9770 


6.35185 6089 
0.39874 5868 
0.45036 7165 
0.50715 7959 
0.56959 9849 


0.63822. 2102 
0.71360 6125 
0.79639 0365 
0.88727 5704 
0.98703 1387 


1.09650 152 
1.21661 224 
1.34837 954 
1.49291 787 
1.65144 965 


1.82531 562 
2.01598 623 
2.22507 418 


0.19821 144 
0.15879 918 
0.14425 049 
0.12365 360 


0.10629 208 
0.09159 719 
0.07911 327 
0.06847 227 
0.05937 476 


0.05157 553 
0.04487 256 
0.03909 858 
0.03411 437 
0.02980 354 


0.02606 845 
0.02282 681 
0.02000 910 
0.01755 635 
0.01541 841 


0.01355 255 
0.01192 222 
0.01049 611 


1.48472 997 
1.55625 408 
1.63454 127 
1.72008 574 


1.81343 020 
1.91516 988 
2.02595 690 
2.14650 513 
2.27759 551 


2.42008 179 
2.57489 701 
2.74306 041 
2.92568 513 
3.12398 658 


3.33929 164 
3.57304 872 
3.82683 575 
4.10238 723 
4.40157 747 


4.72646 494 
5.07929 316 
5.46251 092 


0.68295 906 
0.74827 140 
0.81829 550 
0.89349 778 


0.97438 274 
` 1.06149 681 
1.15543 247 
1.25683 283 
1.36639 653 


1.48488 308 
1.61311 877 
1.75200 304 
1.90251 546 
2.06572 335 


2.24279 012 
2.43498 437 
2.64368 983 
2.87041 631 
3.11681 153 


3.38467 421 
3.67596 831 
3.99283 865 


fe » 9 e 


л δρ. BHSHLAE WWWWW WwW 


[7 


|] 


ἱπίχ) = 5 vial 


| 
2 


P| 


es К, (1) 


5.87879 128. 4.33762 799 2.45434 813 0.00924 735 0.61168 0862 0.01846 908 
6.33105 220 4.71289 572 2.70574 780 0.00815 280 0.01024 3262 0.01603 223 
6.82247 5.12143 838 2.98140 051 0.00719 253 0.00899 0668 0.01393 
7.35655 5.56631 208° 3.28363 932 0.00634 934 0.00789 7961 0.01212 
7.93706 6.05085 704 3.61502 390 0.00560 833 0.00694 3650 0.01056 
8.56816 6.57872 451 3.97835 791 0.00495 661 0.00510 9316 0.00921 
9.25438 7.15390 628 4.37672 200 0.00438 300 0.00537 9136 0.00805 
10.00066 7.78076 689 4.81349 122 0.00387 777 0.00473 9498 0.00703 
10.81241 8.46407 908 5.29236 840 0.00343 248, 0.00417 8666 0.00615 
11.69554 9.20906 250 5.81741 513 0.00303 975 9.00368 6506 0.00539 
12.65647 10.02142 620 6.39308 652 0.00269 318 0.00325 4257 0.00472 
13.70227 10.90741 515 7.02426.961 0.00238 716 0.00287 4331 0.00414 
14.84064 11.87386 128 7.71632 535 0.00211 679 0.00254 0146 0.00364 
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Таблица 10.9. Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 9 u 10 


ы 10°2~ iy (2) 10's “i ts) 107 7a ky (2) 10-οἱ!ἑιρ(α) 
0, 0 1,52734 93 0. 72730 92 5. 41287 38 1. 02844 60 
0.1 1.52771 30 0.72746 73 5.41128 21 1.02817 54 
0.2 1.52880 46 0.72794 19 5. 40650 99 1. 02736 41 
Уз 1.53062 54 0. 72873 35 5. 39856 70 1.02601 35 
0. 4 ЦЗ 79 0. 72984 30 5. 38746 92 1.02412 59 
0. 5 1.53646 54 0. 73127 18 5. 37323 85 1.02170 47 
0.6 1.54049 23 0. 73302 17 5. 35590 33 1. 01875 42 
0, 7 ]. 54526 36 0. 73509 47 5. 33549 79 1. 01527 95 
0. 8 1.55078 57 0. 73749 33 5. 31206 23 1.01128 67 
0.9 1.55706 60 0. 74022 03 5.28564 31 1. 00678 27 
1,0 1.56411 27 0, 74327 93 5.25629 13 1.00177 53 
1.1 ‘1.57193 49 0.74667 38 5.22406 45 0.99627 31 
ke 1.58054 32 0.75040 79 5.18902 48 0.99028 56 
oe 1.58994 87 0. 75448 62 5.15123 93 0. 98382 30 
1.4 1. 60016 42 0. 75891 37 5. 11078 01 0. 97689 61 
: 1.61120 30 0.76369 58 5.06772 38 0.96951 68 
1.8 1, 62308 02 0. 76883 83 5. 02215 37 0. 96169 72 
1. 7 1.63581 13 0. 77434 76 4. 97414 57 0. 95345 03 
1.8 1.64941 38 0. 78023 05 4.92379 68 0. 94478 97 
1.9 1.66390 60 0. 78649 43 4. 87119 57 0. 93572 94 
2.0 1, 67930 73 0. 79314 68 4. 81643 66 0. 92628 41 
est 1. 69563 90 0.80019 63 4.75961 72 0.91646 88 
ye 1.71292 33 0.80765 17 4. 70083 65 0. 90629 89 
a3 1. 73118 39 9. 81552 21 4. 64019 67 0. 89579 04 
2.4 1.75044 59 0. 82381 79 4. 57780 09 0. 88495 95 
2.5 1.77073 63 0. 83254 94 4. 51375 41 0. 87382 25 
2.6 1.79208 32 0.84172 78 4. 44816 23 0. 86239 63 
2.7 1.81451 64 0. 85136 49 4. 38113 22 0. 85069 78 
2.8 1.83806 76 0. 86147 30 4. 31277 10 0. 83874 39 
2.9 1.86277 03 0. 87206 54 4. 24318 63 0. 82655 20 
3.0 1.88865 96 0. 88315 57 4. 17248 53 0. 81413 92 
3.1 1.91577 24 0. 89475 86 4.10077 50 0. 80152 28 
3:2 1.94414 79 0. 90688 95 4. 02816 19 0. 78872 01 
33 1.97382 74 0. 91956 42 3.95475 12 0. 77574 83 
3.4 2. 00485 39 0. 93279 97 3.88064 76 0. 76262 45 
pe 2.03727 33 0.94661 40 3.80595 33 0. 74936 56 
3.6 2. 97113. 33 0. 96102 55 3.73076 99 0. 73598 84 
jo Say 2.10648 43 0.97605 38 3.65519 70 0.72250 95 
3.8 2.14337 94 0.99171 97 3.57933 16 0,70894 53 
3.9 2.18187 40 1.00804 44 3. 50326 88 0. 69531 19 
4.0 2. 22202 68 1.02505 08 3.42710 13 9. 68162 50 
4. 1 2. 26389 90 1.04276 26 3. 3509] 95 0. 66790 02 
4.2 2. 30755 54 1.06120 45 3.27481 07 0. 65415 25 
4. 3 2. 35306 35 1. 08040 28 3. 19885 96 0. 64039 66 
4.4 2.40049 43 1.10038 47 3.12314 76 0.62664 70 
4.5 2. 44992 27 1.11 Fi 3. 04775 39 0. 61291 75 
4.6 2.50142 71 1.14281 58 2.97275 34 0.59922 16 
4.7 2.55508 99 4416532 63 2.89821 88 0.58557 24 
4.8 2.61099 74 1.18874 39 2.82421 90 0.57198 25 
4.9 2. 66924 03 1.21310 29 2.75081 98 0.55846 39 
5.0 2.72991 40 1.23843 97 2.67808 38 0.54502 82 
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Таблица 10.9. Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 9 и 10 
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.01109 
.92209 


10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Таблица 10.9. Модифицированные сферические функции Бесселя порядков 9 и 10 


#1. fo(x) Ло(т) g(x) gio(z) «2» 
9.100 1.10630 573 1.21411 149 0.65502 364 0.56777 303 10 
0.095 1.08238 951 1.17260 877 0. 68557 .030 0. 60351 931 11 
0. 090 1.06167 683 1.13650 462 0. 71563 676 0..63926 956 11 
0.085 1.04394 741 1.10534 464 `0. 74502 124 0. 67473 612 12 
0. 080 1.02899 406 1. 07872 041 0. 77352 114 0. 70951 813 13 
0. 075 1.01661 895 1.05626 085 0. 80093 667 0. 74360 745 13 
0. 070 1.00662 998 1.03762 412 0. 82707 483 0. 77639 538 14 
0. 065 0. 99883 728 1. 02248 982. 0. 85175 354 0. 80768 018 15 
0. 060 0. 99304 985 1.01055 159 0. 87480 587 0. 83717 510 17 
0. 055 0.98907 251 1.00151 009 0. 89608 425 0. 86461 675 18 
0. 050 0. 98670 320 0. 99506 643 0. 91546 455 0. 88977 340 20 
0. 045 0. 98573: 080 0. 99091 634 0. 93284 978 0. 91245 301 22 
0. 040 0.98593 357 0. 98874 519 0. 94817 344 0. 93251 041 25 
0. 035 0.98707 842 0. 98822 421 0.96140 216 0. 94985 358 29 
0. 030 0. 98892 100 0. 98900 824 0.97253 769 0. 96444 830 33 
0. 025 0. 99120 680 0. 99073 519 0. 98161 804 0. 97632 121 40 
0. 020 0. 99367 323 0. 99302 746 0. 98871 764 0. 98556 077 50 
0. 015 0. 99605 259 0. 99549 538. 0. 99394 654 0. 99231 623 67 
0. 010 0. 99807 595 0. 99774 259 0.99744 863 0. 99679 434 100 
0. 005 0. 99947 760 0. 99937 316 0. 99939 894 0. 99925 415 200 
0. 000 1.00000 000 1.00000 000 1.00000 000 1.00000 000 со 

(—4)4 Conf [΄ г | [7] 
6 | ВО 6 7 


ν 9πα] 19(2) = fy(x)er a 1 
2 
Ψάπα]οι(α) --/ιο(α)ε: - 53: -' 
2 
γδα]”Κιοία) = θοίχ)ε- τ 455 —1 
2 


\У2х/=К2и(х) = 00(х)е-1+55=— | 
2 


(χ) — целое число, ближайшее кх. 
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Таблица 10.10. Модифицированные сферические функции Бесселя различных порядков 


yi vel gi 
n z=] т=5 
0 0)1. 17520 1194 0 et 0204 1)1. 48406 4212 
} - 1)3. 67879 4412 7 1)9. 74382 7436 1)1.18738 6128 
2 -.2)7:15628 7013 - 1)3. 51856 0886 0)7. 71632 5346 
3 - 2)1.00650 9052 - 2)9. 47425 2220 0)4. 15753 5935 
4 - 3)1.10723 6461 - 2)2. 02572 6087 0)1. 89577 5037 
5 - 5)9. 99623 7520 - 3)3,58484 8301 (- 1)7. 45140 8690 
6 ь 6)7. 65033 3778 - 4)5. 40595 2086 (- 1)2. 56465 1251 
7 - 7)5. 08036 0873 - 5)7. 09794 4523 - 2)7.83315 4364 
8 - 8)2.97924 6909 - 6)8. 24936 9394 - 2)2.14704 9422 
9 - 9)1.56411 2692 (- 78. 59805 3854 af 3)5. 33186 3294 
10 (- 11)7. 43279 3549 - `8)8. 12182 3211 - 3)1.20941 3702 
1} - 12)3.22604 7141 - 9)7. 01394 8275 - 4)2.52325 7454 
12 “(= 13)1.28851 2381 - 10)5. 57825 9483 - 5)4.87152 7330 
13 - 15) 4. 76618 7751 - 11)4.11113 2138 - 6)8. 74937 8858 
14 - 16)1. 64168 8672 - 12)2.82275 9636 - 6)1. 46862 7470 
5 ~ 18}5. 29060 2725 - 13)1. 81406 6530 = -7}2;31339 5316 
16 - 19)1.60182 7153 - 14)1. 09565 1449 - 8)3.43223 7424 
17 - 21)4. 57312 0086 - 16)6. 24163 9390 - 9)4.81186 1587 
18 - 22)1,.23512 2995 - 17)3. 36455 5792 - 10)6. 39343 1309 
19 - 24)3.16500 3796 - 18)1. 72111 7468 (- 11)8. 07224 1852 
20 - 25)7. 71514 7565 - 20)8. 37672 8478 - вт 6441 
30 - 43)5. 65589 8686 - 34)6.21921 4440 - 22)6. 36889 3001 
40 - 61)1.55685: 5122 - 49)1. 74298 6176 - ЕН 1994 
50 = 81)3. 65054 5412 - 66)4. 17042 9214 - 46)3. 64245 9664 
100 (-190)7. 48149 1755 (-160)9. 55425 1030 (-120)6. 26113 6933 


νυ z=10 z=50 z=100 
0 3)1.10132 3287 19)5.18470 5529 : (31)1. 34405 8571 
1 2)9. 91190 9633 19)5. 08101 1418 41)1.33061 7985 
2 2) 8. 03965 9985 19)4. 87984 4844 41)1. 30414 0031 
2 2)5. 89207 9640 19) 4.59302 6934 41)1.26541 0984 
4 { 2)3. 91520 4237 19)4.23682 1073 41)1.21556 1262 
5 2)2. 36839 5827 19) 3, 83039 9141 41)1.15601 0470 
6 2)1. 39996 8827 19) 3.39413 3262 41)1. 08840 0111 
7 1) 6, 65436 3519 19) 2.94792 4492 41)1.01451 8456 
8 т: bee 19) 2.59975 5914 д 9. 36222 3425 
9 1)1. 35352 0435 19) 2.09460 7482 (40) 8.55360 6574 
10 0)5. 46454 1653 19)1. 71380 5071 Е 7. 73703 8176 
11 0)2. 05966 6874 19)1. 37480 9352 0)6, 92882 8557 
Le ~ 1)7.27307 8439 19)1. 08139 2769 0)6.14340 7607 
is г 1)2. 41397 2641 18) 8. 34112 9672 0)5. 39297 6655 
14 - 2)7.55352 3093 18) 6. 30971 7670 0) 4.68730 3911 
15 - 2)2. 23450 9437 18) 4, 68149 3423 40) 4.93365 8521 
16 - 3)6. 26543 8379 18) 3, 40719 1747 40) 3, 43686 9769 
17 - 3)1. 66914 7720 18) 2. 43274 6870 40) 2. 89949 1497 
18 - 4)4. 23421 3574 18)1. 70426 8938 40)2. 42204 7745 
19 - 4)1.02488 6979 18)1.17158 7856 40)2. 00333 3832 
20 - 5)2, 27154 3577 ( 17)7. 90430 4104 (40)1. 64074 7551 
30 12 1.22928 4325 15) 5.67659 3929 39)1. 30147 2327 
40 -21)2. 81471 5830 ye 34905 8082 За 9746 
50 -31)5. 88991 6154 + 9)2, 00489 8633 35)4. 74095 0959 
100 (-90)9. 54463 8661 (-17)2. 34189 3740 (20)3. 73598 8741 
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290 10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Таблица 10.10. Модифицированные сферические функции Бесселя различных порядков 


1 | χπ/α Πέμ (x) 


7. x=] r= r=5 
0 Я 1)5. 77863 6749 (- 1)1,.06292 0829 (- НИ 8479 
т 0)1. 15572 7350 {- 1)1. 59438 1243 (-3)2. 54014 6175 
2 0) 4.04504 5724 (- 1)3.45449 2694 - 3)3. 64087 6184 
3 а. 5597 0)1.02306 1298 - 3)6. 18102 2359 
4 #1. 59111 7319 0)3. 92616 3812 -2)1.22943 0749 
5 ( 3)1.40478 6594 ( 1)1. 86907. 9845 - а 75984 
6 ( 4)1. 56063 6427 (:-2)1. 06725. 55553 | 2) 7. 45780 1433 
Е. 09 5221 2) 7. 12406 9079 ~ 112. 22213 6131 
8 6) 3. 07991 9195 3)5. 44977 7364 | 1) 9° 41218 8536 
9 ( 7)5.25629 1384 4) 4, 70355 1451 ( ,0)2. 74295 7115 
10 ( 9)1.00177 5282 AD 52287 1652 { “1)1.311621 7817 
11 ( 10)2. 10898 4384 | 6)4. 79605 0749 1) 4.96235 0604 
12 | ИН 1836 7)5. 56068 7078 2)2. 39430 3059 
р 13)1.21727 9443 | 8)6. 99881 9354 3)1.24677 5036 
14 ( 14)3. 29151 5179 9) 9. 50401 2999 3)6. 97201 5499 
15 15)9. 55756 6814 ( ths 38508 0704 ия 6493 
16 17)2. 96613 7227 ( 12)2.15637 9105 5)2. 65415 6981 
17 18)9. 79781 0417 13)3. 57187 6330 6) 1.79342 8072 
18 20) 3. 43219 9783 Зе 7368 | 7)1. 28194 1220 
19 ( 22)1.27089 3701 ( 16)1, 16395 6139 7)9. 66570 7838 
20 ( 23)4. 95991 7633 ( 17)2.27598 6819 ( 3)7. 66744 6235 
30 ( 40) 4. 55045 5450 ( 31)2. 06581 6824 ( 18)7. 97979 3303 
40 59)1.24524 3351 ( 46) 5. 55624 8963 ЕЕ 1718 
50 78) 4. 25947 0196 ( 63)1.86314 7755 42) 8.49795 8757 
100 ( 87)1. 04451 3645 (156)4. 08894 4237 (116)2. 49323 8041 
7. 2-10 .--50 {= 100 
0 -6)7. 13140 4291 -24)6. 05934 6353 -46)5. 84348 1679 
1 -6)7. 84454 4720 -24)6. 18053 3280 ae 5.90191 6495 
2 -6)9. 48476 7707 -24) 6. 43017 8350 τι 6. 02053 9173 
3 -5)1.25869 2857 -24)6. 82355 1115 -46)6. 20294 3454 
4 -5)1.82956 1771 -24)7. 38547 5506 АТ S215 
5 5)2. 90529 8451 (-24 8. 15293 $706 -46) 6. 78387 0523 
6 5)5. 02539 0067 -24)9. 17912 1581 -46 7 20097 0973 
7 5)9. 43830 5538 -23)1. 05395 0832 -46)7. 71999 6750 
8 4)1. 91828 4837 -23)1.23409 7408 -46) 8. 35897 0485 
9 (- -4 4.20491 4777 -23)1.47354 3950 (-46)9. 14102 1732 
10 а 2914 -23)1. 79404 4109 РЕ 1.00957 6461 
11 -3)2. 50109 2290 ~23) 2.22704 2476 тела 380 
12 -2)6. 74327 4558 -23)2. 81848 3648 a 1.26858 2504 
i 15 1.93592 7868 -23) 3. 636.8 4300 ae 44325 8856 
14 -2)5.90133 2701 -23)4. 78207 7170 -45)1.65826 2396 
13 -1)1, 90497 9270 -23)6. 40988 9058 -45) 1.92415 4951 
16 -1)6. 49556 9007 Е 8. 75620 8386 -45)2.25475 0430 
т 0)2. 33403 5699 1.21889 8659 -45)2. 66822 2593 
18 0 δ. 81868 1848 (-22)1. 72884 9900 -45) 3.18862 8338 
19 ( 1)3. 49631 5854 (-22)2. 49824 7585 -45)3. 84801 5078 
20 ( 2)1. 45175 0001 | ΘΙ 67748 3017 (-45)4. 68935 4218 
30. 9) 1.99043 6138 0)4. 72460 0057 -44)5. 77221 5084 
40 17)6. 68871 7408 - 7 3. 32175 1557 -42)1.84121 2999 
50 (27)2. 59020 6572 -13)1.10246 0162 -40)]1. 47876 1633 
100 (85)8. 14750 7624 (+12)5. 97531 1344 (-25)1. 48279 6529 
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Таблица 10.11. Функции Эйри 


x Α1(α) Ai (x) Bi(x) bi (x) 
0.99 0.35502 805 -0.25881 940 0.61492 663 0.44828 836 
0.01 0.35243 992 -0.25880 174 0.61940 962 0.44831 926 
0.02 0.34985 214 -0.25814 909 0.62389 222 0.44841 254 
0.03 0.34726 505 -0.25866 197 0.62837 808 0.44856 911 
0.04 0.34467 901 -0.25854 090 0.63286 482 0.44878 987 


> 
Π 

=> 
р © 
ΚΝ 

= 
— 


Аг(х) Bi(w) Bi (x) 

0.23169 361 -0.22491 053 0.85427 704 0.54457 256 
0.22945 031 -0.22374 617 0.85974 431 0.54890 049. 
0.22721 872 -0.22257 027 0.86525 543 0.55334 239 
0.22499 894 -0.22138 322 0.87081 154 0.55789 959 
0.22279 109 -0.22018 541 0.87641 381 0.56257 345 


0.05 0.34209 435 -0.25838 640 0.63735 409 0.44907 570 
0.06 0.33951 139 -0.25819 898 0.64184 655 0.44942 752 
0.07 0.33693 047 -0.25797 916 0.64634 286 0.44984 622 
0.08 0.33435 191 -0.25772 745 0.65084 370 0.45033 270 
` 0.09 0.33177 603 -0.25744 437 0.65534 975 0.45088 787 


0.10 0.32920 313 -0.25713 042 0.65986 169 0.45151 263 
9.11 0.32663 352 -0.25678 613 0.66438 023 0.45220 789 
0.12 0.32406 751 -0.25641 200 0.66890 699 0.45297 457 
0.13 0.32150 538 -0.25600 854 0.67343 997 0.45381 357 
0.14 0.31894 743 -9.25557 625 0.67798 260 0.45472 582 


0.15 0.31639 395 -0.25511 565 0.68253 473 0.45571 223 
0.16 0.31384 521 -0.25462 724 0.68709 709 0.45677 373 
0.17 0.31120 150 -0.25411 151 0.69167 046 0.45791 125 
0.18 0.30876 307 -0.25356 898 0.69625 558 0.45912 572 
0.19 0.30623 020 -0.25300 013 0.70085 323 0.46041 808 


0.30370 315 -0.25240 547 0.70546 429 0.46173 928 
0.30118 218 -0:25178 548 0.71008 928 0.460324 026 
0.29806 753 -0.25114 067 0.71472 927 0.46477 197 
0.29615 945 -0.25047 151 0.71938 499 0.46638 539 
0.29365 818 -0.24977 850 0.72405 726 0.46808 147 


9.29116 395 -0.24906 211 0.72874 690 0.46986 119 
’ 0.28867 701 -0.24832 284 0.73345 477 0.47172 554 
0.28619 757 -0.24756 115 0.73818 170 0.47367 549 
0.28372 586 -0.24677 753 0.74292 857 0.47571 205 
0.28125 209 -0.24597 244 0.74169 624 0.47783 623 


0.2788) 648 -0.24514 636 0.75248 559 0.48004 902 
0.27635 923 -0.24429 976 0.75729 752 0.48235 148 
0.27392 055 -0.24343 309 0.76213 292 0.48474 462 
0.27149 064 -0.24254 682 0.76699 272 0.48722 946 
0.26906 968 -0.24164 140 0.77187 782 0.48980 713 


0.26665 787 -0.24071 730 0.77678 917 0.49247 861 
0.26425 540 -0.23977 495 0.78172 770 5.49524 501 
0.26186 24» -0.23881 481 0.78669 439 0.49810 741 
0.25947 916 -0.23783 731 0.79169 013 0,50106 092 
0.25710 574 -0.23684 29: 0.79671 605 0.56412 463 


0.22059 527 -0.21897 720 0.88206 341 0.56736 532 
0.21841 158 -0.21775 898 0.88776 152 0.57227 662 
0.21624. 012 -0.21653 112 0.89350 934 0.57730 873 
0.21408 099 -0.21529 397 0.89930 810 0.58246 311 
‚ 0.21193 427 -0.21404 790 0.90515 902 0.58774 120 


0.20980 006 -0.21279 326 0.91106 334 0.59314 448 
9.20767 844 -0.21153 941 0.91702 233 0.59867 447 
0.20556 948 -0.21025 970 9.92303 726 0.60433 267 
0.20347 327 -0.20898 146 0.92910 941 0,61012 064 
0.20138 987 -0.20769 605 0.93524 011 0.61603 997 


0.19931 937 -С.20640 378 0.94143 966 0.42209 226 
0.19725 182 -0.20510 500 0.94768 241 0.62827 912 
9.19521 729 -0.20380 004 0.95399 670 0.63460 222 
0.19313 584 -0.20248 920 0.96037 491 0.64106 324 
0.19116 752 -0.20117 281 0.96681 343 0.54755 389 


0.18916 240 -0.19955 119 0.97332 -866 9.65440 592 
0.13717 052 -0.19852 464 0.97990 703 0.65129 109 
0.18519 192 -0.19719 347 0.98655 496 0.66832 121 
0.18322 666 -0.19585 798 0.99327 394 9.67549 810 
0.18127 478 -0.19451 845 1.00006 542 0.68282 363 


0.17935 631 -0,19317 521 1.00695 991 0.69629 970 
0.17741 128 -0.19182 851 1.01387 192 0.69792 824 
0.17546 975 -0.19047 865 1.92088 999 0.70571 121 
0.17360 172 -0.18912 591 1.02798 567 0.71565 062 
0.17171 724 -0.18777 055 1.02516 353 0.72174 849 


0.16984 632 -0.18641 286 1.04242 217 0.73000 690 
9.16798 899 -0,18509 310 1.04976 421 0.73842 795 
С.16614 526 -0.18369 153 1.05719 128 0.74791 380 
0.16431 516 -0.18232 840 1.06470 504 0.75576 663 
0.16249 870 -0.18096 398 1.07230 717 0.76468 805 


0.16069 588 -0.17959 851 1.07999 939 0.77378 215 
.15890 673 -0.17823 223 1.08778 340 9.78304 942 
0.15715 124 -0.17686 539 1.09566 096 0.79249 282 
0.15536 942 -0.17549 822 1,10363 385 0.80211 473 
0.15362 128 -0.17413 997 1.11170 386 9.81191 759 
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0.15188 68% -0.17276 3384 1.11987 281 0,82190 389 
0.15016 609 -0.17139 708 1.12814 255 0.83297 615 
0.14845 885 -0.17003 090 1.13651 496 9.84243 695 
0.14676 535 -0.16866 551 1.14499 193 0.85298 591 
0.14508 555 -0.16730 113 1.15357 539 0.86373 470 


0.25474 235 -0.23583 202 0.80177 300 0.50728 168 
0.25238 916 -0.23480 512 0.80686 202 0.51053 920 
0.25004 630 -0.23376 259 0.81195 412 0.51389 833 
0.24772 395 -0.23270 487 0.51714 633 0.51736 025 
0.24539 225 -0.23163 239 0.82233 167 0.52092 614 


0.14341 935 -0.16593 797 1.16226 728 0.87467 704 
0.14176 678 -0.16457 623 1.17106 959 0.88581 871 
0.14012 732 -0.16321 611 1.17998 433 0.89716 253 
0.13850 245 -0.16185 7581 1.18901 352 0.90871 137 
0.23394 848 -0.22606 297 0.84885 248 0.54035 729 0.13689 066 -0.16050 153 1.19815 925 0.92046 818 


0.23169 361 -0.22491 053 0.85427 704 0.54457 256 0.13529 242 -0.15914 744 1.20742 359 0.92243 593 
Pad, ol tks Uk den <A εν О el ees ad 


Вспомогательные функции для больших положительных значений аргумента 


х. Κκ-ὉῸ f® ay) 50 х К-^ ШК 89 8 
1.000000 0.527027 0.619912 0.619954 0.478728 2.089084 0,548230 0.593015 0.587245 0.526011 
1.047069 0.528783 0.620335 0.617155 0.479925 2.231443 0.549584 0.589451 0.585235 0.530678 
1.100099 0.530601 0.620327 0.614275 0.481658 2.413723 0.550980 0.585855 0.583174 0.535345 
1.160397 0.532488 0.619799 0.611305 0.484018 2.638450 0.552421 0.582330 0.581056 0.539902 
1.229700 0.534448 0.618449 0.608239 0.487107 2.924018 0.553912 0.578985 0.578878 0.544235 


1.310371 0.536489 0.616764 0.605058 0.491037 3.301927 0.555456 0.575908 0.576635 0.548255 
“1.405721 0.538618 0.614022 0.601782 ‘0.495921 3.831547 0.557058 0.573135 0.574320 0.551930 
1.520550 0.540844 0.610309 0.598372 0.501859 4.641589 0.558724 0.570636 0.571927 0.555296 
1.662119 1.543180 0.605543 0.594823 0.508909 6.082202 0.560462 0.568343 0.569448 0.558428 
1.842016 0.545636 0.599723 0.591120 0.517032 9.654894 0.562280 0.566204 0.566873 0.561382 


2.080084 0.548230 0.593015 0.587245 0.526011 = 0.564190 0.564190 0.564190 0.564190 


ΓΦ [ΦῚ ве | ΓΣΠ ΦῚ 62 [8 


1 


Αἰαγ-]αἔφ-εῇ(-η Bi(e)ax Fetf(s) Αἰίωγ--ἱαΐο-τα(-) Вей ево) ε-ᾱ εὖ 


0.24308 135 -0.23054 556 0.82755 920 Ο.52459 717 
0.24078 139 -0.22944 479 0.83282 397 0.52837 457 
0.23849 259 -0.22833 050 0.83812 705 0.53225 956 
0.23621 482 -0.22720 310 0.84346 952 0.53625 338 
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tn 


Ai(—x) 


0.35502 
0.37.1653 
0.36020 
0.36279 
0.36537 


0.36796 
0.37054 
0.3131 
0.37570 
0.37827 


0.28084 
0.38341 
0.38597 
0.38853 
0.39109 


0.39364 
0.39618 
0.39871 
0.40124 
0.40376 


0.40628 
0.40879 
0.41128 
0.41377 
0.41625 


0.41872 
0.42118 
0.42363 
0.42606 
0.42849 


- 0.43090 


0.43330 
0.43568 
0.43805 
0.44041 


0.44275 
0.44508 
0.44739 
0.44968 
0.45196 


0.45422 
0.45646 
0.45868 
0.46089 
0.46307 


0.46523 
0.46738 
9.46950 
0.47159 
0.47367 


0.47572 


805 
619 
397 
102 
699 


149 
416 
460 
243 
#25 


867 
628 
967 
843 
213 


037 
269 
868 
789 
987 


419 
038 
798 
653 
557 


461 


339 


082 
701 
126 


310 
200 
747 
900 
607 


817 
477 
535 
937 
631 


561 
675 
918 
233 
567 


864 
066 
113 
965 
548 


809 


ce 


Ai (- 


-0.25881 
-0.25880 
-0.25874 
-0.25865 
0.25852 


-0.25836 
-0.25816 
-0.25792 
-0.25763 
-0.25731 


-0.25695 
-0.25655 
-0.25611 
-0.25563 
-0.25510 


-0.25453 
-0.25392 
-0.25326 
-0.25256 
-0.25182 


-0.25103 
0.25019 
0.24931 
-0.24838 
-0.24741 


-0.24638 
-0.24531 
-0.24419 
-0.24303 
-0.24181 


-0.24054 


-0.23922 
-0.23785 
-0.23643 
-0.23496 


-0.23344 
-0.22186 
-0.23023 
-0.22855 
-0.22682 


-0.22503 
-0.22318 
-0.22128 
-0.21933 
-0.21732 


-0.21525 
-0.21313 
-0.21095 
-0.20872 
-0.20643 


-0.20408 


Εν), 


940 
157 
ΤΙΣ 
731 
986 


484 
1.13 
001 
918 
872 


811 
685 
443 
033 
406 


=) Bi 
291 
716 
716 
250 


267 
720 
559 
737 
206 


919 
828 
888 
053 
276 


517 
719 
851 
865 
718 


368 
773 
893 
687 
116 


141 
723 
826 
412 
447 


894 
721 
893 
ag? 


147 


167 


ga 


10. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 


Таблица 10.11. Функции Эйри 


Bi(-x) 


0.61492 
0.61044 
0.60596 
0.60147 
0.59698 


0.59249 
0.58800 
0.58351 
0.57901 
0.57450 


0.56999 
0.56548 
0.56096 


‚0.55643 


0.55189 


0.54735 
0.54280 
0.53824 
0.53367 
0.52909 


0.52450 
0.51990 
0.51529 
0.51067 
0.50604 


0.50139 
0.49674 
0.49207 
0.48738 
0.48268 


0.47797 
0.47325 
0.46851 
0.46375 
0.45898 


0.45419 
0.44939 
0.44457 
0.43974 
0.43488 


0.43002 
0.42513 
0.42023 
0.41531 
0.41037 


0.40541 
0.40043 
0.39544 
0.39043 
0.38540 


0.38035 


663 
364 
005 
524 
863 


963 
767 
218 
261 
841 


904 
391 
268 
466 
940 


642 
523 
536 
634 
771 


903 
986 
977 
835 
518 


987 
203 
152 
188 
953 


784 
181 
112 
5Δ3 
443 


784 
534 
667 
156 
973 


094 
495 
«7 
047 
154 


457 
934 
570 
348 
251 


266 


ΙΙ 


Bi(-*x) 


0.44828 
0.44831 
0.44841 
0.44856 
0.44877 


0.44903 
0.44936 
0.44974 
0.45017 
0.45066 


0.45121 
0.45180 
0.45245 
0.45315 
0.45390 


0.45470 
0.45554 
0.45643 
0.45737 
0.45835 


0.45938 
0.46045 
0.46156 
0.46272 
0.46391 


0.46515 
0.46642 
0.46773 
0.46908 
0.47046 


0.47188 
0.47333 
0.47481 
0.47632 
0.47787 


0.47944 
0.48105 
0.48268 
0.48434 
0.48602 


0.48773 
0.48946 
0.49122 
0.49299 
0.49479 


0.49660 
0.49844 
0.50029 
0.50215 
0.50403 


0,50593 


836 
896 
015 
104 
074 


833 
293 
364 
955 
976 


336 
945 
та 
546 
333 


047 
530 
713 
503 
806 


529 
578 
860 
ἃ ἃς, 
740 


148 
408 
423 
095 
327 


022 
081 
405 
895 
450 


970 
354 
500 
307 
670 


486 
652 
062 
611 
133 


702 
031 
070 
1} 
850 


371 


τ 
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0.48369 


0.48562 
0.48752 
0.48939 
0.49124 
0.49306 


0.49484 
0.49660 
0.49833 
0.50003 
0.50170 


0.50333 
0.50493 
0.50650 
0.50803 
0.50953 


0.51100 
0.51242 
0.51382 
0.51517 
0.51649 


0.51717 
0.51901 
0.52021 
0.52137 
0.52249 


0.52357 
0.52461 
0.52560 
0.52655 
0.52746 


0.52832 
0.52914 
0.52991 
0.53064 
9.53132 


0.53195 
0.53254 
0.53308 
0.53356 
0.53400 


0.53439 
0.53473 
0.53501. 
0.53525 
0.53543 


0.53556 


[5 


Ai(-x) 


-0.20408 
-0.20167 
-0.19920 
-0.19668 
-0.}9410 


-0.19146 
-0.18875 
~0,18600 
-0.18318 
0.18030 


-0.17736 
-0.17436 
-0.17130 
~0.16818 
-0.16500 


-0.16176 
-0.15846 
-0.15509 
0.15167 
0.14818 


-0.14464 
-0.14103 
-0.13736 
-0.13363 
-0.12984 


-0.12599 
-0.12207 
-0.11810 
0.11406 
-0.10996 


-0.10580 
-0.10159 
-0.09731 
-0.09297 
-0.08857 


-0.08410 
-0,07958 
-0.07500 
~0.07036 
-0.06566 


-0.06091 
-0.05609 
0.05121 
-0,04628 
-0.04129 


-0.03624 
-0.03114 
-0.02597 
-0.02076 
-0.01548 


-0.01016 


167 
409 
846 
449 
19: 


050 
999 
016 
078 
166 


260 
341 
392 
399 
345 


218 
007 
701 
290 
768 


129 
366 
479 
464 
322 


055 
665 
157 
538 
815 


999 
101 
134 
113 
055 


979 
904 
854 
852 
925 


100 
407 
879 
549 
452 


628 
116 
957 
ТУР 
880 


057 


ΓΡ 


Βι(--χ) 


0.38035 
0.37528 
0.37019 
0.36508 
0.35996 


0.35481 
0.34965 
0.34446 
0.33926 
0.33403 


0.32879 
0.32352 
0.31824 
0.31294 
0.30761 


0.30227 
0.29691 
0.29153 
0.28612 
0.28070 


0.27526 
0.26980 
0.26432 
0.25883 
0.25331 


0.24777 
0.24222 
0.23665 
0.23106 
0.22545 


0.21982 
0.21418 
0.20852 
0.20284 
0.19714 


0.19143 
0.18570 
0.17996 
0.17420 
0.16842 


0.16263 
0.15683 
0.15101 
0.14518 
0.13933 


0.13347 
0.12760 
0.12171 
0.11582 
0.10991 


0.10399 


266 
379 
oF? 
853 
193 


589 
033 
520 
043 
599 


184 
796 
435 
101 
#95 


521 
282 
084 
932 
835 


801 
840 
964 
185 
516 


973 
571 
329 
265 
398 


751 
345 
204 
354 
820 


630 
813 
399 
419 
906 


895 


420. 


518 
226 
585 


634 
415 
771 
346 
587 


739 


lee 


_ ВГ(-х) 


30593 
.50784 
.50976 
‚51169 
.51363 


L557 
‚21153 
.51949 
0.52145 
0.52342 
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0.52540 
9.52737 
0.52934 
0.53132 
0.53329 


0.53525 
0.53721 
0.53917 
0.54112 
0.54306 


0.54499 
0.54692 
0.54883 
0.55072 
0.55260 


0.55447 
0.55632 
0.55815 
0.55996 
0.56176 


0.56353 
0.56527 
0.56699 
0.56869 
0.57036 


0.57200 
0.57362 
0.57520 
0.57675 
0.57826 


0.57974 
0.58119 
0.58260 
0.58397 
0.58530 


0.58659 
0.58783 
0.58904 
0.59019 
0.59131 
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S71 
166 
123 
132 
080 


853 
339 
424 
991 
927 


115 
438 
780 
022 
046 


733 
964 
618 
575 
714 


912 
048 
000 
642 
852 


506 
480 
647 
884 
063 


059 
745 
994 
679 
671 


845 
071 
220 
165 
777 


926 
484 
321 
309 
ЗЕ? 


ΕΠ 
879 
174 
973 
145 
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Таблица 10.11. Функции Эйри 


Αι(-χ) Ai(-x) | Bi(-*) Bi (-x) x Ai(-x) Ai (-x) Bi(-x) Bi (-x) 
0.53556 088 -0.01016 057 +0.10399 739 0.59237 563 +0.01778 154 0.86419 722 -0.36781 345 +0.02511 158 
0.53381 051 +0.04602 915 +0.04432 659. 0.60011 970 -0.06833 070 0.85003 256 -0.36017 223 -0.17783 760 
0.52619 437 0.10703 157 -0.01582 137 0.60171 016 -0.15062 016 0.78781 722 -0.33245 825 -0.37440 903 
0.51227 201 0.17199 181 -0.07576 964 0.59592 975 -0.22435 192 0.67943 152 -0.28589 021 -0.55300 203 
0.49170 018 0.23981 912 -0.13472 406 0.58165 624 -0:28512 278 0.52952 857 -0.22282 969 -0'70247 952 


WI 
© с — сл 


0.46425 653 :0.20918 697 -0.19178 486 0.55790 810 6.0 -0.32914 517 0.34593 549 -0.14669 838 -0.81289 879 
0.42986 298 0.37854 219 -0.24596 320 0.52389 354 6,1 -0.35351 168 +0.13836 394 -0.06182 255 -0.87622 530 
0.38860 704 0.44612 455 -0.29620 266 0.47906 134 6,2 -0.35642 107 -0.08106 856 +0.02679 081 -0.88697 896 
0.34076 156 0.50999 763 -0,34140 583 0.42315 137 6.3 -0.33734 765 -0.29899 161 0.11373 701 -0.84276 110 
0.28680 006 0.56809 172 -0.38046 588 0.55624 251 6.4 -0.29713 762 -0.50147 985 0.19354 136 -0.74461 387 
0.22740 743 0.61825 902 -0.41220 259 0.27879 517 6.5 -0.23802 030 -0.67495 249 0.26101 2606 -0.59717 067 
0.16348 451 0.65834 069 -0.43590 235 0.19168 563 6.6 -0.16352 646 -0.80711.925 0.31159 995 -0.40856 734 
0.09614 538 0.68624 482 -0.45036 098 +0,09622 919 6.7 -0.07831 247 -0.88790 797 0.34172 774 -0.19009 878 
+0.02670 633 0,70003 366 -0.45492 823 -0,00581 106 6.8 +0.01210 452 -0.91030 401 0.34908 418 +0.04437 678 
-0.04333 414 0.69801 760 -0.44905 228 -0.11223 237 6.9 0.10168 800 -0.87103 106 0.33283 784 0.27926 391 
-0.11232 507 0.67885 273 -0.43242 247 -0.22042 015 7.0 0.18428 084 -0.77100 817 0.29376 207 0.49824 45° 
-0.17850 243 0.64163 799 -0.40500 828 -0.32739 717 7.1 0.25403 633 -0.61552 879 0.23425 088 0.68542 058 
-0.24003 811 0.58600 720 -0.36709 211 -0.42989 534 7.2 0.30585 152 -0.41412 428 0.15821 739 0.82650 634 


-0.29509 759 0.51221 098 -0.31929 389 -0.52445 040. 
-0.34190 510 0.42118 281 -0,26258 500 -0.60751 829 


-0.37881 429 0.31458 377 -0,19828 963 -0.67561 122 
-0.40438 222 Ο,19482 045 -0.12807 165 -0.72544 957 
-0.41744 342 +0.06503 115 -0.05390 576 -0.75412 455 
0.41718 094 -0.07096 362 +0.02196 800 -0.75926 518 
-0.40319 048 -0.20874 905 0.09710 619 -0.73920 163 


-0.37553 382 -0.34344 343 0.16593 984 -0.69311 628 
-0.33477 748 -0.46986 397 0.23486 631 -0.62117 283 
-0.28201 306 -0.58272 780 0.29235 261: -0.52461 361 
-0.21885 598 -0.67688 257 0.33904 647 -0.40581 592 
-0.14741 991 -0.74755 809 0.37289 058 -0.26829 835 


-0.07026 55» -0.79062 858 0.39223 471 -0.11667 057 
+0.00967 698 -0.80287 254 0.39593 974 +0.04347 872 
0.08921 076 -0.78221 561 0.38346 736 0.20575 691 
0.16499 781 -0.72794 081 0.35494 906 0.36320 468 
0.23370 326 -0.64085 018 0.31122 860 0.50858 932 


0.29215 278 -0.52336 253 0.25387 266 0.63474 477 
0.23749 598 -0,37953 391 0.18514 576 0.73494 444 
0.36736 748 -0.21499 018 0.10794 695 0.80328 926 
0.38003 668 -0.03676 510 +0.92570 779 0.83508 976 
0.37453 635 +0.14695 743 -0.95774 655 0.82721 903 


0.35076 101 0.32719 282 -0.13836 913 0.77841 177 
0.30952 600 0.49458 600 -0.21208 913 0.68948 513 
0.25258 034 0.63990 517 -0.27502 704 0.56345 898 
0.18256 793 0.75457 542 -0.32371 608 0.40555 694 
0.10293 460 0.83122 307 -0.35531 708 0.22307 496 0.13623 503 0.90781 322 -0.28728 356 0.42147 209 


0.01778 154 0.86419 722 -0.36781 345 0.02511 158 1 0.04024 124 0.99626 5 -0.31467 983 0.11941 411 


ey [ο κ [0 мы 


Вспомогательные функции для больших отрицательных значений аргумента 


0.33577 037 -0.18009 580 +0.07087 411 0.90998 427 
0.34132 375 +0.07027 632 -0.02159 652 0.92812 809 


0.32177, 572 0.31880 951 -0.11246 349 0.87780 228 
0.27825 023 0.54671 882 -0.19493 376 0.76095 509 
0.21272 037 0.73605 242 -0,26267 007 0.58474 045 
0.13285 154 0.87115 540 -0.31030 057 0.36122 930 
+0.04170 188 0.94004 300 -0.33387 856 +0.10670 215 


-0,05270 505 0.93556 094 -0.33125 158 -0.15945 050 
-0.14290 815 0.85621 859 -0.30230 331 -0.41615 664 
0.22159 945 0.70659 870 -0.24904 019 -0.64232 293 
0.28223 176 0.49727 679 -0.17550 556 -0.81860. 044 
0.21959 219 +0.24422 089 -0.08751 798 -0.92910 958 


-0.23029 024 -0.03231 335 +0.00775 444 -0.96296 917 
-0.31311 245 -0.30933 027 0.10235 647 -0.91547 918 
-0.26920 454 -0.56297 685 0.18820 363 -0.78882 623 
-0.20205 445 -0.77061 301 0.25778 240 -0.59221 371 
-0.11726 631 -0.91289 276 0.30483 241 -0.34136 475 


-0.02213 372 -0.97566 398 0.32494 732 --0.05740 051 
+0.07495 989 -0.95149 682 0.31603 471 +0.23484 379 
0.16526 800 -0.84067 107 0.27858 425 0.50894 402 
0.24047 280 -0.65149 241 0.21570 835 0.72928 028 
0.29347 756 -0.39986 237 0.13293 876 0.90348 537 


0.31910 325 -0.10809 532 +0.03778 543 0.98471 407 
0.31465 158 +0.19695 044 -0.06091 293 0.97349 918 
0.28023 756 0.48628 629 -0.15379 421 0.86898 388 
0.21886 743 0.72154 486 -0.23186 331 0.67936 774 
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© 0 30 30 о ©0000 


τ] ‘i AY Λο) FAG) Εκ <> 
0.05 9.654894 0.39752 21 0.40028 87 — 0.40092 31 — 0.39704 87 20 
0.04 11:203512 0.39781 14 0.40002 58 0.40052 06 0.39741 99 25 
0.03 13.572088 0.39809 83 0.39975 97 0.40012 11 0.39779 49 33 
0.02 17.784467 0.39838 24 0.39949 03 0.39972 48 0.29817 37 50 
0.01 28.231.081 0.39866 38 0.39921 79 0.39933 19 0.39855 62 100 
0.00 οὐ 0.39894 0.39894 23 0.39894 23 .39394 23 20 
(- ΤΑ (-7)4 (-7)4 *(- Ὁ 
3 3 
ΜΝ. | me 
Ai(-x)=-x "Γῃ() cos:+f,(+) sin ε] Bi(-x)=x “[ f(s) cos s-f,(s) sin 5] 
1 1 
Ai'(-x) =x" [g,(s) sin -8,(t) cos:] Bi (-x)=x" [8ι(τ) cos s+g,(+) sin τ] 
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δ = 3 x82 >< C > — целое число, ближайшее к ζ 
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as 
2.33810 
4.08794 
5.52055 
6.78670 
7.94413 


- 9,02265 
-10.04017 
-11.00852 
-11.93601 
-12.82877 


UPWNH gy 
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0.00000 00 
0.03421 01 


0.06585 
0.09497 
0.12164 


0.14595 
0.16801 


0.18795 52 
0.20589 45 


0.22196 


0.23631 
0.24907 
0.26037 
0.27034 0 


0.33318 
0.33321 
0.33324 


«21253 
эт, 


‚32091 


.32608 § 


.32919 


„32392 
«3 ποῦ 31 
«23323102 
.33144 
«22118 65 


.33230 
.33249 
0.23265 
0.33278 


655 566565 22255 566655 65555 5 


0.33289 
0.33297 
0.23304 
0.33310 50 
0.33315 


27910 
28678 
29349 
29932 
30438 
20876» 


31854 
32292 
32463 


32730 74 
32833 55 


33207 


0.23326 02 


0.33327 


0.33328 76 


741 


944 


983 
809 
359 


085 
434 
430 
556 
675 


cy 


Таблица 10.13. Нули и 


Таблица 10.12. Интегралы от функций Эйри 


x 

0.00000 0.00000° 00 0.00000 0 5.0 0.33328 76 
-9.03679 τ 0.06373 67 -0.05924 - 5.1 0.33329 73 
-0.07615 70 0.13199 45 -0,11398 10 5.2 0.33330 50 
-0.11802 51 0.20487 68 -0,16411 57 5.3 0.33331 11 
-0.16229 44 0.28256 70 -0.20952 89 5.4 0.33331 59 
-0.20880 95 0.36533 85 -0,25006 28 5.5. 0.33331 97 
-0.25736 07 0.45256 50 -0.28553 62 5.6 0.33332 27 
-0.20768 05 0.54773 36 -0,31575 56 5.7 0.33332 50 
-0.35944 15 0.64845 82 -0,34052 58 5.8 0.33332 69 
-0.41225 56 0.75649 64 -0,35966 27 5.9 0.33332 83 
-0.46567 40 0.87276 91 -0.37360 50 6.0 0.33332 95 
-0.51918 94 0.99838 41 -0,38042 77 6.1 0.33333 03 
~0.57224-05 1.13466 38 -0,28185 43 6.2 0.33333 10 
-0.62421 79° 1.28313 00 -0,37726 99 6.3 0.33333 16 
-0.67447 31 1.44579 42 -0,36673 34 6.4 0.33332 20 
-0.72232 88 1.62470 81 -0.35038 81 6.5 0.33333 23 
-0.76709 26 1.82252 33 -0,32847 24 6.6 0.33333 25 
-0.80807`24 2.04231 52 -0.30132 67 6.7 0.33333 27 
-0.84459 41 2.28772 12 -0.26939 97 6.8 0.33333 29 
-0,87602 06 2.56304 90 -0.23325 04 6.9 0.33333 30 
-0.90177 28 2.87340 83 -0,19354 74 7.0 0.33333 31 
-0.92135 09 : -0.15106 46. 7.1 0.33333 31 
-0.93435 56 -0.10667 18 7.2 0.33333 32 
-0.94050 97 a -0.06132 23 7.3 0.33333 32 
-0.93967 67 -0.01603 45 7.4 0.33333 33 
-0.93187 78 +0.02812 94 7.5 0.33333 33 
-0.91730 54 0.07009 01 7.6 Е 
-0.89633 20 0.10878 06 7.7 

-0.86951 37 ; 0.14317 88 7.8 

-0.83758 77 0.17234 20 7.9 : 

-0.80146 29 coe 0.19544 25. 8.0 ^ 

-0.76220 32 : 0.21180 21 8.1 

-0.72100 37 ; 0.22092 49 8.2 

-0.67915 91 ; 0.22252 61 8.3 

-0.63302 56 j 0.21655 57 8.4 

-0.59897 71 A 0.20321 50° 8.5 

-0.56335 61 с 0.18296 47 8.6 

-0.53242 25 0.15652 33 8.7 

-0.50730 05 é 0.12485 43 8.8 

-0,48892 77 $ 0.08914 23 8.9 

-.0.47800 75 +0.05076 Οἱ 9.0 

-0.47496 79 +0.01121 78 9.1 

-0.47992 95 -0.02788 79 9.2 

-0.49268 51 -0.06494 00 9.3 

-0,51269 28 -0.09837 02 9.4 

-0.52908 35 i -0.12673 04 9.5 

-0,57068 59 -0.14876 50 9.6 

-0.60606 63 ‘ -0.16347 66 9.7 

-0.64358 51 , -0.17018 59 9.8 

-0.68146 70 к -0.16857 74 9.9 

-0.71788 22 10.0 


a 


Ai’ (as) a's 
+0.70121 082 - 1.01879 
-0.80311 137 - 3.24819 
+0.86520 403 - 4.82009 
-0.91085 074 - 6.16230 
+0.94733 571 - 7.37217 
-0.97792 281 - 8.48848 
+1.00437. 012 - 9.53544 
-1.02772.869 -10.52766 
+1.04872 065 -11.47505 
-1.06779 286 -12.38478 


Комплексные 
функций ο-πί/ϑβ., е- 


| 6-πὶ/δα. 

//обуль Pasa 
2354. 0.095 
4.093 — 0.042 
5.524 0.027 
6.789 — 0.020 
7.946 — 0.015 


con 18 


[νη 


-0.66739 
-0.63499 
-0.60566 
-0.58192 
-0.56584 


-0.55881 
-0.56148 
-0.57358 
-0.59403 
-0.62093 


-0.65181 
-0.68375 
-0.71373 
-0.73889 
-0.75680 


-0.82151 
-0.81897 
-0.80797 
-0.78914 
-0.76354 


-0.73267 
-0.69836 
-0.66268 
-0,62781 
-0.59592 


-0,56902 
-0.54833 
-0,53667 
-0,53334 
-0.53906 


-0.55345 
-0.57549 
-0.60365 
-0.63593 
-0.66999 


-0.70336 
-0.73355 
-0.75830 
-0.77575 
-0.78453 


-0.78398 
-0.77413 
-0.75578 
-0.72041 
-0.70011 


x x 
|. Ai (1) dt Г. Ai(-#) «и | Bi (—t) dt 
0 
-0.71788 
`-0.75103 
-0,77926 
-0.80111 
-0.81545 


22 -0.15873 09 
62 -0.14113 39 
27 -0.11667 30 
58 -0,08660 41 
49 -0.05250 03 
82 -0.01617 86 
900. +0.02038 99 
96 0.05518 54 
06 0.08625 18 
19 0.11181 25 
53 0.13038 11 
93 0.14086 00 
96 0.14262 05 
93 0.12555 73 
62 0.12011 15 
35 0.09726 08 
59 0.06847 29 
65 0.03562 42 
74 +0.00088 80 
98 -0.03340 40 
17 -0.06491 67 
72 -0.09147 36 
96 -0.11121 47 
60. -0.12273 90 
96 -0.12521 80 
19 -0.11847 31 
34 -0.10300 57 
99 -0.07997 .85 
13 -0.05114 35 
65 -0.01872 22 
26 +0.01475 64 
57 ‘0.04664 84 
55 0.07440 43 
93 0.09577 87. 
70 9.10902 22 
re 0.11303 86 
08 0.10749 35 
32 0.09285 98 
70 0.07039 64 
22 0.04205 63 
97 +0.01033 04 
12 -0.02196 26 
51 -0.05192 24 
00 -0.07682 93 
76 -0.09439 87 
01 -0.10300 27 
25 -0.10183 70 
85 -0.09101 44 
84 -0.07157 33 
07 -0.04539 57 


-0.0}.50 


-0.76569 84 04 
С TO 


связанные с ними значения функций Эири и них производных 


Bi’ (b,) 


297 
758 
921 
736 


726 


673 
905 
040 
663 
837 


. Ai(a’s) 

+0.53565 666 
-0.41901 548 
+0.38040 647 
-0.35790 794 
+0.34230 124 


-0.23047 623 
+0.32102 229 
-0.31318 539 
+0.30651 729 
-0.30073 083 


Bi’ (ον) 

М обуль Фаза 
0.993 «2.641 
1136. -0.513 
1.224 «2.625 
1.288 -0-519 

_ 1.340 «2.622 


6, 
1.17371 
3.27109 
4.83073 
6.16985 
7.37676 


- 8.49194 
- 9.53819 
-10.52991 
-11.47695 
-12.28641 


324 
330 
784 
213 
208 


885. 
438 
351 
355 
714 


+0.60195 
-0.76031 
+0.83699 
-0.88947 
+0.92998 


-0.96323 
+6.99158 
-1.01 638 
+1.03849 
-1.05847 


-6-πὶ/9ρ΄. 
И/обиль Фаза 
1.121 0,331 
3.257 . 0.059 
4.824 0.033 
6.166 0.023 
7.374 0.017 


789 
014 
101 
990 
264 


443 
637 
966 
429 
184 


θ΄. 
2.29443 


5.51239 
6.78129 
7.94017 


- 9.01958 
-10.03769 
-11.00646 
-11.93426 
-12.82725 


нули и связанные с ними значения Bi(z) и ВГ(2). Модуль и фаза 
711335, Bi’(Bs), ВКВ;), 5 == 1(1) 5, 3D 


4.07315. 


Bi(6" 
-0.45494 
+0.39652 
-0.36796 
+0.34949 


968 
509 
573 
445 
869 


336 
633 
267 
165 
821 


+0.32550 
-0.31693 
+0.30972 
-0.30352 
+0.29810 


Bi (0's) 


Mob ylib 


0.750 
0.592 
0.538 
0.506 
0.484 


Фаза 
+0.466 
-2.632 
+0.515 
-2.624 
40.519 


-0.33602: 


- 


s) 


438 
284 
916 
912 
624 


974 
465 
594 
766 
491 


0... 
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\ ло dt, { у. (0) dt, 10D; 
0 0 


= } о de 2 \ K,(t) dt, 7D; x = 00.110, 
0 x 


Таблица 11.2. Интегралы от функций Ροςςεππ................... pie eee hee cine 319 
x со 
\ U1 -- «ο{Ὸ} dt : \ _Yolt) dt 8D: 
t Е 
0 x 
x со 
et \ ol) — 142 ‚ 8D; xe \ Kolt) dt_ ‚ 6D; x = 0(0.1)5, 
0 : x 
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n—--1 


$ 2 2 
( О 11.1.3. ( Jolt} dt = ло ΠΡΟ 
М о 7 


0 


ΠΝ | УВД, ' η 
μι 11.1.4. \ л.н df =" — Jofz)— 2 DS Ле). 
Е == () 


Σ 
Π.1.1. \ e200 dt = —— ‚ ЗЕЕ: 8 х Σ 
; Г | “ΕΕ о 
2 
„ОЖОГ ae +t Рекуррентные формулы 
ЕО Е arene J ν1οχ1(Ζ) 2 2 
ce. . So - η] US. ль dt = Ina — 2242) (150) 
0 0 


(Βείμ + v + 1) > 0). 


: 
| 
| 
| 


5 3 
14.1.2, { Hi) dt=2 Σ. Inset) (Rev > — 1). As EA di 1 =. Sole). 
=0 
υ υ 
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Со dt, { Yo(t) dt, { I(t) dt, ) Ko(t) dt 
11.1.7. ( Co(t) dt = 
- 


| 
= XCo(x) + 2 πχ {Ho(x) C(x) — Ηι(χ) ©&©)}, 


E(x) = AJ(x) + BY). v= 0, 1, 


Аи В — постоянные. 
Х 


11.1.8. \ Za He 
0 
| | | 
= хРо(х) + = TX { —Lo(x) Ζι() + ©) Zo(x)}, 


2х) ра АГ,(х) 2 5 Be" K(x), а 0, I, 


A и B— постоянные, Hix) и Ех) — функции Струве 


(cm. гл. 12), 


11.1.9. [κω di = 
0 

a a =| ey x © 

2) (ОК + 1) НЕ (2k + 1) 


= (χ|2}2ξ᾽ 1 | 
αν. i ης 
Эт рт ( a | 


k=1 
где постоянная Эйлера Y = 0.57721 56649 .. 

В этом и BO всех других интегралах 11. 1 х предпола- 
гается действительным положительным числом, хотя все 
результаты остаются справедливыми для болышей части 
комплексной плоскости. 

—1х 


1.1.10. \ Kol dt = = 


0 


2 


Jo(t) dt + it \ Yo(t) dt. 
0 


=> — > 


Асимптотические разложения 


[49] 
2 \1/2 | 
11.1.11. | [Jo(t) + iYo(Q] dt~ [=] e'(%—-T/4) x 
TX 
x 


© со 
< >> (— 1)* азызах СК -- δ» (— 1)* cane | к 
k=:0 


Vk + 1/2) SQ Τίς 1- 1/2). 
11/2) a 2°s!T'(1/2) 


1.1.13. 2(4 + Пак = 
2 
---| (Е ++ = |: + τ ав — (« -- 5] (« — LS Ak-1. 
2 6 2 2 


[ο δ) 
[οί{) dim 2к) Ч > anx-*. 
k 


11.1.12. ак = 


11.1.14*). х1/2е-2 


— 3 


со 


π 1/2 [ν ὁ) 
11.1.15 1), х1/2о7 \ Ко(® dt~ Η > 1a. 
k=0 
x 


*) ах см. в 11.1.12. 


Аппроксимация многочленами 


11.1.16. (см. [11.14]. 8 <x < о, 


[Jo(t) + {Υο(0] dt = 


-7 4 
9 _ 7/2 Е X 

= х-М?2е! (2-14) > `(- -1)* ak Ba - 
k=0 8 


7 - \-2k 
+ 25> (=D by Η + ου]. 
ho 8 


| e(x) | < 2: 107», 


UL, 8 


ак br 


0.06233 47304 0.79788 45600 
0.00404 03539 0.01256 42405 
0.00100 89872 0.00178 70944 
~ 0.00053 66169 0.00067 40148 
0.00039 92825 0.00041 00676 
0.00027 55037 0.00025 43955 
0.00012 70039 0.00011 07299 
0.00002 68482 0.00002 26238 


CSC NYAMBWHKO 5 


11.1.17. <x< oO, 


x 
6 ee 
tee | jdi= % [3 -+ =(х), 
οί >. εἷς 
0 


k=0 


[5601 = 2-10", 
di; 


k 
0.39894 23 4 
0.03117 34 5 
0.00591 91 6 
0.00559 56 


dx 


—0.01148 58 
0.01774 40 
— 0.00739 95 


WN Oo 5 


11.1.18. 7 


< 
bi k 
хН?ет ἢ dt = (—1)Fe Ε ‘| +- =(х), 
Kft) > a 
x 


Leta)! = 2-10, 


x= ος. 


ek k Ck 
1.25331 414 4 0.00417 454 
0.11190 289 5 0.00163 271 
0.02576 646 6 0.00033 934 


k 

0 

1 

2. 

3 0.00933 994 

ба, (фм, (кира 
t t 

x 


11.1.19. τ 
0 
= 2x У (2k + 3) Ч + 2) — МОЛ = 
k=0 
= | — 2x "(+ 


aI | 
t 


+ 2x? Ὁ ὁ (2k + 5) Eb + 3) — $) — 11 Joges), 
k=0 


rae ¥(z) см. в 6.3. 
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μ΄ x 
11.1.20. | ες. И — 2014 _ 
t 2 t 
‘i 0 
εν 5 ΠΡ (x/2"* 
k=l 2h(k i 
Π.1.21. ara 
t 
x 


0 (as ΠΤ (x/2)?* 
ь an — k + 1) + 
: 7 aay 2h(k!)? | ΤΡ 2 


11.1.22. a = 
t 
x 
= — [ο] -+ yin — + ᾽ 4. Pat 
2 2 2 2 
«Ὁ 2γ5 κ 
- Fran νά ОЕ — τί 3} 
ур 2h(k !)? 2k 
— 400 
11.1.23. \ it a Nl (a. п ( УЕ, 
У 2 р rhe 14 
— 14% x x 


Асимптотические разложения 


^ 1141.27. с = 1, a => 


; | 
2(k -- 1) СЕ == [34 |- 17 Ἔ я Ck = | 


es 


11.1.28. ores τ я. ΤΙ ие х- 


0 


где ск определены в 11.1.27. 


Аппроксимация многочленами 


Пл 35 = х=о, 


[ΦΦ) 
Colt) dt _ 
t x 


где 


2σι(χ) Cox) _ 


x 


δο(χ) iQ) | 


go(x) = Σ (-0Ρα. ΗΝ + eta), 


9 


g(x) = р (-- 1)"b, 
k=0 


| ε(χ)| < 2 


ак 
1.0 
0.15999 2815 
0.10161 9385 
0.13081 1585 
0.20740 4022 
0.28330 0508 
0.27902 9488 
0.17891 5710 
0.06622 8328 
0.01070 2234 


10-7, 
bk 

1.0 

0.31998 5629 
0.30485 8155 
0.52324 6341 
1.03702 0112 
1.69980 3050 
1.95320 6413 
1.43132 5684 
0.59605 4956 
0.10702 2336 


.\-8% 
Е τω ἐ.} 
5 5 
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3 
Сы. 
᾿ ο 


1.1.24. ©) 4 _ 28%) © х) _ golx) вх) 
t x? x 
x 
где 
2 
8о(х) ~ Ὁ (=I) В (k!)°, 


int = 


wo 


g(x). ~ >> (—1)* 


τα 0 


и. κιών = πο! 


x 


РЁ 


[ν δὶ 


11.1.26. x3/2e% \ Ko(t) dt 


7 


где 


х \ 2k | 
[5] K(k +1)!. 


(ee) 
gi(t) dt 


п \i/2 > 
—_ als | хе (— 1)" cyx ae” 


11.1.30. 4< x < 0, 


6 В 
о = (—1)* 4 [1 no 


-Е > 


χῇ! ей 


в Λ хФхочзмирьрно>х 


| e(x)| < 6.105, 


dk 


1.25331 41 


k a 
0 
1 0.50913 39 
2 
3 


k 

4 0.20601 26 

5 0.11103 96 
0.32191 84 6 0.02724 00 


0.26214 46 


181.31. 5 < x < οὐ. 
Μπ 10 _k 
ΚΠ (! Bl 14 Laer [5) Е, 
0 


| e(x)| < 1.1. 107, 


k Г k fk 

0 0.39893 14 6 —48.05241 15 
1 0.13320 55 7 40.39473 40 
2 — 0.04938 43 8 —11.90943 95 
3 1.47800 44 9 — 3.51950 09 
4 — 8.65560 13 10 2.19454 64 
5 


28.12214 78. 
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11.2. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ОТ ФУНКЦИЙ J,(z) И К. (2) 


Кратные интегралы от функций J;,(z) 


Пусть 
11.2.1. К «(α) = Jalz), 
Де) = | Inlt) dt, „р и@)= [fran dt, 
0 0 
fea foe" oe 
a a 
Тогда 
11.2.3. fi.a(z) = " a — алка (Re r > 0), 
TL 
11.3.4. f-.n(z) = — -- τ Ех УУтут+2к(2). 


rw ee 


Рекуррентные формулы 
11.2.5. r(r — 1) frags, п(2) == 2(7 — 1) 2/..п(2) — 
= = or Sie ЕЕ 
+ (2r — 3) 2fp-2,n(Z) — 2°fr-a.n(4). 
11.2.6. rfpsio(Z) = 2/.0(2) — ( — 1) fra) -- Zfr-2, (2). 
11.2.7. frst, πιι(2) = frst, π-1(2) — 2fr, n(Z). 


Кратные интегралы от функций Ко(2) 
Пусть 
11.2.8. Kio(z) = Ko(z), 


[ν ὁ) [» ο) 
Ki2) = Ko dt, ..., Kip(z) = \ К, 1(0) dt, 
2 1 
11.2.9. Ki_,(z) = 1 Ko(2). 
Тогда 
ae Cu € 
11.2.10. Ki,(z) = \ ВАН. 
ch’ { 
0 
(Rez >20, Rer >0, Rez > 0, г= 0), 


11.2.11. Ki,(z) = τετ (t — 2) -ἱ Κο(0 dt 


Г(2) 
(Rez 0, Rer >0), 
1.2.12. Κίρμ0) = cS бары 
Vr + 1/2) 
к T(r + 1/2) 
112i. wi о 
en) = 5 ΓΩ/2) Ге + 1) iad I?) 


11.2.14. г К! 1(2) = 
= —Z Ki,(z) + (' — 1) Kiy-a(z) + Ζ Kiy_2(z). 


3. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ ДЛЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


Положим 
Σ 


11.3.1. 5, (2) = fem UZ (0) dt, 


где 2.(2) представляет какую-либо из функций Бесселя 
первого, второго или третьего рода или какую-либо из 
модифицированных функций Бесселя. Параметры а и В, 
входящие в формулы приведения и зависящие от конкрет- 
ного типа функции Бесселя, даются в следующей таблице: 


11.3.2. Z.{2) а b 
Jz), Y6z), Ην), НУ?) 1 1 
1,(z) —1 1 
K,(z) 1—1 


11.3.3. pgy.(z) = — ©7727 (2) + 
+ (Ш + У) 54-1, ν(2) — ay, νη(ἆ). 
р8 в, (2) = —©е` 72217.12) + 
+ (м — у— 1) gut, v41 (2) + δξμ»ν(2). 
11.3.5. (p? + ab) gy, (2) = ае- 727 ,1(2) + 
+ (ц — v — 1) е 72211 (2) — pe-P*z¥Z(z) + 
+ ρ(2μ — 1) ра, o(z) + № — (4 — 197] εμ-α, (2). 
11.3.6. α(ν-- μ) gy, νεἴΖ) = = 22022) — 


— 2vpgy. ν(2) + Бы + У) gy, y-1(Z). 


11.3.4, 


Случай 1: р? + ab = 0, v= +(n — I) 


я рг7\+1 
11.3.7. Ey, «(2) = ЕЕ 2 ΡΝ $. ) ее р. С. } 
2ν и 1 р 


‚= Peat | Ь 
11.3.8. g_,, (2) = — вия | 7.2) + — Zy-s(Z) | 
у — | р 


[/ν(5) — Wy 


-- 


, ef 2+1 
3 9, \ ето dt = ее 
ay 1 
0 
(Re v — 1/2). 


ent . 
ete (t)dt= — -.- [,.{2} + ἐ.ν α(ζ)) + 


2 
11.3.10. 
0 


о. 1/2). 
ПГО Ἢ 


- 2 е122У+1 | 
1.3.11. ее ро. Па 
2ν + ] 
0 
Panny + D 


(Re v > —1/2). 
nm(2v + 1) 


11.312. 


1.3.13. 


11.3.14. 


Π.3.15. 


11.3.16. 


ЗЛА. 


11.3.18. 
11.3.19. 


11.3.20. 


11.3.21. 


11.3.22. 


11.3.23. 


11.3. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ ДЛЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


5 


к et2zv+1 
\ ett (д dt = [1{2) ΞΕ Ιν(α}] 
2ν - ] 
υ 
(Re v > —1/2). 
\ eI a(t) dt = ге-2 [Io(z) + Вел + 
0 
n—1 
+ п [е-214(2) — 1] + 2е* D> (n — κ) 142). 
k=1 


v— ἱ 


- е+2—\+1 
το.---πι 
0 


1 пион ежик eee 


-2ν-1Ων — 1) Τ(ν) 


Интеграл Кинга (см. [11.5]) 


8 


е+22У+1 - 
| et'K(t) dt = "ΗΝ [Κ(α) + Kyia(z)] Е 
0 
УГ il 
ТОО (Re v > — 1/2). 
2v + 1 


|. 


{«Κιοαι = αρ Role) + КОМ 1. 


у 
со 


е?2-%+1 Ν 
| AKO dt = (Ка) + Kya 


z 


(Re v > 1/2). 


Случай 2: р = 0, p= ty 


bgy, ν-ι(Ζ) == 2°Z,(z). 
ag-y, у+1(2) = —2-*Z,(z). 
Хх 
J P20 dt = 1 (т) (Βεν” 0). 
υ 
4 
| 
#7 (= — ——— -- 25,2). 
= 2»]ἴν + 1) | 
0 
- а 1 ο 
>» \ Е У 2k — 1) δέκα) = 
t ть 
0 
в | 
== — к (2k — 1) У2к—1(2) (п > 0). 
2 Α-π1 | 
$ 
(2n + 1) \ Улан dt μὲ 
7 
0 


Σ 
n 


-- { Ju(oatr mee ee Σ» ἐλιμῶ). 


2 == 
3 k=l 


(у = 1/2). 


11.3.24. 


11.3.25. 


1.3.56. 


11.3.27. 
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- 2\Г 
\ РУ, A(t) аг= ΣΥ (τ) + opus (Re v > 0) 
0 7 
! РТА (АЕ = 212) (Rev > 0). 
0 
8 
} | 
΄Ἴνηίθάν = 5-10) - πο .᾿ 
2»}(ν + 1) 
0 
“ку κο dt = — 2K iz) + 2-1 Г) 
0 

(Κεν > 0), 


OO 


; ! ГУК 41 (1) dt = Ζ-Κ.(α). 


4 


Неопределенные интегралы от произведений 


функций Бесселя 


(C,(z) и D(z) — любые цилиндрические 
функции порядков ши у соответственно) 


11.3.29, 


=: 7 
= Ὁ 


2 Lk Cuti(kz) 9 (Iz) а 1 ©, (kz) $, μ(2) } = 


11.3.30. 


Π.3,31. 


11.3.32. 


11.3.33. 


11.3.35. 


8 

Ре. 
(ее ты [5) 1 — a beutkn ΦΚ dt ae 
. ΐ 


--(ἡ-- у) Θμ(κα) (12). 


8 
\ EY 1(1) ϑνμ() dt = 


И ede) Oz) 1- δι. $ | 
Mav yh OF San) Saale) 


2 
\ ere (1) Ot) dt = 


Ἐς {y(2) 92) + ©, (2) By43(2)} 
= Ὅν... η μία) D(z ии) ὍνμλΖ)], 


tJ2_,(t)dt=2 у (v + 2k) σδιαμ(α) 


ou)? te 


k=0 
(Re v> 0), 
Силк — паба = ло) 
р (Re v> 0). 
ди = = ὑφ) +E). 


Лир лид = > и- лел-— 


-. Ὁ ло= Σ JR). 


k=al k=n+1 
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2 


11.3.36. (и) | 112,(t) 90) dt— 


2 
2 (BAY 2) | Ey in(D 9,0 dt — 


= Εμ(Ζ) Dy(z) :1 Cu | n(Z) Dyin(z) + 


n—1 
+2 χι Θαιῃ(2) 9, ,.,(z). 
k=1 


Интегралы тина свертки 


[ν ) 
11.3.37. 79 — Ndt=2 У С-УЛнЫ@) 


k=0 
0 


(Кен > — I, Re v> —1), 


2 
11.3.38, ! JI (OA — t) dt = Jo(z) -- cos Ζ 
0 


(—1 < Rev < 2), 


11.3.39. J 40 (= — да! = sin z 
| 
2 


11.3.49. Varo J(z—t)dt= Jur) 
ρ 


(| Re v| < 1). 


(Re up > 0, Κεν” —1). 


2 


11.3.41. IO IZ — dt (и У) Jusv(2) 
1(2 χε, t) UVa 


(Ke 2 > 0, Re v> 0) 


11.4. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Свойства ортогональности функций Бесселя 


Пусть Cy(z) — цилиндрическая функция порядка у. В 
частности, пусть 

11.4.1. 6/2) = АЛ) + ΒΡ), 
Тогда при 


где А и Г — действительные постоянные. 


О<а<р 


11.4.2.*). ОР. Она = 0 fan: a), 


{9 (λῃι{) Cnt} dt = 


1 о У? 2/5 a ы 
=: | — ЗИ — 4 СО) 1 ВУ) 
2 Аг а 


(πε =n), 


ес BL 


если выполняются следующие два условия: 
1) An — действительный нуль уравнения 


11.4.3. hy dC, (AD) = /ιοΘ.(λ0) = τ; 
2) должны существовать такие числа К: и К, (оба не 


нули), что для всех п 
11.4.4. КС (λῃα) — А2@,Оша) = 0. 


Если а= 0, то сказанное выше справедливо, когда 
В = 0. В этом случае имеем | 


1 
11.4.5, \ ЕЛ (ат) Л. (ат) = 0 (mn, > —1), 
0 


1 
\ tTy(cimt) (а) dt = 
0 


== > бе (n=an, b= 0, v> —1), 


и) Gos. 1.3.29. 


1, An, ... 


1 
tJ (int) ЛГ) dt — 
0 


1 а? 9 » 2 
— = В -- “An га | [УР 
7 


(ο) 
11.4.6. ! а РЕ Jy. 9ms1(t) 4-0 (in ΞΕ п), 
“9 


со 

| 
Га виа(И) Jyremya(t) dt = 
0 


2(2n + у ΤΙ у 


= 


р 1), 


— положительные нули уравнения aJ\(x) + bx J) (x) = 
= 0, где а и b — действительные постоянные. 


(m=n, v+n+m> --]) 


Определенные интегралы с конечными пределами 


π/2 

С τε . 
11.4.7. \ Jen(2z sin В dt = — J2(z). 

. 2 

0 


π 
11.4.8. \ Jo(2z sin 1) cos 2nt dt = wJ2(z). 
у 
π|2 
11.4.9. \ ¥,(2z sin τ cos 2nt dt -- > In(2) ¥ ez). 
0 
7/2 
11.4.10. \ J fz sin {ὴ sitt®"*. 2 ρας ¢ df = 
0 
21 (y-+:1) 


zvtl 


--ὔμινα() (Re p> —1, Rev> —1). 


11.4. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ 


π|2 
11.411. \ Jy(z sin® t) 2 cos" t) cosec 21 dt = 


0 


i Τμ) ‘Rep> 0, Re v> 0). 
4μν 
ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ 


[ο ὁ) 
Интегралы вида { ο-Ῥίρν, Z(t) dt 
0 


с, емзтиыяу DC. + УГ -- μ) 
114.11, Е а [—_—_—__—_—_—Ь— 
\ ί (7) (1/2) 2U-D(v eae μ Ae 1) 
0 
(Re u< 1/2, Βείμ + v)> 0). 
= a Г 4 
11.4.13, ἱ ο 1ν-1] (0 dt -- ΠΕ. [3-- μ) 
J V(1/2) 25Τ(ν -- w + I) 
0 
(Вен < 1/Z, ВЕРУ > 0). 
[*) 
11.4.14. \ cos btKo(t) dt = ran. Sle (| Im | < 1). 
(Е-Е By 
0 
[ν ο) 1 } 
arcsh b 
11.4.15. sin btKo(t) dt = ΕΘ; (| Im b| < 1). 
\ у ΠΕΟΣ 
0 
wp Επ 
2 
1.4.16. 4. PID 


Cts, 8 
| < 

‚| 

| 

iS 

ths 

о 
—— 


(Re (u + v) > —1, Re p < 1/2). 


11.4.17. \ 


0 


αι] № ту — в 
а В a I <a 
1.4.18. ыы ie Joe 


) tv: 2. a πὶ ait 
у. 


(l= ВЕ 


ат > <i) 


Oo 
11.4.19, \ мур dt = 
0 
ar a . Fase = θη. — {-- 
π 7 7 


(Ве (vu + v) > —1, Re p < 1/2). 


м 
11.4.20. уда = — в (πεν! < 1. 
2 
м 
11.4.21. { Yo(t) dt = 0. 
Ω 
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ο0 


11.4.22. UK (94: — 2231 Gare Г р == 


(Re (4 + v) > —1). 


[6 ϐ) 
11.4.23, \ Ko(t) dt = я 
0 


[9.9 


: ars 
11.4.24, \ oop ge = Е: 


(с =. 1), 


в (1 — w*)!/2 
~~ DO 

ce 

) (Ра = 


--οο 


(с > 1), 
где Τη(ω) — многочлен Чебышева первого рода (см. гл. 22). 


\ 


iw @) 


τὸ 2i be Te 
11.4.25. ее dt --- = (—1)"U Ἢ οὐ вм ζ/ῃ-ι(ω) 
п 


(с < | № 


[54] 


) гей dt == 0 


— oO 


(ω" > 1), 
где Un() — многочлен Чебышева второго рода (см. гл. 22). 


[9 Φ) 
11.4.26. ) 


--ο0 


pag tat ya αἴ) dt = (—i)” (2π)1/5 Ρη(ω) 


(ω” < 1), 


o 
\ а Г dt = 


— 0 


(a” > 1), 


rie Pp(w) — многочлен Лежандра (см. гл. 22). 
[τ ὁ) 
11.4.27. | аа" ΑΙ = γία, 2) 
2 
0 


(Rea > 0, Rez> 0), 


где (a, 2) — неполная гамма-функция (см. гл. 6). 


[ν ὁ) 
Интегралы вида ! e-PhyZ (bi) dt 
0 
[9 ὁ) 
11.4.28. \ eer yes (bdt= 
0 
+ ν 2 
ОНО yr 48, ve в 
2a" [ὧν + 1) 2 2 4a" 


(Ве (u + v) > 0, Rea® > 0), 


где M(a, Ь, 2) — вырожденная гипергеометрическая функ- 
ция (см. гл. 13). 
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ay 


со 
11.4.29, \ eat (bt) dt = —2—— ϱ-δημαν 
о (: 
(Re v > —1, Βὲ α > 0). 
со 


11.4.10. | ε-α:ἱ:γ. (ht) dt = 


; 1/2 2 
a .-- bine е- 68/8a% Bes tg vr + 
2a δα” 


-- κ.) K,| A J see | (| Re v| < 1/2, Rea® > 0). 


к ‘Ba 
[2 а) 
1/2 hb? 
11.4.31. \ “aT (bt jdt = - gbt/8a2 7, we 
у ба ϑα- 
0 τ 
(Rev> —1, Βεάα > 0). 
( иг Ь? 
11.4.32, \ e 9 Ко(Ьг) dt = - eb#/8a8K | τ | 
| 4a 8а- 
0 


(Re a® > 0). 


Интегралы Вебера—Шафхейтлина 


© 
11.4.33, \ Ла) ЛАБ dt 


[λ 
0 
БУГ [5 ее 
ее es м ΜΝ 
2λΩ/-λη1ΓΚν + 1) rf о | 
ὁ oF, Е μα. 
7 2 a” 


(Re(ut+v—A+t+ 1) >0,ReaA> —1,0< 5b <a). 


[» ὁ) 
11.4.34, \ LAD ра = 
| 


0 
αντ | Ὃν a 
2 


Ари (и + ПГ тт | 


an a ΤΉΝ 2 
а = еее | 
и. 2 b 
(Ве (uw-+- v—a+t+ 1) 50, ReA> —1 O<a<b). 
О функции oF, см. гл.15. 


Частные случаи разрывного интеграла 
Вебера — Шафхейтлина 


11.4.35, Re и > --], 


( “μία! $ sin bt ὦ dt _ a | =| 
— sin]warcsin — 
у t a a 


(0<b <a), | 


[5 9) 


! 


0 


μία!) sin bt dt 


1 


1.4.36. Re p >0, 


oO 


0 


0 


11.4.37. 


| 


Julat) cos bt dt = 
0 


11.4.38. Re u > —? 


\ J (at) sin bt dt == ----------------------- 
0 


о 
11.4.39. \ 

0 

Ο0 
11.4.40. 


7 


. 


Jy(at) cos bt а! 


{ 


Ϊ 


Ве в > —1, 


ЩЬ + (6—4 


Лай) cos 4 _ 


‘afb + + (b2 => 


. ὃ 
COS E arcsin — 
a 


(6 


Jy(at) cos bt dt = —— 


(α” Επ by! [2 


аз 


(ББ 2=a> 0). 


(0 <b <a), 
| 
ΚΗ 
ayia 
(b>a> 0). 


(0<b< a), 


ь Folk 
a@ca ы 
9 


gee sin | м arcsin — 
\ "μίαι) sin bt dt = —--—___-_—_- 
0 


(a° — -- ῥ᾽ ἘΝ 


— а" aye [b + ( (b? —а и 


(> а>о0) 


(0<h< a), 


ый 


a cos “= 
и. 


-- 


(b? — аи [b + (в — ие 


(b> a> 6 


и. Фа 


οι (ай) dt = — и 


У (ай = о 


eft У (ай) dt= — 


x In ыы 


(а? τ ῥϑγ'/2 


аи? 


(а? — 5 


as 

eee a 
(b?—a pyle 
'—-@-— ay" 
а 


[0 «αὶ 


: ὃ 
— arcsin — 


а 


2i 


m(b° — а“)? 


“I (<a < Bb). 


ПРИМЕРЫ. 


11.4.41. Rev> Rep> —l, 


Н.Л (at) Л(Ы) 4 =0 (0<b <a), 
2U-Vt1 gu (pb? ΜΗΝ аи 


{ἑ-ΥΤΤ.(αῇ J\(bt) dt = 
μία!) Jy(bt) РГО — в) 


>< 8 chr 8 


р-а> 0 


11.4.42. Re p > 0, 
pe 

Jy(at) Jy-a(bt) dt = os (0 <b <a), 
a 


Jy(at) Jy-a(bt) dt = > (0 < 5 = a), 


Λμ(α) Jy(bt)dt=0 (b>a>0). 


Oley 8 Ct 8 OL 8 


$ 
—Щ 
я 

= 
> 


11.4.43. 


{1 — J(bt)}dt=0 (0<b <a), 


κ 


σε И dine ig 
a 


2 =—8 ot 7 8 


Интегралы типа Ханкеля — Никольсона 


{η ]γ(α0 dt ζ, ΛΝ 


co 
11.4.44. \ А... 
2ΗΓ(μ + 1) 


(¢? + зим Ky-y(az) 


0 
(a>0, Rez>0, —1 < Rev < 2Re p + 3/2). 


(b>a>QO0). 
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Jfat)dt _ π 
ЖЕ 27) 22 


11.4.45. \ [Π{α2} — Laz)} 


0 


(а> 0, Rez>0, Веу> —5/2). 


ο 
11.4.46. Cres _ _ Ко(а2) 
2 


а > 0, Rez> 0). 
e+ 2 ( ) 


K\(at) dt τ 


fo @) 
11.4.47. \ = 
(7 + Zz) 


0 


2 
;᾿΄ [Η.(α2) — ΥνίαΖ)] 


(Веа > 0, ὢὮΚεΖ7» 0, Re v < 1/2). 


co 
11.4.48. \ РЕ... ar ae 5 Kyla [42 
i + gyre 2 к, 
0 
(a>0, Rez>0, Rev> —1). 


2a У 
го = Γ(ν + 1) 
11.4.49, \ ЕСТ. hey 
ЖЕ 2%) T(2v ae 1) 
0 


Χ .(Ξ) ΚΞ) (а>0, Ве > 0, Κεν — 1/2). 


ПРИМЕРЫ 


ИСПОЛЬЗОВАНИЕ И РАСШИРЕНИЕ ТАБЛИЦ 


) мо dt, Yo(t) dt, γι dt, J κο dt 


Для небольших значений x целесообразно использо- 
вать формулы 11.1.2 и 11.1.7 — 11.1.10. Для достаточно 
больших х следует использовать асимптотические раз- 
ложения или аппроксимации многочленами 11.1.11 — 


11.1.18. 
3.05 


Пример 1. Вычислить { (ра! с 50. Используя 


о 
11.1.2 м интерполируя в табл. 9.1 и 9.2, получаем 
3.05 


) Jo(t) dt = 2[0.32019 09 + 0.31783 69 + 0.04611 52 + 
0 


+ 0.00283 19+ 0.00009 72 + 0.00000 21] = 1.37415. 
3.05 
Пример 2. Вычислить { οί!) dt с SD с помощью 
0 


интерполяции в табл. 11.1, используя формулу Тейлора. 


20 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


Имеем 
xt+h x 
h? 
\ ла = \ Jo(0) dt + в — = (a) + 
0 


h Ji J к. 3.7. J 
+ = Lax) — JM + ос BAG) — LCI + 


Тогда при x = 3.0 и й == 0.05 находим 
3.05 


{ Jo(t) dt = 1.387567 + 
0 


+ (0.05) (—0.260052) — (0.00125) (0.339059) + 
+ (0.000010) (0.746143) = 1.37415. 


Это значение легко проверить, используя х = 3.1 и Й == 
= —0.05. | Jo(x)| < 1 для всех хи | Jn(x)| < 2-Н*, п > 1, 
для всех x. В табл. 11.1 можно всегда выбрать | ἦι | < 
< 0.05. Таким образом, если пренебречь членами порядка 
O(h*) и более высоких порядков, то абсолютная погреш- 
ность для всех x при |#| < 0.05 не превысит 21/24“/48 < 
< 0.2.108. Аналогично, абсолютная погрешность при 
квадратичной интерполяции не превышает й°(21/? + 2)/24 < 
< 9,2. . 10-", 
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x 
Пример 3. Интерполяция интеграла \ Jo(t) dt с при- 
0 
менением формулы Симпсона осуществляется следующим 
образом: 


x+h 2 x+h 
{ ага { Jo(t) dt + ) Jo(t) dt, 
0 о 


x+h 
\ Jo(t) dt = < Ke + 4Jo [= Ῥ 2 + Jo(x + η] κω” 


[5 
2880 


—- 
=e 


JE), x<&E<xth. 


Далее, 


T(x) = = [Ja(x) — 42469 + 3Jo(x)], 


| Yep] < £4542 


Следовательно, при | h | < 0.05 имеет место оценка |R|< 
< 0.9-10-?°, 
Таким образом, если x = 3 un h = 0.05, To 


= 0.82, 


3.05 
\ Л (да = 1.38756 72520 + 
0 


а = [—0.26005 19549 + 4(—0.26841 13883) — 


— 0.27653 49599] = 1.37414 86481 


с точностью до 10D. Изложенная выше процедура дает 
высокую точность. Однако приходится дважды интер- 


полировать функцию Jo(x) для вычисления Jo (= ΠΡ > 


и Л(х +h). Аналогичная процедура, основанная на приме- 
нении формулы трапеций, менее точна, но при этом тре- 
буется только одна интерполяция функции Jo(x). 

3 3 


Пример 4. Вычислить | Jo(t) dt и \ Yo(t) dt с 5D, uc- 
пользуя представление а ах Ем и таблицы 
гл. 9 и 12. 

Для х == 3 из табл. 9.1 и 12.1 имеем 

Jo = —0.260052, J, = 0.339059, 
Yo= 0.376850, У, = 0.324674, 
_ Β- 0.574306, Hy = 1.020110. 
Используя формулу 11.1.7, получим 
3 
Jo(t) dt = 
κ a 
— 3(—0.260052) + a [(0.574306) (0.339059) — 


— (1.020110) (— 0.260052)] = 1.38757. 


Аналогично, 
3 
\ γι(θαϊ = 0.19766. 
0 


Используя формулу 11.1.8 и табл. 9.8 и 12.1, можно вы- 


x x 
чили } 9 dt, \ Ko(t) dt. 
0 0 


( Jo(t) dt С _Yo(t) dt 
oe aw 


x я 


Ud) — 14 ΐ Kode 


t t 
0 x 


Для небольших значений x применяем формулы 
11.1.19 — 11.1.23, для достаточно больших х — асимпто- 
тические разложения или аппроксимации многочленами 
11.1.24 — 11.1.31. 

Кратные интегралы от функции Ло(х) 


Для небольших значений х и г используем формулу 
11.2.4. Если г = 1, см. пример 1. Для небольших значений х 
используем рекуррентную формулу 11.2.5. Случай, когда 
х — большое и χ > г, рассматривается ниже. Ἢ 


Пример 5. Вычислить ή; ο(χ) = f(x) с 5D ana x = 2 
и г = 0(1)5 при помощи соотношения 11.2.6. Имеем 


приаа(х) = χπ(χ) — (г — 1) (>) + χ]-α(χ), 
falx) = - ло), folx) = Jo(x), ло = EZO dt. 
0 


Функции последней строки протабулированы и для x = 2: 
f-a = —0.57672 48, fo = 0.22389 08, fA = 1.42577 03. 
Рекуррентная формула дает 
Л = 2 + fa) = 1.69809 10. 
Аналогично, 
fs = 1.20909 66, ff, = 0.62451 73, fs = 0.25448 17. 


Когда x > г, удобно воспользоваться вспомогательной 
функцией 


g(x) = (7 -- ПГО, 
которая удовлетворяет рекуррентному соотношению 
χ᾽θεμ(χ) = хв(х) — (1 — 1)? βε-α(χ) + (-- 1) (r—2) gra), 


=, 
ра 
gi(x) = | Jo dt, 
0 


82(х) = g1(x) — Ji(x), 
#з(х) = [χ’σ.(χ) -- δι(χ) + хЛо(х)]/х*. 
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Пример 6. Вычислить g(x) с 50 для х=10 и 
г = 0(1)6. Для x = 10 имеем 


Jo = —0.24593 58, Л: = 0.04347 27, gi = 1.06701 13. 
Таким образом, 
2› = 1.02353 86, gs = 0.98827 49 


и рекуррентный процесс для возрастающих значений 
индекса дает 


24 = 0.96867 36, σε = 0.94114 12, &з = 0.90474 64. 
Таблицы функции 2-"f,(x) см. в [11.16]. 


Кратные интегралы от функции Ко(х) 


Для небольших значений х и всех значений г исполь- 
зуется рекуррентная формула 11.2.14. 


Пример 7. Вычислить Кь(х) с 50 для х=2и 
г = 0(1)5. Имеем 


г Kipyi(x) = —x Ki,(x) + (r — 1) Кь-(х) + x Κἰν.ο(χ), 
Ki-s(x) = Kx(x), Kio(x) = Ко(х), 


Ki,(x) = \ Κα dt. 


Функции, стоящие в двух последних строках, протабули- 
рованы. Таким образом, для х = 2: 


Ко = 0.11389 39, К, = 0.13986 59, Ki, = 0.09712 06 


Ki, = —2Ki, + 2К, = 0.08549 06. 
Аналогично, 
Kis = 0.07696 36, Ki, = 0.07043 17, Kis = 0.06525 22. 


Если отношение x/r небольшое, начальные значения сле- 

дует брать с запасными знаками, чтобы компенсировать 

рост ошибки округления в рекуррентном процессе. 
Таблицы Ki,(x) см. в [11.11]. 


Дно) = ΚΝ "Ко dt 
0 


Пусть 
= 


ло = ἡ кд dt, Αρ) = И — «Κιρθγα. 
0 


Последнее равенство следует из соотношения 11.3.27, 
если v = 1. Пусть в формуле 11.3.5 а =1, В = —1, р=0, 
у=0и и = т. Тогда 


fm(x) as 
= [(m — 1) fin-a(x) — хКи(х) — x(m — 1) Ko(x)]/>” 
(т > 1). 


Используя табличные значения / и fi, по этой формуле 
можно последовательно вычислить fo, fs, ... при условии, 
что т/х — небольшое. 


Пример 8. Вычислить f,(x) с 5D для х=5 и 
т = 0(1)6. Удерживая два дополнительных десятичных 
знака, получаем 


Ко = 0.00369 11, Ky = 0.00404 46, 
№ = 1.56738 74, fA = 0.19595 54. 
Таким образом, 
Ё = 0.05791 27, | = 0.01458 93, f, = 0.00685 36. 


Аналогично, начиная с f;, можно вычислить fy и f;. 
Если 71» x, применим рекуррентную формулу для 
убывающих значений индекса и запишем 
Дт-а(х) = [хи(х) + x°Ka(x) + х(т — 1) КЮС@/(т — 1}. 


В последнем выражении заменим fm на 2m и зафиксируем 
х. Возьмем г > т и предположим, что δ; = 0. Вычислим 
21-2, γα И т.д. Тогда 


lim 81-25 (Х) = {π(χ), т =r — 2k, 
Ψ-Σ»οο : 
Значение г, которое требуется выбрать, чтобы полу- 


чить нужную точность при заданных хи т, можно опре- 
делить заранее. Пусть 


er =.) Se — fr |. 
Тогда 
| x2ke, 
"ΕΞ, ''''''͵."'.ν'ν''')''''''Νν 
(и — 1)? -- 3)... (7 — 2k + 1} 
2 
И Κι(χ) + x(r — 1) Ko(x) | 


и 
так как для фиксированного x функция f,(x) положитель- 
на и убывает, когда г возрастает. 
Пример 9. Вычислить [π(χ)ς 5) для х =3З ит = 
= 0(2) 10. Имеем 
Ко = 0.03473 95, Κι = 0.04015 64. 
Если r= 16, TO 216 <. 0.86. №”. 210 < 1.4. 10-8, 


Полагая 21g = 0, вычислим следующие значения вели- 
ЧИН 234, 219, «++» Jo рекуррентным способом. Таким образом, 
требуемые значения получаются с SD. 


т -&m Sm 

14 0.00855 42 

12 0.01061 09 

10 0.01325 05 0.01325 
8 0.01751 39 0.01751 


Таблицы fm(x) см. в [11.21]. 


&m Sm 


0.02548 09 0.02548 
0.04447 31 0.04447 
0.11936 90 0.11937 
1.53994 71 1.53995 
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Таблица 11.1. Интегралы от функций Бесселя 


г z 2 oO 

2 fj Jo(tae Ji Youd ε--[ιοώα «| Κοιθά. 
0.0 — 0.00000 00000° 0.00000 00000 — 0.00000 00 — 1.57079 63 
0.1 0.09991 66979 -0.21743 05666 0.09055 92 — 1.35784 82 
0.2 0.19933 43325 — -0, 34570 88380 0.16429 28 1.25032 54 
0.3 0.29775 75802 -0.43928 21758 — 0.22391 79 — 1.11280 09 
04. 0.39469 85653 -0,50952 48283 0.27172 46 °— 1.11111 28 
0.5 — 0.48968 05066 -0,56179 54559 — 0.30964 29 — 1.06127 17 
0.6 — 0.58224 12719  -0.59927 15570 0.33929 99 — 1.01836 48 
0.7 — 0.67193 68094 — -0.62409 96341 0.36206 71 0.98109 70 
0:8 0.75834 44308 — -0, 63786 88991 — 0.37910 05 — 0.94821 80 
0.9 0.84106 59149 -0. 64184 01770 0.39137 42 — 0.91885 56 


0.91973 04101 -0. 63706 93766 0.39970 88 0. 89237 52 
0. 99399 71082 -0. 62447 91607 0. 40479 52 0. 86829 97 
1.06355 76711 -0. 60490 26964 0. 40721 52 0. 84626 10 
1.12813 83885 -0. 57911 12548 0. 40745 78 0. 82596 89 
1.18750 20495 -0. 54783 19295 0. 40593 39 0. 80719 04 


1.24144 95144 -0. 51175 90340 0. 40298 85 0. 78973 57 
1, 28982 09734 -0. 47156 13039 0. 39891 09 0. 77344 80 
1. 33249 68829 -0. 42788 62338 0. 39394 29 0.75819 62 
1. 36939 85727 -0. 38136 24134 0. 38828 68 0. 74386 97 
1.40048 85208 -0. 33260 04453 0. 38211 11 0. 73037 44 


NMR Ree вены 
< © ^^ м HWNKO 


. 0 1.42577 02932 --0. 28219 28501 0. 37555 Ш 0. 71762 95 
2. 1 1.44528 81525 -0. 23071 32490 0. 36873 67 0. 70556 50 
2. 2 1.45912 63387 -0. 17871 50399 0. 36174 98 0. 69412 02 
2. 3 1.46740 30303 -0. 12672 97284 0. 35467 38 0. 68324 16 
2.4 1.47029 39949 -0. 07526 50420 0. 34757 29 0. 67288 26 
2.5 1, 46798 09446 -0. 02480 29261 0. 34049 93 0. 66300 15 
2. 6 1.46069 96081 +0. 02420 24953 0. 33349 48 0. 65356 16 
2.7 1. 44871 25408 0.07132 69288 0. 32659 30 0. 64452 98 
2. 8 1.43231 15899 0. 11617 78353 0. 31981 99 0. 63587 68 
2.9 1.41181 57386 0. 15839 62206 0. 31319 59 0. 62757 60 
3.0 1.38756 72520 0. 19765 82565 0. 30673 62 0.61960 34 
3. 1 1. 35992 96508 0, 23367 66986 0.30045 18 0.61193 74 
3.2 1.32928 40386 0. 26620 20748 0. 29435 04 0. 60455 84 
3.3 1.29602 59125 0. 29502 36222 0. 28843 67 0. 59744 84 
3.4 1.26056 17835 0. 31996 99576 0. 28271 31 0. 59059 11 
3.5 1.22330 57382 0. 34090 94657 0. 27718 02 0. 58397 14 
3.6 — 1.18467 59706 0. 35775 03989 0. 27183 70 0. 57757 57 
3.7 1.14509 13136 0. 37044 06831 0. 26668 11 0. 57139 13 
3. 8 1.10496 78009 0. 37896 74266 0. 261:70 94 0. 56540 66 
3.9 1.06471 52877 0. 38335 61369 0. 25691 78 0. 55961 09 
4.0 1. 02473 41595 0. 38366 96479 0. 25230 18 0. 55399 42 
4.1 0.98541 21560 0.38000 67672 0.24785 61 0. 54854 72 
4.2 0. 94712 13375 0, 37250 06552 0. 24357 56 0, 54326 15 
4.3 0. 91021 52175 0. 36131 69475 С. 23945 46 0. 53812 91 
4. 4 0. 87502 60866 0. 34665 16398 0. 23548 74 0. 53314 27 
4. 5 0. 84186 25481 0. 32872 87513 0. 23166 83 0. 52829 52 
4.6 0. 81100 72858 0. 30779 77892 0. 22799 15 0. 52358 03 
4.7 0. 78271 50802 0. 28413 10351 0. 22445 13 0. 51899 19 
4:8 0. 75721 10902 0. 25802 06786 0. 22104 21 0. 51452 43 
4.9 0. 73468 94106 0. 22977 58227 0. 21775 83 0. 51017 24 
5.0 0. 71531 19178 0. 19971-93876 0. 21459 46 0. 50593 10 
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Таблица 11.1. Интегралы от функций Бесселя 


z z= sad 
fi socoat [ Yo (94 = f, To(t) dl ef, К 


0. 71531 19178 0.19971 93876 0. 21459 46 9. 50593 10 
0. 69920 74098 0. 16818 49405 0. 21154 58 0. 50179 55 
0. 68647 10457 0.13551 34784 0. 20860 68 0. 49776 16 
0. 67716 40870 0.10205 01932 0. 20577 28 0. 49382 :50 
0. 67131 39407 0. 06814 12463 0. 20303 89 0. 48998 19 


0. 66891 44989 0. 03413 05806 0. 20040 08 0. 48622 86 
0. 66992 67724 +0. 00035 67983 0. 19785 40 0. 48256 16 
0. 67427 98068 -0. 03284 98697 0. 19539 44 0. 47897 75 
0. 68187 18713 -0, 06517 04775 0. 19301 81 0. 47547 34 
0. 69257 19078 -0, 09630 01348 0. 19072 13 0. 47204 60 


0. 70622 12236 0.12595 06129 0. 18850 02 0. 46869 29 
0. 72263 54100 -0. 15385 27646 0. 18635 16 0. 46541 11 
0. 74160 64692 -0.17975 87372 0. 18427 20 0. 46219 83 
0. 76290 51256 -0. 20344 39625 0. 18225 84 0. 45905 20 
0. 78628. 33012 -0. 22470 89068 0. 18030 78 0. 45596 99 


0. 81147 67291 -0. 24338 05692 0.17841 74 0.45294 98 
0. 83820 76824 -0. 25931 37161 0. 17658 44 0. 44998 97 
0. 86618 77897 -0. 27239 18447 0. 17480 64 0. 44708 76 
0. 89512 09137 -0. 28252 78684 0. 17208 09 0. 44424 15 
0. 92470 60635 -0. 28966 45218 0. 17140 55 0. 44144 97 


0. 95464. 03155 -0. 29377 44843 0.16977 82 0. 43871 05 
0. 98462 17153 -0, 29486 02239 0. 16819. 68 0. 43602 22 
1.01435 21344 -0. 29295 35658 0, 16665 93 0. 43338 34 
1.04354 00558 -0. 28811 49927 0..16516 39 0. 43079 23 
1.07190 32638 -0. 28043 26862 0.16370 89 0.42824 76 


1.09917 14142 -0. 27002 13202 0.16229 24 0.42574 81 
1.12508 84628 -0. 25702 06208 0.16091 30 0. 42329 20 
1.14941 49299 -0. 24159 37080 0. 15956. 91 0. 42087 86 
1.17192 99830 -0. 22392 52368 0. 15825 93 0. 41850 63 
1.19243 33198 -0. 20421 93575 0. 15698 21 0. 41617 40 


1.21074 68348 0. 18269 75150 0. 15573 64 0. 41388 07 
1.22671 60587 -0. 15959 61109 0. 15452 08 0. 41162 52. 
1.24021 13565 -0. 13516 40494 0. 15333 42 0. 40940 65 
1.25112 88778 -0. 10966 01934 0. 15217 55 0.40722 37 
1.25939 12520 -0. 08335 07540 0.15104 36 0.40507 56 


1.26494 80240 -0. 05650 66385 0. 14993 74 0. 40296 15 
1.26777 58297 -0. 02940 07834 0. 14885 61 0. 40088 04 
1.26787 83120 -0, 00230 54965 0. 14779 88 0. 39883°15 
1.26528 57796 +0. 02451 01664 0. 14676 44 0. 39681 40 
1.26005 46162 0. 05078 29664 0. 14575. 23 0. 39482 69 


1.25226 64460 0.07625 79635 0.14476 16 0. 39286 97 
1.24202 70675 0.10069 08937 0.14379 16 0.39094 15 
1.22946 51666 0.12385 04194 0.14284 16 0. 38904 17 
1.21473 08237 0. 14552 02334 0. 14191 08 0. 38716 95 
1.19799 38314 0.16550 09969 0.14099 87 0. 38532 41 


1.17944 18392 0. 18361 20962 0. 14010 46 0. 38350 53 
1.15927 83464 0. 19969 32017 0. 13922 78 0. 38171 20 
1.13772 05614 0. 21360 56169 0. 13836 79 0. 37994 39 
1.11499 71504 0. 22523 34059 0. 13752 43 0. 37820 03 
1. 09134 58985 0. 23448 42919 0. 13669 65 0. 37648 06 


1.06701 13040 0.24129 03183 0. 13588. 40 0. 37478 .43 
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Таблица 11.2. Ивтегралы от функций Бесселя 


r z1—Jo() “ Yo(t) asf 20> “ Κο!) 
f. τ at | dt ε [ — dl ας: [| ee at 
0.0 0.00000 000 --ο 0. 00000 000 0, 000000 
0.1 0. 00124 961 -1. 34138 382 0. 00113 140 0. 368126 
0.2 0. 00499 375 -0. 43423 067 0. 00409 877 0. 460111 
0.3 0. 01121 841 -0. 05107 832 0. 00835 768 0. 506394 
0.4 0. 01990 030 +0. 15238 037 0. 01347 363 0. 532910 
0.5 0. 03100 699 0. 26968 854 0, 01910 285 0. 548819 
0.6 0. 04449 711 0. 33839 213 0. 02497 622 0. 558366 
0:7 0. 06032 057 0. 37689 807 0. 03088 584 0. 563828 
0. 8 0. 07841 882 0. 39543 866 0. 03667 383 0. 566545 
0.9 0. 09872 519 0. 40022 301 0. 04222 295 0. 567355 
1. 0 0. 12116 525 0. 39527 290 0. 04744 889 0. 566811 
1:1 0.14565 721 0. 38332 909 _0. 05229 376 0. 565291 
ео 0.17211 240 0. 36633 694 0. 05672 080 0. 563058 
1.3 0. 20043 570 0. 34572 398 0.06070 995 0. 560302 
1.4 0.23052 610 0. 32256 701 0. 06425 420 0. 5571 63 
1..5 0.26227 724 0.29769 696 0. 06735 663 0. 553745 
16 0.29557 796 0. 27176 713 0.07002 797 0. 550126 
1:7 0. 33031 288 0. 24529 896 0. 07228 458 0. 546364 
1.8 0. 36636 308 0.21871 360 0. 07414 688 0. 542506 
1.9 0.40360 666 0.19235 409 0. 07563 806 0. 538587 
2.0 0.44191 930 0.16650 135 0. 07678 298 0. 534635 
2.1 0. 48117 541 0.14138 594 0. 07760 744 0. 530670 
2.2 0.52124 775 0.11719 681 0. 07813 746 0.526711 
2.3 0. 56200 913 0. 09408 798 0. 07839 884 0. 522768 
2.4 0. 60333 248 0. 07218 365 0. 07841 674 0. 518854 
2.5 0. 64509 164 0.05158 229 Ὁ, 07821 544 0. 514976 
2:6 0. 68716 194 0. 03235 987 0. 07781 809 0.511139 
27 0.72942 081 +0.01457 248 0.07724 664 0. 507350 
2.8 0. 77174 836 -0. 00174 144 0. 07652 168 0. 503610 
29 0. 81402 795 -0. 01655 931 0. 07566 245 = 0.499924 
3.0 0. 85614 669 -0. 02987 272 0.07468 681 0. 496292 
3.1 0. 89799 596 -0 04168 613 0. 07361 124 0. 492717 
3.2 0. 93947 188 -0. 05201 554 0. 07245 090 0. 489198 
4:3 0. 98047 571 -0. 06088 740 0. 07121 963 0. 485736 
3.4 1. 02091 428 -0. 06833 756 0. 06993 006 0. 482332 
3.5 1. 06070 032 -0. 07441 025 0.06859 360 0. 478984 
3.6 1. 09975 277 -0. 07915 722 0. 06722 060 0. 475694 
3.7 113799 707 -0. 08263 683 0. 06582 033 0. 472459 
3 8 117536 536 -0; 08491 323 0. 06440 109 0. 469280 
3.9 1. 21179 667 -0. 08605 553 0. 06297 029 0. 466155 
4.0 1.24723 707 -0. 08613 706 0.06153 450 0. 463085 
4.1. 1. 28163 975 -0. 08523 459 0. 06009 952 0. 460067 
4.2 1. 31496 504 -0. 08342 762 0. 05867 042 0. 457100 
4.3 1. 34718 044 -C. 08079 769 0.05725 166 0. 454185 
4.4 1. 37826 060 -0. 07742 769 0. 05584 708 0. 451320 
д.5 1.40818 716 -0. 07340 123 0. 05446 000 0. 448503 
4.6 1. 43694 870 -0. 06880 199 0. 05309 325 0. 445734 
4.7 1. 46454 052 -0 06371 317 0. 05174 921 0. 443012 
4.8 1.49096 446 -0. 05821 690 0.05042 989 0. 440335 
4.9 1.51622 864 -0. 05239 371 0. 04913 691 0. 437703 
5.0 1.54034 722 -0. 04632 205 0. 04787 161 0. 435114 
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Ki,(x) = { καο dt, Kia(x) = ! Ки -1(0) dt, 


п = 1(1)16, x = 0(0.05) 0.2(0.1) 2, 3, 9D. 
11.12. Бурсиан В. Р., Фок В. Таблицы функций 


ΐ Ко(х) ах, ΐ [ο(χ) dx, ΠΠ Ко(х) ах, ε-ῦ (сэ ах.— 
х 0 x 0 


Труды ин-та физики и математики AH CCCP, 
1931, 2, с. 6—10. 


[ καὐ dt, x = 000.1)12, 70; «5 | Ko) dt, x = 
0 я 


— 0(0.1)16, 7D; { In(t) dt, x = 00.16, 7D; 
0 


x 
= | 10) dt, x = 0(0.1)16, 7D. 
0 


11.13. Чистова Ὁ. А. Таблицы функций Бесселя от 
действительного аргумента и интегралов от них. 
— М.: Изд-во АН СССР, 1958. 


Ти(х), Yn(x), | dt, fn 


x x 
п = 0,1; x = 0(0.001) 15(0.01) 100, 7D. 


11.14. Hitchcock А. J. М. Polynomial approximations 
to Bessel functions of order zero and one and to 
related functions. — Math. Tables Aids Comp., 
1957, 11, р. 86—88. 


χ 


Аппроксимации многочленами для \ Jo(t) dt и 
0 


| ( Ko(t) dt. 


11.15. Horton С. W. A short table of Struve functions 
and of some integrals involving Bessel and Struve 
functions. — J. Math., Phys., 1950, 29, p. 56—58. 


2 ; Е 
С„(х) = ! по dt, п = 1(1)4, x = 0(0.1)10, 4D; 
0 


x 
D(x) = \ т H(t) dt в = 0(1)4, x = 00.110, 4D, 
0 


где H,(x) — функция Струве, см. гл. 12. 
11.16. Jaeger J. С. Repeated integrals of Bessel functio ns 


and the theory of transients in filter circuits. — 
J. Math. Phys., 1948, 27, p. 210—219. 


fia) = {бд dt, лед = fra dt, 7H), "= 
0 0 


= 1(1)7, x = 0(1)42, 8D; Φι(α) = \ 2х x 
0 


x Г. dt, Du(x), Фи(х), п = 1(1)7, x = 0(1)24, 4D. 


11.17. Кармазина Л. Н., Чистова Ὁ. A. Таблицы 
функций Бесселя от мнимого аргумента и интегра- 
лов от них. — М.: Изд-во АН СССР, 1958. 


1 
e~7] о(х), πω ι(χ), e* K(x), е?К ι(χ), Е. =", \ 1 0(1) dt 3 
0 


её ! Ко dt, x = 0(0.001) 5(0.005) 15(0.01)100, 
x 


7D, кроме εὖ, для которой даны 7S. Для удоб- 
ства интерполяции около нуля протабулированы 
вспомогательные функции. 
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11.18. Knudsen Н. Г. Ridrag til teorien for antennesys- 
temer med hel eller delvis rotations-symmetri. — 
penaaen; I Kommission Has Teknisk Forlag, 

53. 


$ 
1; dt, п = 0(1)8, x = 0(0.01)10, 5D; 
$ 


| Jats) ef dt, и = р o=x—t. 
0 
11.19. Luke У. Г., Ufford О. Tables of the function 
Хх 
Жо) = ко dt. —Math. Tables Aids Comp., 129. 
0 


Ko(x) = —[v + In(x/2)] Aix) + Aa), 
A(x), A2{x); x = 0(0.01) 0.5(0.05)1, 8D. 


a 
11.20. Mack C., Castle Μ., Tables of | F(x) dx and 
0 


co 
\ Ko(x) dx. — Roy Soc. Unpublished Math. Table 
a 


File № 6. 
α = 0(0.02) 2(0.1)4, 9D. 
11.21. Muller G. М. Table of the function Kin(x) = 


x 


= x-* { и" Ко(и) du. Office of Technical Services. 
0 
— Washington: 


п = 0(1)31, x = 0(0.01)2(0.02)5, 85. 


11.22. National Bureau of Standards. Tables of functions 
and zeros of functions. — Washington: Govern- 
ment Printing Office, 1954. — (Applied Math. 
Series; 37) 


Department of .Commerce, 1954. 


х х 
ty p. 2t— 31: \ Jo(t) dt, | Y(t) dt, x=0(0.01)10, 10D; 
0 0 


11. ИНТЕГРАЛЫ OT ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ 


2) р. 33—39: ECO аи, x = 0(0.1)10(1)22, 10D; 


F(x) = \ Jo(t) аш (x/2), x=0(0.1)3, 10D; 


x 
F(®(x)/n!, x = 10(1)22,  n = 0(1)13, 12D. 


11.23. National Physical Laboratory. Integrals of Bessel 
functions. — Roy. Soc. Unpublished Math. Table 
File Ne 17. 


© “η \ Y(t) dt, x = 0(0.5)50, 10D. 
0 | 0 


x 
11.24. M.Rothman. Table ог 1(х) dx for 0(0.1)20(1)25. 


0 
— Guart. J. Mech., Appl. Math., 1949, 2, p.212—217. 
8S—9S. 


x 
11.25. Schmidt P. W. Tables of | Jo(t) dt for large x. — 
0 


J. Math. Phys., 1955, 34, р. 169—172. 
x = 10(0.2)40, 6D. 


11.26. Watson С. М. A treatise on the theory of Bessel 
functions. — Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1958. 
Table VIII, p. 752. 


χ x 


5 Jo(t) dt, > Yo(t) dt, x = 0(0.02)1, 7D 
0 


- with the first 16 maxima and minima of the inte- 
grals to 7D. 
Русский перевод: Ватсон Г. H. Teo- 
pus бесселевых функций. — М.: ИЛ, 1949, 4.2, 
Табл. УШ. 


ЛИТЕРАТУРА, ДОБАВЛЕННАЯ ПРИ ПЕРЕВОДЕ 


11.27. Градштейн И. С., Рыжик И. М. Таблицы 
интегралов, сумм, рядов и произведений. — Μ.: 
Наука, 1971. 


Глава: 12 
ФУНКЦИИ СТРУВЕ И РОДСТВЕННЫЕ ИМ ФУНКЦИИ 


М. АБРАМОВИЦ 


СОДЕРЖАНИЕ 
т Е ре анны 313 
12.2. Модифицированиая функция Струве 1,.(2) ..................-.-..........:.... 315 
12 5, Фаня Пане м НЕО сроки HE OS рае bd RETR 316 
DO ce bee eae ее eee 317 
Таблана ПТ. ЕСО: occ chk cowed bavi erect ewes tees 318 
x 
Ho(x), н.о), | Нк dt, fo) — 169, Во) 169, 
0 
x [» ο) 
πο -- Το] dt, - енко dt, x = 0(0.1)5, 50) — 7D. 
0 μ x 
Таблица 12.2. Функции Струве при больших значениях аргумента ............ 319 
x 
2. 
Ho(x) — Υε(χ), Hix) — 70), \ Но) — Υο(0] — = In x, 
; Τι 
. 0 
x 
2 
Io(x) — Lo(x), L(x) — ΠΩ), [ta — 206] df — — In x, 
‘ п 
fo 2] 
! [Нод -- Убе x = 0.2(—0.01) 0, 6D. 
>. 
о р рр ео 320 
12.1. ФУНКЦИЯ СТРУВЕ Η (2) 
Дифференциальное уравнение и его общее ремение Разложения в степенной ряд 
v+1 wi 55 > ТА ak 
12.1.1, 20 9% Ὃς... Ct 12.1.3. H\(z) = В πι кк  .---- 
422 dz ψπτίν + 1/2) 2] Ξ cuca: v + 3/2) 
Общим решением является функция 2 ; „5 
12.1.4. Ho(z) = =|? -- -------- + ----- — - . 
π |2. 3? 15-35. > 


12.1.2. и = aJ,(z) + bY (2) + H(z), 


12.1.5. Hy(z | Е В --- |. 


где а, b — постоянные, 2-*Н\(2) — целая функция 2. Ps. ΓΘ 7 
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Интегральные представления 
(Re v> — 1/2) 
1 
\ (1 — ϐ)»-1!: sin (σὴ dt. 
0 


222) 
12.1.6. Н.(2) = иг 
2(2/2}᾽ 


π|2 
-------------- \ sin (2 cos 0) οἰπ'» 040. 
{πΓ(ν + 1/2) \ 


12.1.7. H\(z) = 


0 
12.1.8. H,(z)= Υ.(Ζ-. ran τ ! ο-21(] + [2-13 


0 
(| arg Ζ| < π|2) 
Рекуррентные соотношения 
У 
о ε΄. 
2 Νπ[ίν + 3/2) 
ν 
12110. Hy1 — Hya = 20, — —@/)” _. 
V πΓ(ν + 3/2) 


12.1.11. Hi = Ε =H, 


п 
а 
12.1.12. = (2ΖῊἩν — САН; МАЕ 
42 


12.1.13. © (2—Н.) 


42 у Κπλγίν 3/2) _ 


Ζ Ἣνιι. 


Некоторые свойства 


12.1.14. Н(х)>0 (x>0 4H v 21/2). 
12.1.15. H_(n4172)(Z) = (-- 1)” Jny1j2(z) 


(п — пелое положительное или нуль). 


2 γ1/2 
12.1.16. Н!,2(2) = (=) (1 — cos 2). 
πΖ 


1/2 1/2 
12.1.17. ΗΟ .(2) = fs ( + + = а х 
к 


22 TZ 
‘ COS Z 
x (sin z+ | . 
Z 


12.1.18. Hy(ze™™!) = ето (2) (т — целое). 


4 wen Jy 2) 
12.1.19. H(z) = — >. 
а 


hao 2k + 1 
[» ο) 
12120. Hy) = 2 — 2 люда yy 22 
% п £4 4k? — 1 
У-+1 
12.1.21. H(z) = -.222" op E ay. 
V nl (v + 3/2) 2 


12. ФУНКЦИИ СТРУВЕ 


My (2) 


Рис. 12.1. Функции Струве Н»(х); п = 0(1)3. 


Рис. 12.3. Функции Струве Hnr(x); x = 3, 5. 
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Интегралы (см. гл. 11) 


п 


12.1.22. \ Г'Но()аЕ = 


>=—8 
[) 


3-1 =... 
12.1.23. Н t dt = —— = "Ἠψμίῳ -- 
i = ip 12.35.4 
0 
78 
———— ----- ооо e 
12. 32. 52. 6 | 


3 
12.1.24. [νο фе 
0 


2 
рун 2). 
2ν У πΓ(ν + 3/2) ΄ 

Интеграл Струве 
ce 
= 2 2 we { 
t-*H,(t) dt = — H,(z) + — \ ¢°H(t) dz. 
TZ к 


= 


12.1.25. = 
п 


N < 8 


12.1.26. t7H)(t) dt = 


a |-> 
Ν Ὁ «ἃ 


3 5 
mS ee ee]. 
г. 12.31.3 5--2.5.5 


12.1.27. \ гимн, (рае = 2) τε (πμ/2, 
о | Dev -- (2) + 1) 


(| Re pn] <1, Κεν» Re цв — 3/2) 


3 
12.1.28. Если /. (2) = {HO t’dt, то 
0 


νη = Ων + 1)/ν(2) — 2° A(z) + 
- 2+2 


м—— R —1/2). 
Ἐπεήπρπταβτοεη kerr 7 


Асимптотические разложения для больших |2| 


12.1.29. H(z) — Y\(z) = 
am тт ΓίΚ + 1/2) 


=— + Ам 


nm 5 ГО + 12 — Ю (22 


(ам) ἕω = О, 


Если v — действительное, 2 — положительное и m+ 
+ 1/2 —у>0, то остаток Rm по абсолютной величине 
меньше, чем первый отброшенный член, и имеет тот же 
знак. 


: 2. 22 
12.1.30. H(z) — Yo(z)~ 2 ic Se ee 
п 2 г 
2. 38. 53 
а Ἔ | (| arg z| < п). 
27 
a. 
12.1.31. H,(z) — Y¥,(z) --| ,i_ 13 
π г 24 
12. 32.5 


— “Ἴ (| arg 2| «π). 


76 
12.1.32. \ [Ho() — У dt — 
0 


2 >> (—1)* 402k)! (2k —1)! 


-=1 2 
[In (22) +] ~ =p > (ie? (22) 


(| arg 2| < п), 
где γ = 0.57721 56649... — постоянная Эйлера. 
со 
12.1.33. \ t[Ho(t) — У] dt ~ 
8 
- —1)"12k)!P 
oy} р (2k + 1)(2z)?* 


(| arg z| < т). 


Асимптотические разложения для больших 
порядков 


12.1.34. H(z) — ¥\(z) ~ 


222" <2 kbp 
nya a 
π[(ν + 1/2) k=0 2 


(larg 2| < 7/2, |у|< |121), 


2(z/2)¥ A Κίδκ 
J xI'(v + 1/2) δ, де 
(| vj > |2). 


12.1.35, Н.(2) + iJ\(z) ~ 


12.2. МОДИФИЦИРОВАННАЯ ФУНКЦИЯ СТРУВЕ L,(z) 


Разложение в ряд 
12.2.1. 1,(Ζ) = — ἰε-ἰνπ/5Η (iz) = 


V+1 2 (α|2 26 
-(3 | > DR + 3/2)0(k + ν + 3/2) 


Интегральные представления 


π/|2 
12.2.2. L,(z) = Azle)" \ sh (2 cos 0) sin?” 0 40 


J πΓ(ν + 1/2) ) 
(Re v> —1/2). 
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12.2.3. Ι.{χ) — L(x) = Асимптотическое разложение для больших ἰΖ| 


12.2.6. Ly(z) — [..(2) ~ 


со 
ν 
= НТ \ sin (tx) (1 + fy dt 
п Г(у + 1/2) о о» (— ПЕН Г + 1/2) 
(Βεν < 1/2, x >0) ™ pmo Г + 12 — k) (2/2)? 
(| arg 2| < 7/2). 
Рекуррентные соотношения 
Интегралы 
2 2 
12.2.4. Ly-1 πος Lyi в = Ly a ВЕ _ a - 
Ζ Νπζίν + 3/2) . 
2 4 6 
(2/2) 12.2.7. [Loto at = ai ar + : = Я |: 
12.2.5. Lyi t+ Lyi = 2L, — о. : πι Ра “32.52. 6 
ψπΓίν + 3/2) 
2 
/ ᾿ 
[1 (2) 12.2.8. и — L,(t)] dt — — [In (22) + y]~ 
[-2 4-5 п 
δ : 1 Fy |. i 0 
; \ \ / / 6; / 
Ζ 2-5 6-5 Lo ; Ly , и 6; 
3 \ ΄ Ε = ! в = ! 
ion . ИЯ. CES пл 
st \ it foigf a хр (kYF (22) 
\ ‘ oa ΄ ΄ ν 
: τ ο Py 2. ry, Ly 
Ῥ о ==” х ee ee Е. =. 2 2 
р ας." ἩΊ 12.2.9. JLo ay es eee 
й == Сы it = ==” a £5 [13 
25 we AG 20.-“” 80 36 49 45 < . 
-7 τω at 
“2 ре -2 72-4 Связь с модифицированными сферическими 
ΗΝ, ΄ функциями Бесселя 


Рис. 12.4. Модифицированные функции Струве 12.2.10. Г. (η/ι/ω (2) = Ingi2(z) (п — положительное или 
Γαία); п = 0(1)5. нуль). 


12.3. ФУНКЦИИ АНГЕРА И ВЕБЕРА 


Функция Ангера Соотношения между функциями Вебера и Струве 
(и — целое положительное или нуль) 


к 
12.3.1. Jz) = ΚΑ [с (vO — z sin 0) dO. 
0 


[("— 1)/2] n—2k-1 
ы 12.3.6. E,(z) = ΕΠ + 12) ЕЕ — H_,(z). 
п $= Г(и + 1/2 — k) 
12.3.2. Jn(z) = Jn(z) (п — целое). 
12.3.7. E_»(z) = 
Функция Вебера _ рам [υ--1}/2] — ~/)\-nt2ktH 
a ee пы 


π ΕΙ ΤΚ + 3/2) 
| 

11313. Ἐίοὶ---- 
we . 


п 
[sin (vO — z sin 0) dO. Ι 
: 12.3.8. Eo(z) = —Но(2). 


Соотношения между функциями Ангера и Вебера 12.3.9. Ει(α) = ae H;,(z). 
к 
12.3.4. sin (уп) J\(z) = cos (уп) E\(z) — E_,(z). 


25 
12.3.5, sin (уп) Ε.(2) = J_,(z) — cos (νπ) J,(z). 12.3.10. E,(z) = he H,(z). 
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ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Вычислить L,(2) с 6D. Из табл. 12.1 
имеем J,(2) — Lo(2) = 0.342152, из табл. 9.11 имеем Ι-(2) = 
= 2.279585, так что L,(2) = 1.937433. 


Пример 2. Вычислить H,(10) с 6D. В табл. 12.2 
находим для x? = 0.1 Но(10)— Y,(10) = 0.063072. Из 


табл. 9.1 имеем Y,(10) = 0.055671. Следовательно, H,(10)= 
= 0.118743. 


x 
Пример 3. Вычислить но dt ana х = 6 © SD. 
0 


Используя табл. 12.2, 11.1 и 4.2, получаем 


C—O? ον 


6 
H,(t) dt = \ Yo(t) dt + - In 6 + 2 (6) = 
у" 
0 


= —0.125951 + (0.636620) (1.791759) + 
+ 0.816764 = 1.83148. 


Пример 4. Вычислить H,(x) для x = 4, —п = 0(1)8, 
с 6S. Из табл. 12.1 имеем Но (4) = 0.1350146, H,(4) = 
= 1.0697267. Используя 12.1.9, находим 


H_,(4) = —0.433107, H_,(4) = 0.689652, 
Н (4) = 0.240694, H_,(4) = —1.21906, 
H_,(4) = 0.152624, H_(4) = 2.82066, 
H_,(4) = —0.439789, H_,(4) = —8.24933. 


Пример 5. Вычислить Н»(х) для п = 0(1)10 с 75. 
Начиная со значений H,(4) и H,(4) и используя рекур- 
рентную формулу 12.1.9 для возрастающих значений п, 
получим 


Но(4) = 0.13501 46, Н, (4) = 0.05433 54, 
Н, (4) = 1.06972 67, H, (4) = 0.01510 37, 
H,(4) = 1.24867 51, Н, (4) = 0.00367 33, 
Н.(4) = 0.85800 95, Н, (4) = 0.00080 02, 
H,(4) = 0.42637 41, Hyo(4) = 0.00018 25. 
H,(4) = 0.16719 87, 


Заметим, что при п > 6 происходит быстрая потеря вер- 
ных значащих цифр. Поэтому, используя 12.1.3 для x = 4, 
находим 


H,(4) = 0.00079 35729, Hio(4) = 0.00015 447630 


и применяем рекуррентную формулу 12.1.9 для убывающих 
значений п. Получаем 


Н, (4) = 0.00367 1495, Н.(4) = 0.85800 94, 
H,(4) = 0.01510 315, Н,(4) = 1.24867 6, 
H,(4) = 0.05433 519, Н,(4) = 1.06972 7, 
H,(4) = 0.16719 87, Но(4) = 0.13501 4. 
H,(4) = 0.42637 43, 


Пример 6. Вычислить L,(0.5) для п = 0(1)5 с 8S. 
Из формулы 12.2.1 находим 150.5) = 9.6307462 : 10-7, 
L,(0.5) = 2.1212342 . 105. Затем с помощью рекуррентной 
формулы 12.2.4 получаем 


L,(0.5) = 3.82465 03. 10-4, 
Γ.(0.5) = 5.36867 34- 10-3, 
Γη(0.5) = 0.05394 2181, 
Lo(0.5) = 0.32724 068. 


Пример 7. Вычислить L,(0.5) для —п = 0(1)5 с 65. 
Из табл. 12.1 и 9.8 находим L,(0.5) = 0.327240 и L,(0.5) = 
= 0.053942. Используя рекуррентную формулу 12.2.4 для 
убывающих значений индекса, получим 


Г, ι(0.5) = 0.690562, 1, (0.5) = —75.1418, 
Ι, (0.5) = —1.16177, 1. 5(0.5) = 1056.92. 
L_,(0.5) = 7.43824, 


Пример 8. Вычислить L(x) для х=б и —п= 
= 0(1)6с 85. Из табл. 12.2 и 9.8 находим L,(6) = 67.124454, 
Г. (6) = 60.725011. Используя 12.2.4, находим 


Г,_1(6) = 61.361631, Г, (6) = 16.6266028, 
1, ϱ(6) = 46.776680, 1, .(6) = 7.984089, 
L_2(6) = 30.159494, 1, ‹(6) = 3.32780. 


Отметим, что существенной потери точности не проис- 
ходит до п = —6. Однако для следующих значений п 
рекуррентная процедура становится неустойчивой. В этом 
случае прибегают к приему, аналогичному описанному в 
примерах 5 и 6. 
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т ο Н t 
z Ho(2) но [ви цо-ь® hehe ло 2° и 
0.0 0.00000 00 0.00000 00 0. 000000 1. 000000 0. 000000 0. 00000 1. 000000 
0.1 0. 06359 13 0. 00212 07 0. 003181 0. 938769 0. 047939 0. 09690 0. 959487 
0. 2 0. 12675 90 0. 00846 57 0. 012704 0. 882134 0. 091990 0. 18791 0.919063 
0,3 0.18908 29 0.01898 43 0.028505 0. 829724 0. 132480 0. 27347 0. 878819 
0. 4 0. 25014 97 0. 03359 25 0. 050479 0.781198 0. 169710 0. 35398 0. 838843 
0.5 0. 30955 59 0. 05217 37 0. 078480 0. 736243 0. 203952 0. 42982 0. 799223 
0. 6 0. 36691 1-4 0. 07457 97 0. 112322 . 0. 694573 0. 235457 0. 50134 0. 760044 
0. 7 0. 42184 24 0. 10063 17 0. 151781 0. 655927 0. 264454 0. 56884 0. 721389 
0. 8 0. 47399 44 0. 13012 25 0. 196597 0. 620063 0. 291151 0. 63262 0. 683341 
0. 9 0. 52303 50 0. 16281 75 0. 246476 0. 586763 0. 315740 0. 69294 0. 645976 
50 0. 56865 66 0. 19845 73 0. 301090 0. 555823 0. 338395 0. 75005 0. 609371 
Ре 0. 61057 87 0. 23675 97 0. 360084 0. 527058 0. 359276 0. 80418 0. 573596 
1.2 0. 64855 00 0. 27742 18 0. 423074 0. 500300 0. 378530 0. 85553 0. 538719 
κ ΕΚ 0. 68235 03 0.32012. 31 0. 489655 0. 475391 0. 396290 0. 90430 0. 504803 
1.4 0. 71179 25 0. 36452 80 0. 559399 0. 452188 0. 412679 0. 95066 0. 471907 
‚РР 0. 73672 35 0. 41028 85 0. 631863 0. 430561 0. 427810 0. 99479 0. 440086 
1.6 0. 75702 55 0. 45704 72 0. 706590 0. 410388 0. 441783 1. 03682 0. 409388 
1.7 0. 77261 68 0. 50444 07 0. 783111 0. 391558 0. 454694 1. 07691 0. 379857 
1.8 0. 78345 23 0. 55210 21 0. 860954 0. 373970 0. 466629 1.11518 0. 351533 
1.9 . 0. 78952, 36 0.59966 45 0. 939643 0. 357530 0. 477666 1.15174 0. 324450 
ye 0.79085 88 0.64676 37 1. 018701 0. 342152 0. 487877 1. 18672 0. 298634 
.α 0. 78752 22 0. 69304 18 1. 097659 0. 327756 0. 497329 1.22020 0. 274109 
р 0. T7961 3 0. 73814 96 1. 176053 0.314270 0. 506083 1, 25230 0. 250891 
2. 3 0. 76726 65 0. 78174 98 1.253434 0. 301627 0. 514194 1.28309 0. 228992 
2.4 0. 75064 85 0. 82351 98 1, 329364 0. 289765 0. 521712 1. 31265 0. 208417 
2,5 0.72995 77 0.86315 42 1.403427 0. 278627 0: 528685 1.34106 0. 189168 
2.6 0. 70542 23 0.90036 74 1.475227 0. 268162 0. 535156 1. 26840 0. 171238 
2.7 0.67729 77 0.93489 57 1.544392 0. 258319 0. 541164 1. 39472 0. 154618 
2. 8 0. 64586 46 0.96649 98 1. 610577 0. 249056 0. 546746 1.42008 0, 139293 
2.9 0. 61142 64 0. 99496 63 1. 673465 0. 240332 0. 551933 1.44455 0. 125242 
3.0 0.57430 61 1.02010 96 1.432773 0. 232107 0. 556757 1.46816 0. 112439 
ce | 0.53484 44 1.04177 30 1. 788248 0. 224348 0.561246 1. 49098 0. 100857 
1.4: 0, 49339 57 1. 05983 03 1.839675 0. 217022 0. 565426 1. 51305 0. 090460 
3.3 0. 45032 57 1.07418 63 1.886873 0. 290099 0. 569319 1.53440 0. 081212 
3. 4 0. 40600 80 1.08477 74 1.929699 0, 203553 0.572948 1.55508 0.073071 
η 0. 26082 08 1.09157 23 1.968046 0. 197357 0. 576333 1.57512 0. 065992 
3.6 0. 21514 40 1.09457 16 2. 001847 0. 191488 0.579492 1.59456 0. 059928 
3.1 0.26935 59 1. 09380 77 2. 031071 0. 185924 0. 582442 1.61343 0. 054829 
3.8 0, 22382 98 1. 08934 44 2. 055726 0. 180646 - 0. 585199 1.63176 0. 050642 
5 Ἄς. 0. 17893 12 1.08127 62 2. 075858 0. 175634 0. 587776 1. 64957 0. 047311 
4.0 0.13501 46 1.06972 67 2. 091545 0. 170872 0. 590187 1.66689 0. 044781 
4. 1 0. 09242 08 1.05484 79 2. 102905 0. 166343 0. 592445 1. 68375 0. 042994 
4.2 0. 05147 40 1.03681 86 2. 110084 0. 162032 0. 594560 1. 70017 0.041891 
4,3 +0.01247 93 1.01584 22 2. 113265 0.157926 0. 596542 1. 71616 0. 041414 
4. 4 -0. 02427 98 0. 99214 51 2. 112655 0. 154012 0. 598402 1. 73176 0. 041502 
4. 5 -0. 05854 33 0.96597 44 2. 108492 0. 150279 0. 600147 1.74697 0. 042096 
4.6 -0. 09007 71 0. 93759 56 2. 101037 0. 146714 0. 601787 1. 76182 0. 043139 
4.7 -0. 11867 42 0.90729 01 2. 090574 0. 143309 0. 603328 1. 77632 0. 044571 
4. 8 0. 14415 67 0.87535 28 2. 077406 0. 140053 0. 604777 1.79049 0. 046335 
4.9 -0. 16637 66 0.84208 90 2.061852 0. 136938 0. 606142 1.80434 0. 048376 
5.0 -0.18521 68 0.80781 19 2. 044244 0.133955 0. 607426 1. 81788 0. 050540 
[98] [45] rad [#8] (-85] [πὰ [-93] 
a | 5 5 5 5 4 4 


12. ФУНКЦИИ СТРУВЕ 


Таблица 12.1. Функции Струве: 


[0—3 


Функции Но(х), Н.(х), L(x), Та(®) взяты из [12.11]. 


Функции но dt, πιο — ΓΚΟῚ] dt, 2 
π 
0 0 


x 


(9 
t 


dt взяты из [12.8]. 


ФУНКЦИИ СТРУВЕ ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ АРГУМЕНТА 


Таблица 12.2. Функ Струвеции при больших значениях аргумента 


319 


т' Н@)-У() ΗΙ(α)--Υι(α) f(z) I(z)-L (xz) (z)—L,(z) AC?) fax) «25» 
0, 20 0. 123301 0. 659949 0. 819924 0. 133955 0. 607426 0. 793280 0.125868 5 
ИЕ. 0. 117449 0. 657819 0. 818935 0. 126683 0. 610467 0. 794902 ‘0.119694 5 
0. 18 0. 111556 0. 655774 0. 817981 0. 119468 0. 613348 0. 796448 0. 113505 ё 
0. 17 0. 105625 0. 653818 0. 817062 0. 112319 0. 616060 0. 797910 0.107299 ς 
0. 16 0. 099655 0. 651952 0. 816182 0. 105242 0. 618598 0. 799279 0. 101079 6 
9.15 0. 093647 0. 650180 0. 815341 0. 098241 0. 620955 0. 800551 0. 094843 7 
0. 14 0. 087602 0. 648504 0. 814541 0. 091318 0. 623129 0. 801721 0. 088593 7 
ae κ 0.081521 0. 646927 0. 813785 0. 084474 0. 625119 0. 802787 0.082328 8 
0, 12 0. 075404 0. 645452 0.813074 ° 0.077706 0. 626927 0. 803750 0. 076051 8 
0. 11 0. 069254 0. 644081 0. 812411 0. 071010 0. 628558 0.804611 0. 069761 9 
0. 10 0. 063072 0. 642817 0. 811796 0. 064379 0. 630018 0.805374 ‘0.063460 10 
0. 09 0. 056860 0. 641663 0. 811232 0. 057805 0. 631315 0. 806047 0.05714Τ 11. 
0.08 0.050620 0. 640622 0. 810722 0. 051279 0. 632457 0. 806634 0.050824 13 
0.07 0. 044354 0. 639696 0. 810266 0. 044793 0. 633450 0.807140 0.044492 14 
0.06 0.038064 0. 638888 0. 809866 0. 038340 0. 634302 0. 807572 0.038152 17 
0. 05 0. 031753 0. 638200 0. 809525 0. 031912 0. 635016 0. 807933 0.031805 20 
0.04 0.025425 0. 637634 0. 809244 0. 025506 0. 635596 0. 808225 0. 025451 25 
0.03 0.019082 0. 637191 0. 809023 0.019116 0. 636045 0. 808450 0. 019093 За 
0.02 0.012727 0. 636874 0. 808865 0. 012738 0. 636365 0.808611 0.012731 50 
0. 01 0. 006366 0. 636683 0. 808770 0. 006367 0. 636556 0. 808706 0.006366 100 
0.00 0.000000 0. 636620 0. 808738 0. 000000 0. 636620 0. 808738 0. 000000 ος 


в 


ge 


[-9 


co 


ee 


f(A - укош- шале) 


лье — Polat =# In 2+ fale) 


|‘ =| 


[- δ 


Уно 


<x) — ближайшее к х целое число. 


Рекуррентная формула 12.1.9 с начальными значаениями Но(х) и Hy(x) может применяться для вычисления H,(x) при п< 0. 
Если п < x/2, Hn(x) можно вычислять рекурренцией «вперед». При n> x/2 этот метод неустойчив. В этом случае 
выбирая k > x, вычисляют Ηχίχ) и Ηχμ(χ) по формуле 12.1.3 и затем применяют 12.1.9 «назад». 

Если п> 0, Ln(x) может вычисляться с помощью рекурренции «вперед». При п< 0 для Г»(х) применяется 
рекурренция «назад», если L,(x) возрастает, и рекурренция «вперед», если Ly(x) убывает. 

См. примеры 4 — 8. 
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131. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНКЦИИ КУММЕРА И ФУНКЦИЙ УИТТЕКЕРА 


Уравнение Куммера 


d*w 


2 


13.4.4.. Σ 


+ (b — z) вы 


2 2 


Это уравнение имеет регулярную особенность при 2 = 0 
и иррегулярную особенность в точке со. Первым линейно 
независимым решением является 
Функция Куммера 
13.1.2. M(a, b, 2) = 


2 
m1 SZ Daz г" 
b (b)s2! (b) nn! 


где (а)в = а(а + 1) (2+ 2)..(a@+n— 1), @o=1. 


Второе решение имеет вид 


и 


13.1.3. U(a, b, 2) = 
mf Ма, 2) _ 


~ sin πρ В +a—b)T(b) 


_ ль MU +a—b, 2—6, 2)] | 
Γ(α) ΓΩ — ὁ) 


21 — под ред. В. А. Диткина, Л. H. Кармазиной 


и 


Параметры 


(т, n— положительные целые) Μία, ὂ, 2) 


ὂ - —п, ал-т сходящийся ряд для всех 


значений а, b, 2 


——- 


i a a re 


b#—n, a= —m многочлен степени т OT- 

носительно 2 
= —n, ax —т простой полюс при b= 

= —n 

b= —n, a= —m 

m>n 

ὂ -- п a=-—m не определена 

mon 


a RR 


Функция U(a, b, 2) определена также и при Б-» п. 
При |2| -+ oo 


ΤΩ). 


13.1.4. Μία, b, 2) = 
Г(а) 


24-1 + Ο(! Ζ|-}} 
(Re z > 0), 


322 ο 13. ВЫРОЖДЕННЫЕ ТИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


13.1.5. M(a, Ь, 2) = ar (—z)-[1 + Ο(|2|-] 


I(b—a 
(Re z < 0). 


Функция Ula, b, 2) является многозначной. Ее главная 
ветвь определяется условием — п <argz < п. 


Логарифмическое решение 


13.1.6. U(a, п +1, 2) = 


ot 
= ----- Μία, n+ 12 Ш2-+ 
п!Г(а — п) 
> _ (αλα _ ГА) — ФЕ иг) + 
νη”. atte 
(n:— 1) 


a BEM (a —n, 1 — ny Ze (n= 0,1, 72; TRY. 


Последняя функция прелставляет собой сумму Hn слага- 
емых. Полагают, что она равна нулю при п = 0, кроме 
того, (a) = Г’ (а/Г@). 

13.1.7. а; В- п, 2):= 29 Кап, 1 п, 2). 
При Ве 2 -+ co 

13.1.8. U(a, b, 2) = = + OC 21. 

Аналитическое продолжение 
т fe ‘| M(b - μα... ἃ. b, z) 
га+а- 5) Γ() 


et mil?) 21-0 (1 — a, 2 — δ, ab 
T(a) TQ -- b) 


13.1.9. U(a, b, ze=™) = — 
sin 7b 


Нужно взять либо верхний, либо нижний знак в обеих 
частях равенства. 


13.1.10. U(a, Ь, ze2™'™) = 
ΤΩ — 2) 


=— [1 ыы е-2710т] — 
га ‘а — b) 


— Μία, b, Z)et 
+ e2t0nu(a, БВ, 2). 


Другие обозначения 


Вместо обозначения Μία, b, 2) иногда употребляются 
обозначения ,F,(a; b; 2) или D(a; ὑ; 2), а вместо U(a, Ь, 2) 
1 
— обозначения 2“ 2Ро Е 1 +а-ь; — =| или Ῥία; b; 2). 

2 


Общее решение 


13.1.11. у = АМС, b, 2) + ВОС, Ь, 2), 
гле A и В — произвольные постоянные, b # — и. 


Частные решения 
13.1.12. γι = Μία, Ь, 2). 
13.1.13. уз = 278М (1 + a—b, 2-Ь, 2). 
13.1.14. уз = е? М ($ — a, b, —2). 
13.1.15. γι = 218" М (1 — a, 2-Ь, —2). 
13.1.16. у5 = О (а, b, 2). 
13.1 17. γε = 20 +a—b, 2-5, 2 
13.1.18. у’ = е*0 (b — а, b, —2). 
13.1.19. γρ == 21-60 (1 — а, 2— В, —2). 


| 


Вронскианы _ 


УпУт И 
| при Пи 2 > 0, 
—1 при [т 2 < 0, 


Если Wim, πὶ = ymyn — 


Е = sgn (Im 2) = 


то имеют место формулы 
13.1.20. ]Ρ{], 2} = Wi, 44 = ik 4} = —W{2, 3} = 
= (1 — b) 2-%e?, 
13.1.21. W{l, 3} = W{2, 4} = W{S, 6} = W{7, 8} = 0. 
13.1.22. И’{1, 5} = —I(b) = bet (a). 
13.1.23. Wil, 7} = Гб) ее (6 — а). 
13.1.24. W{2, 5} = —TI(2 — δ) z~°e?/TU + a — B). 
13.1.25. W{2,. 7} --.-- ΓΩ — ϱ) 2 ?е"/Г(1 — а). 
13.1.26. W{5,) T} == οὐπί(δ-Ω)σ-Όρε 


Преобразования Куммера 
13.1.27. Μία, b, 2) =е М -- а, ὂ, —z). 
13.1.28. 2] Ма-на-ь, 2-Ь, 2) = 
| Ой 2 = b, --ᾱἳ. 
13.1.19. ζ](α, ὑ, ο) = ма В, 2—b, 2 
13.1.30. e?U(b — а, b, —z) = 
dt, gow —Oyyeyi-077(]'— g 2 — b, —2). 
Уравнение Уиттекера 


4? 1 k 1/4 — 
la 
2 


13.1.31. ah oe 
4° 3 


= 


at 


Ero решсниями являются 
Функции Уиттекера 


13.1.32. My,y(z) = е 122111 М Ε +pu—k, 1+ 2p, : . 
2 


13.1.33. Ив. (2) = е 22а И + и —k, 1+ 2p, : 


(—x <argz<n, k --}|2--α, p= b/2 — 1]2). 


13.1.34. Wy,y(z) = 


Общее вырожденное уравнение 


13.1.35. и + |; +: 2/΄ + Be h’ — ὦ | w + 


h р’ 
bh’ h’ A(A — 1) | 24|’ 
+|[——-—# - ar en 
ie gc + a 
+ P ia 4. ре can | w= 0. 
1 


Ero решениями являются функции 
13.1.36. Z-4e-"(4) Μ(α, b, h(Z)), 
13.1.37. Ζ-“ε-ΤιΖζ](α, b, h(Z)). 
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13.2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


Вер > Веа> 0 


13.2.1. re OE tie bw 
ΤΩ) 
1 
=| ert ya— 1(1 — ἣρ-ᾱ-α dt. 
0 
13.2.2, 10-9 Т1® ag 5, = 
Γ() 
т 
= 21-6 р2/3 \ ϱ-2113{] 4 == (1 т р dt. 
—1 
325. Ole м, ва 
Го . 
( 6 
es 2 eee \ ето о sin” 0 ot” 3% В do, 
0 
maa. 0 Ol мы 
Г(Ь) 
В 
=e 42 ! e*(t — Αγ΄-1(Β — Ὁ)-΄-! dt. 
4 
Веа > 0, ΒεΖ»0, А=В—1 
[5 6) 
13.2.5. Г(а) U(a, b, 2) = a (1 + 1)°-4-1 dt. 
0 


13.2.6. Г(а) ζία, δ, 5) = ο ! e-24(p — 4-1 7?-4-1 dp, 
1 


13.2.7. Г(а) U(a, b, z) = 
fea) 
= 21-0 ¢2/2 | ως ο ΠΗ 40. 
2 
0 
13.2.8. Г(а) (а, b, z) = 
ου 
- еА? \ uate ( ых 4)“ (1 -- B)?-4-1 dt. 
A 
(A = 1—B). 


Аналогичные интегралы для М}, и) и И’. ,(2) можно 
получить при помощи 13.1.32 и 13.1.33. 


Контурные интегралы типа Барнса 


с-- 300 
Ae ( и κα 
Г +s) | 


cC—100 


где | arg (—2)| < 5 ‚а b #0, —1, —2,... Контур дол- 
жен отделять полюсы функции Г(—5) от полюсов функ- 


ции Г(а + $); с принимает конечные значения, 
13.2.10. Га) ГИ + a — Ь)2° ОС, b, 2) = 
c+ 


et | Ты отита а 


2πὶ 


ς--ἱο0 
3π 
где |arg Ζ| a ay, --ἰ, --2,.... ὃ --απἑἐ], 2,3 


Контур должен отделять полюсы функцииГ(—5) от πο- 
люсов функций Г(а + 5) и ГИ + а—Ь+)5). 


13.3. СВЯЗЬ С ФУНКЦИЯМИ БЕССЕЛЯ (СМ. ГЛ. 9 И 10) 


Функции Бесселя как предельные случаи 
(ὁ и 2 фиксированы) 


13.3.1. lim {M(a, b, z/a)[V'(b)} = 2а-5 1 (2/2). 


13.3.2. lim {M(a, b, —2z/a)/T'(b)} = z0-)!2Jp_a(2V2). 


a->@ 


13.3.3. lim Га + a —b) ОС, b, z/a)} =220-)!?Ky_4(2y/2). 


a->o 


13.3.4. lim Га + a — b) Ula, b, —z/a)} = 


= —nietz-)/2HM (2/27) (Im z> 0). 


13.3.5. lim {Га + a —b) U(a, ὃ, —z/a)} = 


a->@ 


-- mie-Tbz (1-2 (22)  (Imz < 0). 


21% 


Разложения по функциям Бесселя 


| 7 \a-b4+1/2 
13.3.6. М(а, b, 2) = е*"!?Г ( —а-— 5) (= x 


© (2b — 2a — 1)» (6 — 2a)n(b— a — 1/2 +n), 


ΝΔ. 


0 n (В) 
х (—1)” Гань (b x 0, -Ь —2 mn 
1/2-b/2 
13.3.7. ыы. ВВ εὖ! ΙΡ bz — “:) Χ 
Γ() 2 
od 2 
x ee 4» [> : (b Эк 2a)-*/? Jo me pe b nae 4za), 
n=O 
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где 


Ay = 1, А, =0, Ay = = 


(n + 1) Any = (n + b— 1) Anat (2a — ϱ) Ав-›, 


а — действительное. 


Μία, ὃ, Zz) _ 
го Ἢ 


13.3.8. 


р we 
— ghz Σ, Ο.Ζ(--αΖ)1-ὂ-η)!: x Jo-ayn(2y —az), 
a= 


13. ВЫРОЖДЕННЫЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


где 


Cy οι--ὀν с,=- > Oh ΚΕ 1 4 + DR, 


(n+ 1) Cau = [А — 2h) η — bh) С» + [а — 2h) a — 


= Hh i ba ое 


hk — действительное. 


13.3.9. М(а, 6, 2) = Σ Cala Ь) [π(2), 


где 


Се = 1, Ска, ὁ) = 2a/b, 
Св. 1(а, b) = 2аСи(а + 1, ὁ + 1)/b — Си, ὃ). 


13.4. РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА 


13.4.1. (6 — а) Μία — 1, b, 2) + a — δ12) Μία, b, 2) -- 
—aM(a+ 1, b, z)= 0. 
13.4.2. b(b — 1) Μία, b —1, z) + BU — ὁ -- 
— 2) Μία, b, 2) + 2$ - а Μία, b + 1, z)=0. 
1343 тан мы & ἢ-.αμαεἰ, & os 
+ (b— 1) Μία, b— 1, z)=0. 
13.4.4. bM(a, b, 2) -- bM(a — 1, b, z) — 
—zM(a, b +1, z)= 
13.4.5, Ба + 2) Μία, b, z) + z(a — ϱ) Μία, b+ 1, 2) -- 
—abM(a+ 1, b, z)= 
13.4.6. (a — 1 + 2) M(a, b, z) + (ὁ — a) M(a—1, b, z) + 
+ (1 —b) Μία, ὁ --1, z)=0. 
13.4.7. b(1 — b + 2) Μία, b, 2) + b(b — 1) Μία — 15- 
—1, z)—azM(a+1, b+ 1, 2) =0. 


13.4.8. Ма, b, z) = 7 Μία +1, b +1, 2). 


13.4.9. aia {M(a, b, z)} = (@)n M(a +n, b +n, 2). 
dz™ (b)n 


13.4.10. aM(a + 1, b, 2) = aM(a, b, z) + ΖΜ΄α, Ь, 2). 


13.4.11. (6 — а) M(a—1, b, z) = 
= ($ —a — 2) Μία, b, z) + zM‘(a, 5, 2). 
13.4.12. (δ — а) Μία, b +1, z)=bM(a, ὑ, г) — 


— bM’(a, b, 2). 


13.4.13. (b — 1) Μία, b — 1, z) = 
= (ὁ — 1) Μία, b, 2) + ΖΜ, Ь, 2). 
13.4.14. 6 — 1) M(a@—1, b—1, 2) = 
== (b — 1 — 2) M(a, Ь, 2) + ΖΜ΄(, b, 2). 
13.4.15. U(a — 1, δ, z) + (b — 2a — 2) Ula, b, 2) + 


+a(l+a-—b)U(a+1, b, z)=0, 


13.4.16. (b — a — 1) U(a, ὁ --], 2) + 
+ (1 —b—z) (а, БВ, z) + 2U(a, b+ 1, 2) = 0. 
13.4.17. U(a, b, 2) — aU(a + 1,56, =) — U(a,b — 1,2) = 0. 
13.4.18. (b — a) U(a, b, z) + ζ(α — 1, b, z) -- 
— zU(a, b+ 1, 2) = 0. 
13.4.19. (a -+ z) U(a, b, 2) — zU(a, b+ 1, z) + 
+ а —a — 1) U(a+ 1, b, z) = 0. 
13.4.20. (a + z — 1) U(a, δ. 2) — Ula — 1, b, z) + 
+ (1 + a— b)U(a, b — 1, z) = 0. 


13.4.21. U’(a, b, 2) = —aU(a+ 1, b+ 1, 2). 
Ма 

13.4,22. μιν {U(a, b, z)} = (—1)" (a)n Иа п, b +70, 2). 
2 


13.4.23. α(! + a — b) U(a + 1, ὂ, 2) = 
= aU(a, b, 2) + 20а, ὃ, 2). 


13.4.24. (1 + a— В) U(a, b—1, 2) = 
= (1 — b) ία, b, 2) — zU’(a, Ь, 2). 


13.4.25. U(a, b + 1, 2) = U(a, b, z) — U’(a, Ь, 2). 
13.4.26. U(a — 1, b, 2) = (a — b + z) О, b, 2) -- 
— zU’(a, b, 2). 
13.4.27. Иа — 1, b— 1, z) = (1 — b+ 2) U(a, b, z) -- 
— zU(a, b, 2). 
13.4.28. 24My-1/2, w-12(2) — 2Με,μ(α) = 


= 2 Мы, μ-ι/α(2). 


13.4.29. (1 + 2 + 2k) Мил, μία) — 


— (1 + 2p — 2k) Mya, μία) = 224 — 2) Mey), 
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13.4.30. Илия, μ(2) -- 23 We, μιι-(2) + 
ΧΜ (А Ἔ μ) И’-1/2, μίΖ) = 0. 


13.4.31. (2k — 2) Wrz) + Инаи(2) = 


=(u «+ alc bk >] W;,-1, μία). 


13.4.32. zMj.,,(z) = Ε κ η] ΛΙ. μία) + 


] 
+ & + Η + η] Мет, pz). 


13.4.33, 217; μ(α) = В = η] Welz) — Wess, y(2). 


13.5. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ФОРМЫ 


Разложения при больших |2 | 
(а, Ь фиксированы) 


Μία, Ь, 2) _ etina ;-ᾱ 
fox Thea - 


ap» м ("+04 nt у 


13.5.1. 


п! 


Ζ-α-. $—1 
+ x! yy Cao Oe + alr} | 


® = 


где верхний знак берется при — π|2 <argz<3n/2, a 
нижний знак — при — 37/2 < arg 2 < — 7/2. 


п! 


13.5.2. U(a, δ, jartly © И а = Dn es yew 


n= 0 


+ ati sr} Ι. = <argz< a 


Множители сходимости для остаточных членов 


(а) + а — Ве 


13.5.3. O(| z|-") = (--2)-ἒ x 
R! 
] b R 
1 ge. 4. ΠΝ 
χ]|-----------ἼΓ------- + 021°) | 
2 2 
13.5.4. 0(12|- δ) = io agi — Ws 2—5 


5! 
2 = | 
| b+ dat 2 z—-S+Qlzl-)]- 


члены являются наименьшими в разложениях 13.5.1 и 
13.3.2. 


Представления при малых 2 
(а, b фиксированы) 


13.5.5. При |2 | > 0 имеем Μία, b, 2) —>1 (ὁπ). 


roe —-1) 
(a) 


13.5.6. U(a, δ, z) = — о + OC} 21-3) 
Ta 


(Reb>2, b#2), 


21-8 + O(| In z|) (6 = 2). 


13.5.7. U(a, b, z) = м 
а 


13.5.8. U(a, b, 2) = £6 mV) 2-8 + O(1) 


Γ(α) 
(1 < Re b < 2). 
13.5.9. U(a, b, z) = — — [In z + 4(а)] + O(| 21 21|) 
Г(а) 
(6 =« 1). 
Г Td — δ) 
13.5.10. U(a, b, aT 1-Reb 
a, ὃ, 2) = παν. δ Ale") 


(0< Reb <1). 
1 
Td +a) 
Г — ὁ) 


ча 
анал Πλ 


135.411. Да, 6, а) = + O(|z1nz)) =). 


13.5.12. (Ка, δ, 2) = 


(Reb < 0,56 # 0). 


Ipeqctrasnesua при больших а 
(6, 2 фиксированы) 


1/ в 
13.5.13, M(a, b, 2) =Г(Ь) eal > — 


x Joa (41252 — 4az) 4 | +0 i 


b 
rae iz] = Е —a 
2 
(0 < ep < 1/3). 
14. 6/3 
13.5.14. Μία, b, x) = T'(b) επ“; ᾿ = ” * 
x п-№? cos (\/26х — Δαχ — — ame +S) 
b 
—-a 


x Ё + “of 
(а -» — oo, b—orpaHnyueHHoe, х — действительное). 


13.5.15. U(a, b, 2) = 


=Г Е — а = е?122112-012 [со5 (απ) Ль- i(V2bz—4az 7)--- 


η 


1 


— sin(a7) Yp_1(/2bz— 4ax)] | +O | | > —а 


где с определено в 13.5.13. 
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13.5.16. U(a, b, x) = 


= [` Е ΡΕ A Meet /2y1s4—b/2 κ 
4 


2 


x cos [255 — дах — "+ απ + ΗΝ 


[refit I 


a->— 60, b — ограниченное, x — действительное). 


Представления при больших действительных а, b, x 
Если ch? 0 = x/(2b — 4a), так πιο x > 2b — ар 1, το 
13.5.17. M(a, b, x) = Γ(ὦ) sin (απ) x 


x exp [с — 2а) Ё sh 20 — 0+ ch? ο] х 


— 


—1/2 
x [(6 — 2a) ch Of” | [7 — a} sh 26] х 
b 1 
2 | + O ices a a » 
В | ( | 2 | 


= exp | — 2a) [5 sh 20 — 0 + ch? 0}} 


Aah 


13.5.18. U(a, b, x) = 


i 
х [(b — 2a) ch 6]! Е -ᾱ) sh 20| is x 


[20-0 


Если x=(2b — 4а) 1+ 1/6 — 2α)}/5], так чтох ~ 26 — 4a, то | 


b 


— а 
2 
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13.5.19. Μία, δ, x) = e7/%(b — за -2Г(ь) x 
x [Ai (0 cos (ax) + Bi (0 sin (απ) + 
b 


— —а 
2 


+0 


Ἵ 


13.5.20. U(a, b, x) = еича-ыг (= киа κ 


х1х6 1 1! — th [2}0. a4 2ax) of ο. δ} 8 -- 


Ἴ 


Если cos? 0 = x/(2b — 4a), так что 2b — 44» Χ» 0, το 
13.5.21. Ма, δ, x) = 
= Г(Ь) exp {(b — 2a) cos® θ} x 


— --ᾱ 


τοί 


-1/3 
x [(b — 2a) cos Ο]1-0 | п ξ — “| sin 20] x 
‚. ИВ п 
и [sin (απ) + we 3 — а] (20 — sin 20) + 7 -- 


η 


+0[|5 -ᾱ 
2 


13.5.22. U(a, b, x) = exp (ὁ — 2a) cos? 0] x 


x [(b — 2a) cos 6]! I — “| sin 20] ais x 


Χ {sin [Ξ =} (20 — sin 20) + 7 + 
- 4 


[8-41] 


Sa 
7 


ow 


13. 6. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 


-----------.--------.--- ------------ ----------------π.----πππ- ———————————_———ы—— 


ма α΄ а 
Ис ος; ‘i | ине Соотношения Функции 
а 2 

1 | -ν 
13.6.1 у + а 2v+ 1 2iz Td + v)e’ [5) Jy(x) Бесселя 

1 | ν | 
13.6.2 —v-+ τ --2ν + 1 212 Га — уе" Η [cos (vz) Jy (2) — « 

— sin (vz) Yy(z)] 
=» \-—У 
13.6.3. — 2 ] 2 | z2| 7 Модифицированная 
Δ ут р лы Е NZ) Бесселя 
13.6.4. п-+1 2n + 2 2iz г[3 + ΝΗ di ) Сферическая Бесселя 
a Hye у п41/2(2 Ῥ 
> \n+1/2 

13.6.5. —n —2n 2iz r Ε oe "| αἴξ [5] У\-п-—1/2(2) « 
13.6.6. n-+1 2n + 2 2z 


13.6.7. n + ns 
2 
13.6.8. iL + 1—in 
13.6.9. ee 
13.6.10. a 
13.6.11. ey 
13.6.12. a 
13.6.13. | 
13.6.14. | 
ν 
13.6.15. ΚΡ 
2 
1 ν 
13.6.16. ни: ane — 
р 2 
13.6.17. --Ἡ 
13.6.18. --ῃ 
| 
13.6.19. р 
2 
m | 
13.6.20 ee 
ἃ 2 
| 
"И р 
| | 
13.6.21 у -| ΙΕ 
и. 
] 
13.6.22 у + — 
2 
13.6.23. у -| 2 
2 
13.6.24. n+ | 


τ Соотношения 


13.6. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ 


ре | Соотношения 


ε'5Ε](η, хх Ч СЫ") 
! 

Ио 

ax~"y(a, x) 
(n 1)1/2хп/2 ( 

к ви I 

(i + v= Fn " 

ο 


------ sin Z 


72 
ехр | — 
[5) 


<== EPG) 


fx 4 

i ¢ -Ῥ 
ыы | _ 1 Heon(x) 
(2n)! 2 


n! }\-* ] 
м [- ΠΣ κε 
х 


и! (2 
1/2 

erf x 
2х 


прет 6 
—е”Г(м, п, г) 


] 
ее 
ΕΕ 


ый #1/2оЙп(у+1/2) —2] (22) H§Y(z) 


2 


к пе Ип(У+ 1/2) —#] (22) » НХ?) 
=) 


-- 


п И/2е2(22)- n-1/2 Kn41)2(z) 


22312 


> 
| Ὃς 
21451 | --2ψίχ 
13 |. te 
a -|- 1 x 
a+ | —X 
l+v—n x 
a 2 
$ -- 235 
2 Zz 
| ο 
2 ry 
3 ; 
2 [1 
1 x 
2 2 
a » 
3 ΕἼ 
_ | x? 
a 
| + п r? 
isha Bons Hones down 
b | Ζ 
2ν -- 1 Zz 
2ν +1 252 
Ὃν. +] 2iz 
2n-+ 2 2z 
Ξ 4 αρ 
3 3 


1122 1ехр | 


m1/2¢2(2z)-*K (2) 
|, 2-3/835/6 Ai(z) 


ΠΝ 
| Функции 
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Продолжение таблицы 


| 
Кельвина | 
Волновые Кулона 


Лагерра 


Неполная гамма-функция 
Пуассона — Шарлье 
Экспоненциальная 


Тригонометрическая 


Вебера или параболи- 


Гиперболичсская 
ческого цилиндра 


Эрмита 


« 


Интеграл вероятностей 
Торонто 


Функции 


Модифицированная 
Бесселя 


Ханкеля 


« 


Сферическая Бесселя 


Эйри 
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Продолжение таблицы 


U(a, ὃ, 2) 
— νάωώνηκόκῖς ΤΟ Соотношения Функции 
а | b | 2 
13.6.26 п -|- o 2n+ 1 ix iM -1/2¢@ Vix (Qi x)-™ [kern x + i kein x] Кельвина 
13.6.27. —n | atl x (—1)" nl 19 (х) Лагерра 
13.6.28. 1 —а 1—a x e*l'(a, x) Неполная гамма- 
функция 
13.6.29. | 1 —х —e-* Fix Интегральная показа- 
тельная 
| 
13.6.30. | 1 х ε΄ Ει(χ) « 
Γι. 
13.6.31. 1 1 — [fh Χ — 5 li x Интегральный логарифм 
13.6.32 5 ый 1 1- πι x г Ея — al να. ta) Каннингема 
13.6.33. С τ 0 > г es η ο΄Κ (x), х>0. Бейтмена 
13.6.34 | | eit can πὶ + ἐπὶ (х) ых αΚἲ (х) Интегральные синус и 
eee a 2 косинус 
| τὶ а а 
13.6.35. | | —ix ew" & — i Six — Ci ο] « 
ν | 1 = 72—У/2,22/4 
13.6.36. — — | > ων 2-ν!9023!4ῃ) (2) 
и, | 2 2 
1 ν 3 i 91/29/22 28/4 Г) (> Вебера или параболи- 
13.6.37. a cs 4 a τ ег “рух ческого цилиндра 
1 n 3 9 3--71 « 
13.6.38. — -- — — x 2-" Hy(x)]x Эрмита 
; 2 2 
13.6.39. 5 Ξ x ΝΙ п exp (1) erfe x Интеграл вероятностей 
2 2 


en $n th 


13.7. НУЛИ И ТОЧКИ ПОВОРОТА 


Если /ь_!,г — г-й положительный нуль функции Ль-1(х), 
то первое приближение Ху к г-му положительному нулю 
функции M(a, b,x) имеет вид 


πι. № = | of! | [7 a a) }}. 


Более точное приближение вычисляется по формуле 


13.7.3. Хи = Yo — Μία, Ь, Χο! Μ΄, ὃ, Χο). 


Для производной получаем 


13.7.4. Μ΄(α, b, Х1) = 
— Μ΄Ία, Ρ, χι) 1 + (b Gl M(a, b, Xo) | 
М (а, b, Хо) 
Нсли Ху есть первое приближение к точке поворота 
функции Λία, ὂ, χ), т.е. к нулю функции М”а, ὂ, χ), то 
лучшес приближение можно получить по формуле 


ХМ (а, b, Χο). 
аМ(а, b, Xo) 


Самосопряженное уравнение 13.1.1 можно записать также 
в виде 


13.7.5. x = Xe ; 


13.7.6. < [Ре τ = αχὐ-Ἰρ-Έγ, 
42 _ 42 
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Теорема Сонина—Пойа 


Максимумы и минимумы функции |№| образуют BO3- 
растаюшую или убывающую последовательность в зави- 
симости от того, является ли —ax22-le-2% возрастающей 
или убывающей функцией х, т.е. они образуют возрас- 
тающую последовательность для M(a,b,x), если а ΣΟ, 


x< b— = или a<O,x>b — >? и убывающую последо- 


1 1 
вательность, если a>Oux>b — > или а<0их<Ь-— = . 


Точки поворота функции |w| располагаются вблизи 
кривой 


1/4--0/3 
13.7.7. и = 4D (6) к-Н?е=! ΞΕ — ax] ¥ 


ПРИМЕРЫ 


13.8. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ И РАСШИРЕНИЕ ТАБЛИЦ 


Вычисление функции М(а, b, x) 
Преобразование Куммера 


Пример 1. Вычислить М(О.3, 0.2, —0.1) с 75. 


Используем 13.1.27 и табл. 4.4 и 13.1. Полагая а = 0.3, 
b = 0.2, получаем M(0.3, 0.2, — 0.1) = е°1М(—0.1, 0.2, 
0.1) = 0.85784 90. Таким образом, 13.127 можно исполь- 
зовать для расширения табл. 13.1 в область отрицатель- 
ных значений х. Если а и Db велики и приблизительно 
равны, при больших или малых х также можно исполь- 
зовать преобразование Куммера. 


Пример 2. Вычислить M(17, 16, 1) с 7S. 
Здесь а == 17, b=16 u M(17, 16, 1) =e'M(—1, 16, — 1) = 
= 2.71828 18х 1.06250 00 = 2.88817 44. 


Рекуррентные соотношения 


Пример 3. Вычислить М(-—1.3, 1.2, 0.1) с 75. 
Используем 13.4.1 и табл. 13.1. Полагая а = —0.3, В = 0.2, 
получаем M(—1.3, 0.2, 0.1) = 2[0.7M(—0.3, 0.2, 0.1) — 
— 0.3 М(0.7, 0.2, 0.1)] = 0.35821 23. По формуле 13.4.5 
при а = —13 и b=0.2 имеем M(—1.3, 1.2, 0.1) = 
== [0.26М(—0.3, 0.2, 0,1) — 0.24M(—1.3, 0.2, 0.1)]/0.15 = 
= 0.89241 08. 

Аналогично, при а = —0.3 и b = 0.2 получаем 
M(—0.3, 1.2, 0.1) = 0.97459 52. 

Проверим по формуле 13.4.6: МС- 1.3, 1.2,0.1) = 

[0.2 М(- 0.3, 0.2, 0.1) + 1.2 МС 0.3, 1.2, 0.1)]1.5 = 

= 0.89241 08. Таким же образом можно использовать 

13.4.1—13.4.7 совместно с 13.1.27 для расширения табл. 

13.1 на интервалы —10<a<10, —10<b<10, —10=х=<10. 

Десятикратное применение этих рекуррентных формул 
в любом направлении ведет к потере примерно одной зна- 
чащей цифры. Все рекуррентные соотношения устойчивы, 
за исключением следующих случаев: а) а<0, Б<0 и 
la|>|b|,x>0O или b) b <a, b <0, 6 - а >|, х<0, 
когда колебания функции становятся большими, особенно 
если |х| тоже велико. 


В полосе b = —n + 0.1, где функция численно слишком 
велика, нельзя применить ни интерполирование, ни рекур- 
рентные соотношения. В частности, М(а, b,x) нельзя вычис- 
лить в окрестности точек а = —т, b = —п, т < п, так как 
вблизи этих точек малое изменение a,b или x влечет за 
‚ собой очень болышое изменение численного значения 
функции M(a, db, x). 


Пример 4. В точке (—1, —1,x) функция Ma, b, x) 
не определена. Если a= —1, то для всех x имеем 


[| 


M(—1,b, x) =1— >. Следовательно, lim Μί--1, b,x) = 
b>-1 


=] + x, 


Однако M(b, b,x) = ε΄ для всех x при а ==. Поэтому 

lim M(b, b, x) = οὔ, В первом случае 6 —> —1 вдоль линии 
> —1 

а = -—1, a во втором случае b—> —1 вдоль линии а=. 


Производные 


Пример 5. Вычислить M’(—0.7, —0.6, 0.5) с 75. При 
а = —0.7 u = —0.6 по формуле 13.4.8 имеем 


Μ΄Ί--0.7, —0.6, 0.5) = = M(0.3, 0.4, 0.5) = 1.724128. 


-=— 


Асимптотические формулы 


Для x > 10 и малых аи Db функцию Mea, b,x) можно 
вычислить по формуле 13.5.1, используя множители схо- 
димости 13.5.3 и 13.5.4, которые позволяют в случае необхо- 
димости улучшить точность. 


Пример 6. Вычислить М(0.У, 0.1, 10) с 75, исполь- 
зуя 13.5.1. 


M(0.9, 0.1, 10) = 


ΘΟ} со.этй дно. > (0.9)n 1.8)n 
r(—0.8) 2 n\(—10)” 


1 N 
+ bal eed e191 00.5 > (—0.8)n(0 Dn 4 O00-") = 
Г(0.9) п!1 0” 


n= 


== — 0.198(0.869) +- 1237253(0.99190 285) + 
+ O(1) = 1227235.23 — 0.17 + O(1) = 1227235 + Ο(1). 


Для контроля по табл. 13.1 находим M(0.9, 0.1, 10) = 
== # 227.235. 

Для вычисления Μία, b,x) при больших а, малых хи 
малых или больших b следует использовать 13.5.13 и 13.5.14. 


Пример 7. Вычислить М(— 52.5, 0.1, 1) с 35, исполь- 
зуя формулу 13.5.14. 


М(—52.5, 0.1, 1) = Г(.1) е°-5(0.05 + 52.5)9-15-0.05 5 
х 0.5642 cos [(0.2 — 4(—52.5))°:5 — 0.05π + 0.25] x 
хи + O((0.05 + 52.5) -°P = — 16,34 + O(0.2). 


Непосредственным применением рекуррентного COOTHO- 
шения для М(—52.5, 0.1, 1) получается значение — 16.447. 

Для вычисления Μία, b,x) при больших x,a и (или) Db 
следует применить 13.5.17, 13.5.19 или 13.5.21. 
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Пример 8. Вычислить Μί-- 52.5,0.1,1}ς 35, исполь- 
sya 13.5.21 при со 0 = \/1/210.2. 


M(—52.5, 0.1, 1) = Г(0.1)е!°?-1 ©" 8 [105.1 cos 9-01 x 
x 0.5641: 52: 55-1!2 sin 20-11 [sin (--52,5π) + 


+- sin | 52.55(29 — sin 20) + =| р 
| 


+ Ο((52.55)}-}}} = — 16.47 + O(0.02). 


Полный набор асимптотических формул, которые да- 
вали бы результат во всех возможных случаях, пока не 
известен. 


Вычисление фувкции U(a, 5, x) 


При —10 <х< 10, —10 <а< 10,—-10<6<10 это 
можно сделать по формуле 13.1.3, используя табл. 13.1 и 
рекуррентные соотношения 13.4.15—13.4.20. 

Пример 9. Вычислить ОП, 0.2, 1) с 55. Исполь- 
зуя табл. 13.1, 4.12 и 6.1 и формулу 13.1.3, получаем 


U(0.1, 0.2, 1) = 
π. {M(0.1, 0.2, 1) Μί09, 1.8, 4 


sin (0.2%) | 10.9) P0.2) 
По формуле 13.4.4 имеем 


M(0.9, 1.8, 1)=0.8[4£(0.9, 0.8, 1)-- Μ(--0.1, 0.8, 1)] = 1.72329. 


10.1) Га.8) 


Следовательно, U(0.1, 0.2, 1) = 5.344799 (0.371765 — 
— 0.194486) = 0.94752. 
Аналогично, 


U(—0.9, 0.2, 1) = 0.91272. 
Теперь по формуле 13.4.15 получаем (/(1.1, 0.2, 1) = 
== [U(0.1, 0.2, 1) — U(—0.9, 0.2, 1)]/0.09 == 0.38664. 
Пример 10. Вычислить U’(— 0.9, —0.8, 1) ς 55. По 
формуле 13.4.21 имеем 
(”(-— 0.9, — 0.8, 1) = 0.9 U(0.1, 0.2, 1) = 


=: (0.9) (0.94752) = 0.85276. 


LL LC LC A A Nr νην 
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Асимпитотические формулы 


Пример 11. Вычислить ОД, 0.1, 100) с 55. Исполь- 
зуя 13.5.2, получим 


U(1, 0.1, 100) = 


ОХ Me к 
100 100 100 100 
19 2. | 
«εν 12 29 ae - + OUO- ) a 
100 100 100 


-- 0.000551 -- 0.0000 21 + 0(107?)} = 
== 0.00981 53. 
Пример 12. Вычислить U(0.1, 0.2, 0.01). При малых 


х следует применить 13.5.6—13.5.12. Используя 13.5.10, 
получаем результат ς 3 значащими цифрами: 


= 0.01{1 —0.019 


Γ(! — 0.2) ΚΝ 
U(0.1, 0.2, 0.01) ----- - + O((0.01)%?) = 
ΤῊΝ ΝΠ ae 
-. 08) 4 9 @.01)"8) = 1.09. 
10.9) 


Для вычисления U(a, b,x) при больших а, малых хи 
малых или болыших b следует использовать 13.5.15 или 
13.5.16. 

Для вычисления U(a, b,x), когда x,a и (или) δ велики, 
следует использовать формулы 13.5.18, 13.5.20 или 13.5.22. 
Во всех этих случаях по величине остаточного члена можно 
судить о том, сколько можно получить верных значащих 


цифр. 


Вычисление функций Уиттекера 


Пример 13. Вычислить Му. о, —о-а (1) и Woo, _ 0-4) 
с 59. По формулам 13.1.32 и 13.1.33 и табл. 13.1, 4.4 
находим 


Μο.ο..ο.(1) = e-%® М(0.1, 0.2, 1) = 1.10622, 
Wooo 4(1) = ε-“5 0(0.1, 0.2, 1) = 0.57469. 


Таким образом, значения ΛΜ; μ(χ) κ И/к,и(х) всегда можно 
найти, если известны значения М(а, b,x) и U(a, b, x). 


13.9. ВЫЧИСЛЕНИЕ НУЛЕЙ И ТОЧЕК ПОВОРОТА 


Пример 14. Вычислить наименыций положитель- 
ный нуль функции M(—4, 0.6, x). Он расположен вне пре- 
делов табл. 13.2. Используя 13.7.2, получаем первое при- 
ближение 

Ν (0.55 x}* 
a ie ле ВВ 
1:2 


= 0.174. 


Используя 13.7.3, имеем 
X, = Xo — M(—4, 0.6, Хо)/М’(-—4, 0.6, Xo). 
По формуле 13.4.8 получаем 
M(—4, 0.6, Хо) = — (0.15)! M(—3, 1.6, Хо). 
Итак, в качестве второго приближения находим 
Αι = Хо- 0.15 Λ4(--4, 0.6, Χο)/Μί(--3, 1.6, Хо) = 


== 0.174 + (0.15) (0.030004) = 0.17850. 


Повторяя эти вычисления, получаем искомое значение 
с 75: 


Χα = Χι + 0.00002 99 = 0.17852 99. 


Вычисление максимумов и минимумсв 


Пример 15. Вычислить значение xX, при котором 
функция M(—1.8, —0.2, х) имеет точку поворота. Исполь- 
зуя 13.4.8 и табл. 13.2, находим M’(— 1.8, — 0.2, х) = 
= 9M(—0.8, 0.8, x) = 0 при x = 0.94291 59. Таким же обра- 
зом, Μ΄ (--1.8, —0.2, x) = 9M’(—0.8, 0.8, x) = —9M(0.2, 1.8, 
x) и, следовательно, M(0.2, 1.8, 0.94291 59) > 0. 

Таким образом, M(—1.8, —0.2,x) имеет максимум по 
х при х = 0.94291 59. 


Пример 16. Вычислить наименьшее положительное 
значение х, при котором M(—3, 0.6, x) имеет точку пово- 
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Рис. 13.1. M(—4.5, 1, x). 
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Рис. 13.2. Во, 1. x). 


Рис. 13.3. М(а, 0.5, х). 
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рота Xj. Эта точка находится вне пределов табл. 13.2. 
Используя 13.4.8, получаем 


М’(—3, 0.6, x) = —3M(—2. 1.6, χ)/0.6. 
По формуле 13.7.2 для M(—2, 1.6, x) находим 
Хо = (1.05 πγ/(11.2) = 0.9715. 


Мы получили первое приближение к λα для М(-3, 0.6, x). 


Используя 13.7.5 и 13.4.8, находим второе приближение 
с 4 значащими цифрами: 


( 
x =x[1- _M(—3, 0.6, Xo). ]- 
--ЗМ(—3. 06, Χὴ 
= ΑΛ 2, 1.6, Χο). |= 


0.6M(—3, 0.6, Χύ) 
= 0.9715 х 1.0163 = 0.9873. 


Этот процесс можно повторять до получения результата 
с необходимой точностью. 

На рис. 13.4 изображены кривые, на которых функция 
Μία, b,x) равна нулю в плоскости a,b, когда x =1. Эта 


— 
- 4 : 9 2 р 7 . 
YYZ 77 θα. 
UY 222 rai 


77 ΄ Ζ т (777 ый 
oy 7 Yi ΄ 7 | 7 G 
nes Jie - a Wa 


-- Oe 
1 7 1 = ГУ 5 $9 aA Я й Vy a os ip 
ν΄’, Uy; f 
Г 1 


УР, 7777 ZZ, Mile и 777 ν΄, 
в. i 


| YY ИИ, 
Wn 
- 


Рис. 13.4. 


функция является положительной в незаштрихованных 
областях и отрицательной в заштрихованных областях. 
Число в каждом квадрате указывает количество действи- 
тельных положительных нулей функции Μία, b, x) по nepe- 
менной x, содержашихся в данном квадрате. Вертикаль- 
ные границы слева включаются в квадратные области. 


13.10. ГРАФИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНКЦИИ Μία, υ, х) 


Пример 17. Начертить график функции М(—4.5, 1,х). 
Из рис. 13.1 видно, что функция имеет пять действитель- 
ных положительных нулей. M3 13,5.1 находим, что М -+ — oo, 
М’ -+ — ©. при х-> + © и Μ-» - οο, Μ΄ -» + © при 
Хх — ©. 

По формуле 13.7.2 получаем первые приближения к 
нулям: 0.3, 1.5, 3.7, 6.9, 10.6, а по формулам 13.7.2 и 13.4.8 
находим первые приближения к точкам поворота: 0.9, 
Ze, 38, 99. 


Из 13.7.7 видим, что они расположены в окрестности 
кривой 
х 


— 1/4 
yo ES etl аи (1 vo τν к И, 
11 


Исходя из этого, можно представить себе примерный 
график этой функции, который указан на рис. 13.1. 
Для других значений параметров см. рис. 13.2, 13.3. 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 


т=0.1 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
-1,0 0.00000 00 -1) 5.00000 00 (-1) 6.66666. 67 -]) 7.50000 00 ~1) 8.00000 00 
-0.9 -2) 9.58364 34 -1) 5.48093 23 -1) 6.98827 46 -]) 7.74183 96 -]) 8.19391 07 
-0.8 -1) 1.92586 25 -1) 5.96605 00 -1) 7.31245 77 -1) 7.98547 23 -1) 8.38915 99 
-0.7 -]) 2.90253 86 -1) 6.45537 25 -1} 7.63922 74 -1) 8.23090 56 -1) 8.58575 33 
-0.6 -1) 3.88843 71 -1) 6.94891 92 -) 7.96859 49 -]1) 8.47814 73 -1) 8.78369 61 
-0.5 -]) 4.88360 25 -1) 7.44670 94 -1) 8.30057 19 -]) 8.72720 49 -1) 8.98299 40 
-0.4 -1) 5.88807 94 -1) 7.94876 28 -1) 8.63516 97 -1) 8.97808 60 -1) 9.18365 22 
-0.3 -1) 6.90171 26 -) 8.45509 89 -1) 8.97239 98 -1) 9.23079 84 -1) 9.38567 64 
-0.2 -1) 7.92514 70 ay 8.96573 73 -1) 9.31227 38 -1) 9.48534 97 -1) 9.58907 21 
-0.1 -1) 8.95782 77 -1) 9.48069 78 -1) 9.65480 34 -1) 9.74174 76 -1) 9.79384 48 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0.1 0) 1.10517 09 0) 1.05236 64 0) 1.03478 75 0) 1.02601 15 0) 1.02075 43 
0.2 0) 1.21130 01 0) 1.10517 09 0) 1.06984 41 0) 1.05220 99 0) 1.04164 86 
0.3 0) 1.31839 21 0) 1.15841 56 0) 1.10517 09 0) 1.07859 61 0) 1.06268 16 
0.4 0) 1.42645 14 0) 1.21210 24 0) 1.14076 91 0) 1.10517 09 0) 1.08385 58 
0.5 0) 1.53548 28 0) 1.26623 34 0) 1.17663 99 0) 1.13193 51 0) 1.10517 09 
0.6 (0) 1.64549 07 0) 1.32081 05 0) 1.21278 44 0) 1.15888 93 0) 1.12662 77 
В 0) 1.75647 99 0) 1.37583 59 0) 1.24920 38 0) 1.18603 45 0) 1.14822 66 
0.8 0) 1.86845 49 90).:-1:43131 34 0) 1.28589 94 0) 1.21337 14 0) 1.16996 83 
0.9 о} 1.98142 05 0) 1.48723 92 ( 0) 1.32287 23 0) 1.240959 08 5 1.19185 34 
1.0 0) 2.09538 12 0) 1.54362 12 (0) 1.36012 38 0) 1.26862 36 0) 1.21388 22 

a\b 0.6 0.7 0.8 0:9 1.0 
-1.0 т 8.339335 33 -1) 8.57142 86 -1) 8.75000 00 -1) 8.88888 89 -1) 9.00000 00 
-0.9 -1) 8.49524 54 -1) 8.71045 21 -1) 8.87183 35 -1) 8.99733 47 -1) 9.09772 21 
-0.8 -1) 8.65820 31 -1) 8.85031: 91 -1) 8.99436 39 -1) 9.10636 73 -1) 9.19594 59 
-0.7 -1) 8.82221 06 -1) 8.99103 26 -1) 9.11759 38 -1) 9.21598 87 -1) 9.29467 31 
-0.6 -1) -8.98727 18 (-1) 9.13259 59 -1) 9.24152 56 -1) 9.32620 11 -1) 9.39390 52 
-0.5 -1) 9.15339 10 -1) 9.27501 22 -1) 9.36616 18 --1) 9.43700 64 -1) 9.49364 42 
-0.4 -1) 9.32057 22 -1) 9.41828 47 -1) 9.49150 52 -(-1) 9.54840 68 -1) 9.59389 16 
-0.3 -) 9.48881 96 -1) 9.56241 64 -1) 9.61755 81 -1) 9.66040 42 -1) 9.69464 91 
-0.2 -1) 9.65813 72 -1) 9.70741 08 -(-1) 9.74432 32 -1) 9.77300 09. (-1) 9.79591 86° 
-0.1 -]) 9.82852 93 -1) 9.85327 09 (-1) 9.87180 29 -1) 9.88619 88 -1) 9.89770 16 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0.1 ( 0) 1.01725 53 0) 1.01476 01 (0) 1.01289 17 0) 1.01144 07 0) 1.01028 15 
0.2 οὶ 1.03461 94 0) 1.02960 78 0) 1.02585 56 0) 1.02294 21 0) 1.02061 50 
0.3 0) 1.05209 25 | 0) 1.04454 34 0) 1.03889 21 0) 1.03450 45 0) 1.03100 04 
0.4 0) 1.06967 52 0) 1.05956 71 0) 1.05200 13 0) 1.04612 80 0) 1.04143 81 
0.5 0) 1.08736 79 (0) 1.07467 94 (0) 1.06518 35 0) 1.05781 30 0) 1.05192 82 
0.6 0) 1.10517 09 0) 1.08988 06 0) 1.07843 90 0) 1.06955 95 (0) 1.06247 09 
0.7 0) 1.12308 48 0) 1.10517 09 0) 1.09176 81 0) 1.08136 79 0) 1.07306 64 
0.8 0) 1.14110 98 0) 1.12055 08 0) 1.10517 09 0) 1.09323 83 0) 1.08371 47 
0.9 0) 1.15924 65 0) 1.13602 05 0) 1.11864 79 0) 1.10517 09 0) 1.09441 62 
1.0 (0) 1.17749 53 ( 0) 1.15158 03 (0) 1.13219 91 (0) 1.11716 60° (0) 1.10517 09 


При 0 <x < 1 линейная интерполяция по а, b или x позволяет получить 3 — 4 5. Интерполирование по а, b 
или х при помощи четырехточечной формулы Лагранжа позволяет получить в большей части таблицы 75, но на 
отрезке 1 <х < 10 нзобходимо использовать шеститочечную формулу. Для проведения двумерной интерполяции 
поаир, а их или b их можно использовать любую интерполяционную формулу. Эти вычисления можно проверить 
интерполированием в другом порядке. 
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Таблица 13.1 Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 
х=().2 


a\b (0.1 | 0.2 ().3 (OA 0.5 


-1.0 0) -1.00000 00 0.00000 00 (-1) 3.33333 33 (-1) 5.00000 00 (-1) 6.00000 
-0.9 (-1)-8.16955 02° (-2) 9.22415 48 (-1) 3.95232 64 be! 5.46684 38 (-1) 6.37527 
-0.8 (-1)-6.30239 72 (-1) 1.86164 62. (-1) 4.58166 34 (-1) 5.94088 89. (-1) 6.75592 
-0.7 (-1)-4.39817 97 (-1) 2.81785 03 (1 5.22143 72 fi 6.42219 72 bri 7.14199 
-0.6 (-1)-2.45653 39 (-1) 3.79118 64 (-1) 5.87174 11 (-1) 6.91083 10 (-1) 7.53352 
-0.5 (-2)-4.77093 96 (-1) 4.78181 44 (-1) 6.53266 92 (-1) 7.40685 28 (-1) 7.93056 
-0.4 (-1)+1.54050 87 (-1) 5.78989 52 (-1) 7.20431 59 (-1) 7.91032 56 (-1) 8.33316 
-0.3 (-1) 3.59664 50 (-1) 6.81559 07 -(-1) 7.88677 63 [η 8.42131 28 (-1) 8.74136 
-0.2 -] 5.69168 81 (-1) 7.85906 39. (-1) 8.58014 62 (-1) 8.93987 82 (-1) 9.15520 
-0.1 (-1) 7.82601 37 (-1) 8.92047 86 (-1) 9.28452 18 (-1) 9.46608 57 (-1) 9.57473 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 
0.1 | о 1.22140 28 | о 1.10977 94 | 0) 1.07266 78 | о 1.05416 86 0) 1.04310 
0.2 0) 1.44684 80 0) 1.22140 28 0) 1.14646 55 0) 1.10912 09 0) 1.08679 ° 
0.3 0) 1.67637 41 0) 1.33488 69 | 0) 1.22140 28 0) 1.16486 34 0) 1.13106 
0.4 о 1.91002 01 0) 1.45024 87 0) 1.29748 97 0) 1.22140 28 (0) 1.17593 
0.5 0) 2.14782 49 0) 1.56750 53 ( 0) 1.37473 61 0) 1.27874 56 0) 1.22140 
0.6 0) 2.38982 79 0) 1.68667 37 0) 1.45315 23 | 0) 1.33689 87 0) 1.26747 
0.7 0) 2.63606 85 0) 1.80777 12 0) 1.53274 81 0) 1.39586 86 0) 1.31414 
0.8 0) 2.88658 67 0) 1.93081 51 0) 1.61353 39 0) 1.45566 22 0) 1.36142 τ 
0.9 (0) 3.14142 25 0) 2.05582 28 0) 1.69551 97 0) 1.51628 63 0) 1.40933 
1.0 0) 3.40061 61 0) 2.18281 20 0) 1.77871 60 0) 1.57774 76 0) 1.45785 
a\b 0.6 0.7 OS 0.9 1.0 
-1.0 (-1) 6.66666 67 (-1) 7:14285.71 (-1) 7.50000 00 (-1) 7.77777 78 (-1) 8.00000 ( 
-0.9 (-1) 6.98070.53 (-1) 7.41302 26 je) 7.73716 33 (-1) 7.98920 01 (-1) 8.19077 
-0.8 (-1) 7.29894 21 (-1) 7.68657 38 (-1) 7.97712 40 (-1) 8.20297 76 (-1) 8.38356 
10.7 Γ΄] 7.62141 04 {=} 7.96353 68 {-1) 8.21990 25 (-1} 8.41912 68 2 8.57837 
-0.6 (-1) 7.94814 35 (-1) 8.24393 73 (-1) 8.46551 94 (-1) 8.63766 45 (-1) 8.77523 
-0.5 (-1) 8.27917 51 ψ-1) 8.52780 14 {-1 8.71399 57 (-1) 8.85860 76 (-1) 8.97413 
-0.4° (-1) 8.61453 89 (-1) 8.81515 54 (-1) 8.96535 20 3 9.08197 30 trl 9,17511 
-0.3 (-1) 8.95426 91 (-1) 9.10602 57 (-1) 9.21960 95 (-1) 9.30777 78 (-1) 9.37817 
-0.2 я 9.29839 97 αὶ 9,40043 88 zm 9.47678 92 αὶ 9.53603 91 Е 9.58333 | 
-0.1 (-1) 9.64696 51 (-1) 9.6984213 (-1) 9.73691 22 (-1) 9.76677 40 (-1) 9.79060 58 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 
0.1 0) 1.03575 39 0) 1.03052 02 0) 1.02660 74 (0) 1.02357 34 | 0) 1.02115 
0.2 0} 1.07196 17 0) 1.06140 54 0) 1.05351 56 ( 0) 1.04739 95 0) 1.04252 
0.3 0) 1.10862 70 0) 1.09265 84 0) 1.08072 66 0) 1.07147 98 0) 1.06410 
0.4 0) 1.14575 32 0) 1.12428 18 0) 1.10824 29 0) 1.09581 63 0) 1.08591 
0.5 (0) 1.18334 39 0) 1.15627 85 0) 1.13606. 64 0) 1.12041 07 0) 1.10793 
0.6 | 0) 1.22140 28 0) 1318865 12 | 0) 1.16419. 94 0) 1.14526 47 0) 1.13018 
0.7 0) 1.25993 33 0) 1.22140 28 0) 1.19264 41 0) 1.17038 02 0) 1.15264 
0.8 (0) 1.29893 91 ( 0) 1.25453 59 ( 0) 1.22140 28 0) 1.19575 89 0) 1.17534 
0.9 | 0) 1.33842 39 ( 0) 1.28805 34 | о 1.25047 76 | 0) 1.22140 28 0) 1.19825 
1.0 0) 1.37839 12 ( 0) 1.32195 81 0) 1.27987 08 0) 1.24731 35 0) 1.22140 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция Ma, b, x) 


т=(0.3 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
-2.00000 00 -1)-5.00000 00 0.00050 00 -1) 2.50000 00 -«1) 4.00000 00 
-1.73884 94 -1)-3.67762 19 -2) 8.90939 59 -]} 3.17420 35 ~l) 4.54351 25 
-}.46940 36 -1) -2.21724 76 -1} 1.80524 85 -1) 3.86467 39 -1) 5.09916 51 


-1.19153 81 -2) -9.18332 95 
-9.05127 09 -2)+5.19671 16 


-6.10043 44 -].) ‘1.99731 93 
-3.06158 84° (-1) 3.51517 11 
+6.65629 62 -1) 5.07379 19 
3.28532 83 -1) 6.67375 21 
6.59602 92 -1) 8.31562 77 


1.00000 00 (0) 1.00000 00 


2.14324 64 -1) 4.57162 39 -1) 5.66711 03 
3.70525 58 -1) 5.29526 85 -1) 6.24750 17 


-1) 4,69160 23 -1) 6.03582 44 -1) 6.84049 44 
5.70261 46 -1) 6.79351 05 (-1) 7.44624 48 
6.73862 42 -1) 7.56854 74 -1) 8.06491 07 
7.79996 60 -1) 8.26115 78 -1) 8.69665 13 
8.88597 76 -}) 9.17156 65 -}) 9.34162 71 


0) 1.00000 09 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 


1.24985 88 0 0) 1.11393 77 0) 1.08466 87 (0) 1.06719 33 
1.70931 54 0) 1.34985 88 0) 1.23054 56 0) 1.17118 59 0) 1.13575 92 
2.07850 71 0) 1.53139 94 0) 1.34985 88 0) 1.25957 47 0) 1.20571 42 
2.45757 28 0) 1.71742 78 0) 1.47191 26 0) 1.34985 88 0) 1.27707 51 
2.84665 23 0) 1.90800 49 0) 1.59674 26 0) 1.44206 18 0) 1.34985 88 
3.24588. 71 0) 2.10319 22 AY 1.72438 49 0) 1.53620 75 0) 1.42408 24 
3.65541 99 0) 2.30305 18 0) 1.85487 58 0) 1.63232 02 0) 1.49976 30 
4.07559 50 (0) 2.50764 63 0) 1.93825 19 0) 1.73042 41 0) 1.57691 80 
4.50595 77 0) 2.71703 89 0) 2.12455 03 0) 1.83054 38 0) 1.65556 49 
‚4.94725 50 0) 2.93129 36 0) 2.26380 82 0) 1.93270 41 0) 1.73572 13 
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


5.00000 00 -1) 5.71428 57 αι 
5.45594 63 -1) 6.10737 55 
5.92137 29 (-1) 6.50811 03 
6.39639 42 -1) 6.91657 86 
6.88112 53 =\) 7.33287 00 


7.37568 28 (-1) 7.75707 44 
7.88918 36 (-1) 8.18928 28 
8.39474 59 -1) 8.62958 68 
) 8.91948 91 -1) 9.07807 88 
9.45453 34 -1) 9.53485 19 9.59485 17 9.64133 99 -1) 9.67839 44 


| 6.59572 2; (-1) 6.97537 97 (-1№) 7.27897 71. 
1.00006 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 


6.94776 02 -1) 7.28940 91 -1) 7.56249 82 
7.20618 39 (-1) 7.60881 20 -1) 7.85061 06 


7.67106 45 (-1 
-1) 8.04247 38: Г. 
8.42048: 41 

8.80516 81 Е 


7.93364 63 (-1) 8.14336 18 


8.26397 Οἱ -1) 8.44079 99 
8.59984 20 -1) 8.74297 33 
8.94132 11 ~1), 9.04993 07 


9.19659 93 


6.25000 00 | 6.66666 67 (-1) 7.00000 00 
) 
| 9.28846 71 -1). 9.36172 12 


1.05560 11 1.04736 18 1.04121 19 1.02645 08 1.03265 88 
1.11226 90 1.09558 01 1.07349 27 1.06582 10 
1,17001 62 1.14466 45 1.11113 16 1.09949 16 
1.22865 51 1.19462 48 1.14937 40 1.13367 58 
1.28879 84 1.24547 07 1.18822 61 1.16837 88 


‘7.34965 88 1.29721 20 1.22769 42 1.20360 57 
1.41204 93 1.34985 88 1.26778 47 1.23936 18 
1.47538 27 1.40342 10 1.20850 41 1.27565 25 
1.53987 22 1.45790 88 1.34985 88 1.31248 30 
1.60553 08 1.5133323 1,29185 54 1.34985 88 


1.08312 85. 
1.12575 75 
1.16910 65 
1.21318 32 


12979956 
1.30355 15 
1.34985 88 
1.39692 56 
1.44475 99 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция Λία, b, x) 


х=0.4 
a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
-1.0 0)-3.00000 00 0)-1:00000 00 (-1)-3.33333: 33 . 0.00000 00 (-1)2.00000. 
-0.9 0)-2.67035 54 (-1)-8.32139 43 (-1)-2:19718 27` (-2) 8.63057'33 (-1) 2.69801" 
-0.8 (0)-2.32590 02 (-1)-6.57495 96 (-1)-1.01932 12 (-1) 1.75514 40 (-1) 3.41768 
-0.7 0)-1:96633 24 (-1)-4.75937 91 (-2)+2.01024.24 (-1) 2.67677 48 (-1) 4.15938 
-6.6 0)-1.59134 63 (-1)-2.87331 90 (-1) 1.46463 65 (-1) 3.62847 08 (-1) 4.92349 
-0.5 0)-1:20063`19 ‘(-2)-9.15428. 01 (-1) 2:77230 84 (-1) 4.61075 95 (-1) 5.71037 
-0.4 (-1)-7.93875 31 (-1)+1.11566 21 (-1) 4.12484 23 (-1) 5.62417 45 (-1) 6.52042 
-0.3 (-1)-3.70758 28 (-1) 3.22133 74 (-1) 5.52305 08 (-1) 6.66925 61 (-1) 7.35401 
-0.2 {-2)+6.90415.20 (-1) 5.40300 15 (-1) 6.96775 63 (-1) 7.74655 09 (-1) 8.21154- 
-0.1 (-1) 5.25850 66 (-1).7,66207`59 (-1) 8.45979 18 (-1) 8.85661 23 (-1) 9.09340 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0), 1.00000 00 (- 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000. 
0.1 (0) 1.49182 47 0): 1.24182 32 0). 1.15892 34 ( 0) 1.11772 81 0) 1.09317 2 
0.2 0) 2.00166 43 0) 1.49182 47 0). 1.32283 59. (0) 1.23890 28 0) 1.18890. 
0.3 0) 2.52986 27 0) 1.75015 .41 0) 1.49182 47 C) 1.36358 21 0) 1.28722 
0.4 0) 3.07676:82 (. 0) 2.01696 26 0) 1.66597 84 0) 1.49182 47 0) 1.38818 
0.5 0) 3.64273.38 (0) 2.29240 35 0) 1.84538 67 (0) 1.62369 00 (0) 1.49182 
60.6 (0) 4.22811 68 0) 2.57663 20 0) 2.03014 00 0) 1.75923 82 0) 1.59818. 
0.7 0) 4.83327 91 0) 2.86980 51 0) 2.22033 03 0) 1.89852 99 (:.0) 1.70731 
0.8 0) 5.45858 73 (. 0) 3.17208 18 0) 2.41605 02 0) 2.04162 67. 0) 1.81925 . 
0.9 0) 6.10441 27 0) 3.48362 30 ( 0) 2.61739 39 0) 2.18859 08 0) 1.93404 
1.0 0) 6.77113 12 0) 3.80459 19 0) 2.82445 63 0) 2.33948 51 0) 2.05174 
a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1,0 
-Ἐ. -1) 3.33333 33 | 
-6: -1) 3.92050 85 (-1) 4.79315°51 (-1) 5.44722.84 (-1) 5.95564 45 (-1) 6.36214 
-0, -1) 4.52459 74 (-1) 5.31423 36 (-1) 5.90572 12 (-1) 6.36521 50 (-1); 6.73238 
-6, -1) 5.14587 62. (-1) 5.84916 36. (-1) 6.37564 87 (-1) 6.78446 52 (-1) 7.11085 
ΚΞ -1) 5,78462 40 (-1) 6.39816 17 (-1) 6.85718 29 (-1) 7.21335 46 (-1) 7.49764 


6.96144 64 -1) 7.89289 


t 
SOOCfSo 


7.11565 94 4.53923: 92 -1) 7.85576 88 -1) 8.10109 70 -1) 8.29670 


7.80852 14 


-1) 7.35049 77 Е '7.65220 44 


-1) 8.37317 41 -1) 8:56017 66 -1) 8.70919 


-1) 5.00000 00 -1) 5.55555 56 Ε 6.00000 
8.13176 35 | 


: 4.28571 43 
zy 6.44112 32 | 


0 

9 

8 

᾽ 

6 

5 

4 

3 
-0.2 (-1) 8.52000 13 (-1) 8:73924 56 (-1) 8.90289 30 ie 9.02958 86 (-1) 9.13049 
-0.1 (-1) 9.25039 46 (-1) 9.36191 40 (-1) 9.44510 72 (-1) 9.50948 02 (-1) 9.56072 
0.0 ( 0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 
0.1 0) 1.07691 20 0) 1.06537 37 0); 1.05677 57 0) 1.05012 98 ( 0) 1.04484 
0.2 0) 1.15580 59 0) 1.13233 62 0) 1.11485 65 0) 1.10135 26 0) 1.09061 
0.3 0) 1.23671 28 0) 1.20091 13 (0) 1.17426 15 0) 1.15368 38 0) 1.13733. 
0.4 0) 1.31966 37 0) 1.27112 31 (0) 1.23500 97 0) 1.20713 88 0) 1.18500 
0.5 (0) 1.40469 04 (0) 1.34299 62 (0) 1.29712:04 (0) 1.26173 33 (0) 1.23364 
0.6 0) 1.49182 47 0) 1.41655: 50. 0) 1.36061 33 0) 1.31748 31 0) 1.28326 
0.7 0) 1.58109 90 0) 1.49182 47 0) 1.42550 81 0) 1.37440 41 ( 0) 1.33388 
0.8 0) 1.67254 59 ( 0) 1.56883 03 0) 1.49182 47 0) 1.43251 25 0) 1.385506’ 
0.9. 0) 1.76619 84 0) .1.64759 75 0) 1.55958 33 ( 0).1.49182 47 0) 1.43814. 
1.0 (0) 1.86208 99 0) 1.72815 18 ( 0) 1.62880°44 ( 0) 1.55235 70 0) 1.49182 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, Ь, x) 
х=0.5 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
«1.0 0)-4.00000 00 (-0)-1.50000 00 (-1)-6.66666 67 (-1)-2.50000 00 0.00000 00 
-0.9 0) -3.61201 86 0)-1.30112 70 (-1)-5.31342 47 (-1)-1,46751 27 (-2) 8.38114 43 
-0.8 0) -3.20079 89 0)-1.09161 33 (-1)-3.89475 90 (-2)-3.89499 09 (-1) 1.71019 66 
-0.7 0)-2.76573 85 (-1)-8.71196 18 it -2.40912 78 (-2)+7.35066 66 (-1) 2.61697 96 
-0.6 0)-2.30622 47 (-1)-6.39608 65 (-2)-8,54965 30 (-1) 1.90722 60 (-1) 3.55920 78. 
-0.5 0)-1.82163 45 (-1)-3.96579 38 (-2)+7.69319 06 (-1) 3.12803 64 (-1) 4.53763 61 
-0;4 0)-1.31133 45 (-1)-1.41832 63 (-1) 2.46534 08 (-1) 4.39857 14 (-1) 5.55303 09 
-0.3 (-1)-7.74681 00 (-1)+1.24911 75 (-1) 4.23474 05 (-1) 5.71992 06 (-1) 6.60617 00 
-0.2 -1)-2.11019 41 -1) 4.03938 42 (-1) 6.07918 46 (-1) 7.09319 04 (-1) 7.69784 21 
-0.1 -1)+3.80315 52 (-1) 6.95536 57 (-1) 8.00036 50 (-1) 8.51950 36 (-1) 8.82884 81 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 60 (0) 1.00000 vo 
0.1 Ὁ) 1.64872 13 0) 1.31762 72 ( 0) 1.20798 34 0) 1.15358 36 0) 1.12121 22 
0.2 0) 2.32717 78 0). 1.64872 13 0) 1.42416 39 .0) 1.31281 87 0) 1.24660 50 
0.3 0) 3.03607 92 (0) 1.99359 02 0) 1.64872 13 0) 1.47782 42 0) 1.37626 32 
0.4 0) 3.77614 69 0) 2.35254 68 0) 1.88183 81 0) 1.64872 13 0) 1.51027 29 
0.5 0) 4.54811 35 0) 2.72590 86 0) 2.12369 98 0) 1.82563 24 0) 1.64872 13: 
0.6 0) 5.35272 38 0) 3.11399 83 0) 2.37449 45 ( 0) 2.00868 23 0) 1.79169 69 
0.7 0) 6.19073 40 0) 3.51714 35 0) 2.63441 32 0) 2.19799 70 0) 1.93928 94 
0.8 0) 7.06291 26 0) 3.93567 68 0) 2.90364 98 0) 2.39370 49 0) 2.09159 01 
0.9 0) 7.97004 04 0) 4.36993 59 0) 3.18240. 09 0) 2.59593 60 0) 2.24869 11 
1.0 0) 8.91291 03 0) 4.82026 39 (0) 3.47086 63 0) 2.80482 21 0) 2.41068 61 

αν) 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
-1.0 (-1) 1.66666 67 (-1) 2.85714 29 (-1) 3.75000 00 -1) 4.44444 44 (-1) 5.00000 00 
-0.9 (-1) 2.37390 35 (-1) 3.46998 42 (-1) 4.29138 21 -1) 4.92975 27 (-1) 5.44007 21 
-0.8 (-1) 3.10765 94 (-1) 4.10420 52 -1) 4.85042 16 (-1) 5.42992 21 -1) 5.89284 39 
-0.7 (-1) 3.86848 36 (-1) 4.76023 18 (-1) 5.42745 70 (-1) 5.94522 72 (-1) 6.35854 17 
-0.6 (-1) 4.65693.33 (-1) 5.43849 54 (-1) 6.02283 14 (-1) 6.47594 62 (-1) 6.83739 50 
-0.5 (+1) 5.47357 40 (-1) 6.13943 38 (-1) 6.63689 23 -]) 7.02236 09 -1) 7.32963 60 
-0.4 (-1) 6.31897 89 -(-1) 6.86349`09 (-1) 7.26999 22 -1) 7.58475 70 (-1) 7.83550. 00 
-0.3 (-1) 7.19372 99 (-1) 7.61111 66 (-1) 7.92248 85 (-1) 8.16342 38 (-1) 8.35522 55 
-0.2 (-1) 8.09841 67 -1) 8.38276 72 πὶ 8.59474 31 -1). 8.75865 45 (-1) 8.88905 38 
-0.1 -1) 9.03363 78 (-1) 9.17890 54. (-1) 9.28712.29 (-1) 9.37074 63 (-1) 9.43722 94 
0.0 (0) 1.00000: 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0.1 0) 1.09981 19 0) 1.08465 27 0) 1.07337 51 0) 1.06467 21 0) 1.05776.16 
0.2: 0) 1.20286 18 0) 1.17189 67 0) 1.14887 58 ( 0) 1.13112 17 ( 0) 1.11703: 33 
0.3 0) 1.30921 31 0) 1.26178 10 0) 1.22654 08 0) 1.19938 02 0) 1.17784 06 
0.4 0) 1.41892 99 0) 1.35435 51 0) 1.30640 94 0) 1.26947 93 0) 1.24020 96 
0.5 0) 1.53207 73 0) 1.44966 91 0) 1.38852 11 0) 1.34145 10 0) 1.30416 68 
0.6 0) 1.64872 13 0) 1.54777 40 0) 1.47291 64 Ὁ). 1.41532 79 0) 1.36973 88 
0.7 0) 1.76892 87 0) 1.64872 13 0) 1.55963 60 0) 1.49114. 29 0) 1.43695 27 
0.8 0) 1.89276 74 0) 1.75256 32 (0) 1.64872 13 0) 1.56892 95 0) 1.50583 59 
0.9 0) 2.02030 62. ея 29 0) 1.74021 40 0) 1.64872 13 (- 0) 1.57641 61 
1.0 0) 2.15161 47 0) 1.96914 38 0) 1.83415 67° 0) 1.73055 26 `0) 1.64872 13 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая фувкция Μία, b, x) 


х =0.6 
a\b ().2 ().3 ().5 
-1.0 0)-5.00000 00 ( 0)-2.00000 00 ( Q)-1.00000 00 ыы -5.00000 00 (-1)-2.00000 
-0.9 0)-4.56442 36 ( 0)-1.77497 83 mi -8.45926 51 (-1)-3.81848 50 -1)-1.03687 
-0.8 0) -4.09525 03 0) -1.53457 51 am -6.82397 09 (-1)-2.57117 79 -3) -2.46606 
-0.7 0) -3.59141 57 0) -1.27832 65 © rth eer) 76 г -1.25627 00 -})+1.03792 
-0.6 0) -3.05183 34 0)-1.00575 96 (-1)-3.25877 35 -2)+1.28080 81 -1) 2.15219 
-0.5 0) -2.47539 54 -1)-7.16392 12 [ΓΖ -1.32327 40 ΕΣ 1.58375 09 -1) 3.31950 
-0.4 0)-1.86097 11 -1)-4.09732 38 -2)+7.17978 94 3.11265 .10 -1) 4.54119 
-0.3 2 -1.20740 73 -2)-8.52791 51 -1) 2.86791 :75 4.71672 67 σι. 5.81866 
-0.2 -5.13527 80 -1)+2.57478 49 -]) 5.12952.90 6.39795.93 -1) 7.15333 
-0.1 11 52° 21866 89 -1) 6.19061 29 (-1) 7.50585 66 8.15836 59 (-1) 8.54662 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 
0.1 0) 1.82211 88 0) 1.40083 55 0) 1.26151 16 0) 1.19249 52 0 1.15149 
0.2 0) 2.68949 50 0) 1.82211 88 0) 1.53544 21 0): 1.393535: 9) 4.30929 
0.3 0) 3.60342 49 0) 2.26441 16 0) 1.82211 88 0) 1.60333 61 0) 1.47356 
0.4 0) 4.56523 01 0) 2.72828 598 0) 2.12187 52 0) 1.82211 88 { 0) 1.64445 
0.5 0) 5.57625 77 0) 3.21432 45 0) 2.43505 08 0 2. 05010 79... 9) :1.82211 
0.6 0) 6.63788 04 ϱ) 3.72312 11 0) 2.76199 12 0) 2.28753 06 0) 2.00672 
0.7 0) 7.75149 76 0) 4.25528 05 0). 3.10304 83 0) 2.53462 03 0) 2.19843 
0.8 - 0) 8.91853 48 0) 4.81141 85 0) 3.45858 04 0) 2.79161 30 0) 2.39742 
0.9 1) 1.01404 45 0) 5.39216 24 0) 3.82895 20 0) 3.05874 93 0) 2.60385 
1.0 1) 1.14187 08 0) 5.99815.10 0).4.21453 44 0). `3.33627:34с- (Ὁ 9) 2.81789 ; 
a\b 0.6 0.7 0.5 0.9 1.0 


-1) 4.00000 
-1)° 4.51255 
-1) 5.04345 


ἶ 
ооо 


-2) 8.15612 80 
-1) 1.66954 03 -1 


2.13746: 25 -1) 3.12786 69: 


| 3.89744 84 
2.87723 99 (-1) 3.78124 01 


- 4.48302 85 


0 0.00000 00 (-1) 1.42857 14 (-1) 2.50000 00 (-1) 3:33333 33 

9 

8 
-0.7 (-1) 2.56274 99 (-1) 3.64865 28 (-1) 4.46071 49 (-1) 5.09055 63 (-1) 5.59308 
-0.6 (-1) 3.49622 62 (-1) 4.45246 33 (-1) 5.16689 67 (-1) 5.72052 24 (-1) 6.16155 
-0.5 (-1) 4.47097 05 (-1) 5.28944 63 (-1) 5.90040 05 (-1) 6.37342. 52 [- 6.75019 
-0.4 (-1) 5:48800 20 (-1) 6.16039 00 (-1) 6.66185118 (-1) 7.04977 12 (-1) 7.35850 - 
-0.3 (-1) 6.54835 72 (-1) 7.06609 56 (-1) 7.45188 61 (-1)' 7:75007 48 (-1) .7.98720 
-0.2 (-1) 7.65309 05 (-1) 8.00737 79 (-1) 8.27114 95 (-1) 8.47485 87 (-1) 8.63672 
-0.1 (-1) 8.80327 45 (-1). 8.98506 53 (-1) 9.12029 84. (-1) 9.22465 40 (-1) 9.30751 
0.0 (0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000`00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 
0.1 0) 1.12443`77 0) 1.10530 38 0) 1.09109 32 0) 1.08014 45 0) 1.07146 
0.2 0) 1.25375 32 0) 1.21450 50 0) 1.18537 84 0) 1.16295 44 0) 1.14519 
0.3 0) 1.38806 15 0) 1.32769 20 (0) 1.28292 55 0) 1.24848 64 (0) 1.22122 
0.4 0) 1.52747 91 0) 1.44495 .47 0) 1.38380 56 0) 1.33679 79 0) 1.29961 
0.5 (0) 1.67212 47 0) 1.56638 46 (0) 1.48809 10 0) 1.42794 70 0) 1.38040 
0.6 0) 1.82211 88 0) 1.69207 45 0) 1.59585 51 0) 1.52199 31 ( 0) 1.46364. 
0.7 0) 1.97758 41 0) 1.82211 88. (0) 1.70717 25 (0) 1.61899 63 0) 1.54938 
0.8 0) 2.13864 53 0) 1.95661 34 0) 1.82211 88 (0) 1.71901 75 (.0) 1.63767 
0,9 0) 2.30542 91 0) 2.09565 57 0) 1.94077 10 0) 1.82211 88 0) 1.72857 
1.0 (0) 2.47806 43 0) 2.23934 48° (0) 2.06320 72 ( 0) 1.92836 31 (0) 1.82211. 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция M(a, b, x) 


0.1 ().2 ().3 ().4 5. 


2 
Pi 
~ 


-1.0 0)-6.00000 00 0)-2.50000 00 ( о -1.33333 33 1 -7.50000 00 t aye -4.00000 00 
.-0.9 0) -5.52819 79 0)-2.25396 47 ( 0)-1.16362`83 -1)-6.19090 30 1)-2.92768 78 
-0.8 0)-5.01049 23 0)-1.98691 64 а. -9.81007 11 -1)-4.79194 87 -1)-1.78834 77 
-0.7 0) -4.44515 47 0)-1.69810 26 ЕТ 7.85028 60 2 -3.30020 58 -2) -5.79886 90 
-0.6 0) -3.83041 49 0)-1.38675 31 (-1)-5.75241 82 --1)-1.71267 91 -2)+6.99831 62 
-0.5 0) -3.16446 06 0)-1.05207 99 (-1)-3.51185 70 (-3)-2.63083 59 -1) 2.05299 00 
-0.4 0) -2.44543 68 -1)-6.93277 09 (-1)-1.12388 92 13 +1.76203 27 we 3.48181 61 
-0.3 0)-1.67144 46 -1)-2.09520 29 -1)+1.41630 28 -1) 3.65553 75 ἘΠ 4.98858 44 
-0.2 -1)-8.40541 00 (-1)+1.00033 57 -1) 4.11364 25 а 5.65746 78 -1) 6.57561 66 
-0.1 (-2)+4.92624 47 (-1) 5.36246 53 -]) 6.97316 13 -1) 7.77115 48 (-1) 8.24528 23 
0.0 (0) 1.00000 09 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
6.3 (0) 2.01375. 27 о} 1.49219 50 0) 1.31994 11 (0) 1.23474 77 0) 1.18422 38 
0.2 0) 3.09264 92 0) 2.01375 27 0) 1.65767 60 0) 1.48171 31 0) 1.37745 14 
0.3 0) 4.23886 64 0) 2.56561 44 ~( 0) 2.01375 27 0) 1.74125 83 0) 1.57993 98 
9.4 0) 5.45463 06 0) 3.14874 21 0) 2.38873 10 0) 2.01375: 27 0) 1.79195 11 
0.5 0) 6.74221 79 0) 3.76411 90 0) 2.78318 26 (0) 2.29957 36 0) 2.01375-`27` 
0.6 о) 8.10395 56 0) 4.41274 94 0) 3.19769 12 0) 2.59910 58 ; 2.24561 74 
0.7 0) 9.54222 25 0) 5.09565 95 0) 3.63285 27 0) 2.91274 21 0) 2.48782 35 
0.8 1) 1.10594 50 0) 5.81389 76 0) 4.08927 57 0) 3.24088 34 о} 2.74065 46 
0.9 1) 1.26581 24 0) 6.56853 43 $ 0) 4.56758 14 (0) 3.58393 85 0) 3.00440 00 
1.0 -]) 1.43407 83 0) 7.36066 31 0) 5.06840. 38 ο) 3.94232 46 0) 3.27935 49 
a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0: 
-1.0 -1)-1.66666 67 . 0.00000 00 -1) 1.25000 00 -1) 2.22222 22 33 3.00000 00 
-0.9 -2) -7.54915 03 iF 7.95165 75 -1) 1.95634 74 -1) 2.85846 10 -1) 3.57936 92 
-0.8 -2)+2.09154 67 -1) 1.63250 20 -1) 2.69751 66 -1) 3.52400 18 -1) 4.18377 43 
-0.7 -1) 1.22710 86 -1) 2.51322 11 -1) 3.47447 03 (-1) 4.21962 49 -1) 4:81385 81 
-0.6 -1) 2.30054 51 -1) 3.43855 96 -1) 4.28819 01 (-1) 4.94612 53 -]) 5.47027 56 
-0.5 -1) 3.43109 52 -1) 4.40977 87 -1) 5.13967 66 -1) 5.70431 32 -1) 6.15369 36 
-0.4 -1) 4.62042 36 -1) 5.42816 47 -1) 6.02994 98 -1) 6.49501 40 -1) 6.86479 13 
-0.3 -1) 5.87022 82 -1) 6.49502 91. -1) 6.96004 90 -1) 7.31906 85 -1) 7.60426 03 
-0.2 -1) 7.18224 16 -1) 7.61170 97 -1) 7.93103 40 -1) 8.17733 33 κ 8.37280 46 
-0.1 -1) 8.55823 13 -1) 8.77956 99. -1) 8.94398 42 -1) 9.07068 09 -1) 9.17114 12 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0.1 0) 1.15093 86 0) 1.12744 17 0) 1.11002 02 0) 1.09661 96 (0) 1.08601 24. 
0.2 0) 1.30882 66 0) 1.26042 67 0) 1.22457 33 0) 1.19701 89 { 0) 1.17522 70 
0.3 0) 1.47385 50 0) 1.39910 20 0) 1.34377 57 0) 1.30129 20 0) 1.26772 07 
0.4 0) 1.64621 90 9 1.54361 79 0) 1.46774 58 0) 1.40953 43 ( 0) (1.36357 “19° 
0.5 0) 1.82611 74 0) 1.69412 73. 0) 1.59660 44 0) 1.52184 32 (0) 1.46286 04 
0.6 ( 0) 2.01375 27 0) 1.85078 59 0) 1.73047 46 0) 1.63831 77 0) 1.56566 72 
0.7 0) 2.20933 17 0) 2.01375 27 0) 1.86948 15 о} 1.75905 87. 0) 1.67207 52 
0.8 0) 2.41306 50 0) 2.18318 94 ϱ) 2.61375" 27 0) 1.88416 89 0) 1.78216 81 
0.9 0) 2.62516 74 0) 2.35926 09 (0) 2.16341 82 о} 2.01375 27 0) 1,89603 16 
1.0 0) 2.84585 75 0) 2.54213 50 (0) 2.31861 02 0) 2.14791 66 0) 2.01375 27 


225) 
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Таблица 13.1. Вырожденвая гипергеометрическая функция МС, b, x) 


т =0.8 
a\b 0.1 0.2. 043 0.4 0.5 
-1.0 ϱ) -7.00000 00 0)-3.00000 00 0)-1.66666 67 0)-1.00000 00 (-1)-6.00000 
-0.9 0)-6.50401 48 0) -2.73837 67 0)-1.48461 68 (-1)-8.58588 03 (-1)-4.83512 
-0.8 0)-5.94785 78 0)-2.44921 23 0)-1.28563 99 (-1)-7.05401 18 (-1)-3.58242 
-0,7 0) -5.32888 96 0)-2.13135 83 ( 0)-1.06906 32 (-1)-5.39992 81 (-1)-2.23871 
-0.6 0) -4.64439 77 0) -1.78363 55 (-1)-8.34197 05 (-1)-3.61905 04 (-2)-8.00722 
-0.5 ϱ) -3,89159 56 0)-1.40483 36 fe} -5.80333 58 (-1)-1.70668 54 (-2)+7.34885 
-0,4 0)-3.06762 06 (-1)-9.93710 17 (-1)-3.06747 02 (-2)+3.41976 74 (-1) 2.37153 
πο... 0)-2.16953 29 (-1)-5.48990 22 (-2)-1.26930 95 (-1) 2.53186 47 (-1) 4.11274 
all? 0)-1.19431 35 (-2)-6.93656 36 (-1)+3.02591 28 (-1) 4.86802 83 at 5.96208 
-0.1 (-1)-1.38863 05 (-1)+4.46505 60 (-1) 6.39888 38 (-1) 7.35564 06 (-1) 7.92325 
0.0 ( 0)+1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00: ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 
0.1 0) 2.22554 09 0) 1.59252 93 ( о 1.33374 7% 0) 1.28065 33 0) 1.21961 
0.2 0) 3.54111 04 0) 2.22554 09 0) 1.79197 39 0) 1.57807 97 0) 1.45157 
0.3 0) 4.95014 63 0) 2.90051 91 9) 2.22554 09 0) 1.89284 81 0) 1.69626 
0.4 0) 6.45617 50 | 0) 3.61898 52 0) 2.68533 25 | 0) 2.22554 09 | 0) 1.95411 
0.5 0) 8.06281 37 0) 4.38249 84 (0) 3.17225 39 (0) 2.57675 45 0) 2.22554 
0.6 0) 9.77377 18 0) 5.19265 68 0) 3.68723 21 0) 2.94709. 89 0) 2.51097 
0.7 η) 1.15928 53 0) 6.05109 78 9) 4.2312] 63 0) 3.33719 88 0) 2.81085 
0.8 1) 1.35239 56 0) 6.95949 89 0) 4.80517 86 0) 3.74769 30 0) 3.12563 
0.9 1) 1.55710 78 9) 7.91957 87 | 0) 5.41011 38 9) 4.17923 55 0) 3.45577 
1.0 1) 1.77383 16 (0) 8.93309 73 0) 6.04704 06 0) 4.63249 51 (0) 3.80174 
a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
-1.0 р -3.33333 33 9285 14 0.00000 00 {-1 1.11111 11 (-1) 2.00000 
-0.9 (-1)-2.33826 62 (-2)-5.57356 94 (-2) 7.76467 88 (-1)-1.81250 42 (-1) 2.64028 
-0.8 (-1)-1.27465 48 (-2)+3.69102 15 (-1) 1.59854 95 i=l} 2.55227 74 (-1) 3.31335 
-0,7 т -1.40115 64 и 1.35264 99 πὶ 2.46770 86 (-1) 3.33161 66 (-1) 4.02018 
-0.6 (-1)+1.06779.15 (-1) 2.39517 31 (-1) 3.38544 19 (-1) 4.15173 34 (-1) 4.76178 
-0.5 (-1) 2.35156 45 3 3.49860 15 (-1) 4.35327 95 (-1) 5.01386 60 (-1) 5.53917 
-0.4- (-1) 3.71375 95 (-1).4.66490 92 <(-1) 5.37278 55 (-1) 5.91927 92 (-1) 6.35337 
-0.3 (-1) 5.15699 27 и 5.89611 50 (-1) 6.44555 87 (-1) 6.86926 51 (-1) 7.20546 
-0.2 (-1) 6.68394 10 (-1) 7.19428 36 (-1) 7.57323 29 (-1) 7.86514 37 -(-1) 8.09652 
-0.1 (-1) 8.29734 28 (-1) 8.56152 59 (-1) 8.75747 79 (-1) 8.90826 31 (-1) 9.02766 
0.0 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 
0.1 9) 1.17947 78 0) 1.15119 12 (0) 1.13025 42 0) 1.11417 60 0) 1.10146 
0.2 0) 1.36846 08 0) 1.30995 18 0) 1.26668 86 0) 1.23349 80 9) 1.20729 
0.3 9) 1.56724 87 0) 1.47651 22 0) 1.40948 49 0) 1.35811 24 0) 1.31758 
0.4 0) 1.77614 79 0) 1.65110 80 0) 1.55882 92 4 1.48816 89 0) 1.43248 
0.5 (0) 1.99547 19 0) 1.83397 98 (0) 1.71491 10 (0) 1.62382 02 ( 0) 1.55209 
0.6 ( 0) 2.22554 09 ( 0) 2.02537 37 ( 0) 1.87792 43 о} 1.76522 23 ( 0) 1.67656 
0.7 0) 2.46668 24 ( 0) 2.22554 09 (0) 2.04806 69 0) 1.91253 43 0) 1.80600 
0.8 0) 2.71923 11 0) 2.43473 81 0) 2.22554 09 9) 2.06591 86 ϱ) 1.94055 
0.9 0) 2.98352 90 0) 2.65322 74 ( 0) 2.41055 26 0) 2.22554 09 (0) 2.08035 
1.0 ( 0) 3.25992 56 ( 0) 2.88127 68 (0) 2.60331 27 ( 0) 2.39157 03 (0) 2.22554 


я 
a 
Lo a 
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Таблица 13%. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 


т =0.9 
0.1 _ 0.2 0.3 0.5 
0)-8,00000 00 ( и 50000 00 и 00 δὲ -1.25000 00 -1)-8.0000C 00 
0)-7.49259 77 (0)-3.22852 60 0) -1.80907 26 0) -1.10046 05 -1)-6,76001 98 
0) -6.9087ι! 25 0) -2.92208 06 0) -1.59665 35 eA -9.35972 27 -1)-5.40855 15 
0) -6.24470 96 0) -2.57899 21 0)-1.36176 43 -1)-7.55885 89 -1)-2,94096 49 
0) -5.49641 35 0)~2.19753 81 0)-1.10339 79 (-1)-5.59533 56 -1) -2.35250 18 
0) -4.65980 55 0)-1.77594 43 т 02 ei -3.46228 53 -2) -6.38272 88 
0) -3.73067 11 0) -1.321238 34 -1)-5.12058 10 1.15264 70 -1)+1.20674 49 
0) -2.70466 65 -1)-8.04973 88 и 97 а 34083 75 1) 3.18771 09 
0) -1.57731 62 -1)-2.51778 79 | +1.86021 91 4.02562 81 -1) 5.30992 39 
-1)-3.44010 11 -1)+3.49195 37 -1) 5.77931 14 6.90939 03 -1) 7.57882. 50 
0) +1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.06000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0) 2.45960 31 0) 1.70274 56 ὃ 1.45345 52 0) 1.33055 47 4 1.25791 83 
0) 4.03983 23 0) 2.45960 31 0) 1.93955 77 0) 1.68343 42 0) 1.53222 60 
0) 5.74586 78 0) 3.27280 52 0) 2.45960 31 0) 2.05949 16 0) 1.82352 69 
0) 7.58304 06 0) 4.14464 74 0) 3.01492 28 0) 2.45960 31 0) 2.13244 07 
0) 9.55683 50 0) 5.07749 00 0) 3.60688 44 0) 2.82466 81 0) 2.45960 31 
1) 1.16728 93 о 6.07375 88 0) 4.23689 27 x. 3.33560 96 0) 2.80566 62 
1) 1939370:27 0) 7.13594 69 0) 4.90639 03 0) 3.81337 52 0) 3.17129 88 
1) 1.63551 72 ( о} 8.26661 58 0) 5.61685 85 0) 4.31893 69 Ὁ) {3.55718 66 
1) 1.89334 94 0) 9.46839 74 0) 6.36981 80 о} 4.85329 20 (0) 3.96403 28 
1) 2.16782 87 1) 1.07439 95 0) 7.16683 00 0) 5.41746 38 (0) 4.39255 83 
0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
-1)-5.00000 00 καὶ -2.85714 29 -1)-1,25000 00 0.00000 00 -1) 1.00000 00 
-1)-3.93506 44 -1)-1.92058 43 -2)-4,12148 81 -2) 7.59274 35 -1) 1.69504 02 
-1)-2.78312 29 -2)-9.13906 92 -2)+4.83592 97 -1) 1.56725 54 -1) 2.43169 00 
-1)-1.54071 44 -2)+1.65565 38 1-1 1.43934 85 = 2.42566 24 -1) 3.21136 46 
-2)-2.04284 74 -1) 1.32057 89 -1) 2.45729 51 -1) 3.33625 68 -) 4.03551 32 
-1 +1.22981 53 -1) 2.55395 12 (-1) 3.53966 52 | 4.30084 39 ‘-1) 4.90562 01 
1) 2.76533-21 -1) 3.86857 31 we 4.68874 74 -1) 5.32127 33 -l) 5.82320. 59 
1) 4.40611 09 -]1) 5.26740 93 -1) 5.90688 76 -]) 6.39943 94 “1 6.78982 33 
1) 6.15609 81 -]) 6.75350 07 Е. 7.19649 04 -|) 7.53728 29 .-) 7.80706 95 
1) 8.01934 30 -1) 8.32996 53 -1) 8.56001 96 -1) 8.73679 14 -1) 8.87657 20 
0) 1.00000..00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00050 00 
9) }.21023>31 0) 1.17668 82 0) 31519018 {°) 1.13689 93 0) 1.11790 61 
0) 1.43307 07, о 1.26339 71 0. 1.31197 24 0) 1.27259 -03 0) 1.24155 02 
0) 1.66896 10 0) 1.56047 09 0) 1.48048 31 0) 1.41929 15 0) 1.37111 10 
0) 1.91836 37 :. 1.76826 25 0) 1.65771 19. 0) 1.57322 64 0) 1.50677 14 
0) 2.18175 01 (0) 1.98713 34 (0) 1.84394 34 0) 1.73462 38 0) 1.64871 85 
0 2.45960 31 0) 2.21745 38 (0) 2.03946 90 0) 1.90371 79 0) 1.79714 36 
0) 2.75241 80 0) 2.45960 31 0) 2.24458 71 0) 2.08074 81 0) 1.95224 22 
0) 3.06070 20 0) 2.71396 99 0) 2.45960 31 0) 2.26595 96 0) 2.1142]: 45 
0) 3.38497 53 0) 2.98095 21 о} 2.68482 96 0) 2.45960 31 р 2.28326 51 
0) 3,72577 04 (0) 3,26095 72 0) 2.92058 65 0) 2.66193 52 0) 2.45960 31 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция Λία, b, x) 


х=1.0 
a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
st 0) -9.00000 00 | ϱ) -4.00000 00 0)-2.33333 33 0)-1.50000 00 0):-1.00000 
-0.9 0) -8.49472 34 0) -3.72474 63 0) -2.13718 91 0) -1.34483 48 (-1)-8 70327 
-0.8 0)-7.89481 34 ( 0)-3.40618 57 0) -1.91443 23 | 0)-1.17116 05 (-1)-7.26851 
0775.0) 9487-27. ἢ 3.04197 32 | 0) -1.66369 18 -1)-9.78067 35 (--1)-5.68924 
-0.6 ( 0)-6.38931 44 ( 0)-2.62968 42 0) -1.38355 11 (-1)-7.64616 83 (-1)-3.95877 
В. | 0) 5.47235 71 0) 2.1661 22 0)-1.07254 74 {1} -5.29840 46 (-1)-2.07021 
0.4 0) 4.43802 02 δ) 165076 69 {° 4 =E) 7.29170 37 © (24-2 72739° 30, (23) -1.64753 
-0.3 ( 0)-3.28011 86 0)-1.07887 24 (-1)-3.51861 30 (-3)+7.71680 36 (-1)+2.20976 
90.2 534 о -1.99225 77 (-1)-4 48364 63 (-2)+6.09884 13 (-1) 3.12589 94 р 4.61604 
-0:1 °(-1)-5.67828 07 (-1)+2.43610 69 (-1) 5.11038 28 (-1) 6.42974 92 (-1) 7.21012 
0.0 ( 0)+1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 
0.1 ( 9) 2.71828 18 0) 1.82384 44 0) 1.52963" 87 0) 1.38482 77 0) 1.29938 
0.2 о 4.55430 40 0) 2.71828 18 0) 2.10177 40 0) 1.79865 55 0) 1.62002 
0.3 (0) 6.63559 00 0) 3.68654 94 0) 2.71828 18 (00) 2.24271 69 (0) 1.96278 
0.4 | о 8.84990 62 0) 4.73198 60 0) 3.38109 51 0) 2.71828 18 | 0) 2.32856 
0.5 1) 1.12452 68 0) 5.85803 42 0) 4.09220 54 (0) 3.22665 79 (0) 2.71828 
_ 0.6 1) 1.38299 44 0) 7.06824 32 0) 4.85366 43 0) 3.76919 11 0) 3.13288 
0.7 1) 1.66124 65 0) 8.36627 13 0) 5.66758 48 0) 4.34726 65 0) 3.57336 
0.8 1) 1.96016 30 0) 9.75588 81 0) 6.53614 27 0) 4.96230 95 0) 4.04070 
0.9 1) 2.28065 08 1) 1.12409 78 0) 7.46157 79 о 5.61578 62 (0) 4.53595 
` 1.0 1) 2.62364 52 1) 1.28255 41 0) 8.44619 60 0) 6.30920 50 ( 0) 5.06015 
αὖ _ 0.6 0.7 | 0.8 | 0.9 | 10 — 
20 № 666668 GF СИ 43 (- 2.50000 00 (-1)-1.11111 11 Ἢ 0.00000. 
09 (-1)-5.54597 35 (-1)-3.29502 50 (-1)-1.60990 29 (-2)-3.01549 81 7.43386 
0.8 (nl) 4. 31756 71. -4-Ю-2.21753.45 ,-2 -6 48146 54 (-2)+5 68299 01 1.53827 
-07 (-1)-2.97660 48 (-1)-1.04950 02 (-2)+3.88236 65 (-1) 1.50083 68 ‚ 2.38663 
-0.6 (-1)-1.51809 8) (-2)+2.12929 76 (-1) 1.50229 88 (-1) 2.49853 18 (-1) 3.29050 
-0.5 (-3)+6.30910 70 (-1) 1.57371 99 (-1) 2.69717 87 (-1) 3.56392 05 5 4.25195 
-0.4. (-1) 1.77225 36 (-1) 3.03694 92 (-1) 3.97610 35 (-1 4.69960 88 5.27314 
-03 (-1) 3.61483 67 (-1) 4.60681 41 (-1) 5.34239 08 (-1) 5.90827 38 635675 
-0.2 (-1} 5.59644 .73-5(-1) 6.28763 08. (-1) 6.79945 04. (<1) 7.19266 55 7.50355 
-0.1 (-1) 7.72285 59 (-1) 8.08383 81 (-1) 8.35078 67 (-1) 8.55560 76 (-1) 8.71734 
0.0 (0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 (0ο) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 
0.1 (9 1.24339 88 0) 1.20408 08 0) 1.17507 89 0) 1.15288 20 0) 1.13539 
0.2 0) 1.50311 03 0) 1.42110 86 0) 1.36069 55 0) 1.31451 22 0) 1.27817 
0.3 (.0) 1.77978 05 0) 1.65157 89 0) 1.55723 97 0) 1.48520 44 0) 1.42858 
0.4 0) 2.07407 40 ἱ 0) 1.89600 10 0) 1.76511..25 0) 1.66528 05 0) 1.58690 
0.5 (0) 2.38667 38 (0) 2.15489 81 0) 1.98472 52 0) 1.85507 07 0) 1.75338 
0.6 (0) 2.71828 18 0) 2.42880 78 0) 2.21650 01 0) 2.05491 39 0) 1.92831 
0.7-( 0) 3.06961 97 (0) 2.71828 18 0) 2.46087 06 0) 2.26515 76 0) 2.11197 
0.8. (0) 3.44142 89 0) 3.02388 72 0) 2.71828 18 0) 2.48615 84 0) 2.30465 
0.9 0) 3.83447 12 0) 3.34620 59 0) 2.98919 01 0) 2.71828 18 0) 2.50665 90. 
1,0 0) 4, ( 0) 3,68583 55 0) 3.27406 39 0) 2.96190 29 (0) 2,71828 1 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция Μία, b, x) 


r=2.0 
a\b ΄ 0.1 a a 0.3 0.4 0.5 
1) -1.90000 00 | 0)-9.00000 00 ( 0)-5.66666 67 ( 0)-4.00000 00 ( 0)-3.00000 00 
1) -1.94803 05 ( 0)-9.11450 17 ( 0)-5.67351 46 ( 0)-3.96130 19 ( 0)-2.93919 07 
1)-1.95774 57 ( 0)-9.05346 68 ( 0)-5.57239 85 ( 0)-3.84746 13 ( 0)-2.82231 32 
1) -1.92363 39 3 .79313 67 ( 0)-5.34952 69 ( 0)-3.64939 40 ( 0)-2.64293 64 
1) -1.83976 09 ( 0)-8.30798 80 ( 0)-4.99011 57 ( 0)-3.35738 15 ( 0)-2.39419 32 
1)-1.69974 68 ( 0)-7.57063 96 ( 0)-4.47833 69 ( 0)-2.96102 91 ( 0)-2.06875 95 
1)-1.49674 24 (0)-6.55175 56 ( 0)-3.79726 52 (0)-2.44928 29 ( 0)-1.65883 14 
1) -1.22340 44 ( 0)-5.21994 53 ( 0)-2,92882 34 ( 0)-1.81029 53 ( 0)-1.15610 27 
0) -8.71869 85 ( 0)-3.54165 86 ( 0)-1.85372 46 ( 0)-1.03148 90 (-1)-5.51740 45 
0)-4.33729 58 ( 0)-1.48107 68 (-1)-5.51412 64 (-2)-9.94703 39 (-1)+1.63639 81 
( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 
0) 7.38905 61 ( 0) 3.94227 09 (0) 2.82379 65 (0) 2.28204 66 ( 0) 1.96790 63 
1) 1.49320 73 (0) 7.38905 61 (0) 4.94472 25. (0) 3.76272 10 (0) 3.07855 71 
1) 2.37378 96 (1) 1.13864 24 ( 0) 7.38905 61 ( 0) 5.45904 52 ( 0) 4.34381 17 
1) 3.39223 44 ( 1) 1.59833 25 (1) 1.01846 79 (0) 7.38905 61 ( 0) 5.77622 05 
1) 4.56085 43 ( 1) 2.1231723 (1) 1.33611 54 (0) 9.57185 22 ( 0) 7.38905 61 
1) 5.89272 84 (1) 2.71867 46 (1) 1.69497 98 (1) 1.20276 42 ( 0) 9.19634 52 
1) 7.40173 79° ( 1) 3.39068 27 (1) 2.09837 67 (1) 1.47777 93 (1) 1.12129 02 
1) 9.10260 50 (1) 4.14538 60 (1) 2.54981 38 ( 1) 1.78448 86 (1) 1.34543 65 
2) 7.10109 32 (1) 4.98933 60 | 1) 3.05299 98 (1) 2.12527 66 (1) 1.59372 26 
2) 1.31432 41 (1) 5.92946 26 (1) 3.61185 28 (1) 2.50266 00 ( 1) 1.86788 78 


а\ - 


b 0.6 0.7 | 0.8 1.0 
0) -2.33333 33 0) -1.85714 29 0)-1.50000 00 ( $ -1.22222 22 0) -1.00000 00 
0)-2.26126 09 0)-1.77944 34 0)-1.41981 77 0)-1.14139 10 (-1)-9.19616 98 
0)-2.14541 69 0)-1.66645 90 0)-1.31049 88 0 -1.03604 27 (-1)-8.18288 30 
0)-1.98102 67 0) -1.51452 14 0) -1.16915 08 -9.03849 17 (-1)-6.94107 82 
0)-1.76300 12 0)-1.31972 79 (-1)-9.92701 33 -7.42341 04 (-1)-5.45057 11 
ϱ) -1.48592 22 ϱ) -1.07793 00 (-1)-7.77889 97 -5.48901 84 (-1)-3.69000 42 
0)-1.14402 63 (-1)-7.84722 05 (-1)-5.21259 33 7 -3.20761 19 (-1)-1.63679 56 
-1)-7.31188 76 (-1)-4.35429 49 (-1)-2.19146 36 (-2)-5.49879 73 (-2)+7.32914 71 
-1)-2.40906 72 (-2)-2.50963 14 (-1)+1.32327 01 (-1)+2.51516 76 (-1) 3.44431 99 
-1)+3.33718 60 (-1)+4.51527`65 (-1) 5.37263 41 (-1) 6.02027 13 (-1) 6.52400 38 
(0) 1.00000 00 ( 0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 00 
0) 1.76568 32 | 0) 1.62619 96 0) 1.52511 88 0) -1.44908 29 0) 1.39018 53 
0) 2.63896 63 (0) 2.33634 06 0) 2.11745 72 (0) 1.95312 22 0) 1.82606 83 
0) 3.62852 02 0) 3.13698 76 (0) 2.78211 92 (0) 2.51617 15 0) 2.31092 49 
0) 4.74350 99 ( 0) 4.03507 07 0) 3.52448 69 0) 3.14250 04 0) 2.84820 19 
0) 5.99361 56 (0) 5.03790 12 0) 4.35023 19 0) 3.83660 34 0) 3.44152 39 
0) 7.38905 61 ( 0) 6.15318 83 0) 5.26532 81 0) 4.60320 94 0) 4.09470 06 
| | 0) 8.94061 15 (0) 7.38905 61 0) 6.27606 41 0) 5.44729 15 0) 4.81173 45 
_1) 1.06596 48 0) 8.75406 09 0) 7.38905 61 0) 6.37407 66 0) 5.59682 82 
| 1) 1.25581 43 1) 1.02572 10 0) 8.61126 21 0) 7.38905 61 0) 6.45439 28 
1) 1,46487 09 1) 1,19079 79 (0) 9,94999 53 -( 0) 8,49799-64 0) 7.38905 61 
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Таблица 13.1. Вырожденная гинергеометрическая функция Μία, b, x) 


{ х=39 a 
a\b 0.1 0.2 ΕΡΕ 0.4 (25 
-1,0 1)-2.90000 00 1) -1.40000 00 | о) -9.00000: 00 0)-6.50000 00 0)-5.00000 
-0,9 1)-3.33062 11 1)-1.57397 85 0)-9.93407 08 0)-7.05978 63 0)-5.35304 
-0.8 1)-3.67972 78 1)-1,71028 23 1)-1,06346 98 0)-7.45607 06 0)-5.58342 
28.7 1)-3.92295 55 1)-1.79849 94 1)-1.10419 34 | т.е 21 0)-5.66362 
-0.6 1)-4.03286 65 1)-1.82694 57 1)-1.10887 39 0)-7.59691 35 0)-5.56302 
-0,5 1) -3,97869 07 4) 11. 78256 05 1) -1.07004 00 0) -7.24926 51 0) -5.24773 
-0.4 1) -3.72604 95 1)-1.65079 47 0) -9.79393 09 0) -6.55296 82 0) -4.68029 
-0.3 1) --5.2366δ28 4) 7h M1543 22 0) -8.27742 10 0) -5.44863 43 0)-3.81941 
10.2 1)-2.46803 49 1) -1.05876 41 ( 0)-6.04935 06 0)-3.87082 13 0)-2.61971 
-0.1 (1)-1.37312 67 ( 0)-5.60854 66 ( 0)-2.99786 41 0)-1.74758 43 0)-1.03141 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.0000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 
0.1 | 1) 2.00855 37 | 9 9.47722 60 | 0) 6.07912 54 ( о) 4.45833 69 0) 3.53408 
0.2 1) 4.41540 99 1) 2.00855 37 1) 1.23871 81 0) 8.72184 59 0) 6.63580 
0.3: ( 1) 7.38953 06 1) 3.31122 04 1) 2.00855 37 1) 1.38935 23 1) 1.03759 ' 
0.4 2) 1.10064 09 1) 4.88711 46 1) 2.93502 26 1) 2.00855 37 1) 1.48313 
0.5 2) 1.53485 39 (1) 6.77048 23 (1) 4.03729 70 (1) 2.74198 55 1) 2.00855 
0.6 2) 2.05059 14 1) 8.99862 23 ( 1) 5.33622 57 1) 3.60289 07 1) 2.62290 
0.7 2) 2.65765 56 2) 1.16120 98 1) 6.85444 79 1) 4.60562 86 1) 3.33600 
0.8 2) 3.36670 66 2) 1.46549 60 1) 8.61651 37 1) 5.76574 86 1) 4.15843: 
0.9 2) 4.18932 19 ( 2) 1.81749 79 2) 1.06490 11 1) 7.10006 77. ( 1) 5.10165 
1.0 ( 2) 5.13805 80 ( 2) 2.22239 01 2) 1.29806 99 1) 8.62675 30 1) 6.17800 
a\b 0.6 | 0.7 ΓΝ 0.5 | 1.0 
ви, 0) -4.00000 00 0)-3.28571 43 ( 0)-2.75000 00 ΠΝ .33333 33 0) -2.00000 
-0.9 πιο. 22 0)-3.43076 30 | 0)-2.83937 20 0)-2.38362 40 0)-2.02218 
-0.8 0)-4.35776 62 0)-3.49795 59 0)-2.86423 28 Ни ЧН 93 0)-1.99773 
ae НН 21 0)-3.47180 10 | 0-18} 38 0)-2.31115 68 0)-1.91873 
-0.6 0)-4.24734 55 ( 0)-3.32517 91 0)-2.67062 69 ( 0)-2.16800 92 0) -1.77653 
-0.5 | 0)-3.95879 09 0)-3.06922 34 0)-2.42407 50 0)-1.93831 65 0)-1.56163 
-0.4 ( 0)-3.47899 58 Be 65319 12 0) -2:05665 59 0) -1.60926 29 6) 1.26366 
-0.3 ( 0)-2.77784 38 0) -2,06432 89 0)-1.55071 23 τ -1.16684 98 1-1)-8.71351 
-0.2 ( 0)-1.82229 72 ( 0)-1.27772 88 еее 74 1)-5.95815 42° (-1)-3.72391 
-0.1 (-1)-5.76188 60 (-1)-2.66178 30 (-2)-4.43495 10 1)+1.20451 21 (-1)+2.46564 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 (0) 1.00000 00 (0) 1.00000 
0.1 (0) 2.94937 02 (0) 2.55311 64 ( 0) 2.27097 84 ( 0) 2.06241 49 ( 0) 1.90360 
0.2 | 0) 5.31885 34 г 4.42829 20 0) 3.79559 01 0) 3.32891 38 0) 2.97434 
0.3 0) 8.15947 04 0) 6.66364 61 о 5.60309 84 0) 4.82245 42 0) 4.23056 48 
0.4 (1) 1.15266 06 ( 9 9.30049 38 0) 7.72517 18 0) 6.56784 35 о 5.69204 
0.5 (1) 1.54802 96 ( 1) 1.23835 54 ( 1) 1.01960 38 ( 0) 8.59185 66 (0) 7.38010 
0.6 1) 2.00855 37 ( 1) 1.59611 70 ( 1) 1.30526 48 1) 1.09233 58 ( 0) 9.31770 
0.7 η 2.54126 00 (1) 2.00855 37 1) 1.63348 43 1) 1.35934 30 1) 1.15295 
0.8 1) 3.15373 75 ( η 2,48129 5ῃ | 1) 2.00855 37 1) 1.66355 ,12 1) 1.40421 
0.9 1) 3.85417 22 (1) 3.02040 57 1) 2.43509 06 1) 2.00855 37 1) 1.68839 
1.0 (1) 4.65138 52 (1) 3.63241 26 (1) 2,91805 85 ( 1) 2,39820 88 (1) 2.00855 
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Таблица 13.1. Вырожденная гилергеометрическая функция М(а, b, x) 


x= 4.0 
0.1 ().2 0.3 0.5 
1) -2,90000 00 1)-1.90000 00 1)-1.23333 33 0) -9.00000 00 0)-7.00000 00 
1)-5.28985 40 1)-2.48147 20 1) -1.55982 88 1) -1.10723 65 0)-8.40761 69 
1)-6.56662 17 ( 1)-2.00867 57 1)-1.85166 07 1)-1.28958 24 0) -9.62460 70 
КЕ: 34 31626 4] 1)-2.09004 11 1)-1.43486 25 1)-1.05661 02 
1)-8.45540 43 1)-3.76267 54 1)-2.25292 22 1)-1.52885 30 1)-1.11333 79 
1)-8.86704 80 1)-3.90525 49 1)-2.31462 88 К: .55505 56 1)-1.12123 61 
1)-8.76134 25 1) -3,82372 05 1) -2.24546 12 1)-1.49445 23 1)-1.06719 99 
1) -7.99228 75 1)-3.45726 34 1)-2.01126 30 1)-1.32524 14 0) -9.36252 11 
Pex R718 19 1) -2.73610 36 1)-1.57295 45 1)-1.02255 01 0)-7.11353 67 
1)-3.76752 93 })-1.58055 26 0)-8.86027 55 0)-5.58125 37 0)-3.73199 87 
0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00009 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
1) 5.45981 50 1) 2.40818 08 1) 1.44217 35 0) 9.87867 71 0) 7.32759 68 
2) 1.25936 21 1) 5.45981 50 1) 3.20473 65 1) 2.14598 18 1) 1.55257 11 
2) 2.18189 72 1) 9.38520 09 1) 5.45981 50 1) 3.61972 65 1) 2.59017 89 
2) 3.34927 25 2) 1.43304 83 1) 8.28815 42 1) 5.45981 50 1) 3.87987 49 
2) 4.80147 67 2) 2.04591 31 7. 1.17799 11 ]) 7.72 279 23 1) 5.45981 50 
2) 6.58320 17 2) 2.79535 32 2) 1.60355 04 2) 1.04714 53 $) (#37235 ΙΒ] 
2) 8.74427 45 2) 3.70166 95 2) 2.11665 31 2) :1.37755099 1) 9.66443 28 
3) 1.13401 20 2) 4.78740 93 2) 2.72967 48 Ὁ) $.11128:33 2) -3.23879 22 
3) 1.44322 61 2) 6.07756 33 2) 3.45631 21 2) 2.23672 99 2) 1.56000 85 
3) 1.80888 49 2) 7.59977 67 2) 4.31169 57 2) 2.78343 47 2) 1.93640 05 
0.6 0.7 0.8 0.9 10 
0)-5.66666 67 0)-4.71428 57 0) -4.00000 00 0)-3.44444 44 0)-3.00000 00 
0)-6.66432 27 0)-5.44175 41 0)-4.54078 84 0) -3.85159 75 0) -3.30880 92 
0)-7.50985 56 0) -6,04428 51 -4.97675 07 0)-4.16932 54 0)-3.54030 67 
0) -8.14117 89 0) -6,47484 53 Bye ahead 22 0)-4.36854 34 0)-3.67096 90 
0) -8.48636 64 0) -6.67916 15 0) -5.38234 50 0) -4.41593 73 0)-3.67394 51 
0)-8.46261 04 0)-6.59496 95 0 -5.26181 06 0)-4.27354 17 0) -3.51873 12 
0)-7.97509 54 0) -6.15120 28 0)-4.85495 90 0) --3.89828 45 0)-3.17081 98 
0) -6,91578 17 0) -5.26711 67 0) -4.09978 13 0) -3.24149 77 0) -2.59132 26 
0)-5.16209 26 0) -3,85134 51 0) -2.92629 19 0) -2.24839 06 0) -1.73656 51 
0)-2.57549 99 0)-1.80088 43 0) -1:25577 95 -1)-8.57483 35 -{) -5.57651 91 


0)+1.00000 00 0)+1.00000 00 0)+1.00000 00 (0 
( 
| 
( 


( 
+1.00000 00 :( 0)+1.00000 00 


——„-—_>^Щ ο κο κ οσο, — κ, Ἕως, ————— 
——„—> ———> — RAR LOL, Fe ἝἝς, 
ὦ. 0 et я сн ee ee ee ee — tl i i i tl ыы 


0) 5.73952 56 0) 4.68094 79 0) 3.93968 87 0) 3.40078 42 0 

1) 1.18390 73 0) 9.38676 76 0) 7.67325 59 0) 6.43024 18 0) 5.50132 78 
1) 195174: 11 1) 1.52787 90 1) 1.23229 94 1) 1.01831 42 0) 8.58729 05 
1) 2.90181 11 \) 2525363 21 1) 1.80245 87 1) 1.47644 52 1) 1.23377. 53 
1) 4.06117 30 1) 3.13582 01 1) 2.49282 52 1) 2.02901 97 1) 1.68439 84 
1) 5.45981 50 1) 4.19644 69 1) 3.31999 64 1) 2.68883 75 1) 2.22065 21 
1) 7.13090 76 1) 5.45981 50 1) 4.30227 62 1) 3.46999 38 1) 2.85359 16 
1) 9.11107 21 1) 6.95271 64 1) 5.45981 50 1) 4.38798 40 1) 3.59535 37 
2) 1.14406 67 1) 8.70463 66 1) 6.81475 87 1) 5.45981 50 1) 4.45924 13 
2) 1.41640 95 2) 1.07479 72 1) 8.29140 83 1) 6.70412 50 1) 5,45981 50 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция Μία, 5, x) 


z=5.0 
a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 
-1.0 1)-4.90000 00 1) -2.40000 00 1)-1.56666 67 1) -1.15000 00 
-0.9 1)-8.48135 46 1) -3.90138 34 1) -2.41382 36 1)-1.69201 76 
-0.8 2)-1.20177 53. ( 1)-5,37054 86 (1)-3.23511 34 1) -2.21244 58. 
-0.7 2)-1.52985 90 1)-6.71922 90 1)-3.98065 33 ( 1)-2.67925 47 
-0.6 2) -1.80596 42 1)-7.83737 80 1)-4.58862 62 1).-3.05298 12 
-0.5 2) -1.99749 08 1) -8.58991 93 1)-4.98353 39 ( 1)-3.28566 20 
-0.4 2) -2.06475 40 1) -8.81313 79 1)-5.07426 08 1)-3.31965 25 
-0.3 2)-1.95997 71 1)-8.31068 13 1)-4.75193 11 1)-3.08632 11 
-0.2 2)-1.62617 59 1)-6.84913 57 1)-3.88754 12 1)-2.50460 94 
«0.1 1) -9.95925 89 1)-4.15313 99 1)-2.32934 93 1)-1.47944 56 
0.0 ( 0)41,00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
0.1 2) 1.48413 16 1) 6.28624 01 1) 3.60663 62 1) 2.36223 07 
0.2 2) 3.53395 30 2) 1.48413 16 1) 8.42893 34 1) 5.45552 50 
0.3 2) 6.28271 74 2) 2.62678 96 2) 1.48413 16 1) 9.55023 72 
0.4 2) 9.87643 86 2) 4.11434 26 2) 2.31584 25 2). 1.48413 16 
0.5 3) 1.44760 74 2) 6.01287 11 2) 3.37396 77 2) 2.15510 54 
0.6 { 3) 2.02699 13 (2) 8.39773 11 2) 4.69942 40 2) 2.99320 90 
0.7 3) 2.74711 92 3) 1.13545 79 2) 6.33864 72 2) 4.02706 82 
0.8 3) 3.63219 45 3) 1.49804 92 2) 8.34418 40 2) 5.28902 72 
0.9 3) 4.70961 17 3) 1.93851 85 3) 1.07753 37 2) 6.81553 64 
1.0 (3) 6.01029 56 3) 2.46923 43: 3) 1.36988 66 ( 2) 8.64757 36 
a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 
-1.0 0)-7.33333 33 0)-6.14285 71 0)-5.25000 00 ( 0)-4.55555 56 
-0.9 1)-1.00125 62 ϱ) -8.13469 15 0)-6.76712 82 0)-5.73274 31 
-0.8 1)-1.25327 68 0)-9.98761 99 0)-8.16187 54 0)-6.80132 29 
20.7 1)-1.47334. 02 1)-1.15809 94 0)-9.34109 21 0)-7.68780 55 
-0.6 1)-1.64188 17 1)-1.27685 52 1)-1.01924 14 0)-8.30396 66 
-0.5 ( 1)-1.73534 19 1)-1.33749 40 1)-1.05817 04 0)-8.54492 28 
-0.4 1)-1.72563 11 1)-1.31918 93 1)-1.03502 42 0)-8.28701 58 
-0.3 1)-1.57953 99 1)-1.19740 11 0)-9.31162 41 0)-7.38548 98 
-0.2 1)-1.25808 94 0)-9.42413 73 0)'-7.24837° 36 0)-5.67194 55 
-0.1 0)-7.15818 24 0)-5.23827 09 0)-3.90821 47 0) -2.95155 22 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
0.1 1) 1.25021 43 (0) 9.72559 33 (0) 7.81074 40 0) 6.43982 88 
0.2 1) 2.80473 44 (1) 2.14485 95 1) 1.69066 81 1) 1.36614 90 
0.3 1) 4.84355 66 1) 3.67515 33 1) 2.87239 67 1) 2.29989 34 
0.4 1) 7.45788 26 1) 5.62973 09 1) 4.37580 33 1) 3.48308 09 
0.5 2) 1.07513 41 1) 8.08378 40 1) 6.25698 73. 1) 4.95851 46 
0.6 2) 1.48413 16 2) 1.11223 46 1) 8.57928 78 (1) 6.77444 40 
0.7 2) 1.98603 96 2) 1.48413 16 2) 1.14140 27 (1) 8.98511 69 
0.8 2) 2.59579 43 2)-1.93485 65 {- 2) 1.48413 16 2) 1.16513 78 
0.9 2) 3.33018 07 2) 2.47651 46 2) 1.89509 28 2) 1.48413 16 
1.0 2) 4,20801 74 2) 3,12265 96 2) 2.38432 45 2) 1.86309 66 


ыы ро 


Мммм РГ нон на 


————— —&Дб—Й > ee ee ΠΠ ώ 


os” 
-9.00000 


-1.93973 
-2.18551 


-2.33646 


-1.73399 
-1.00692 


0)+1.00000 


1.67304 
3.81153 
6.62935 
1.02565 
1.48413 


2.05515 
2.75772 
3.61329 
4.64598 


1.0 


-4.00000 
-4.92670 
-5.75641 
-6.43011 
-6.87726 


-7.01437 
-6.74333 
-5.94963 
-4.50048 


ΟΟΟΟ 
See 


ooooo © 


ee ee ee 


© 


+1.00000 
5.42870 
1.12729 
1.87930 


2.82840 
4.00784 


5.45508 
9.32612 


1.18496 
1.48413 


NNER eR Hee © 


ee м 


-1.27235. 
-1.62630 


-2.33084_ 
-2.15579 & 


5.88289. 


-2.24261 


7.21214 


5 
— 


1 


<&^ чо 


1:1 
MMW 2 UW 


oO 


ooo Oo 
9 » 9 


9 
5 АЛ > iv № ps 


ео 
© < Oso 


ооо Oo <> 


κ - 
= 


р: be § 
Speer 
^^ 


ΟΟΟΟΟ 


ооо © 
cc) e © 9 


. 9 ». 9 
>< < WSwWnr о KNW Lu 


—оооо о 


9 


ВЫРОЖДЕННАЯ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ 347 


Таблица 13.1. Вырожденвая гипергеометрическая функция Λία, b, x) 


at et het et et Bs 


ων NMNH EH 


х = 6.0 

0.1 | 0.2 | 0.3. 0.4 0.5 
1)-5.90000 00 1)-2.90000 00 1)- -1.90000 -00 1)-1.40000 00 ( 1)-1.10000 00 
2) -1.44132 92 1) ~6.43961 14 1)-3.88390 81 ( 1)-2.66287 93 ( 1)-1.96459 57 
2)-2.33128 14 2)-1.01116 95 1) -5.92627 62 1) -3.95288 49 1) -2.84081 83 
2) -3.20791 31 2)..1.37008 05 1) -7.90656 11 1) -5.19335 87 1)-3.67618 94 
2) -4.00174 16 2) -1.69209 38 1) -9.66592 36 1) -6.28400 93 1) -4.40252 67 
2) -4,62243 63 2) -1.94024 69 2)-1.10002 61 1)-7.09668 98 1)-4.93318 77 
2) -4'95505 80 2) 2.06773 13 ο] 1.16524. 15 1)-7.47062 14 1)-5.15995 73 
2)-4.85579 61 2) -2.01621 45 21 11521. Gi 1) -7.20700 55 1)-4.94954 27 
2)-4.14715 07 2) -1 71394 56 1)-9.56011 20 1)-6.06296 12 1)-4.13963 47 
_2)-2.61250 17 2)-1.07362. 31 1)-5.94951 89 1)-3.74471 97 ( 1)-2.53449 16 
0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
2) 4.03428 79 2) 1.66280 07 1) 9.26969 34 1) 5.89051 37 1) 4.04184 10 
2) 9.83405 67 2) 4.03428 79 2) 2.23669 33 (2) 1.41226 82 1) 9.61906 66 
3} 1.78513 43 2) 7.30095 48 (. 2) 4.03428 79 2) 2.53795 01 2) 1.72165 84 
) 2.86060 97 3) 1.16700 13 καὶ 2) 6.43121 54 2) 4.03428 79 2) 2.72837 67 
3) 4.27068.45 3) 1.73835 48 2) 9.55746 91 2) 5.98067 12 2) 4.03428 79 
3) 6.08625 44 3) 2.47231 35 3) 1.35639 99 2) 8.46913 69 2) 5.69983 97 
3) 8.38957 36 3) 3.40149 55 3) 1.86253 97 3) 1.16059 73 ( 2) 7.79473 21 
4) 1.12757 14 3) 4.56354 65 3) 2.49428 70 ( 3) 1.55134 92 (3) 1.03990 56 
4) 1.48541 80 | 3) 6.00176 64 3) 3.27475 26 (3) 2.03319 84 3) 1.36045 49 
4) 1.92506 91 3) 7.76580 14 3) 4.23039 92 3) 2:62218 79 3) 1.75159 77 

0.6 0.7 0.8 | 0.9 1.0 
-9.00000 00 0)-7.57142 86 ϱ) -6.50000 00 0) 6666667 0)-5.00000 00 
-1.52103 70 1)-1.21887 04 (1)-1 00236 52 0) -8.41150 68 0) -7.17389 32 
-2.14539 69 1)-1.67928 88 1) -1.35080 52 1)-1.11025 64 0) -9.28639 79 
-2.73534 89 1) -2.11028 68 1)-1.67379 50 ¢ 1)-1 35713 62 1) -1.12032 42 
-3.24219 87 1) -2.47582° 00 1) -1.94390 70 1) -1.56045 26 1)-1.27553 63 
-3.60439 87 1) -2.73056 65 1)-2.12682 93 1) -1.69364 40 1} -1.37333 18 
-3.74541 77 1)-2.81841 55 1)-2.18026 23 ( 1)-1.72410 15 1)-1.38810 25 
-3.57134 39 1)-2.67076 84 1) -2.05268 12 1)-1.61224 68 1)-1.28887 64 
-2.96819 67 1) -2.20463 65 1) -1.68195 09 1) -1.31050 12 1)-1.03853 60 
-1.79891 61 1)-1.32051 32 0)-9.93780 50 0) -7.62137 49 0) -5.92948 86 
0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
2.92224 67 1) 2.19683 71 (1) 1.70335 65 1) 1.35491 58 1) 1.10148 13 
6.89588 66 1) 5.13440 78 1) 3.93817 92 1) 3.09503 99° ¢ 1) 2.48291 09 
1.22879 89 (1) 9.10486 02 1) 6.94664 31 1) 5.42797 37 1) 4.32726 56 
1.94097 77 2} 1.43316 97 2) 1.08938 21 1) 8.47842 06 1) 6.73053 68 
) 2.86223 27 2) 2.10737 78 2) 1.59705°69 (2) 1.23903 18 1) 9.80333 40 
4.03428 79 2) 2.96297 41 2) 2.23967 22 2) 1.73291 89 2) 1.36726 52 
5.50517 98 2) 4.03428 79 2) 3.04245 98 2) 2.34847 33 2) 1.84838 13 
7.33002 58 2) 5.36065 25 2) 4.03428 79 2) 3.10736 70 2) 2.44026. 08 
9.57187 15 2) 6.98699 63 2) 5.24808 61 2) 4.03428 79 2) 3.16176 35 
) 1.23026 21 2 2) 6.72131 30 2) 5.15728 26 2) 4.03428 79 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 


т=7т.0 

αν 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
-1.0 1)-6.90000 00 1)-3.40000 00 1529239 33 1)-1.65000 00 1) -1.30000: 
-0,9 2)-2.66288 80 2) -1.15002 17 1)-6.72111 28 1)-4.47674 11 (1)-3.21693 
-0.8 2) -4.82834 55 2)-2.03315 80 (.2)-1.15809 32 1)-7.51697 57 1)-5.26450 
-0.7 2)-7.06530 95 2) -2.93971 82 2)-1.65375 76 ( 2)-1.05973 99 1) -7.325}17 
-0.6 2) -9.19980 13 2)-3.79893 33 2) -2.12025 19 2) -1.34754 31 1) -9.23583 
-0.5 3)-1.09929 51 2)-4.51426 47 2)-2.50491 09 2)-1.58243 03 2) -1.07780 
-0,4 3)-1.21270 91 2) -4.95796 49 2)-2.73838 73 2)-1.72158 27 2) -1.16671 
-0.3 3)-1.21896 61 2) -4.96479 64 2)-2.73134 11 2)-1.71005 68 2)-1.15389 
-0.2 3) -1.06546 71 2)-4.32480 32 2) -2.37063 77 2)-1.47850 91 1) -9.93558 
-0:1 2)-6.86139 84 2)-2.77502 15 2) -1.51499 28 1) -9.40594 48 1)-6.28867 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 
0.1 3) 1.09663 32 2) 4.42900 71 2) 2.41753 11 2) 1.50292 87 2) 1.00798 
0.2 3) 2.72330 73 ( 3) 1.09663 32 2) 5.96600 60 2) 3.69501 44 (2) 2.46763 
0.3 3) 5.02903 83 3) 2.02058 34 3) 1.09663 32 2) 6.77457 83 2) 4.51182 
0,4 3) 8.19139 01 3) 3.28466 83 3) 1.77901 54 3) 1.09663 32 2) 7.28692 
0,5 4) 1.24220 89 3) 4.97211 80 ( 3) 2.68791 51 3)- 1.65368 85 3) 1.09663 
0.6 (4) 1.79722 28 3) 7.18148 47 3) 3.87554 96 3) 2.38009 49 3) 1.57543 
0.7 4) 2.51381 30 4) 1.00289 02 (3) 5.40336 15 3) 3.31282 90 3) 2.18907 
0.8 (4) 3.42679 34 4) 1.36506 23 3) 7.34333 78 3) 4.49515 29 3) 2.96556 
0.9 4) 4.57689 88 4) 1.82058 62 3) 9.77948 66 3) 5.97748 66 3) 3.93749 
1.0 4) 6.01161 32- (4) 2.38799 82 (4) 1.28094 89 (23) 7.81838 27 3) 5.14269 

a\b 0.6 0.7 | 0.8 0.9. 1.0 
-1.0 1)-1.06666 67 ϱ) -9.00000 00 0) -7.75000 00 0)-6.77777 78 0) -6.00000 
-0.9 1)-3.43203 85 1) -1290770 95 1)-1.53927 06 1)-1.27012 46 1)-1.06732 
-0.8 1) -3,88035 55 1) -2.96917 41 1) -2.33863 78 1)-1.88526 21 1) -1.54912 
-6.7 1)-5.32790 43 ( 1)-4.02257 88 (.1)-3.12617 60 ( 1) --2.48676 78 1) -2.01662 
-0.6 1) -6.65941 15 1) -4.98346 93 1) -3,83826 01 1) -3.02562 11 1) -2.43133 
-0.5  (.1)-7.72147 28 1)-5.74011 58 1)-4.39120 14 1)-3.43770 69 (.1)-2.74320 
-0.4 1) -8.31498 75 1) -6.14818 51 1) -4.67738 87 1) -3,64095 75 1) -2.88847 
-0.3 1)-8.18647 83 1) -6.02463 60 1) -4.56087 46 1) -3.53208 76 1) -2.78716 
-0.2 1) -7.01816 36 1)-5.14074 94 1)-3.87234 20 1)-2.98287 74 1)-2.34034 
at} 1) -4.41663 81 1) -3.21419 15 1) -2.40338 13 1)-1.83595 18 1)-1.42690. 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 
0.1 1) 7.11674 98 1) 5.21962 63 1) 3.94472 08 1) 3.05562 65 1) 2.41701 
0.2 2) 1.73382 30 2) 1.26468 67 1) 9.49291 56 1) 7.30700 42 1) 5.73511 
0.3 2) 3.16073 31 2) 2.29812 96 2) 1.72012 72 2) 1.31824 90 2) 1.03047 
0.4 (2 5.09262 36 2) 3.69345 22 ( 2) 2.15715 27 2) 2.10704 18 2) 1.64217 
.5 2) 7.64800 47 2) 5.53466 48 2) 4.12222 44 2) 3.14277 19 2) 2.44332 
0.6 | 3) 1.09663 32 2) 7.92047 08 2) 5.88720 07 2) 4.47895 79 2) 3.47456 
0.7 3) 1.52109 75 3) 1.09663 32 (2) 8.13601 69 2) 6.17802 12 2) 4.78318 
0.8 3) 2.05725 48 3) 1.48067 73 3) 1.09663 32 2) 8.31248 87 2) 6.42409: 
0.9 3) 2.72726 12 | 3) 1.95979 60 3) 1.44913 63 3) 1.09663 32 2) 8.46076 
1.0 3) 3,55678 22 3) 2,55205 62 3) 1,88419 29 3) 1.42364 54 (3) 1,09663 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 


х=8.0 
a\b 0.1 0.2 0.3 04 05 
-1.0 1)-7.90000 00 1)-3.90000 00 (1)-2.56666 67 ( 1)-1.90000 00 ( 1)-1.50000 00 
-0,9 2)-5.35947 58 2)-2.23970 82 2) -1.26764 73 в 14 1)-5.71092 02 
-0.8 3) -1.05913 37 2) -4.34517 66 2)-2.41159 61 2)-1.52562 18 2)-1.04182 83 
-0.7 3) -1.62135 82 2)-6.59589 37 2)-3.62791 31 а 01 2)-1.53682 58 
-0.6 3)-2.18025 86 2) -8.82153 60 2) -4.82414 97 2)-3.00441 34 2)-2.01811 79 
-0.5 3)-2.67429 61 3) -1.07763 74- 2)-5.86783 06 и 60 2)-2.43202 00 
-0.4 3)-3.01799 53 3) -1.21208 08 = -6.57678 93 2) -4.06244 15 2)-2.70544 00 
-0.3 3) -3.09632 67 3) -1.23996 24 2) -6.70780 36 г 89 2)-2.74155 31 
-0.2 3) -2.75810 97 3)-1.10164 91 = -5.94329 13 2) -3.64902 75 2)-2.41475 59 
-0.1 3)-1.80829 89 2) -7.20419 31 2) -3.87580 16 2) -2.37245 74 2)-1.56480 05 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 on 
0.1 3) 2.98095 80 3) 1.18444 63 а) 6.35818 175 :{ 2) 3.88567-25 2) 2.56061 41 
0.2 3) 7.51808 32 3) 2.98095 80 3) 1.59656 00 2) 9.73282 54 2) 6.39631 86 
0.3 4) 1.40881 29 3) 5.57611 41 3) 2.98095 80 3) 1.81369 -75 3) 1.18950 58 
0.4 4) 2.32720 88 3) 9.19616 72 3} 4.90796 57 3) 2.98095 80 3) 1.95153 01 
0.5 4) 3.57745 28 4) 1.41150 69 (3) 7.52139 08 3) 4.56094 12 3) 2.98095 80 
0.6 4) 5.24445 76 4) 2.06625 00 2} 1.09940 42 3) 6.65669 18 3) 4.34399 08 
0.7 4) 7.42998 57 4) 2.92330 17 4) 1.55324 53 3) 9.39119 38 3) 6.11953 13 
0.8 5) 1.02553 76 4) 4.02964 70 νὴ 2.13822 46 4) 1.29105 19 3) 8.40117 14 
0.9 5) 1.28646.40 4) 5.44098 22 4) 2.88342 27 4) 1.73873 91 4) 1.12994 43 
1.0 5) 1.84279 80 4) 7.22305 38 4) 3.82312 68 4) 2.30252 22 4) 1.49443 61 
a\b 0.6 0.7 0.5 0.9 1.0 
-1.0 ( 1)-1.23333 33 1) -1.04285 71 0)-9.00000 00 = -7.88888 89. 0)-7.00000 00 
-0.9 1) -4,19816 11 1)-3.20746 94 1)-2.52522 99 1)-2.03685 45 ~1)-1.67621 46 
-0.8 1)-7.49216 65 ( 1)-5.59749 62 1) -4.30847 38 1) -3.39751 08 1) -2.73380 70 
-0.7 2) -1.09361 95 | 1) -8.08183 59 1)-6.15107 90 1)-4.79493 78 1)-3.81325 44 
-0.6 2)-1.42648 08 2)-1.04680 37 ( 1)-7.90952 94 ( 1)-6.11965 64 1) -4.82945 42 
-0.5 2) -1.71051 24 2) -1.24874 83 1)-9.38477 69 1)-7.22077 10 1)-5.66582 71 
-0.4 2)-1.89519 44 2)-1.37780 10 2)-1.03097 46 1)-7.89678 13 1)-6.16743 32 
-0.3 2) -1.91386: 58 2)-1.38635 99 2) -1.03347 63 1) -7.88488 72 1)-6.13297 12 
-0.2 2) -1.68033 35 2)-1.21307. 63 1) -9.01063. 22 1) -6.84858 28 1)-5.30551 30 
-0.1 2)-1.08493 76 1)-7.80116 43 1)-5.76904 74 1) -4.36332 11 1) -3.36181 13 
0.0 ( 0)4+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)4+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 | ( 0)+1.00000. 00. 
0.1 2) 1.77542 34 2) 1.27804 07 1) 9.47420 10 1) 7.19400 22 1) 5.57451 38 
0.2 2) 4.42157 41 2) 3.17224 03 2) 2.34287 19 2) 1.77165 46 (2) 1.36651 86 
0.3 2) 8.20490 47 2) 5.87308 59 2) 4.32702 55 2) 3.26355 40 (2) 2.51027 48 
0.4 3) 1.34359 84 3 9.59878 19 2) 7.05759 09 = 5.31172 06 2). 4.07661 58 
0.5 3) 2.04885 12 3) 1.46114 76 3) 1.07237 41 2) 8.05582 19 2) 6.17064 03 
0.6 -3) 2.98095 80 3) 2.12243 36 3) 1.55511 32 3) 1.16622 16 (2) 8.91734 62 
0.7 3) 4.19313 16 3) 2.98095 80 3) 2.18075 96 3) 1.63280 79 3) 1.24646 81 
0.8 3) 5.74840 89 3) 4.08075 63 3) 2.98095 80 3) 2.22860 68 3) 1.69869 84 
0.9 3) 7.72114 36 3) 5.47370 48 3) 3.99294 06 3) 2.98095 80: 3) 2.26888 68 
1.0 4) 1.01986 91 3) 7.22067 87 Ὧ{( 3) 5.26034 65 3) 3.92186 75 3) 2.98095 80 
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Таблица 13.1, Вырожденная гипергеометрическая функция Μία, b, x) 


| д =9.0. 

a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5° 
-1.0 1)-8.90000 00 1)-4.40000 00 1)-2.90000 00. ( 1)-2.15000`00 ( 1)-1:70000: 
-0.9 3) -1.15822 92 2) -4.70696 01 2) -2.58988 67 2)-1.62573-25 (2) -1.10263 
-0.8 3)-2.42781 38 ( 2)-9,74816 44 2)-5.29323 09 2) -3,27532 02° { 2)-2.18739. 
-0.7 3) -3,83823 48 3) -1.53240.98 2) -8.26992 61 2)-5.08337: 71 2) -3,37079 
-0.6 3)-5.28795 76 ( 3)-2.10310 78 3)-1.13032 66 (.2)-6.91755.27 ( 2)-4.56573. 
-0.5 3) -6.62068 16 ( 3)-2.62521 11 ( 3)-1;,40643 82 2) -8.57840 43 2) -5.64186 
-0.4 3) -7.60990 61 3)-3.00975 26 (_3)-1.60814 10 ( 2)-9.78118 66 ( 2)-6.41404. 
-0.3 3)-7.94036 79 3)-3.13336 92 3) -1.67025 41 3)-1.01340 64 2)-6.62844_ 
-0.2 3)-7.18584 92 3) -2.82979 .30 3) -1.50519 87 2)-9.11218 60 -( 2)-5.94613. 
-0.1 3) -4.78278 15 3)-1.87974 72 2)-,.97775 31 2)-6.02698 67 ( 2)-3.92962 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00. ( 0)+1.00000_ 
0.1 3) 8.10308 39 3) 3.17569 47 3) 1.68114-27 3) 1.01296 25 2) 6.57992 
0.2 4) 2.07097 19 3) 8.10308 39 3) 4.28218 60 ( 3) 2.57548 14 3) 1.66969 
0.3 4) 3.93063 86 (4) 1.53566 77 3) 8.10308 39 3) 4.86584” 85 3) 3.14939 
0.4 4) 6.57367 60 ( 4) 2.56471 76 4) 1.35137 30 3) 8.10308 39 3) 5.23683 

0.5 5) 1.02271 23 4) 3.98485 11 (4) 2.09683 16 4) 1.25557 31 (3) 8.10368 
0.6 5) 1.51686 28 4) 5.90279 86 4) 3.10207 78° ( 4) 1.85508 62 (4) 1.19562 
0.7 5) 2.17356 27 (4) 8.44810 69 (4) 4.43426 09 4) 2.64844 50 4) 1.70478 
0.8 5' 3.03359 16 5) 1.17771 47 4) 6.17433 59 4) 3.68332 96 (4) 2.36805 
0.9 5) 4.14598 16 5} 1.60777 16 4) 8.41941 52 4) 5.01687 01 i 3.22165 
1.6 5) 5,56941 19 (. 5) 2.15743 14 5) 1.12854 63 4) 6.71721 10 4) 4.30870 

a\b 0.6 ПА 0.8 0.9 1.0 
-1.0 1)-1.40000 00 ( 1)-1.18571 43 ( 1)-1.02500 00 (0)-9.00000 00 (0)-8.00000 
-0.9 1)-7.88310 88 ( 1)-5.86101 35 1)-4.49394 10 (1)-3.53363 88 1) -2.83797 
-0.8 2)-1.53831 87 2)-1.12401 55 1) -8.46300 -77 1) -6.53007 44 1) -5.14354 
-0.7 2)-2.35259 85 2)-1.70516 69 2) -1,27296 -76 1)-9.73476 07 1) -7.59652 
-0.6 2)-3.17089 67 2)-2.28631 95 2)-1.69747 84 ( 2)-1.29066 47 ( 2)-1.00113 
-0.5 2)-3.90366 91 2)-2.80365 84 ( 2)-2.07304 42 2) -1,56947 .14 2)-1.21196 
-0.4 2) -4.42433 15. 2)-3.16741 38° ( 2)-2.33416 78 ( 2)-1.76099 80 2)-1.35492 
-0.3 2)-4.56001 78 2)-3.25546 25 2) -2.39208 63 2) -1.79922 96 2) -1.37997 
-0.2 2) -4.08061 95 2) -2.90574 94 2)-2.12938 18 ( 2)-1,59711 34 2) -1.22131 
-0.1 2) -2.68584. 35 ( 2)-1.90735 35 2) -1.39363 74 ( 2)-1.04195 05 1)-7.94021 75 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 { 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000.00 ( 0)+1.00000 
02 (2) 4.49581 13 2) 3.18820 43 2) 2.32750 60 2) 1.73981 39 2) 1.32662 
0:2 3) 1.13844 85 2) 8.05506 28 2) 5.86608 76 (2) 4.37321 78 2) 3.32490 
0.3 3) 2.14370 76 3) 1.51408 89 3) 1.10059 12 2) 8.18906 .59 2): 6.21332 
0:4 3) 3.55908 19 3) 2.50977 29 3) 1.82136 70 3) 1.35291 34 3) 1.02470. 
0.5 3) 5.49915 09 3) 3.87215 54 3) 2.80582 25 3) 2.08094 05 (3) 1.57360 
0.6 3) 8.10308 39 7) 5.69778 22 ( 3) 4.12286 14 3) 3.05330 38 ( 3) 2.30549 
0.7 4) 1.15389 32 3) 8.10308 39 3) 5.85547 03 3) 4.33052 37 ( 3) 3.26534 
0.8 4) 1.60085 54 4) 1.12277 41 3) 8.10308 39. ( 3) 5.98502 62 (3) 4.50694 
0.9 (4) 2.17532 51 4) 1.52385 32 4} 1.09842. 88 3) 8.10308 39 3) 6.09425 
1.0 (4) 2.90602 06 4) 2.03337 24 { 4) 1.46399`00 (4) 1.07870 28. 3) 8.10308. 
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Таблица 13.1. Вырожденная гипергеометрическая функция М(а, b, x) 


х=10.0 


a\b 0.1 0.9 0.3 0.4 0.5 
-1.0 1) -9.90000 00 1)-4.90000 00 ( 1)-3.23333 33 1) -2.40000 00 1)-1.90000 00 
-0.9 3) -2.63572 95 3) -1.04774 98 2)-5.63504 48 2) -3.45535 97 2) -2.28812 39 
-0.8 3)-5.74321 45 ( 3)-2.26606 51 3)-).20865 20 2) -7.34339 26 2)-4.81371 33 
-0.7 3) -9.29414 29 3) -3.65315 21 3) -1.94041 89 3) -1.17365 02 2)-7.65615 62 
-0.6 4)-1.30473 07 ( 3)-5.11412 18 3) -2.70839 91 3) -1.63300 24 3)-1.06170 13 
-0.5 ( 4)-1.66086 19 3)-6.49508 42 3)-3.43144 26 3)-2.06370 40 3) -1.33814 35 
-0.4 4)-1.93829 90 3) -7.56478 22 3)-3.98819 28 3) -2.39329 23 3)-1.54831 36 
-0,3 4)-2.05153 93 3) -7.99213 74 3)-4.20553 66 3) -2.51877 45 3)-1.62617 94 
-0.2 4)-1.88191 87 3) -7.31898 36 3)-3.84460 18 3) -2.29844 83 3) -1.48115 57 
«Ὁ. 4)-1.26894 82 3} -4,92715 82 3)-2.58388 05 3) -1.54205 59 2)-9.91916 94 

0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)41.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 

0.1 4) 2.20264 66 3) 8.52983 30 3) 4.46140 89 3) 2.65569 71 3) 1.70399 66 

0.2 4) 5.69563 19 4) 2.20264 66 4) 1.15043 71 3) 6.83804 74 (3) 4.38084 00 

0.3 5) 1.09330 93 4) 4.22272 41 4) 2.20264 66 4) 1.30747 73 3) 8.36496 74 

0.4 5) 1.84869 24 4) 7.13160 87 4) 3.71537 68 (4) 2.20264 66 4) 1.40739 54 

0.5 5) 2.90713 00 5) 1.12016 64 4) 5.82887 58 4) 3.45147 55 4) 2.20264 66 
0.6 5) 4.35713 28 5) 1.67700 20 4) 8.71652 20 4) 5.15540 77. 4) 3.28620 65 

0.7 5) 6.30765 47 5) 2.42511 79 5) 1.25912 31 4) 7.43887 06 4) 4.73642 75 

0.8 5) 8.89199 75 5) 3.41517 02 5) 1.77129 13 5) 1.04535 82 4) 6.64873 73 

0.9 6) 1.22723 53 5) 4.70872 70 5) 2.43971 24 5) 1.43835 42 4) 9.13874 32 
1.0. 6) 1.66450 66 5) 6.38024 53 5) 3.30250 83 5) 1.94508 11 5) 1.23458 19 

a\b 0.6 0.7 0.3 0.9... 1.0 
-1.0 1)-1.56666 67 1)-1.32857 14 1)-1.15000 00 1)-1.01111 11 0)-9.00000 00 
-0.9 2) -1.59656 19 2)-1.15824 17 1) -8.66482 26 1) -6.64811 79 1)-5.21121 29 
-0.8 2)-3.32180 59 2)-2.38103 41 2)-1.75833 05 2)-1.33052 77 2)-1.02772 90 
«0.1 2)-5.25566 60 2)-3.74603 08 2)-2.74969 50 2)-2.06733 55 2)-1.58596 75. 
-0.6 2) -7.26224 96 2) -5.15669 48 2)-3.77001 68 2)-2.82246 37 2) -2.15560 45 
-0.5 2)-9.12749 57 2)-6.46204 50 2)-4.70972 63 2)-3.51454 04 2)-2.67503 59 
-0.4 3) -1.05359 27 2)-7.44065 06 2)-5.40890 80 2)-4.02538 09 2)-3.05522 11 
-0,3 3)-1.10424 16 2)-7.78122 74 2) -5.64358 20 2)-4.19006 43 2) -3.17236. 75 
-0.2 3) -1.00381 19 2)-7.05925 89 2)-5.10920 02 2)-3.78501 43 2) -2.85915 68 
-0.1 2) -6.70959 43 2) -4.70898 38 (.2)-3.40090 10 ( 2)-2.51375 92 2) -1.89427 82 
0.0 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 ( 0)+1.00000 00 
0.1 3) 1.14989 01 2) 8.05237 11 4 5.80387 50 2) 4.28243 19 2) 3.22252 43 

0.2 3) 2.95153 65 3) 2.06339 28 3) 1.48456 77 3) 1.09332 07 2) 8.21055 88 
0.3 3) 5.62785 57 3) 3.92867 40 3) 2.82236 24 3) 2.07532 55 3) 1.55600 88 
0.4 3) 9.45635 54 3) 6.59238 53 3) 4.72945 31 3) 3.47272 61 3) 2.59995 59 
0.5 4) 1.47812 55 4) 1.02914 95 3) 7.37367 65 3) 5.40715 90 3) 4.04275 54 
0.6 4) 2.20264 66 4) 1.53174 58 | 4) 1.09611 92 3) 8.02783 98 3) 5.99449 62 
0.7 (4) 3.17106 89 4) 2.20264 66 4) 1.57436 46 4) 1.15166 83 3) 8.58922 62 
0.8 4) 4.44649 42 4) 3.08513 39 4) 2.20264 66 4) 1.60942 26 4) 1.19892 63 
0.9 ἡ. 6.10528 43 4) 4.23152 76 4) 3.01784 47 4) 2.20264 66 4) 1.63901 69 
1.0 4) 8.23940 35 4) 5.70477 12 4) 4.06428 `07 4) 2.96327 38 4) 2.20264 66 
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Таблица 13.2. Нули функции Μία, ὁ, x) 


a\b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
het 0.10000 00 0.20000 00 0.30000 00 0.40000 00 0.50000 00 
-0. 9 0.11054 47 0.22012 64 0. 32894 15 0. 43713 15 0. 54480 16 
-0. 8 0.12357 83 0.24477 52 0. 36411 44 0. 48196 35 0. 59858 98 
what 0.14010 11 0. 27567 24 0.40779 72 0.53721 21 0. 66443 91 
-0. 6 0.16173 42 0. 31555 72 0. 46354 99 0. 60707 04 0. 74705 02 
-0.5 0. 19128 98 0. 36906 09 0.53728 03 0. 69839 96 0. 85403 26 
-0, ἃ 0.23411 73 0.44470 78 0. 63961 58 0.82334 00 0. 99868 55 
-0. 3 0. 30182 31 0.56019 88 0. 79200 44 1. 00591 69 1.20695. 84 
-0.2 0. 42537 31 0. 75993 88 . 1.04632 32 1.30289 37 1.53918 36 
<i k 0.72703 16 1.20342 40 1.58016 05 1.90320 51 2.19258 96 

a\b 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
-1. 0 0. 60000 00 0. 70000 00 0.80000 00 0.90000 00 1.00000 00 
-C.9 0.65203 19 0.75888 50 0.86541 05 0.97164 85 1. 07763 19 
-0. 8 0. 71419 38 0. 82892 89 0.94291 59 1. 05625 10 1.16901 22 
-0. 7 0. 78986 07 0. 91376 55 1. 03637 62 1.15786 85 1.27838 33 
-0.6 0.88415 45 1.01887 44 © 1.15158 21 1.28256 70 1.41205 79 
-0. 5 1.00529 53 1.15298 99 1.29771 21 1.43991 63 1.57995 68 
-0. 4 1.16751 37 1. 33112 03 1.49044 27 1. 64618 10 1. 79887 13 
-0.3 1. 39828 59 1, 58200 88 1. 75960 56 1.93215 19 2.10045 49 
-0.2 1. 76075 91 1, 97114 63 2.17271 84 2. 36714 89 2.55566 24 
52. 2.45881 88 2, 70808 56 2. 94434 5), 3.17028 02 3. 38779 57 


В табл. 13.2 приводится наимэньщий нуль по x функции M(a, 6, x), расположенный вблизи а = b == 0, 
т.е. ннименьший положительный корень по x уравнения M(a, b, x) =0. Линейная интерполяция поз- 
воляет получить 3 —45. Интерполирование по двум @еременным при помощи шеститочечной 
формулы Лагранжа дает 75. 
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14.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ, РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯДЫ 


ἕρ-πη/1| ГЕТЕ 
Дифференциальное уравнение 1417. Ci(n) = 276 ες -- + in)| 
14.1.1. dw 4 | _21_ ΗΕ; Ww ='0 
45? р р? г. (см. гл. 6). 
(р »0, —c0 << o, Г, —неотрицательное целое). 14.1.8. ΟἿ(η) = 2πη(οῦπη — 1). 
Волновое уравнение Кулона при р = 0 имеет регуляр- πέν 
ную особенность с индексами L + 1 и — L; оно имеет ир- 1419. C2(n) = ρι(Ἡ) Οὔ(η) 
регулярную особенность при р = ©. 4.1.9. Ο1(η) = 2η(21, + 1) : 
Общее решение [3 2)1/2 ' 
| 141.10. C,(n) РИ соч 
14.1.2. и = CiFr(n, в) + Ο)σι(η, в) (Ci, С. — посто- LL + 1) 
янные), где Ε1(Π, р) — регулярная волновая функция Ку- Ν Ν 
лона, Ο1(Π, р) — иррегулярная (логарифмическая) волновая Pun) (1 + η) 4+1»)... (25 + 77)224 
функция Кулона 14.1.11. — = —_ о: 
у у ᾿ 2η (21, + 1) ((2L)!P 


Регулярная волновая функция Кулона F;, (η, р) 
14.1.3. Ег(\, ©) = 
= Cx(n) о7+1 е-® ΜΚ(Ι, + 1 — in, 21, + 2,2). 


d 
14.1.12. Ε; = ea Ει(η, ©) = Οι(η) о O7(n, ϱ). 
ρ 


14.1.4. Ει(η, р) = Οι(η)ρ΄1Φχ(η, р). 14.1.13. Φ](η, ©) = Σ kAE(n) ρέ-ἴ-ι, 
14.1.5. Φχ(η, в) = Σ AF (η)ρ]-!-'. 
k=L+1 Иррегулярная волновая функция Κνπομὰ Ο;(η, ϱ) 
Ре ΝΕ. ЧЕ 

eRe Ann hy и" ia 14.1.14. Οι(η, в) = 

k+L)(k —L—1) 4. = 2 г. (1) 

Е. dpe = ae Fetes 0) [in 29 + Z| + θείη, ϱ) 

= 2nAE,— А, (k >L + 2). Can) Ρι.(η) 


14.3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 355 


14.1.15. θ;(η, в) = Ρι(η) в-"фь (м, ϱ).: ΠΣ ant 8 OR - 


14.1.16. р Ci() == . 
L(y) Οι(η ΓΙ 


[» ὁ) 
14.1.1. ψ;(η, в) = р yak (a) g* tf, 


14118. al, =1, aby, =0, (kK -L—-)NKk+D al = 
= 2nak_, — ak_y — 2k — 1) pun) AE, 


ΓΚ! + in) Ρι(Π} 


(см. табл. 6.8). Рис. 14.1. Ει(η, ϱ), σι(η, ϱ); в Е, οἷα 10. 


ΗΝ 7 & +: | oes (η) 


| (_.1)04+1 in — 
14.1.20. м) = { О ы = | 
(21)! 214% 2L о Е. РИ 
2(in —L)(in —L + 1) ae от 
QL — 12η a 
aun — -Е+ ЕЮ]. 20 
(2L)! 
| 6 
14.1.21. С’ = mast ΝΜ 
2η | | my oi 
= ——— JF; а 29 + ——|+ р Ер(и, ϱ)} + 
C3(n) ! Ρι(Ἡ) 


+ θη(η, в). 


Е" ἘΝ χε НИР 


| L 
Рис. 14.2. Fr, Fi, Gu 4 Gi, η = 10, р = 20. 


΄ а * 
14.1.22. 0; = es θ;(η, р) = Ρι(η) ру (0, ϱ). 
_ 20 
14.1.23, brn, в) = Σ Κα[(η) ое", 
ᾱ----], 


14.2. РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ И ВРОНСКИАН 
Рекуррентные соотношения 14.1.3. Π[(1, + 1} + AP? иг, = 


(иг = Ει(η, р), или иг, = στ(η, ϱ)) | 
= (2L -- 1) k -f- ese, εν (Г. + 1) The + 12 ur}: 


14.2.1. L = ИВ (L? + 4°)? иг, — in Ῥ η] иг. 
dp ρ 
би 2 Вронскиан 
аи, [(L+1) 1. 
— + 12 4+ иг. 14.2.5. Раб — FrGr- = [417 + три, 
14.3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ИИ | —TY pL+1 
14.3.1. FL + iGL κ“ 14.3.3, Fr, + ТОТ, Е е "Ур id 
со (21, +`1)! Οι(η) 
ἱε-ίθρ-ν i -.\L+t 
κ ren ТГ 
(21, + 1)! Οι(η) a 
0 x | {(1 — th? )"+1 εχρ[-- ἵϱ thr — 290+. 
14.3.2. Fy — iG, == --2 
= ΕΕ \ ε-ἰρί(] — pend + дет dt. -- ΠῚ + Г)" εχρ[--ρί + 2η arctg Π} di 
(2L + 1)! Cry) | 


23%. 


356 
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14.4. РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ФУНКЦИЯМ BECCEJIA 


Разложения, содержащие функции 
Бесселя — Клиффорда 


14.4.1. Ει(η, ϱ) = 


2 Οι(η) (21, + 1)! ρ-ζ > | ры? 1(2V 0) 
(2ηγί΄Η 1 | 


Κ᾽ (t= 2np, 1> 0). 
14.4.1. Οι(η, ϱ) ~ | 
οὐ 


-- Ρι(η)λι(η) в У (= бы" Ко. 
k=2L+1 о 
14.4.3. δρ} = 1, δο11α = 0, 


КЕ — 2L) Diy + Ка + beg = 0 (κ».21. + 2). 
14.4.4. 41) Σ («11-11 be = 2 
το, - #=2Е+1 


(см. гл. 9). 


Разложения, содержащие сферические 
функции Бесселя 


14.4.5. Ει(η, a= 


«ΩΙ + 1) ρΟι(η) Σὶ δὲ | Лив (©) 


Ш 


26+ 1 “ 
ig ee АРУ 2ηδε- a4 
| k(k + 1) — L(L + 1) 
κ». Επ. ОИ | 
-- о, 
Е | | 
14.4.7. Ε;(η, ©) = 1.3.5... (22 + Ὁ) ρΟι(η)χ.. 


к [ЕЕ 


τ Ρ 
21, ++ l „| 26 Луи) + 


ЕН? р -π. 
3 “Πρ 


as dD al = 


k=L+t 


Ἔ ,ιει.-(6) 4 


“Sets ja в]. 


14.5. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ. 


(kK >L + 1). 


| 
- 


РТ Hoa TS mL. 
2k + 3 2k ~— 1 

Разложения, содержащие функции Эйри 
(x =, (29 --ϱ)/(2η)5, п = (213, η > 0, 


14.4.9. Fon, ϱ) 
Gon, в) }. 


16-— 2% < 21) 


τ кет [^ (х) ( 4. gi ᾱ- 82 | | + 
Еве \ μ pe 
Ὁ A В , 
| + Βα) Ῥ -- a2 + “}' 
14.4.10. Е; (п, ϱ) | a 
a [| (©) (stat 4, Sat th = - ΕΙ 
| | Bi (x) μ μ᾽ 
| Ai’ (x) (ει +fi) , @&+ Л) 
РЕ 2 -....]|. 
Την (х) у μ ы ye | 
i τ = № 


ἘΠῊΝ 
2 = — (2x* + 6), 
a ee τινι 


I= ее (84x? + 1480х“ -- 2320х), 
63 000 τν 


2 


- о 
θα = τα αὐ" 30χ3), 


τ (1056х° — 1160%° — 2240) 
63 000 


93. 
62 


(см. гл. 10. 


(о — большое) 


14.5.1. Fr = g cos θ; + эт θῃ. 


14.5.2. Ст, = Г соз$ 0; — g sin 0х. 
14.5.3, Ер = g* cos 0, + f* sin 07. 


14.5.4. Ст = f* cos 0, — g* sin бу, gf* — [ον = 


14.5.5. 0, = p — 7 In 26 — Е а, 


14.5.6. ст, = arg = + 1+ Jn) 


(cM. 6.1.27, 6.1.44). 


14.5.7. 67,4, =), + arctg —---— 


L+ 1 
(см. табл. 4.14, 6.7). 


} 


oO ο0 Ην. Ρε м | oO , 
14.5.8. f~ > Л, §~ У ει, S*~D Se 8* ~ Tsp 
= k=0 k=0 k=0 ^ 
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И от oa el oi ВА 
Лил = ак fc — be Bk, 8к+1 = ак σι + be Л, 
Sev = an fy — be 8% — кн, 
ἄμ = ак By + bk Sy — Вани, 
_ бт _ ЩО". 


— 


Qk + 2)” Qk + 2)e 
| Γη --- L) (in + 1, }- 1 
14.5.9. я - + a= DL Ga+L +I ae 
1!(2ip) 


pect Gee be Jy iy 
ce о (iy + 4+ 2) + 


Рис. 14.3. Fo(n, в); η = 0, 1, 5, 10, 6/2. 
=a -L+I@a-L+dy 
3!(21)᾽ | 
7 in ++ {Ἡ δ - ат Е. 3) +... 
Е = 0, р= 21 > 0. 


14.5.10. Fo(2n) |- газуви ue (! a2 Γ(/3) 1 


бал} Ve 35 Г(1/3) Bt Ἢ 
se te oe TE С. Ша } 
8100 B* 7371:10' Г(З) вю 
14.5.11. Κ(2η)᾽. }~ Fon f 1 ΓΩ) 1. 
6%(2т)!/3} 2ψπβ’’ -15ΤΩ) в 
т, ΠΑΕ Гав κ} | 
56700 B® 18711 -10° ΓΩ/|3) Be | 


В = (уз, Г(1/3) = = 2. 6789 38534 . 
Γ(2|3) = 1 3541 17939. | | 
14.5.12. ΠΟ}. ры υν.ν... ! 


-» 


τ μονήν ен | 
1.22340 4016 ῃ53 ΚΟ ! 


0.00888 88888 89 0.00245 51991 81 


2 | / 
") 11073 


0.00091 08958 061 _ 0. 00084 53619 999. 1) 
74 ыы η! ых 
14.5.13. πον] {( 0.40869 diel .. 
-Ο(Ζη) —0.70788 17734) 
0.17282 60369 Ο0.00031 74603 174 
семи бменсие и 


Le . Γ 


Члены 
т 0.00358 12148 50 0.00031 17824 680 
783 в nt 
+. 0.00090 73966 427 -] 
“th 


1) В оригинале числитель последней` дроби ошибочен. 


Исправление сделано на основании работы [14.3]. (Прим. 
перев. ) ε: 


| Рис. 14.6 ΟΧη, ϱ); η = 0, 1, 5, 10, 6/2. 
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14.6. ЧАСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ 


14.6.1. L>0, р=0, 
fF, +0, “Ἐν =; 
Ст, = 0, G; = — 9. 
14.6.2. Г, = 0, р = 0, 
Εὰ -- 0, В = — ©), 
Со = 1/ Οο(η), в. = — οοἳ 
14.6.3. Г, -» со, 
Fr~ Ст) e+, Οἱ «Ρι(η) e~™. 
14.6.4.L =0, 7 = 0, 
Fo = sin 6, Го == Cos ἃ, 
Go = cos р, Су = —Sin 6. 
14.6.5. р — оо, 


σι, + iF ~expil — Ш 26 — x + ar 


14.6.6.L >0, y= 0, 
= (πρ/|2)/3 Jr 41 (β), 


Gr = (— 1)” (xp/2)'/? -asshn(e). 
14.6.7. Ι, >0, 2η > 0, 


_ ΩΙ. + 1}1Οι() 
(2)** 
2(2n) 

(21, + 1)!Cz(m) 

14.6.8. L = 0, 2η >, 

К е-пт(пр)и? 1221), 
Fy 5 ε-"η(2πηγ!: Π[χ(2ηργύ”], 
Go ~ 2οππ(ρ/π)ύἑ Κι[2(2ηργ'5], 
Со ~ — 2 (21 п)? ое 
14.6.9. Г=0, 29 5, 


Fy 


1 
Fo ~ — Вей, Fy ~ — B-le%, 
; 78 ; 27 


Со ~ Ве“, Go Ве, 
α = 2 2np — πη, В = (2/2). 
14.6.10. L =0, 2η >, 


I 


] 
Ро ~ ~ Bet, Fy | p+ — Γ΄ Fo, 
2 a 2 BR 


Со ~ Be-*, (5 - --β- = pt) Go, 
η 


t= e/2n,. 
a = 2η {11 — dP? + arcsin 2/2 — π|2}, 
в = Ша — ом. | 


(21 2)"/2 [21 α[2(2ηρ)᾽], 


(2η β)''5 Και, μ[2(2ηρ)"5]. 


14.6.11. L = 0, p > 21, 
Fo = a sin В, Fo -- — (БЕ > aGo), 
Go = «cos В, Go = --Ε(αξο + bGo), 
= 21/р, = | 
11/4 88 — 34 
a= вр = -———— 
L's | | 64(2η} (1 — 0 | 
с # — (1 — м 
В =— + 21 να eine ое \, 
4 | 2 } 2 1+ (1-01? 
а = ΓΚ] — 053 b = [811 — ay. 
14.6.12. η 50, 21 ~ ϱ, 


Ει(η, в) |- aa Sewer | 6 | Αἱ (χ) 
σι{η, ϱ) 1+ L(L + 1)/p? Bi (x) 
ρι, = Ὢ + [12 + LL 4+ 1p, 
Зе | Р о 
ны]. 


Pr PL 


14.6.13. η >0, 2η ορ, 
x = (21 — ϱ) (Ω2η)-γ97, 
[Go + iFo] ~ πι’”(λη)!5 [Bi (x) + i Αἱ (χ}], 
[00 + iFo] ~ — = (21-16 [Bi’ (x) + 7 Ai’ (x)]. 
14.6.14. η > 0, | 
фк = 94+ [+ Е + 07”, 
Ει(ρι) ΤΩ) (2 Ν [ LiL + 1) р” 
= > мы — | — + P 
Giler)i¥3} 2m pt 
AC |. + ΓΩ) & a us f _ LL +1) )". 
САСКЕ Pris 2% 
14.6.15. р = 2η 5» 0, | 
Fo \ ~ Г(1/3) (2 zy", 
Go/ МЕ 2ψπ 
_В 1 res) κ 
— ΩΝ] 2m (2113) 
14.6.16. 4 -» с, τ 
| con) ~ | + (ln — о, 


Co() — (21)? ο-πη 
(при η > 3 формулы дают восемь верных значащих 
цифр). 
14.6.17. η -» 0, 
σο(η) -» — ΥὩ (у — постоянная Эйлера), 
2-71 
(21, + 1)! 
14. 6.18. L -». оо, 
2 [А 


ε-πη/3. 
— (21, +.1)! 


Οι{η) ~ 
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Вообще говоря, по приводимым здесь таблицам про- 
водить интерполирование нелегко. Однако значения при 
Г, > 0 можно получить при помощи рекуррентных соотно- 
шений. Значения функции Ст(\, ©) можно получить, при- 
меняя рекуррентные соотношения для возрастающих зна- 
чений L. Рекуррентные соотношения для возрастающих L 
можно применять также для функции Р/г(\, ©) до тех пор, 
пока неустойчивость процесса не приведет к накоплению 
погрешности, превышающей допустимую. В этом случае 
следует применить рекуррентную схему для убывающих 
L (см. пример 1). 


Пример 1. Вычислить ЕТ, ϱ) и F(a, ϱ) для = 2, 
р = 5, Г, = 0(1)5.. Начиная с Еь=1, Fy, = 0, где Е; = 
= сЕ!, по формуле 14.2.3 проведем вычисления для после- 
довательно убывающих значений [.: 


fl) οἴει, ΤΗ - (3) {4) 
Е} Fy, Fy, Е, 
и о 
10 | 
9 4.49284 
8 17.5225 
7 61.3603 
6 191.238 
5 523.472 0.090791 0.091 0.1043 
4 1238.53 0.21481 025. = 0.2030 
3 2486.72 0.43130 0.4313 0.3205 
2 4158.46 0.72124 0.72125 0.3952 — 
1 5727.97 0.99346 0.99347 0.3709 
0 6591.81 1:1433 1.1433 0.29380 


F,/Fy = 1.7344 x 10— = ς᾽ 
0 


Значения во втором столбце получены из значений в 
первом столбце умножением на нормирующую постоян- 
ную F,/F5, где Fo — значение, известное из табл. 14.1. 

Повторение ‘вычислений с начальными значениями 
Fi; = 1 и Fy, = 0 приведет к тем же результатам. 

В столбце 3 даны результаты, полученные по формуле 
14.2.3, примененной в направлении возрастания Г. 

F, (столбец 4) получено по формуле 14.2.2. 


Пример 2. Вычислить С1(\, ©) и σγ(η, р) для = 2, 
р = 5, Г, = 1(1)5. Используя 14.2.2 и значения Со(2,5) = 
== Of 79445, Go = —0.67049 из табл. 14.1, найдем С1(2, 5) = 

== 1.0815. Тогда по рекуррентной формуле 14.2.3, приме- 
ненной для возрастающих Г, получим 


L G, tee 

1 1.0815 0.60286 
2 1.4969 0.56619 
3 2.0487 0.79597 
4 3.0941 1.7318 
5 5.6298 4.5493 


Значение функции Ст получено при помощи формулы 
14.2.1. ͵ 

Пример 3. Вычислить Gy, ©) для 1 =2, р = 2.5 
В табл. 14.1 находим Со(2, 2) = 3.5124, Ο/(2, 2) = — 2.5554 
Последовательным диффгренцированием формулы 14.1.1 
при Г, = 0 получаем 


АЕ? и d* Ww k аи aed 


ee = 01 Рае т] gpa! фа 


Из oe. в ряд Тейлора и(р + Ap) = w(e) + (Ap)w’ + 
(Δρ 


+. zs и” |... полагая и = Со(1, ϱ) и Ap = 0.5, на- 

ходим 
᾿ “ρε ασ, 

ао ‘ к! do*® 

0 3.5124 3.5124 
| --2.5554 —1.2777 
2 3.5124 0.43905 
3 — 6.0678 — 0.12641 
4 12.136 0.03160 
2 — 29.540 — 0.00769 
6 83.352 . 0.00181 
7 — 268.26 — 0.00042 


Go(2, 2.5) = 2.5726 


Для проверки это значение было вычислено при Ἢ = 2, 
р = 3, Ар = —0.5. Производную Ο/(η, ©) можно получить 
по формуле Тейлора, полагая и = Ο͵(η, 6). 
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Об использовании этой. таблицы см. примеры 1 — 3. 
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Таблица 14.1. Волновые фувкции Кулона нулевого порядка 


т: ina er : 


7. 2358 
2. 0413 


5. 6770 
1.5593 
4.2367 
1.1400 
3. 0407 
8. 0474 
2. 1146 
5. 5203 
1.4325 
3. 6966 


9. 4903 
-12) 2.4248 
-13) 6.1679 
-13) 1.5623 
-14) 3.9419 
-15) 9.9089 
-15) 2. 4822 
“18 6.1972 


νο KOOKDOMNWNOR UWE ePwwnnrwr 


1.5424 
3..8274 


-18) 9. 4708 
-18) 2. 3372 
-19) 5. 7529 
-19) 1.4126 
-20) 3.4602 
-21) 8.4571 
-21) 2. 0625 


-22) 5. 0197. 


-22) 1.2192 
-23) 2.9556 


5. 9292 
3. 4873 
1. 5684 
6. 1308 
2. 1980 
7. 4239 
2. 3993 
7. 4933 
2. 2767 
6. 7615 


1. 9700 
5. 6457 
1. 5950 
4. 4497 
1.2276 
3, 3527 
9. 0744 
2. 4359 
6. 4900 
1. ΣΠ 


4. 5150 
-11) 1.1801 
-12) 3. 0676 
-13) 7.9334 
-13) 2. 0420 
-14) 1.3350 
-15) 3.3929 
-16) 8. 5905 
-16) 2.1673 


-17) 5. 4495 
-17) 1. 3659 
-18) 3. 4129 
-19) 8. 5032 
-19) 2.1127 
-20) 5.2352 
-20) 1.2940 
-21) 3.1905 
-22) 7.8484 
-22) 1.9263 
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-15) 3. 8752 


-15) 1. 0350 
-16) 2. 7536 
-17) 7.2980 
-17) 1.9272 
-18) 5.0719 
-18) 1.3304 
-19) 3. 4785 
-20) 9. 0677 
-20) 2. 3568 
-21) 6.1087 


3. 2960 
4. 8156 
3. 3631 
1. 7962 
8. 2804 
3. 4693 
1. 3575 
5. 0436 
1. 7984 
6. 2008 


2. 0789 
6. 8046 
2.1817 
6. 8691 
2.1283 
6, 5001 
1.9597 
5. 8395 
1. 7215 
) 5.0256 


ΕΕ} 111: 


-15) 4. 0861 
-15) 1.1049 
-16) 2.9747 
-17) 7.9764 
-17) 2.1304 
-18) 5. 6690 
-18) 1.5031 
-19) 3. 9718 
-19) 1.0461 
-20) 2. 7464 


Ро(т,р) 


ο ὮΝ о м HH OO 


© > DONNOCCUU δν δο 


9 


1. 0432 
‚1. 0841 
. 7.3013 

3. 9861 

1. 9162 

8. 4417 

3. 4863 

1. 3692 

5. 1636 

1. 8829 


ея 


——————— 
NO 
e « 
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ou 


2.5785 


7. 8306 
2. 3567 
7. 0332 
2. 0826 
6. 1216 
1. 7870 
5. 1827 


-12) 1. 4939 
-13) 4.2812 
-13) 1.2201 


(в) 


ΕΕ Ηρ. 


-14) 3. 4592 
-15) 9. 7586 


2. 1399 
7. 6580 
2. 1311 
5. 9063 
1, 6304 
4. 4834 
1.2284 
3. 3538 


1) -3. 1699 


3. 1077 


1.1690 
4. 2638 
1. 5145 
5. 2563 
1. 7875 
5. 9696 
1.9614 
6. 3501 
„2. 0285 
6. 4011 


1. 9973 
6. 1672 
‚1.8860 
5. 7160 
1. 7179 
5. 1227 
1. 5163 
4. 4571 
1. 3016 
3.7774 


-13) 1. 0899 
-14) 3.1270 
-15) 8.9243 
-15) 2. 5341 
-16) 7. 1612 
-16) 2. 0144 
-17) 5. 6414 
-17) 1.5733 
-18) 4. 3698 
-18) 1.2090 
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1.111 
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2; 0448 
8. 2690 


3. 2283 
1. 2230 
4. 5136 
1. 6280 
5. 7536 
1. 9966 
6. 8154 


6. 9781 
2. 0952 


6. 2521 
1. 8547 
5. 4712 
1. 6053 
4. 6864 
1. 3614 
3. 9364 
1. 1331 
3. 2476 
9. 2696 


-8. 6672 
+2. 9671 
4. 0401 
3. 1922 
2. 0030 
1. 0945 
5. 4362 
2. 5140 
1. 0992 


4. 5914 
1. 8462 
7.1867 
2. 7200 
1. 0045 
3. 6292 
1. 2859 
4. 4771 
1. 5341 
5. 1804 


1. 7262 
5. 6813 
1. 8487 
5. 9521 
1. 8975 
5. 9935 
1. 8768 
5. 8291 
1. 7966 
5. 4972 


1. 6705 
5. 0433 
1, 5132 
4. 5133 
1. 3386 
3. 9490 
1.1590 
3. 3848 
9. 8388 
г. 8470 
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6. 2060 


4. 9481 
1. 7207 


5. 9043 
2. 0009 
6. 7032 
2. 2216 
7. 2896. 
2. 3694 
7. 6337 
2. 4390 
7. 7314 
г. 4326 


-12) 7. 5998 
-12) 2. 3584 
-13) 7.2719 
-13) 2.2286 
-14) 6. 7904 
-14) 2.0575 
-15) 6.2009 
-15) 1.8594 
-16) 5.5480 ᾿ 


6. 2113 
3. 0360 


1 
p 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2) 1. 4028 
3) 6, 1885 
3 
3 
4 
4 
3 
5 
6 
6 
6 
7 
7 
8 
8 
9 
9 


8. 6225 
3. 0976 


1. 0958 
3. 8219 
1. 3157 
4..4743 
1. 5045 
5. 0060 
1. 6492 
-10) 5. 3830 
-10) 1. 7417 
-11) 5. 5888 


-11) 1. 7794 
-12) 5. 6234 
-12) 1. 7647 
-13) 5. 5009 
-13) 1. 7038 
-14) 5. 2453 
-14) 1.6054 
-15) 4. 8863 
-15) 1.4793 
-16) 4.4556 
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Таблица 14.1. Волновые функции Кулона нулевого порядка © 
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ΠῚ 
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21)-3. 9299 
22 -l, 6221 


Go(1) 
2 3 
1) 5, 3221 - 1)-3. 4105 
0) 1.2758 - 1) +6. 2704 
0) 2.0276 0) 1.3423 
0) 3.5124 0) 2. 0405 
0) 7.1318 0) 3.2733 
1) 1.6390 0) 6. 0195 
1) 4. 0982 1) 1.2493 
2) 1. 0878 1) 2.8313 
2) 3. 0209 1) 6. 8403 
2) 8. 6969 2) 1.7354 
3) 2.5792 2) 4. 5790 
3) 7. 8428 3) 1.2482 
4) 2.4367 3) 3. 4980 
4) 7.7137 4) 1.0041 
5) 2.4826 4) 2.9432 
5) 8.1086 4) 8. 7893 
6) 2. 6837 5) 2. 
6) 8.9891 5) 8.2266 
7) 3. 0439 6) 2.5706 
8) 1. 0411 6) 8. 1333 
8) 3. 5934 7) 2. 6029 
9) 1.2509 7) В. 4187 
9) 4.3888 8) 2. 7496 
10) 1.5511 8) 9. 0625 
10) 5. 5199 9) 3. 0124 
11) 1.9769 10) 1.0093 
11) 7.1230 10) 3.4069 
12) 2.5811 11) 1.1581 
12) 9. 402 11) 3.9629 
13) 3. 4429 12) 1.3645 
14) 1.2667 12) 4. 7264 
14) 4. 6814 13) 1.6463 
15) 1. 7377 13) 5. 7652 
15) 6.4769 14) 2. 0292 
16) 2.4236 14) 7.1771 
16) 9.1034 15) 2. 5502 
17) 3. 4316 15) 9.1019 
18) 1.2981 16) 3.2623 
18) 4.9263 17) 1.1741 
19) 1.8756 17) 4.2418 
ы. Go(n,p ) 
dp р 
1) -8. 0753 -1)-8. 5494 
1)-5. 8273 - 1)-7. 4783 
1)-9. 5930 - 1)-5. 7358 
0) -2. 5554 - 1)-8. 3499 
0) -7. 1137 0) -1. 9326 
1)-5. 7725 1)-1. 2438 
2) -1. 7086 1)-3. 2646 
2) -5. 1859 1)-8. 8150 
3) -1. 4097 2) -2. 4467 
4) -1. 6418 3) -2. 0268 
4)-5. 3723 3) -6. 0185 
5) -1. 7825 4) -1. 8195 
5) -5. 9890 4)-5. 5897 
6) -2, 0352 5) -1. 7425 
6) -6. 9879 5)-5. 5045 
7) -2. 4222 6) -1. 7601 
1) -8. 4693 6) -5. 6909 
8) -2. 9853 7) -1. 8591 
9)-1. 0602 1) -6. 1315 
9) -3. 7915 8) -2. 0402 
11)-1. 8002 9) -7. 8849 
11) -6. 5922 10) -2. 7027 
12) -2. 4263 10) -9. 3274 
12) -8. 9735 11) -3. 2386 
13) -3, 3339 ‚ 12)-1. 1310 
14) -1. 2440 12) -3. 9713 
14) -4. 6610 13)-1. 4017 
15) -1. 7532 13) -4. 9720 
15) -6. 6194 14) -1. 7719 
16) -2. 5081 14) -6. 3433 
16) -9. 5361 - ( 15) -2. 2806 
17) -3. 6376 15) -8. 2334 
18) -1. 3919 16) -2. 9841 
18) -5. 3424 17) -1. 0857 
19)-2. 0564 17) -3. 9642 
19) -7. 9378 18) -1. 4526 
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362 14. ВОЛНОВЫВ ФУНКЦИИ КУЛОНА 


ТГаблица 14.1. Волновые функции Кулона нулевого порядка 


р Ро(тр ) | i 
ΙΝ 6 7 8 9 10 
0.5. 0)-1. 0286 _ - 1)-7. 6744 - 1)+1, 0351 - 1)+8, 8802 - 1)4+9, 3919 
1.0 - 1)-1.6718 Ἢ - 1)-9. 0632 0)-1. 0333 -1)-4. 3441 - 1)+4. 7756 
1.5 - 1)+8. 7682 - 1)+1.1034 - 1)-7. 0763 0)-1.1015 -1)-8. 0125 
AO 6) 1.2850 0) 1.0148 - 1)+3. 3340 - 1)-4, 9930 0)-1. 0616 
2.5 0) 1.1633 0) 1.3237 0) 1.1181 - 1)+5.1312 -1)-3. 0351 
3.0 - 1) 8. 2763 0) 1.1803 0) 1.3540 0) 1.1984 - 1)+6. 6010 
3.5 - 1) 5.2251 - 1) 8. 6154 0) 1.1952 0) 1.3786 0) 1.2627 
4,0 - 1) 2.9445 - 1) 5.5158 - 1) 8.8245 ϱ) 1.2085 - 9) 1.3992 
4,5 - 1} 1.5362 - 1) 3.2100 - 1) 5.7720 |- 1) 9. 0109 0) 1.2207 
5. 0 - 2) 7.5384 - 1) 1.7351 - 1) 3.4502 - 1) 6.0014 - 1) 9.1794 
5. 5 ἐ, 2) 3, 5181. “ 2) 8. 8579 - 1) 1.9214 - 1) 3. 6697 - 1) 6. 2092 
6.0΄. - 2) 1.5740 - 2) 4.2849 - 1) 1.0100 - 1) 2.0964 - 1) 3.8720 
6.5 - 3) 6, 7927 - 2) 1. 9924 - 2) 5. 0595 - 1) 1.1325 - 1) 2. 2615 
7.0 - 3} 2.8407. - 3) 8. 9366 - 2) 2.4318 - 2) 5.8352 - 1) 1.2511 
1.5 - 3) 1.1557 - 3) 3, 8839 - 2) 1.1277 - 2) 2. 8870 - 2) 6. 6087 
8. 0 - 4) 4. 5875. - 4) 1.6415 - 3) 5. 0678 - 2) 1.3786 - 2) 3, 3543 
8.5 ~ 4) 1. 888.2 - 4) 6.7674 - 3) 2.2145 - 3) 6. 3805 .. 2) 1.6440 
9:0 -5) 6.7813. ἰ- 4) 2.7281 - 4) 9.4374 - 3) 2.8716 - 3) 7. 8106 
9. 5 - 5) 2.5352 -- 4) 1.0776 | -4) 2.9317 — {(-3) 1.2603 - 3) 3. 6091 
10.0 - 6) 9.3224 (- 5) 4.1786 - 4) 1.6046 - 4) 5.4065 - 3) 1.6263 
10, 5 - 6) 3.3763 -5) 1.5930 -5) 6.42600 | (- 4) 2.2716 - 4) 7.1627 
11,0 - 6) 1.2058 - 6) 5.9782 -5) 2.5293 (- 5) 9, 3643 - - 4) 3.0895 
11.5 - 7) 4.2504 - 6) 2.2113 - - 6) 9.7972 - 5) 3.7930 - 4) 1.3072 
12.0 '- 7) 1.4802 - 7) 8.0697 - 6) 3. 1389 - 5) 1.5115 - 5) 5.4341 
12.5. - 8) 5. 0971 '-7) 2.9081 - 6) 1.4073 - 6) 5.9333 - 5) 2.2220 
13.0 - 8) 1.7367 - 7) 1.9358 - 7) 5.2291 - 6) 2.2964 - 6) 3.9480 
13,5. - 9) 5. 8586 '- 8) 3, 6487 - 7) 1.9195 - 7) 8.7713 -6) 3.5521 
14. 0 - 9) 1.9579 - 8) 1.2720 - 8) 6.96609  (-7) 3.3091 - 6) 1.3913 
14.5 к. 6.4858 . (-9) 4.3915 - 8) 2.5016 = 7) 1.2340 - 7) 5. 3814 
15.0. -19) 2.1206 - 9) 1.5022 - 9) 8.5925 - 8) 4.5511 - 7) 2.0569 
15.5 -11) 6.9438 -10) 5, 0935 - 9) 3.1309 - 8) 1.6612 - 8) 7.7746 
16.0 -11) 2.2461 -10) 1.7129 - 9) 1.0924 - 9) 6.0045 - 8) 2.9076 
16.5. -12) 7. 2135 -11) 5. 7147 -10) 3. 7787 - 6-9) 2.1502 - 8) 1. 0765 
17.0 -12) 2.3009 -11) 1. 8924 -10) 1. 2965 -10) 7.6216 - 9) 3.9479 
17.5 -13) 7.2918 -12) 6.2217  (-11) 4.4135 -10) 2.6859  (- 9) 1.4347 
18. 0. -13) 2.2965 6-12) 2.0316 ° (-11) 1.4913 -11) 9.3772 -10) 5.1691 
18. 5 -14) 7.1900 -13) 6, 5907 | -12) 5. 0033 -11) 3.2487 -10) 1.8470 
19. 0 -14) 2. 2382 -13) 2.1247 -12) 1.6672 -11) 1.1173 (-11) 6. 5478 
19. 5 -15) 6.9296 -14) 6.8088 -13) 5. 5194 -12) 3, 8154 -11) 2. 3038 
20, 0 -15) 2. 1342 -14) 2. 1694 -13) 1.8158 -12) 1. 2942 -12) 8. 0470 
τ Εο(π;ρ 
. dp ο(π»ρ) | 
0. 5 - 1)-1. 6439 » Ни - 1) +9. 6217 - 1) +4. 8856 -1)-3. 9577 
1.0 -1)-8. 9251 - 1)-4.9515 - 1)+2. 6293 - 1)+8. 6117 - 1)18. 4114 
1..5 - 1)-5, 9833 -1)-8. 7151 -1)-6. 7918 - 2)-5.9095 - 1)+6. 3051 
2.0 - 2)-4. 4197 -1)-4. 9758 ~ 1)-8. 2026 - 1)-7. 7036 ` -1)-2. 9353 
235 .: - 1)+2. 9104 - 3)-1, 2700 - 1)-4.1714 - 1)-7.6083 _ (- 1)-8 0858 
3.0 - 1) 3, 6867 - 1)+2. 8830 - 2+3. 0507 - 1)-3. 5216 © - 1)-7. 0180 
APS ‘(- 1) 3.0694 -.1) 3, 5660 - 1) 2, 8559 - 2)+5. 4822 - 1) -2. 9887 
4.0 . -1) 2.0917 - 1) 3. 0193: - 1} 3.4667 - 1) 2. 8296 - 2)+7. 3929 
4,5 - 1) 1.2557 - 1) 2. ¥873 © - 1) 2.9748 - 1) 3.3827 - 1) 2.8044 
5. 0 - 2) 6.8842 (-1) 1.3148 | - 1) 2.1357 - 1) 2.9346 - 1) 3.23103 
5,5 - 2) 3. 5199. - 2) 7.4742 © «> (11) 1.3640 - 1) 2.1489 - 1) 2, 8942 
6.0 (- 2) 1.7018 - (-2) 3.9680 - 2) 7.9960 - 1) 1.4058 | - 1) 2.1583 
6. 5 (- 2) 7.8549 - 2) 1.9931 - 2) 4.3832 - 2) 8.4608 - 1) 1. 4416 
7.0 - 3) 3. 4861 (= 3) 9.5595 - 2) 2.2750 - 2) 4.7685 - 2) 8.8777 
7.5 - 3) 1.4956 (- 3) 4,408} - 2) 1.1280 - 2) 2.5468 - 2) 5.1268 
8.0 - 4) 6.2296 - 3) 1.9647 - 3) 5.3775 - 2) 1.2999 - 2) 2.808) 
8,5 - 4) 2.5276 - 4) 8.4983 - 3) 2.4777 - 3) 6, 3815 - 2) 1. 4707 
9.0. - 4) 1.0019 - 4) 3.5795. - 3) 1.1077 - 3) 3. 0279 - 3) 7. 4103 
9.5 - 5) 3, 8880 - Δ) 1.4721 - 4) 4.8216 - 3) 1.3940 - 3) 3.6095 
10:0 | - 5) 1.4303 (- 5) 5.9256 - 4) 2. 0487 - 4) 6.2477 - 3) 1.7060 
10. 5 i. 6} 5. 5384 - 5) 2.3388 - 5) 8.5166 - 4) 2. 7329 - 4) 7. 8494 
11.0 ~ 6) 2.0392 (= 6) 9.0675 - 5) 3.4707 - 4) 1.1594 - 4) 3, 5246 
11.5 - 7) 7.3981 -6) 3.4519 - 5) 1.3887 - 5) 4.9038 - 4) 1.5479 
12.0 (- 7) 2. 6475 - 6) 1.2988 - 6) 5.4642 - 5) 2.0187 - 5) 6. 6617 
12, 5 - 8) 9.3549 - 7) 4. 8095 - 6) 2.1167 - 6) 8.1695 - 5) 2.8139 
13,0 - 8) 3.2665 - 7) 1.7578 (- ἡ 8. 0818 - 6) 3.2841 - 5) 1.1682 
13. 5 - 8) 1.1280 - 8) 6.3458 - 7) 3.0443 - 6) 1.2772 - 6) 4.7727 
14. 0 - 9) 3. 8550 - 8) 2.2647 | - 7) 1.1324 - 7) 4.9445 - 6) 1.9209 
14. 5 - 9) 1.3046 - 9) 7.9952 `(-8) 4.1623 - 7) 1.8896 - 7) 7.6241 
15.0 -10) 4. 3743 - 9) 2. 7940 - 8) 1.5130 - 8) 7.1342 - 7) 2.9865 
15.5 -10) 1.4540 -10) 9. 6701. = 9) 5. 4422 - 8) 2. 6629 5 4 1.1555 
16.0 -11) 4. 7939 -10) 3. 3165 - 9) 1.9382 - 9) 9.8333 - 8) 4. 4191 
16; 5 -11) 1.5677 -10) 1.1277 -10) 6. 8378 - 9) 3.5942 - 8) 1.6715 
17.0 -12) 5. 0893 -11) 3.8030 -10) 2. 3909 - 9) 1.301} - 9) 6.2571 
17.5 -12) 1, 6405 -11) 1, 2726 -11) 8. 2893 -10) 4. 6667 - 9) 2, 3192 
18, 0 -13) 5, 2523 -12) 4.2267 - -11) 2. 8507 . -10) 1.6593 -10) 8. 5155 
18. 5 --13) 1. 6708 -12) 1. 3939 -12) 9. 7283 -11) 5, 8508 -10) 3, 0988 
19,0 -14) 5.2819 © -13) 4. 5659 -}2) 3.2955. -11) 2. 0467 -10) 1.1181 
19.5 -14) 1, 6599 -13) 1. 4859 -12) }ν 1085 -12)- 7.1053 -11) 4.0014 
20, 0 -15). 5. 1871 -14) 4. 8057 -13) 3. 7036 -12) 2. 4488 -11) 1.4209 
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Таблица 14.1.`Волновые функции Кулона нулевого порядка 


Ul PWUNNH HO 
eeeese ee о в ©’ 3 
лол ололололом Οουουιουιουιου:ι ,- 
; ®. 


οι 


ооо 
= 


© © © © © 4 +4 6 5^ 
. 9 a e 


— 
ς 


hed = 
bt 1-4 ς 


© 


Ul δω δω о νὴ Νὸ м ыы 


-- 


μων» 9 "π΄ Ho 
«ο. ο 6ο @ оф «- 


©ололололохл ололололол Ονπουνουνοννου Οοὐονιουνουιουι 


ГГ 


9, 


Go(n, p) 

6 9 10 
1) -1. 8864 1) +7, 0005 | 0) 41, 0284 - 1)+5. 2116 -1)-4. 1435 
0)-1. 0908 1)-5. 9842 - 1)+2.9114 - 1) +9. 7148 - 1)+9. 4287 
1)-7. 8946 0) -1. 1403 - 1)-8. 7095 - 2)-9, 0032 - 1)+7. 4235 
2) +5. 7313 1) -6. 8409 0) -1. 1353 0) -1. 0415 - 1)-3. 9931 
1) 8.5834 1) +1. 4966 - 1)-5. 8782 0) -1. 1041 0) -1. 1456 
0) 1.4847 -1) 9.1321 1)+2. 2822 1)-5. 0095 . 0) -1. 0601: 
0) 2. 0980 0) 1.5205 1) 9. 6127 1)+2.9641 - 1)-4.2253 
0) 3. 0138 0) 2.1165 0) 1.5526 0) 1.0040 1)+3. 5656 
0) 4. 7449. 0) 2. 9779. 0) 2.1340 0) 1.5818 ( 0) 1.0426 
0) 8. 2720 0) 4. 5475 0) 2.9524 0) 2.1507 0) 1. 6085 
1) 1.5713 0) 7. 6426 0) 4. 3971 0) 2.9333 0) 2.1665 
1) 3.1910 1) 1.3964 0) 7. 1665. 0) 4. 2789 0) 2. 9202 
1) 6.8300 1) 2.7266 1) 1.2667 0) 6. 7939 0): 4. 1837 
2) 1.5259 1) 5. 6125 1) 2. 3913 1) 1. 1669 0) 6. 4944 
2) 3. 5340 2) 1.2063 1) 4. 7587 1) 2.1389 1) 1.0879 
2) 8. 4429 2) 2. 6887 1) 9. 8888 1) 4.1320 1) 1,9428 
3) 2.0726 2) 6.1843 2) 2.1316 1) 8. 3352 1) 3. 6553 
3) 5.2121. 3) 1.4623 2) 4. 7425 2) 1.7442 1) 7.1811 
4) 1.3393 3) 3. 5436 3) 1.0850 2) 3.7678 2) 1. 4634 
4) 3.5096 3) 8.7792 3) 2. 5448 2) 8. 3709 2) 3. 0787 
4) 9. 3615 4) 2.2190 3) 6.1041 3) 1.9070 2) 6. 6618 
5) 2.5381 4) 5. 7119 4) 1.4943 3) 4.4437. 3) 1.4783 
5) 6. 9851 5) 1.4951 4) 3.7266 . 4) 1.0570 3) 3. 3559 
6) 1.9492 5) 3.9745 `’ 4) 9.4543 4) 2.5623 3) 7.7783 
6) 5. 5096 6) 1.0718 5) 2.4367 4) 6. 3199 4) 1.8375 
7) 1. 5761 -ϐϱ) 2.9290 5) 6. 3731 `5) 1.5841 4) 4. 4178 
7) 4. 5596 . 6) 8. 1041 6) 1.6898 5) 4.0302 5) 1.0796 
8) 1.3330 7) 2.2686 6) 4. 5378 6) 1. 0298 5) 2. 6784 
8) 3.9356 7) 6.4200 7) 1.2333 6) 2. 7177 5) 6. 7399 
9) 1.1728 8) 1.8356 7) 3. 3897 .6) 7.1908 6) 1. 7186 
3. 5260 8) 5.2995 7) 9. 4158 7) 1.9247 6) 4. 4374 
1. 0689 9) 1.5441 8) 2. 6418 7) 5. 2078 7) 1.1592 
3. 2661 9) 4. 5382 8) 7. 4830 8) 1. 4237 7) 3.0621 
1. 0055 1. 3449 9) 2.1387 8) 3. 9301 7) 8. 1738 
3. 1176 4. 0168 9) 6.1650 9) 1. 0950 8) 2.2037 
9. 7326 1.2087 1. 7916 9) 3. 0778 8) 5.9978 
3. 0582 3. 6634 5. 2473 9). 8.7237 9) 1. 6472 
9. 6692 1.1179 1. 5483 2. 4925 9) 4.5626 
3. 0754 3. 4335 4. 6007 7. 1762 10) 1. 2742 
9. 8379 © 1.0612 1. 2764 2. 0813 10) 3.5867 

а 

- 1)+9. 4204 = 1)+7. 0722 -1. 0134 -1)-8. 3938 - 1)-8. 9014 
- 1)+1. 5804 ‘- 1)+7. 7643 - 1)+8. 9368 - 1)+3. 7613 - 1)-4, 3326 
-1)-6. 0177 - 2)-5. 6347 - 1)+5. 7724 - 1)+9. 0303 - 1)+6. 6389 
- 1)-7. 8017 - 1)-6. 4998 - 1)-2. 0611 - 1)+3. 9589 - 1)+8. 3156 
-1)-6. 4488 -1)-7. 5558 -1)-6. 7507 -1)-23. 1180 -.1)+2. 4273 
-1)-5. 4037 -1)-6. 2420 -1)-7. 3342 - 1)-6. 8725 - 1)-3. 8780 
- 1)-6. 8137 - 1)-5. 3136 - 1)-6. 0700 - 1)-7. 1359 -1)-6. 9193 
0) -1. 2552 -1)-6, 5441 - 1)-5, 2327 -1)-5. 9237 - 1)-6. 9585 
0)-2. 6310 0)-1. 1510 - 1)-6. 3266 -1)-5. 1597 - 1) -5. 7969 
0)-5. 7112 0) -2. 3175 0) -1. 0709 - 1)-6. 1460 - 1)-5. 0932 
Т)-1. 2704 0) -4. 8515 0) -2. 0829 0)-1. 0071 - 1)-5. 9925 
1) -2. 9032 1)-1. 0407 0) -4. 2272 0) -1. 9007 - 1)-9. 5489 
1) -6, 8237 1) -2. 2915 0) -8. 7913 0) -3. 7545 0) -1. 7550 
2) -1. 6477 1) -5. 1862 1)-1. 8751 0)-7, 6010 0) -3. 3846 
2) -4. 0793 _ 2)-1. 2056 1) -4. 1077 1)-1. 5769 0) -6. 6920 
3) -1. 0333 2) -2. 8738 1) -9. 2394 1)-3. 3574 1)-1. 3548 
3)-2. 6728 2) -7. 0107 2) -2. 1308 1) -7. 3362 1)-2. 8128 
3) -7. 0464 3)-1. 7469 2) -5. 0295 2) -1. 6432 1)-5. 9900 
4) -1. 8904 3) -4. 4387 3) -1. 2129 `2)-3. 7670 2) -1. 3072 
4)-5. 1540 ° 4) -1. 1482 3) -2. 9831 2) -8. 8229 2) -2. 9193 
5) -1. 4262 4)-3. 0197 3) -7. 4717 3) -2. 1080 2)-6. 6607 
5) -4. 0011 4)-8. 0639 4)-1. 9033 3)-5. 1298 `3)-1. 5503 
6) -1. 1369 5)-2. 1843 4) -4. 9246 4)-1. 2698 3) -3. 6759 
6)-3. 2694 5)-5. 9953 5) -1. 2929 4)-3. 1937 3) -8. 8669 
6) -9. 5069 6)-1:; 666} 5) -3. 4407 4) -8. 1522 4) -2. 1734 
7) -2. 7936. 6) -4. 6839 5) -9. 2739 5) -2. 1099 4) -5. 4080 
7) -8. 2899 7) -1. 3312 6) -2. 5296 5) -5. 5322 5)-1. 3647 
8) -2. 4829 7) -3. 8226 6) -6. 9781 6) -1. 4684 | 5) -3; 4894 
8) -7. 5021 8) -1. 1083 7) -1. 9454 6) -3. 9424 5) -9. 0337 
9) -2. 2856 8)-3. 2430 7)-5. 4781 . 7) -1. 0701 6) -2. 3663 
9)-7. 0183 8) -9a5716 8) -1, 5573 ᾿ 7) -2, 9344 6) -6. 2673 
0)-2. 1712. 9) =2. 8485. 8) -4. 4670 7) -3. 1256 7) -1. 6775 
9)-6. 7650 9) -8. 5435 9) -1. 2923 8) -2. 2710 7) -4. 5347 
-2. 1221 -2, 5817 9) -3. 7692 8) -6. 4031 8)-1. 2375 
-6, 7001 -7. 8569 -1, 1079 . 9) -1. 8206 8) -3. 4078 
-2. 1285. -2. 4079 -3, 2807 9) -5. 2180 8) --9. 4651 
-6. 8019 -7. 4250 ~9, 7840 -1. 5070 9) ~2, 6506 
-2, 1860 -2, 3043 -2. 9377 —4. 3845 9) -- 7. 4812 
-7. 0638 -7.1939 -8, 8779 : -1. 2846 10) -2. 1275 
-2. 2945 -2. 2589 -2. 6998 -3, 7889. 10) -6. 0938 
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Таблица 14.1. Волновые функции Кулона нулевого порядка 


Fy η»ρ) i 
р 11. 12 № 13 14 15 
0.5 - 1)+2. 0734 -1)-6. 9792 0) -1. 0101 - 1)-4. 5964 - 1, +4, 8492 
1.0 0) «1. 0298 - 1)+7.9515 - 2)-5. 5932 - 1)-8. 6120 - 1)-9. 7879 
1.5 - 2) +2. 4612 - 1)+8. 3008 0) +1. 0493 - 1)+5.1243 . - 1)-3. 9930 
2.0 _ 0)-1. 0170 - 1)-3. 6119 - 1)+5.1844 0) +1. 0566 - 1)+8. 8343 
2. 5 1) -9. 6841 0) -1. 1262 - 1)-6.5977 .- 1)41, 9869 - 1)+9, 1875 
3.0 - 1)-1.2613 - 1)-8. 5079 9) -1. 1642 -1)-8. 7866 - 1)-1.1758 
3.5 - 1) +7. 8227 - 2)+3.2549 - 1)..7, 2395, 0)-1. 1551 0) -1. 0318 
4.0 ι 0) 1.3156 - 1) 8. 8532 --1) +1. 7404 - 1)-5. 9595 0) -1. 1153 
4.5 0) 1.4169 0) 1.3600 1) 9. 7341 -1)+3. 0035 - 1) -4. 7101 
5.0 0) 1.2318 (0) 1.4324 0) 1.3978 2 0) 1.0496 - 1)+4.1342 
5. 5 -1) 9.3335 0) 1.2422 0) 1.4462 0) 1.4305 0) 1.1161 
6. 5 - 1) 4. 0596 - 1) 6.5749 - 1) 9. 6077 | 0) 1.2610 ( 0) 1.4698 
7. 0 -1) 2.4178 - 1) 4.2347 - 1) 6.7378 - 1) 9.7312 0) 1.2697 
7. 5 - 1) 1.3660 - 1) 2.5662 - 1) 4. 3989 - 1) 6.8999 - 1) 9.8472 
8.0 - 2) 7.3768 - 1) 1.4773 - 1) 2.7074 - 1) 4.5535 - 1) 7.0328 
8. 5 - 2) 3. 8306 - 2} 8.1375 -1) 1.5852 - 1) 2.8422 - 1) 4. 6997 
9, 0 - 2) 1.9215 - 2) 4.3132 - 2) 8.8895 - 1) 1.6898 - 1) 2.9711 
9.5 - 3) 9.3472 - 2‘ 2.2096 -2) 4.8001 - 2) 9. 6316 - 1) 1.7913 
10. 0 - 3) 4.4228 - 2) 1.0980 - 2) 2.5064 - 2) 5. 2898 - 1) 1.026} 
10,5 - 3) 2.0410 - 3) 5.3087 - 2) 1.2700 - 2) 2. 8108 - 2) 5, 7809 
1.0 - 4) 9.2064 - 3) 2.5036 - 3) 6.2624 - 2) 1. 4498 - 2) 3.1214 
11,5 - 4) 4.0667 - 3) 1.151 . ¢- 3) 3. 0126 - 3) 7.2798  ἰ- 2) 1.6367 
12.5 - 5). 7.5001 - 4) 2.3072 - 4) 6.5253 - 3) 1. 7085 - 3) 4.164 
13.0 - 5) 3.1398 - 4) 1.0036 .(- 4) 2.9480 - 4) 8. 0157 - 3) 2. 0290 
13.5 -5) 1.2943 - 5) 4.2931 - 4) 1. 3082 - 4) 3. 6896 - 4) 9. 6841 
14.0 - 6) 5.2587 - 5) 1.8082 - 5) 5. 7090 - 4) 1.6677 - 4) 4. 5343 
14.5 --6) 2.1078 Ε 9) 1.5055 - 5) 2.4529 {- 5) 7. 4139 - 4) 2. 0854 
15, 0 - 7) 8.3417. - 6) 3.0731 -(- 5) 1.0386 - 5) 3.2448 - 5) 9. 4326 
15. 5 - 7) 3.2617 -6) 1.2422 - 6) 4.3371 - 5) 1.3994 5) 4. 2002 
16.0 - 7) 1.2609 - 7) 4.9601 -6) 1.7878 - 6) 5.9525 - 5) 1.8429 
16.5 - 8) 4.8223 - 7) 1.9580 - 7) 7.2797 -6) 2.49909 | (- 6) 7.9746 
17. - 8) 1.8255 - 8) 7. 6449 - 7) 2.9299 - 6) 1.0363 - 6) 3.4058 
17,5 - 9) 6.8436 - ϐ) 2.9542 - 7) 1.1663 - 7) 4.2471 - 6) 1.4366 
18,0 - 9) 2.5420 -8) 1.1303 - 8) 4. 5940 - 7) 1.7213 - 7) 5.9886 
18.5 -10) 9, 3587 - 9) 4.2845 -.8) 1.7916 - 8) 6.9031 - 7) 2.4686 
19,0 -10) 3. 4166 - 9) 1. 6095 - 9) 6.9206 - 8) 2. 7406 - 7) 1.0068 
19.5 -10) 1.2373 -10) 5.9943 - 9) 2. 6491 - 8) 1. 0776 - 8) 4. 0646 
20.0 -11) 4. 4462 -10) 2.2143 - 9) -1. 0052 - 9) 4.1981 (- 8) 1. 6250 
ар (2) 
0. 5 - 1)-9. 5680 -\)-7. 1349 - 1)+1. 38609 _ (- 1) +8. 7670 ‘= 1) 18. 6352 
1.0 -1}11. 8546 - 1)-6. 2449 - 1)-9. 5769 - 1)-5, 3599 - 1)+3. 1951 
1.5 - 1)+9. 2360 - 1)+5. 8520 - 1)-1. 7814 - 1)-8. 2728 -1)-8. 7421 
2.0 - 1)+3. 8476 - 1)+8, 5839 -- 1)+7. 9972 - 1)+2. 0967 - 1)-5. 3804 
2. 5 - | -4. 5774 - 1)+1. 6399 - 1)+7. 2679 - 1) +8. 8132 - 1)+4. 9591 
3. 0 - \)-8. 1670 - \-5. 7064 - 2)-2. 2037 - 1)+5. 7220 - 1)+8, 7738 
3. 5 - 1-6. 4636 ‚ (- 1-8. 0763 - 1) -6. 4688 - 1)-1. 7427 - 1)+4. 1643 
4.0 - \-2. 5453 - 1)-5. 9550 - 1)-7. 8882 - 1)-6. 9700 - 1)-2. 9695 
4.5 - 2)+8. 9270 - 1)-2.1713 - 1)-5. 4930 - 1)-7. 6466 - 1)-7. 2842 
5.0 - 1) 2.7803 .(- 1)+1, 0181 - 1)-1. 8523 - 1-5. 0747 - 1)-7. 377 
5. 5 - 1) 3.2469 -1) 2.7572 - 1)+1. 1221 - 1)-1. 5772 = 1)-4, 6963 
6.0 - 1) 2. 8649 - 1) 3.1907 -1) 2.7353 — (-1)41.2094 - 1)-1. 3378 
6. 5 - 1) 2.1649 - 1) 2.8342 - 1) 3.1402 -1) 2.7144 - 1)+1. 2835 
7.0 -}1) 1.4725 -1) 2.1694 - 1) 2.8059 - 1) 3.0946 - 1) 2. 6945 
- 7.5 - 2) 9.2538 - 1) 1.4994 - 1) 2.1722 - 1) 2.7794 - 1) 3.0530 
8. 0 - 2) 5.4607 - 2) 9.5947 - 1) 1.5231 - 1) 2.1737 ~ 1) 2. 7548 
8.5 - 2) 3.0589 - 2) 5.7724 - 2) 9.9053 - 1) 1.5440 - 1) 2.1743 
9.4 - 2) 1, 6394 - 2) 3.2995 - 2) 6.0640 - 1) 1.0189 - 1) 1.5625 
9. 5 - 3) 8. 4560. - 2) 1.8054 - 2) 3. 5301 - 2) 6. 3375 - 1) 1.0450 
10.0 - 3) 4,2172 - 3) 9. 5118 - 2) 1.9685 - 2) 3.7513 - 2) 6.5943 
10, 5 (-3) 2. 0412 (- 3) 4. 8467 - 2) 1. 0=73 - 2) 2.1282 - 2) 3.9633 
11.0 - 4) 9. 6175 - 3} 2.3971 - 3) 5.4937 - 2) 1.1634 - 2) 2.2844 
11.5 - 4) 4.4224 - 3) 1.1542 - 3) 2.7714 - 3) 6.1551 - 2) 1.2693 
12. 0 - 4) 1.9888 - 4) 5.4237 - 3) 1.3612 - 3) 3.1620 - 3) 6.8276 
12.5 - 5) 8. 7635 - 4) 2.4927 - 4) 6. 5256 `’ (= 3) 1.5818 - 3) 3.5670 
13.0 - 5) 3.7897 - 4) 1.1224 - 4) 3.0596 - 4) 7. 7243 - 3) 1.8150 
13.5 - 5) 1. 6105 - 5) 4.9597 - 4) 1.4055 --4) 3. 6892 - 4) 9.0158 
14.0 - 6) 6. 7342 - 5) 2.1535 - 5) 6.3355 - 4) 1.7264 - 4) 4.3806 
14. 5 -- 6) 2.7736 - 7 9. 1993 - 5) 2.8061 - 5) 7.9271 - 4) 2.0855 
15.0 (= 6) 1.1263 - 6) 3.8704 - 5) 1.2227 - 5) 3.5765 - 5) 9.742] 
15.5 ὯΝ 7) 4. 5133 - 6) 1.6053 - 6) 5.2466 {- 5) 1.5873 - 5) 4.4720 
16.0 - 7) 1.7861 - 7) 6. 5690 -6) 2.2191 - 6) 6, 9375 - 5) 2.0 
16. 5 - 8) 6.9850 - 7) 2.6544 - 7) 9.2602 - 6) 2.9885 - 6) 8.9777 
17.0 - 8) 2.7014 - 7) 1.0598 - 7) 3. 8151 - 6) 1.2700 - 6) 3.9341 
17. 5 - 8} 1.0337 - 8) 4.1839 - 7) 1.5529 - 1) 5.3278 - 6) 1.7006 
18.0 - 9) 3.9159 - 8) 1.6340 - 8) 6. 2491 - 7) 2.2081 - 7) 7.2565 
18,5 ‘= 9) 1.4693 - 9) 6. 3169 - 8) 2.4875 - 8) 9. 0465 -7) 3.0587 
19.0 -10) 5. 4629 - 9) 2.4184 - 9) 9. 8001 | (= 8) 3. 6658 - 7) 1.2744 
19.5 -10) 2. 0135 -10) 9.1730 ἰ- 9) 3.8231 - οὶ 1.4700 — - 8) 5.2514 
20,0 (-11) 7. 3598 -10) 3. 4487 - 9) 1.4774 . - 9) 5.8367 - 8) 2.1413 
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Go(1P) 
11 12 13 14 15 
0) -1. 0028 - 1)-7, 4645 - 1+1. 4266 - 1)+9, 0905 -1)+8. 9435 
1)+2. 1054 -.1)-6. 8021 0)-1. 0410 - 15.352 - 1)+3. 4046 
0) +1. 0819 - 1)+6. 8165. -1)-1. 9619 -1)-9. 3005 -1)-9. 7885 
1)+4. 6526 0)+1. 0451 - 1)+9. 6524 - 1442. 5664 - 1) 6. 2172 
1)-6. 4066 - 1)+1. 9303 -1)+9. 1486 0) +1. 0999 - 1) +6. 1593 
0)-1.2065 -1)-8. 2667 - 2)-5. 4999 - 1)+7, 4014 0)+1. 1292 
0)-1.0105 0)-1.2387 -1)-9. 6933 -1)-2. 7342 - 1)+5. 4881 
1)-3. 5145 -1)-9. 5867 0)-1. 2515 0) -1. 0783 -1)-4. 6254 
1) +4. 1032 = 1)-2. 0667 -1)-9. 0670 о 1:20 | ο 1: 1612 
0) 1.0777 - 1) 14. 5891 -1)-2. 2730 -1)-8. 5560 ϱ) -1. 2413 
0) 1. 6333 ϱ) 1.1100 - 1)+5. 0322 1)-1. 7259 -1)-8. 0595 
0) 2.1816 0) 1.6563 0) 1.1399 - 1)+5. 4393 {= 1-18 
0) 2.9102 0) 2.1960 0) 1.6778 0) 1.1677 - 1)45, 8159 
0) 4.1056 0) 2.9029 0) 2. 2097 0) 1. 6980 0) 1.1937 
0) 6.2486 0) 4. 0404 0) 2.8977 0) 2.2229 0) 1. 7172 
1) 1. 0238 0) 6. 0432 0) 3.9853 0) 2. 8940 0) 2.2355 
1) 1. 7863 0) 9. 7072 0) 5. 8691 0) 3. 9383 0) 2. 8916 
1) 3. 2824 1) 1.6587 0) 9. 2614 0) 5. 7197 0) 3. 8977 
1) 6.2966 1) 2.9836 1) 1.5529 0) 8. 8817 0) 5. 5902 
2) 1. 2529 1) 5. 6013 1) 2. 7395 1) 1. 4638 0) 8. 5544 
2) 2.5735 2) 1.0906 1) 5. 0429 1) 2.5369 ( 1) 1.3878 
2) 5. 4370 2) 2.1919 1) 9. 6258 1) 4. 5863 1) 2. 3662 
3) 1.1780 2) 4. 5309 2) 1. 8964 1) 8. 5960 1) 4.2071 
3) 2. 6115 2) 9. 6054 2) 3. 8424 2) 1. 6627 1) 7. 7536 
3) 5. 9114 3) 2. 0835 2) 7. 9840 2) 3.3072 2) 1.4744 
4) 1.3640 3) 4. 6148 3) 1. 6974 2) 6. 7457 2) 2. 8830 
4) -3. 2036 4) 1.0421 3) 3. 6852 3) 1.4078 2) 5. 7803 
4) 7. 6488 4) 2. 3953 3) 8.1567 3) 3. 0002 3) 1.1857 
5) 1. 8544 4) 5. 5978 4). 1. 8380 3) 6. 5186 3) 2. 4836 
5) 4.5606 5) 1. 3286 4) 4.2110 4) 1. 4419 3) 5. 3038 
6) 1.1368 3 3. 1990 4) 9. 7988 4) 3.2432 4) 1.1531 
6) 2. 8697 5) 7. 8082 5) 2. 3136 4) 7. 4095 4) 2.5494 
6) 7.3309 ἢ 1, 9303 5) 5. 5378 5) 1. 7177 4) 5. 725] 
7) 1.8940 - 6) 4. 8301 6) 1. 3427 5) 4. 0372 5) 1.3047 
7). 4.9456 7) 1.2225 6) 3.2955 5) 9. 6130 5) 3. 0146 
8) 1. 3046 7) 3.1276 | 6) 8. 1823 6) 2. 3172 5) 7.0570 
8) 3. 4746 7) 8. 0845 7) 2. 0539 6) 5. 6510 6) 1.6726 
ἢ 9. 3396 8) 2.1103 7) 5.2096 7) 1.3934 6) 4. 0107 
9) 2.5325 8) 5, 5602 8) 1. 3345 7) 3. 4722 6) 9. 7253 
9) 6.9249 9) 1. 4781 8) 3.4512 7) В. 7394 7) 2. 3833 
d 
dp о(я, ϱ) 
1)-1. 9549 - 1)46. 6972 - 1)+9. 7040 - 1) +4. 4173 - 1)-4, 6958 
1-9. 3322 -1)-7. 2341 - 2)+5. 5060 - 1) 479924 - 1) 491053 
7 -3. 0901 4 1 -1.2415 | ΑἹ 1 -9. 1915 1 1 -4. 4998 Ἔ ! +3. 6132 
+8, 073 - 1)+2. 847 -1)-4. 3994 2.1) -8. 9553 -1)-7.5330 
1)+7. 2980 - 1) +8. 5982 - 1)+5. 0789 - 1)-1. 6238 - 1)-7. 5598 
1)41, 1621 --1)+6. 2091 Е 1} +8.5795 - 1) +6. 5511 - 2)+7. 8968 
1) -4. 4342 «᾿2}41. 2156 = 1)+5. 1517 - 1) +8. 2450 ~ 1)+7.4771 
1)-6. 9211 - 1)-4. 8470 -ῤ- 2) ~7. 3596 - 1) +4. 1682 -1)+7, 7350 
1)-6. 7991 -. 1)-6:8955 31)-5. 1566 -1)-1. 4460 (- 1) +3. 2728 
1)-5 -6855 11-6. 6551 (- 1)-6. 8530 -1)-5. 3907 -1)-2. 0374 
1) -5, 0324 - 1)-5, 5863 (-1)-6. 5243 (-1)-6. 8002 -1)-5. 5683 
1)-5. 8597 - 1)-4. 9764 (-1)-5. 4972 i 1) -6. 4050 - 1-6. 7414 
1) -9. 1132 - 1)-5 7431 (-1)-4. 9245 -1)-5. 4165 -1)-6. 2956 
0) -1. 6356 (-1)-8. 7431 (-1)-5. 6396 -1)-4. 8763 -1)-5, 3428 
0) -3, 0877 0) -1. 5360 (- 1) -8. 4240 L 1)-5, 5466 - 1) -ᾱ- 8313 
0) -5. 9776 0) -2..8442 0) -1. 4516 -1)-8. 1456 -1)-5. 4626 
1) -1. 1842 ϱ) -5. 4029. 0-2. 910 0) -1. 3790 -1)-7. 9001 
1 -ᾱ. 4038 | 1 -ᾱ. 0496 0 -4.9315 0 -2. 4689 0 -ᾱ. 3159 
1) -5- 00 «ὃς _0)-9. 4124 -4. 5385 0) -2, 3213 
2)-1. 0663 (1)-4. 2551 ( ee ( 0)-8. 5238 ( 0)-4. 2061 
2) -2. 3257 1) -8. 8802 1) -3, 6758 ( 1)-1. 6369 ( 0)-7. 7837 
‚ 2)-5. 1822 2)-1. 8956 1)-7. 5239 6 1)-3. 2270 1) -1, 4720 
3) -1. 1779 2)-4. 1335 2)-1.5749 1) -6. 4688 1) -2, 8470 
3-2. 1275 | 2)-9. 1940 {: 2)-3, 3686 2) -1. 3297 1) -5- 6316 
3) -6. 4259 3} -2. 083} 2)-7. 3407 ( 2] -2. 7912 2) -1. 1385 
4) 1.5386 : 3) -4. 8031 3} 1. 6305 2) -5. 9750 2) -2. 3496 
4)-3. 7400 a) -1. 1355 3) -3. 6849 3-1. 3029 2) -4. 9448 
4-8. 2311 | 4) -2. 6777 | 3) -5. 4444 3) -2. 8906 3) -1, 0599 
5) -2. 3041 4] -6. 4654 4)-1. 9742 3-6. 5183 ( 3)-2, 3115 
5) -5. 8301 _5)-1: 5808 ( 4)-4. 6712 ( 4)-1. 4925 ( 3)-5. 1233 
6) -1. 4929 ( 5)-3. 9163 ( 5)-1.1203 4) -3. 4670 4)-1.1531 
ϐ) -3. 8658 5) -9. 8198 5} -2. 1917 4) -8. 1642 4 2.6329 
7) -1. 0118 6) -2. 4904 5) -6. 6925 21.941 4)-6. 0946 
21-2. 6153 | 6) -6. 3846 6) -1, 6647 5) -4. 7022 5) -1. 4291 
7) -7. 1420 ‚2:71. 6557 6) -4. 1862 ὁ) -1. 1486 5) -3, 3924 
δ) -1. 9243 | 7) -4, 3256 7)-1.0631 6) -2, 8369 5] -8. 1473 
ϐ) -5. 2302 8) -1. 1421 7) -2. 7299 6) -7. 0806 6) -1. 9785 
9) -1. 4335 8)-3. 0423 7-1. 0724 7) -1. 7850 6) -4. 8587 
9) -3. 9609 8) -8, 1738 8) -1. 8489 7)-4. 5433 7) -1, 2038 
0)-1,1028 ( 9)-2. 2141 ( 8)-4. 8757, ( 8)-1.1670 ( 7)-3. 0133 
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Γο{5,ρ) р | . 
р 16. 16 : 18 19 20 
0,5 ( 0)+1. 0105 (- 1)+6. 6039 {—1)+2. pike (- 1) -9. 5714. (-1)-8. 1320 
1,0 - 1)-3, 0873: (- 1) +6. 1193 0} 41. 0298 \- 1) +5. 9819 (- 1) -3; 2923 
1.5 0) -1. 0106 ἃ 1) -8. 5450 ~ 2)-4. 2659 _1)+8. 0098 0) +1. 0154 
2.0 - 1)+1. 0271 - 1-7. 4809 0) -1. 0610 (-1)-6. 0110 t 1) +3. 0159 
25 0) +1. 0681 - 1) 45.2505 -1)-3. 6504 0) -1. 0050 -1)-9. 4813 
3.0 1) +7. 0689 0)+1. 1097 -. 1)48, 3235 }- 2) +3. 2093 -1)-7. 8654 
3.5 - 1)-3. 8460 - 1)+4. 6531 0) +1. 0517 0) +1. 0266 - 1) +3. 8780 
4.0 ( 0)-1.1328 (-1)-6. 0877 - 1)+2.2016 - 1)+9. 2908 0% +1. 1240 
4.5 | 0) -1. 0557 0) -1. 1932 1) -7. 9196 | 2.3928 ; 1176176 
5.0 (- 1)-3. 5128 - 1)-9. 8377 0) -1. 2226 1) -9. 3827 - 1)-2. 2935 
5. 5 - 1)+5.1503_ | 122.59 - 1} 9.4 0) 1.2281 0) -1. 0524 
6,0 0) 1.1748 | 1)+6. 0673 - 1)-1, 3066 - 1)-8, 2121 0)-1.2155 
6.5 η) 1.4845 0) 1.2270 1) +6. 8982 - 2)-3. 0049 -1)-7. 3630 
7.0 0) 1.4802 0) 1.5072 0) 1.2736 -1)+7, 6541 - 2)+6. 4145 
7.5 0) 1.2778 0) 1.4897 0) 1.5276 0) 1.3157 - 1) 8. 3446 
8.0 - 1) 9.9567 0} 1.2856 0) 1.4986 0) 1.5461 0) 1.3538 
8: 5 - 1) 7.1674 ϱ) 1.0060 0) 1.2930 0) 1.5069 0) 1. 5630 
9.0 - 1) 4. 8384 1) 7.2948 0) 1.0159 0) 1.3001 { 0) 1.5147 
9.5 - 1) 3.0947 -1) 4.9703 - 1) 7.4157 0) 1. 0253 0) 1.3070 
10.0 (-1) 1. 8899 (- 1) 3.2134 (- 1) 5. 0960 (- 1) 7. 5308 ( 0) 1.0342 
10, 5 (- 1) 1.1084 - 1) 1.9857 - 1) 3“ Ε 1) 5. 2163 -1) 7. 6406 
11.0 ~"2) 6: 2723 - 1) 1.1794 - 1) 2.0789 - i) 3. 4376. - 1) 5. 3315 
11.5 - 2). 3.4374 - 2) 6. 7632 - 1) 1.2493 - 1) 2.1696 -1) 3.5437 
12.0 - 2) 1.8300 - 2) 3.1517 я 2) 7. 2527 - 1) 1.3181 - 1) 2.2578 
12.5 _ 3) 9. 4892 {- 2) 2. 0290 2) 4. 0816 - 2) 7.7405 - 1) 1.3858 
13. 0 - 3) 4. 8032 - 2) 1.0674 - 2) 2.44. a 2) 4. 4084 - 2) 8.2258 
13. 5 . 812» 3729 5 } 5. 4824 - 2) 1.1907 4 2) 2. 4418 (- 2) 4. 7375 
14.0 - 3) 1.1532 - 3) 2. 7546 - 3) 6.2000 - 2) 1.3185 - 2) 2. 6546 
14.5 (- 4) 5. 4870 - 3) 1.3560 a 3) 3. 1586 - 3) 6.9542 2) 1.4504 
15.0 - 4) 2.5646 '-4) 6.5497 - 3) 1.5768 - 3) 3. 5893 - 3) 7.27633 
15.5 - 4) 1.1789 (- 4) 3.1079 (- 4) 7.7245 (- 3) 1. 8156 (- 3) 4. 0459 
16.0 - 5) 5, 3346 - 4) 1.4504 - 4). 3, Ba - 4) 9. 0130 ; 3) 2. 0721 
16.5 - 5) 2.3787 5, 6. 6636 (- 4) 1. 7598 - 4) 4. 3962 - 3) 1. 0416 
17.0 - 5) 1.0460 5) 3. 0167 (- 5) 8. 2016 - 4) 2.1092 {- 4) 5. 1452 
17.5 - 6) 4. 5399 - 5) 1.3469 - 5) 3. 7665 - 5) 9. 9629 - 4) 2.5000 
18.0 - 6) 1.9459 - 6) 5.9345 - 5) 1.7058 - 5) 4. 6375 - 4) 1.1961 
18. 5 - 7) 8. 2424 - 6) 2:5824 ь 4 7. 6243 4 5) 2.1289 - 5) 5. 6392 
19.0 - 7) 3. 4522 - 6) 1.1106 - ὁ) 3. 3654 - 6) 9. 6448 - 5) 2. 6221 
19.5 - 7) 1.4304 - 7) 4.7213 (- 6 1; 4679 - 6) 4. 3152 - 5) 1.2032 
20. 0 (- 8) 5. 8668 - 7) 1.9859 - 7) 6. 3305 - 6) 1.9073 - 6) 5. 4529 
4 Ει(π,ο) 
| dp οἱ Ρρ 
0.5 - 1)+1. 0374 -1)-7.4873 (- 1)-9, 5176 (4 1)-3. 2396 (- 1)45. 8913 
1.0 - 1)4+9. 2398 (- 1+7. 7918 i 3) -6. 9768 - 1)-7. 9198 - 1)-9, 2215 
1.5 5462, 6389 - 1)+5. 5592 - 1)+9. 5486 `(-1)+6. 1288 - 1)-2. 1544 
2.0 - 1-9. 2711 - 1)-6, 6487 (+ 2} +8. 1839 - 1)+7. 7886 - 1)+9. 0561 
2.5 i 1)-2. 1794 - 1)-8. 0683 - 1)-8. 6636 1). 5993 - 1)+4. 4171 
3.0 - 1546. 8521 ~ 2)47. 3796 ri 1} ~6. O15 - 1)-9 0956 = 1)-6, 3111 
η (- р i 1}+7. 935) - 1) 3.19: ts 1) -3. 6640 -1)-8. 4454 
4. 0 ‘- 1)+2. 6981 - 1)47, 3722 4 1} +8. 4585 м р -1)-1. 3528 
4.5 (-1)-3. 9491 (-1)+1. 3669 - 1} 16. 3816 (- 1) +8. 5260 - 1) +6. 3846 
5.0 (-1)-7. 4641 (-1)-4. 7259 (- 2)+1. 8327 (-1)+5. 3380 (- 1)+8, 2868 
5.5 ~ 1)=7. ORE fi. ЧЕН (-1)-5. 3380 - 2)-8. 5571 - 1)+4. 2976 
an~ (124. 5“ ~ 11-6. Sian (-1)-7. 5595 - 1)-5. 8167 - 1)-1, 7601 
6.5 a 1) 1.1279 4 1-4. 420 (- 1) -6. 5393 - 1)-7, 5212 + 1-6. 08 
7, 0 (- 1} 41, 3471 - 2)-9. 4232 -1)-3. 7584 - 1)-6.2703 - 1) -7. 4462 
7.5 (- 1) 2.6755 - 1)+1. 4020 {- 2)-7. Fie + 1} -3 4994 -1)-6. 0113 
8. 0 a η 3. 0148 (-1) 2. 6574 {-1)+1. 4497 - 2) -6. 2964 + 1) -ᾱ. 2628 
8.5 [- 1) 2. as ь 1 2.9796 (-1) 2. 6401 - 1) 41. 4915 - 2)-4. 9686 
9. 6 (-1) 2.1740 - 1) 2.7098 (-1) 2. 9470 -1) 2.6235 - 1) +1. 5282 
9.5 (- 15 1.5790 -1) 2.1736 (- 1) 2. 6893 -~ 1) 2.9166 - 1) 2.6076 
10:0 (- 1) 1.0690 - 1) 1.5938 - 1) 2.1715 - 1) 2. 6698 ‘-1} 2. 8881 
10. 5 (- 2) 6. 8361 (- 1) 1.0912 i η 1. 6072 (4 1) 2.1696 (-1) 2. 6513 
11.0 1 2} ча быт - 2) 7.0640 (-1) 1.1118 (-1) 1. 6191 1-1) 2.1613 
11,5 (- 2) 2.4370 4 2) 4. 3620 - 2) 7.2192 (-1) 1.1309 4 1 1. 6300 
12.0 (4-2) 1.3789 - 2) 2.5860 Ν 2) 4. 5494 (- 2) 7. 4828 - 1) 1.1487 
12,5 (- 3) 7.5088 - 2) 1.4792 4 2) 2 7985 - 2) 4. 7295 ~ 2) 1.61517 
13,0 (- 3) 3.9846 (- 3) 5. 1964 - 2) 1.5829 ры 2) 2.8730 (= 2) 4. 9026 
13, 5 - 3) 2.0598 3) 4. 4133 - 3) В. 8884 - 2) 1.6854 (-2) 3. 0112 
14,0 (- 3) 1.0396 - 3) 2. 3155 (3) 4. 8514 ~ 3) 9. 5832 (- 2 1. 7867 
14.5 - 4) 5.1328 A 1.1861 (- 3) 2. 5805 - 3) 5. 2978 - 2) 1.0279 
15. 0 (- 4) 2. 4832 - 4) 5.9443 - 3) 1.3405 - 3) 2. 8547 (-3) 5. 7512 
15.5 (-4) 1.1789 р 4) 2. 9194 - 4) 6.8135 (-3) 1.5025 - 3) 3.1370 
16.0 i. 5) 5. 4992 - 4) 1. 4071 | η) 3. 3940 (- 4) 7. 7388 4 3 1. 6717 
16.5 |: 5) 2.5233 - 5) 6. 6637 - 4) 1. 6592 - 4) 3.9067. - 4) 8. 7182 
17.0 - 5) 1.1401 - 5) 3.1043 ь 5) 7.9706 : 4) 1.9356 (-4) 4. 4568 
17.5 5 6) 5.0769 - 5) 1.4240 Е 5) 3. 7665 ᾿ 5} 9. 4242 - 4) 2.2364 
18.0 - 6) 2.2300 - 6) 6.4378 - 5) 1.7526 - 5) 4. 5139 - 4) 1.1028 
18,5 - 7) 9. 6688 - 6) 2.8708 (- 6) 8. 0374 и 5} 2.1289 - 5) 5. 3499 
19.0 - 7) 4.1409 - 6) 1.2636 6) 3, 6355 - 5) 9. 8957 - 5) 2.5557 
19.5 ~ 7) 1.7529 - 7} 5. 4935 (= 6) 1. 6231 - 6) 4. 5369 - 5) 1.2033 
20.0 - 8) 7.3379 - 7) 2.3605 (- 7) 7.1576 (- 6) 2.0531 - 6) 5.5878 
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Таблица 14.1. Волновые функции Кулона нулевого порядка 


3 
Ὃ 


e » e Ῥ . » . s . 
ололололем олололеолетл ~ 


52 © +0 сл NP PYWNNEHO 


- 


> лм += © ох 
. . . ». . . . . 


}5 5! {54 нана НН 
лосс 


. 
ололомло лол 


rh ob tee К 


ло 
Г © © © » ° 


WMownonouw OWVOUMOMOWOoOwm 


_ 
. 


“5 хо + +сс кл 


Hee Ye 
e e e 


Ree 
Ww м 


ere © @ 4 @ » 
сте@томлео кл 


Go ПР 

16 17 (“HED ag 19 20 
+1, 0821 -1)-7. 7111 1) -9. 7953 - 1)-3, 3354 1) 16. 0387 
+9. 8687 A 1)+8. 3065 - 3)-5. 5145 - 1)-8. 3622 1) -9. 7243 
-2. 9626 - 1)+6. 0950 0)+1. 0457 - 1)+6. 6931 1) -2, 3123 
-1. 0694 - 1)-7. 6383 2) +8. 8035 - 1)+8. 7398 0)4+1.0133 
-2. 5363 -1)-9. 5594 0) -1. 0212 -1)-3. 9315 1)+5. 0534 
+8. 7388 - 1)+1. 0254 1) -7. 2872 0) -1. 0987 1)-7. 5896 
+1. 0876 0) +1. 0419 - 1)+4. 1434 - 1)-4. 5088 0) -1. 0436 
+3. 5629 0)+1. 0004 0) +1. 1362 1) +6. 7042 1) -1..6256 
-6. 2482 1) +1. 7088 - 1)+8. 8526 0) +1. 1729 1) +8. 7013 
-1, 2237 1) -7. 6338 - 3)-3. 2476 1)+7. 5425 0)4+1. 1657 
-1, 2251 0)-1. 2701 1) -8. 8135 1) -1. 6427 1) +6. 1562 
-7. 5801 0) -1. 2045 0) -1. 3038 1) -9. 8158 1)-3. 1172 
-1. 4816 1)-7.1189 0)-1. 1808 0} -1. 3275 0) -1. 0666 
+6. 1662 2) -3. 0805 1) -6. 6763 0) -1. 1549 0) -1. 2430 
1. 2182 1) 6. 4936 - 2)+1. 0458 1}-6. 2518 0) -1. 1277 
11 7353 0) 1.2413 1) 6.8010 2) +4. 9276 - 1) -5. 8448 
) 2.2476 0) 1.7525 . 0) 1.2631 1) 7.0906 - 2)+8. 5910 
2. 8903 0) 2. 2593 0) 1.7689 0) 1.2839 1) 7. 3645 
3. 8625 0) 2. 8897 0) 2.2705 0) 1.7845 5) 1, 39 
5. 4768 0) 3.8316 0) 2.8898 0) 2.2814. 0) 1. 7997 
8. 2695 0) 5. 3768 0) 3.8044 0) 2. 8904 0) 2. 2919 
1. 3223 0) 8.0193 0) 5.2879 0) 3. 7803 0) 2. 8915 
2.2207 1) 1. 5658 0) 7. 7978 0) 5.2085 0) 3, 7989 
3. 8880 1) 2.0953 1) 1.2151 0) 7. 6004 0) 5.1370 
7.0544 1) 3.6163 1) 1.9863 1) 1.1707 0) 7.4234 
1. 3205 1) 6. 4666 1) 3. 3825 1) 1.8906 1) ЛЕ 
2. 5411 2) 1.1927 1) 5.9669 1) 3.1797 1) 1.8061 
5. 0139 2) 2.2615 2) 1. 0855 1) 9, 5380 1) 3.0021 
1. 0121 2) 4. 3958 ‚2) 2. 0297 1) 9.9453 1) 5.1664 
2. 0860 2) 8. 7404 .2] 350903. ( 2) 1.8354 1) 9. 1659 
4. 3833 3) 1.7745 2) 7. 6267 2) 3.4717 2} 1. 6708 
9. 3774 3) 3. 6727 3) 1.5265 2) 6. 7162 2) 3.2243 
) 2.0400 °’3) 7.7388 3) 3.1148 3) 1.3264 2) 5.9630 
4. 5079 4) 1. 6582 3) 6.4702 3) 2.6703 3) 1.1629 
1. 0109 4) 3. 6090 4) 1.3667 3) 5. 4726 3.2.315 
2. 2987 4) 7.9717 4) 2.9323 4) 1.1404 3) 4. 6772 
5. 2957 5) 1.7855 4) 6. 3851 4) 2.4141 3) 9.6229 
1.2353 5) 4.0519 5) 1.4098 4) 5.1860 4) 2.0110 
2. 9156 5) 9. 3105 5) 3.1542 5] 1.1297 4) 4.2650 
6.9590 6 χω. 5) 7.1454 5) 2.4935 4) 9. 1723 
1) -9. 7855 - 1 αμ - +2. 5695 - 1) +9. 3189 - 1)+7. 9224 
1) +2. 8609 - }- 5. 7650 - -9. 7102 - 1)-5. 6460 - 1)+3.1370 
1)+9. 1227 - 1)+7. 7374 - +3. 6067 -1)-7. 3679 -1)-9. 3578 
2) -8. 3491 - 1)+6. 5787 - +9. 3570 - 1)+5. 3119 - 1)-2. 7296 
1) -8. 8452 - 1)-4, 3562 - +3. 1578 - Oh asec - 1)+8. 1928 
1)-5. 6757 -1)-8. 9431 - -6. 7512 - 2)-1.9960 - 1)+6. 6241 
т - i. -3, 6790 - -8. 2667 -1)-8. 1315 | 1)-3. 0592 
1)+7. 9794 ~ +4, 3113 - -1. 7673 - 1)-7. 1410 - 1)-8. 7013 
+\)+7. 1352 - 1)+8. 1848 - +5. 4934 - 3)-3. 4829 -1)-5. 7890 
1) +2. 4665 (-1)+6. 4978 - 1) +8. 1799 (- 1)+6. 3669 (-1)+1. 4822 
a 5327 (- μμ - +5. 8546 Е 1)+8. 0282 - 1) +6. 9880 
1)-5. 7031 -1)-2. 9499 - +1. 0993 - 1)4+5, 2246 - 1)+7.7756 
oe 6792 (- 1)-5. 8050 - -3. 3031 - 2)+5. 2317 - 1)+4. 6186 
1)-6. 1949 (- 1)-6. 6155 - -5. 8814 - 1)-3. 6035 - 4)+8. 3738 
1)-5. 2752 -1)-6. 1017 - -6. 5515 - 1)-5. 9378 -1)-3. 8601 
1) -4. 7892 - 1)-5. 2127 - -6.0151 - 1)-6. 4880 -1)-5. 9783 
1)-5. 3860 - 1) -4. 7495 - -5. 1547 - 1)-5. 9344 - 1)-6. 4254 
1) -7. 6818 - 1)-5. 3157 - -4. 7121 -1)-5. 1007 -1)-5. 8590 
0)-1. 2605 | 1)-7. 4860 - -5, 2509 (- 1)-4. 6767 a 1) -5. 0502 
0) -2. 1932 _ 0)-1. 2115 - -7. 3093 - 1)-5.1908 - 1)-4. 6431 
0)-3. 9217 0) -2. 0812 -1.1677 - 1) -7. 1488 - 1)-5,1349 
0) -7.1592 0) -3. 6757 -1. 9822 0)-1. 1284 -1)-7. 0023 
1)-1. 3348 0) -6. 6261 -3, 4609 0)-1. 8942 0) -1. 0929 
1)-2. 5439 1)-1. 2193 = 1663 6) -3, 2719 0) -1. 8154 
1)-4. 9562 1)-2. 2921 209 0) -5. 7662 0) -3. 1044 
1) -9. 8652 1) -4,4031 = 805 1) -1. 0363 0) -5. 4152 
2) -2. 0042 1)-8. 6387 -3. 9443 1) -1. 9007 0) -9. 6285 
2) -4. 1515 eee -7. 6350 1)-3. 5594 1)-1. 7465 
2) -8. 7576 2) -3. 5297 -1. 5077 ( 1)-6. 8033 1)-3. 2330 
3) -1. 8795 2) -7. 3354 -3. 0346 ( 2)-1. 3263 1)-6. 1066 
3)-4. 0993 3)-1. 5507 -6. 2186 2) -2. 6348 5 -2° 3079 
3)-9. 0788 3)-3. 3317 -1. 2962 2)-5. 3284 2) -2. 3079 
4)-2. 0399 3)-7. 2680 -2. 7456 3) -1. 0960 2)-4. 6095 
4)-4. 6466 4) -1. 6085 -5. 9047 3) -2. 2906 2) -9. 3627 
5) -1. 0722 4) -3. 6089 -1. 2883 3) -4. 8605 3) -1. 9322 
5) -.2. 5048 4) -8. 2028 -2. 8495 4) -1. 0463 3) -4, 0483 
5) -5. 9202 5)-1. 8875 -6. 3850 4) -2, 2832 aa ease 
в 1. 4150 5) -4. 3947 -1. 4484 4) -5. 0474 4) -1, 8537 
6)-3. 4181 6)-1. 0347 -3, 3247 5) -1. 1297 2: --4. 0457 
ня -8, 3412 6) -2. 4624 _7. 7176 5) -2. 5583 4) -8. 9396 


14. ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ КУЛОНА 


Таблица 14.2. Со(п) = e™/2 |Г (1 + in)! 


η Co(n) η 
0. 00 1.000000 1.00 
0. 05 0. 922568 1.05 
0. 10 0. 847659 1.10 
0. 15 0. 775700 1.15 
0. 20 0. 707063 1.20 
0. 25 0. 642052 1:25 
0. 30 0. 580895 1. 30 
0. 35 0. 523742 1, 35 
0. 40 0. 470665 1.40 
0. 45 0. 421667 1.45 
0. 50 0. 376686 1.50 
0.55 0. 335605 1.55 
0. 60 0. 298267 1. 60 
0. 65 0. 264478 1.65 
0. 70 0. 234025 1.70 
0. 75 0. 206680 1. 75 
0. #0 0. 182206 1.80 
0. 85 0. 160370 1.85 
0. 90 0. 140940 1.90 
0. 95 0. 123694 1.95. 
1.00 0. 108423 2. 00 


io 


Значения In Г(1 + iv) см. в табл. 6.7. 


Co(n) 


-1)1..08423 
-2)9. 49261 
-2) 8. 30211. 
-2) 7. 25378 
-2) 6. 33205 


кис 


2. 39599 
2. 08045 
1. 80558 
1. 56632 


-2)1. 35817 
-2) 1.17720 


-2)1. 01996 © 


-3) 8. 83391 
-3) 7. 64847 


-3) 6. 61992 


3 


oe oe № SOGOU Фо NHK OO 


ouow ололо лотом лото 


νων POA DM PO NNNNN MM MNP PO 


\> 
о 
о 


Co(n) 


-3) 6. 61992 
-3)5, 72791 
-3) 4.95461 
-3) 4. 28450 


-3) 3. 70402 


-3)3. 20136 
-3)2. 76623 
-3) 2. 38968 
-3) 2. 06392 
-3)1. 78218 


-3)1. 53858 
-3)1. 32801 
-3)1. 14604 
-4)9. 88816 
-4) 8. 53013 


-4) 7. 35735 
-4).6. 34476 
-4)5. 47066 
-4)4. 71626 
-4) 4, 06528 


-4) 3. 50366 


ЛИТЕРАТУРА | 369 


ЛИТЕРАТУРА 


Квиги и статьи 


14.1. Abramowitz М., Antosiewicz Н. А. Cou- 
lomb wave functions in the transition region. — Phys. 
Rev., 1954, 96, p. 75—77. 

14.2. Biedenharn, Gluckstern, Hull, Breit, 
Coulomb functions for large charges and small 
velocities. — Phys. Rev., 1955, 97, р. 542. 

14.3. Bloch I. et al. Coulomb functions for reactions of 
protons and alpha-particles with the lighter nuclei. 
— Rev. Mod. Phys., 1951, 23, p. 147—182. 

14.4. Fréberg Carl-Erik, Numerical treatment of 
Coulomb wave functions. — Rev. Mod. Phys., 1955, 
27, р. 399—411. 


14.5. Stegun I. А., Abramowitz М. Generation of 


Coulomb wave functions from their recurrence fe- . 


lations. — Phys. Rev., 1955, 98, p. 1851. 


Таблицы 


14.6. Abramowitz M., Rabinowitz P. Evaluation 
of Coulomb wave functions along the transition 
line. — Phys. Rev., 1954, 96, p. 77—79. 
Протабулированы функции Fo, Fy, Go, Go для р = 
= 2η = 0(0.5)20(2)50, 85. 

14.7. National Bureau of Standards. Tables of Coulomb 
wave functions. — Washington: Government Prin- 
ting Office, 1952, V. I. — (Applied Math. Series; 17). 


Протабулированы функции O(n, р) and 


К! 


k 

LEO для 9 = 0025, 1 = — 505, [= 
т 

= 0(1)5, 10, 11, 20, 21, 7D. 

14.8. Numerical Computation Bureau. Tables of Whitta- 
ker functions (Wave functions in a Coulomb field). 
— Report № 9. — Japan, 1956. 
Русский перевод: Таблицы функций Уит- 
текера. — М.: ВЦ АН СССР, 1964 — (BMT; Вып. 
25). 

14.9. Tubis A. Tables of non-relativistic Coulomb wave 
functions. — Los Alamos: Los Alamos Scientific 
Laboratory LA-2150, 1958. 


Приведены таблицы значений Fo, Fo, Go, Go для 
р = 0(02)40; η = 0(0.05)12, 55. 


ЛИТЕРАТУРА, ДОБАВЛЕННАЯ ПРИ ПЕРЕВОДЕ 


Книги и статьи 


14.10. Лебедев Н. Н. Специальные функции и их при- 
ложения. — М.: Физматгиз, 1963. 

14.11. Павинский П. П. Волновые функции кулонова 
поля. — Ж. эксперим. и теор. физ., 1939, 9. Вып. 4. 
с. 411—418. 

14.12. Тзасзоп Т. Asymptotic expansion of Coulomb 
wave functions of the transition line. — BIT (Sver.), 
1968, 8, № 3, р. 243—245. 
Приведены асимптотические формулы для F (27) 
и Со(27), доведенные до членов с 1/8“, где В = 
= (Ω2η/3)ὺ 9, 

14.13. Meligy А. 5. Coulomb wave functions for low 
energies. — Proc. Cambridge Philos. Soc., 1964, 
60, № 2, p. 209—215. 


Таблицы 


14.14. Кертис А. Р. Волновые функции Кулона. -- Μ.: 
ВЦАНСССЬР, 1969. 


Даны таблицы значений регулярного Ру(а, x) и 
иррегулярного Ог(а, х) решений уравнения 
4у 2 ЦЕ + 1) 
ae Se Про. 
ax х x 


+ (a+ 


а также некоторых вспомогательных функций. 
14.15. Керимов М. К. Обзор таблиц волновых функ- 
ций Кулона. — См. [14.16]. 
14.16. Лукьянов A.B. Теплов И. Б., Акимо- 
ва М. К. Таблицы волновых кулоновских функ- 
ae (функций Уиттекера). — М.: ВЦ AH CCCP, 


Ει(η, р), σι(η, р); L = 0(1)15; р = 1(0.2)20; 
lg jn = —o, — 0,8(0.1)0.8; 4 — 55. 

Аст, 
dp 
— 0,8(0.1)0.8, 5S. 


14.17. Павинский П. IL, Кричагина А. Ρ. Табли- 
цы волновых функций кулонова поля. — Ж. экс- 
перим. и теор. физ., 1939, 9, № 4, с. 419—425. 


‚ [= 0,1, р = 1(0.2)20; lg η = — ©, 


Глава 15 | 
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


Ф. ОБЕРХЕТТИНГЕР 


СОДЕРЖАНИЕ 

15.1. Ряды Гаусса, элементарные частные случаи, частные значения аргумента ...... 370 
15.2. Формулы дифференцирования и соотношения Гаусса для смежных функций .... 372 
15.3. Интегральные представления и формулы преобразования .................... 373 
154. Частные случаи Ффункоан Е. 63 C22) ана в кочан ааа нае 375 
15.5. Гипергеометрическое дифференциальное уравнение ......................... 377 
15:67 Дифференциальное уравнение: Римана ....,.:....»:.-:..-...-.---γε-»ν-.»««»«Ὃ. 378 
15.7: Асиматотические РаЗЛОЖенаи ...........υνωμίωναν:-.«»«εὀνὀέ»««ομιέφαα”-««ε« 379 

379 


Литература 


9 4 9Φ 9 Φ 6 6 9 6 9 Ὁ ὁ ὁ ὁ ὁ ο 6 »9 49 9 Φ 6 ὁ 9 9 ο 9 »ν 9 6 9 Φ 9 9 6 » ооо 9 9 6  Φ 9 4 4 » » ο ооо » ee ee 9 ὁ 6 »ν 9 2 9 » 


15.1. РЯДЫ ГАУССА, ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ, 
ЧАСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ АРГУМЕНТА 


Ряды Гаусса 
Кругом сходимости гипергеометрического ряда Гаусса 
1511. Fla, = бабе = 


(a)n(b)n 2 _ 


[ 9) 


= F(b, а; с; α)-Σ 


n=0 (c)n n | 


Z Ss Σία Ἐπ) Τί +n) 2 
Г(а)Г(ь) =} Ге + n) n! 


является единичный круг |2| = 1. На окружности круга 
сходимости ряд ведет себя следующим образом: 

а) расходится при Re (ec —a— ὦ) < —1; 

Ὁ) абсолютно сходится при Re (ς -- α-- ϱ) > 0; 

с) условно сходится при —1 < Κε (c — a — ὦ) < 0; 
точка 2 == 1 исключается. | 

Ряд Гаусса сводится к многочлеву степени п OTHOCH- 
тельно 2, если а = —п или b= —п(п =0,1,2,...) (см. 
также 15.4). Ряд 15.1.1 теряет смысл, когда параметр с 
равен —т (т == 0,1,...), a а или b не равны отрицатель- 
ному целому 71, где п < т. Для с = —т имеем 


15.1.2. lim 


с>-_—т 


1 
F(a, 6; с; 2) = 

с) 

= (πιω Om пара +m + 1,b+m+1; m+ 2; 2). 
(m + 1)! 


Элементарные частные случаи ряда Гаусса 
(Случаи, сводящиеся к высшим функциям, см. 5 15.4.) 


15.1.3. Е(1, 1; 2; z) = .2-}1ῃ (1 — 2). 
15.1.4. F(> Е. я Е =. 
2 2 2. 


1 


15.1.6. Е | 


= (1+ 2) η, 1; 


А ) 
о; 232 
μμ πρ 


= (1 — (I, τς 
2 


2 


15.1.5, "|5. 1: = - = 21 atetg =. 


3 Ν 
--: 22} = 2-1 arcsin Ζ, 


. 2 
> -- = 


- - --Ζ-} ш [2 + (1+ 2). 


ΕΝ 
> 


5 
2 
= 
2 


1515. Fla, b: δ; z) = (1 — 2}. 


15.1.9. F(a 
η 


15.1.10. Е (2 


Ξ- la + αγϑά + -— ays]. 
= + a; — я = 
2 2 
τ -- 24} [{1 + α)!-23- (1 — z)*4]. 


15.1.11. F | —a, a; ae --Ζ} = 
2 


> { [С -|- yn + 2r* -|- [С Ρ Ζ3γ1/5 ες as. 
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15.1.12. F(a 1 —a; >: —#) ы 


В 


>Я (1 + 2 2-1/2 {[1 <a a aa 4. > вы + [(1 +. 2 ΗΝ. 3 Ви 


_ 


15.1.13. F(a > +a; 1+ 2a; : τ 


= 2841 + (1 — 


zy ae “-- 


=(1~ 591 + а, 5 а; 1+ 2a; :. 


15.1.14. F(a > + а; 2а; η] = 
isin "αὶ a 


sin [(2а — 1) z] 6 


15.1.15. Fa, 1 — а; τ sin? Ζ] = 
2 (2a — 1) sinz 


sin [(2а — 2) z] 


15.1.16. Ε[α, 2 — а; 2, sin” : = 
2 (a — 1) sin (22) 


15.1.17. F(— а, а; —; sin *2) = cos (2az). 


15.1.18. mie pe unt 2) = cos [(2а — 1) z] | 
. COS 2 

foe 

"2-9 


15.1.19. F(a + ay, 
2 


¢ —tg* : = cos? 2 COS (2az). 


Частные значения аргумента 
I(c) (ec — a — BD) 
Ге — a) T(c — ὁ) 

(c #0, —1, —2, ..., 


15.1.20. F(a, b; с; 1) = 


15.1.21. F(a, δ; a—b+1; —1) = 


ΤΙ + a — ὁ) 


oa 1 а 
Е АЕ 
μες 


-- 7-ᾳπ1/2 


τ .--μᾶ{.4 4d: 


15.1.22, F(a, ὦ; a—b +2; —1) = 


= вать — 1) T(a — b+ ]ππΕ τΞ-η - 
5 | 


1 
яя 1 а а 
ΕΠΗ 2 | 


(@ +220, —1, —2, ...). 


zy)? [| + (1 . scr 


Вес — a — b) > 0). 


15.1.23. Е, α; α- 1; —1) = 


ΠΠ 


а 1 
ва ee ee 
tet: | 
15.1.25, F(a pe St Fa. fp =| м 
2 12 2 


= 2 (а — 5) г|1 И 7) babe ой Γ a 
2 2] V2} (272 


[5 (а + b) +1 #0, —I, =a, -] 


15.1.26. F(a 1 —a; b; 5] = 


b 1 и 
= 2-ὑπιπγρρ]τ[-3... 2 г[5 ew 
wl Gael 279 >| 


15.1.27. a Ба+1; 5] ΠΕ rf 2) (3) 


15.1.28. F(a, α: σα 111: 5] = 


15.1.29. F(a uo + а; = ~ 2a; — τ) = 


3 
Ξ-- δὰ kOe wd, neQpwah 
eas | 
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15.1.30. F(a, Ξ τα: ты as 4 = 


6 9 
(+3) 
- (+) =" 6 3 
4 1 а 5 а 
ГИ + — Гр + — 
ΕΕ ( 4 


5 2a 
— + — £0, —1, —2, -. 
ΓΕ 


а 1 2а 2 : 
15.1.31, Fla, —+—; ------ ets) ΕΝ 
| "ἅτ 37 
Γ(5 + = 
— 02а1342/3 11/23 —(4+1)72 ота]6 ΠΝ. 6) 
я 2 
ig — ae Ee бы 
ΠΝ 
5 11 17 
a eae Гр ae ae Te |. 
3 6 6 6 


15.2. ФОРМУЛЫ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ И СООТНОШЕНИЯ 
ГАУССА ДЛЯ СМЕЖНЫХ ФУНКЦИЙ 


Формулы дифференцирования 


15.2.1. Ξ F(a, δ; с; 2) = а +. ВЛ 6-Е Ау 2). 
Z с 


ат 
15.2.2. F(a, b;.c; 2) = 
dz™ 
- 0 On ean, b-+n;c+n; 2). 
(c)n 


в 
1323: ~~ [z*+*-1 F(a, δ; с; 2)}--(α)ηΖ΄-1Ε(α + п,Ь;с: 2). 
я 


| а" 
15.2.4. ---- [25-1Ρ(α, ὂ; с; 2)] = 
42° 


= С + п 2°-1- F(a, δ; е— п: 2). 
qn 
15.2.5. —— [z°-@+"-l(1 — z)*+9-¢ F(a, Ь; с; 2)] = 
42% 


= (с — ав 2°-8-Ц1 — 2)9+2--в F(q — п, δ: с: 2). 


n 
15.2.6. a (1 — z)*+9-* F(a, Ь; с; 2)] = 
42% 


| = = Ane = В) (| — z)%tb-c-n (а, bs c +n; 2). 


(с) 
ат | 
Е ap a ἥτε; Ш 


2% 


= (—I" @a le — ba || si вы Е(а + п, Б; сп: 2). 


15.2.1. 


(C)n 
i 
15.2.8, —— [2-1 — sy τ. Fla δ; в: == 
2 
=(c.— п), 2°-*— (1 — 2)°- F(a — п, δ; еп; 2). 
15.2.9. αν 


ΓΡ» pyere~< Fig, δ; ε: 2} = 
2 3 


= (с — п) 25-81 (| — 2) 1-2 F(a — n, δ --π;ς--π' 2). 


Соотношения Гаусса для смежных функций 


Щесть функций F(a № 1,5; с; 2), Еа, δ 151; с; 2), Е(а, 5; 
с №1; 2) называются смежными с F(a, b; с; 2). Соотно- 
шения между F(a, b; с; 2) и любыми двумя смежными 
функциями дал еще’ Гаусс. Повторным применением этих 


соотношений функцию F(a+ m, b п; с - [; 2), гдет, и, | 
(c +140, — 1, — 2,...) — целые, можно выразить в ви- 
де линейной комбинации функции F(a, b; с; 2) и одной 
из ее смежных функций с коэффициентами, являющимися 
рациональными функциями от а, ὦ, с, ΞΖ. 
15.2.10. (c — a) F(a — 1, В; с; 2) + 
-- (Qa — с — az + bz) F(a, b; с; z) + 
+ a(z — 1) F(a+1, b; с; 2) =0. 
15.2.11. (c — b) F(a, b— 1; с; z) + 
+ (2b — c — bz +. az) F(a, b; с; z) + 
+ 5(z — 1) F(a, Ца = 0. 
15.2.12. c(c — 1) (z — 1) F(a, bs c—1; 2z)+ 
+ cle — 1 — Qe —a— b — 1)z] F(a, ὂ; с z) + 


+ (с —a)(c — b)zF(a, в; c+1; z)=0. 
15.2.13. [с — 2a — (b — a) 'z] F(a, ὃ; ε; 2+ 
+ a(1 — z) F(a +1: ο) Ζὶ — 
— (c —a) F(a — 1, b;3 с; 2) = 0. 
15.2.14. ($ — a) F(a, ὁ; с; 2) + αξία + 1, В; с; z)— 
— bF(a, ὁ 51; с; 2) =0. 
15.2.15. с — a — b) F(a, БВ; ς; 2) + 
+a(Ql —z)F(a+1, БВ; с; z)— 
—(c—-b) F(a, b— 13; с; 2) = 0. 
15.216, Ча’ (c - BVA F(a, δ: ο 2) — 
— ас(1 -- 2) F(a+1, δ; с z) + 
-- (ο Е. а) (с — b)zF(a, ὃ; c+1; 2) =0. 
15.2.17. (c — a — 1) F(a, ὂ; с; 2) + αξία + 1, Ь; с; 2) — 
— (< — ПЕС, в; c— 1; 2 =0. 
15.2.18. & —.а — 5) F(a; δ; c; z)—(c—a)F(a—-l, 
be 6 2) + Ба —2Е(а, δ 1-1; с; 2) = 0. 
15.2.19. (b — a) (1 — z) F(a, δ; с; 2) -- 
— (с — а) Εία -- 1, ὂ; с; 2) + 
Ἔ (с — b) Fa, b— 1; ο: z)=0 
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15.2.20. с(1 — 2) F(a, Ь; с; 2) — εξ(α —1, В; с; 2) + 
+ (c — b)zF(a, b; с+ 1; 2) = 0. 
15.2.21. [a —1— (с — b — 1) 2] Ед, b; с; 2) + 
+ (¢ ~a) Fa — 1, bs: ο: 2) — 
—(c —1)(1 --Ζ)Εία, bs c— 1; 2 =0. 
15.2.22. [с — 2b + (b — a) z] F(a, ВБ; с; 2) + 
+ М! — 2) F(a, b+ 1; ε; 2) -- 
—(c —b) F(a, b—1; с; z) = 0. 
15.2.23. c[b — (с — a)z] F(a, ВБ; с; z)— 
— be(l — 2) F(a, b+.13 c3 + 
+ (c —a)(c — b)zF(a, b; c+ 1; 2) = 0. 


15.2.24. (c — b — 1) F(a, В; ε; z) + 
+ bF(a, b+ 1; с; z) —(c — 1) F(a, В; c—1; z)= 0. 
15.2.25. с(1 — 2) F(a, b; с; 2) -- сЕа, 6-1 с z) + 
+ (с — а) 2Е(а, b; с+1; 2) =0 
15.2.26. [5 — 1 — (c — a — 1) z] F(a, δ; с 2) + 
| + (c — b) F(a, ὃ -- 1; ες; 2) - 
--(ε--1){1 --Ζ)ξΕία, δ: ς---]1; z)=0. 
15.2.27. εἶς -- 1 — (2c —a —b — 1)z] F(a, ὃ; с; ἆ) + 
+ (c —a)(c — b)zF(a, в; ε-- 1; 2) -- 
— ε(ς -- 1)(1 — z) F(a, В; c—1; 2) = 0. 


15.3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 


Интегральные представления . 
15.3.1. F(a,. ἃ; ic; 2) = 


_ Г(с) 
Γ() Г(с — a 


1 
=)" PML — 0-1 — 12-54 de 


(Re c> Re b> 0). 


Этот интеграл представляет собой однозначную анали- 
тическую функцию на комплексной 2-плоскости с разрезом 
вдоль действительной оси от 1 до 60, поэтому 15.3.1 дает 
аналитическое продолжение функции F(a, b; с; 2), определен- 
ной рядом 15.1.1. Эта функция может быть. представлена 
также в виде интеграла Меллина— Барнса: © ; 


15.3.2. F(a, δ: с: 2) = 
Г(с) Га нэ Г + σ)Γί-- ο) а 


"' жт@гГ® Ге +s) 


. = $50 


i Tc) κ | Га -- 5) Γ(ὁ +s) 


. — 2)°4$5. 
га Ге +5) а ερ 


~ 2 ΤΩΤΩ) 


Здесь — ™<arg(— 2) < п; путь интегрирования выбран 
так, чтобы полюсы функций Г(а--Ь) и Г(Ь -| 5), т.е. 

= —а —nus= —b —m(n,m=0, 1, 2,...) соответственно, 
были слева от пути интегрирования, а полюсы функции 
cosec 7s или Г(— 5), т.е. 5 =0,1,2,..., были справа от 
него. Случаи, когда — а, — b или — с ЯВЛЯЮТСЯ ‘неотрицате- 
льными целыми или а —р равно целому числу, исключаются, 


Формулы линейного преобразования 


Из 15.3.1 и 15.3.2 можно вывести формулы преобра- 
зования F(a, b; с; 2): 


15.33. Ра, 6; с: α) ‘= {1--- Е (с и a,c — b; Е Zz). 


15.3.4. F(a, byez) =(1 + г И. | 
| | 2—1 


15.3.5. F(a, 6; с; 2) = (1 — Jan (2 с-а; с; =: } 
. ¢— 


15.3.6. Е (a, ὃ; с; 2= 
_T© Τίς -- a — ὃ) 
~ Τίς--α)Τίε -- ϱ) 

Γ(ο) (a+ b -- ο) 

Ta) Г(Ь) 


Εία,δ;α- b—-c+1;1—2)+ 
+ (1 — z)t-a-0 Ес —a, c—b;c—a-— 
—b+1; 1-2) 
(| arg (1 — 2)| < п). 
15.3.7. F(a, ὃ; с; 2) = 
Sy Oe ве, О Flat — eta: 1—b+a; „+ 
Γ() ГС — а) - 
ис [0 1-24 1-а+5; η 
Га) l(c -- b) | - 
(| arg (—z)| < т). 
15.3.8. F(a, b; с; z) = 


-ῃ- F (ae — 2 pee we --}’ 
Tb) Г(с — a) 1—2 

+ (1 = 2 cpt (hema bat hs 1 
Г(а) Г(с — ὃ) | ...α 


(Тагё (1 — 2)| < π). 
15.3.9. F(a, b; с; 2) = 
_TOMe-a—)) 
Γίς -- a) T(c — ὃ) | 
Г(а) Г(Ь) 


τ“Ἐ{ аа—с+1;а+ь—с+1;1— 7] + 
2 


(1 ἐν; z)-*-0 29-6 Хх 


an м 
С argz| =< x, | arg (1 — z)| < =). 


Каждый член равенства 15.3.6 имеет полюс при с = 
=atb+tm (m=0,1,2,...), В этом случае получаем 
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15.3.10. F(a, Б; a+b; 2) = 
ие: Г(а + b) = (a)n(b)n 
~ Ta) T(b) Σ, (и! 

— v(b + п) — Ш — 2)](1 — 2)" 
(|аге (1 — 2)| < п, |1 --2| <1). 


[2ψ(π + 1) -- ψ(α 1- π) -- 


Кроме того, для т = 1,2, 3... имеют место соотнсшения 
15.3.11. F(a, ὂ; аньЬ + т; 2) = 
(а) (b)n 


Γ(πὴ Γία -- δ +m) = 
аа > | 
п!(1 — та 


(1 — 2)" — 
Τ(α + m)T(b + πι) 


n= 0 


Га+ь+ т) — (a+ m)n(b + m)n 
ii sect ee a Vat мы. 
rate 2 etm @ 
x [Indl — 2) — ψ(η 1- 1) -- ψ(π- πι ++ 
+ ψί(α 1- Ἡ - Ἠι) + vb+n+4+ πι] 
(| агз (1 —2)| < т, |1—2| <1), 

Ги) Γ(α - ὃ -- πὴ ., 


—z)"x 


15.3.12. F(a, δ; a+ b—m; 2) = 


Г(а) Γ(Ο) 
m—1 
(a — m)n(b — m)n 
1 — z)-m Σ ие М в. 
᾿ ( 2) n=0 п!(1 — M)n ( 2) 
τ. (—1)"I'(a + ὃ — т) > (a)n (b)n (1 ~z)™x 


Га — m)T(b— πι) = пп т)! 
x 1 -- 2) — b(n + 1) -- ψ(π- πιη- + 
+ φ(α Επ) + 9 +п]] 
([ аге (1 — 2)| < т, |1—2z| <1). 


Аналогично, каждый член равенства 15.3.7 имеет полюсы 
при ὦ =а Е т или ВБ — а = +m, и в этом случае 


15.3.13. F(a, а; с; 2) = 


Χ 


ay Г(с) a 2 (а), (1 —c +a)n 8 
Г(а) Ге — = 5 Σ, (315 ый 
x [In(—z) + 20(n + 1) — ψ(α 1- Ἡ) -- 46 -а-мт 
(larg (—z)| < п, [21 >1, (c— a) #0, 41, +2, ...). 
Для случая b—a=m (т = 1, 2, 3, ...) 
15.3.14. F(a, a+ т; с; 2) = Ε(α + п, а; с; 2) = 
.. τώς(σα}--” > (авт (1 — с + ат 
a+ m)T(c—a) > n\(n + т)! 
х [In(—z) + ФИ + m+n) +l + п) — 
—v(a+m+n)— ¥(c—a—m—n)] + 
Го Ἐς Τίνι --π)ία)α , 
Га + т) pa п!Гс —a—n) 
(| arg(—z) | <т, |z| > 1, (c—a) #0, +1, +2, ...). 


Случай c— a = 0, —1, —2,... является элементарным (см. 
15.3.3), аслучай с — а = 1, 2, 3, ... можно получить из 15.3.14 
предельным переходом (см. [15.2]). 


ae x 


—n 


+ (—z)-% 


Формулы квадратичного преобразования 


Квадратичное преобразование существует тогда и только 
тогда, когда числа +(1 — с), -Е(а — ВБ), ἠ-(α + ὁ -- ς) тако- 
вы, что либо два из них равны между собой, либо одно 
равно 1/2. Основные формулы принадлежат Куммеру [15.7], 
а полный их набор получил Гурса [15.3]. См. также [15.2]. 


15.3.15. F(a, 6; 2b; 2) = 


(aye r(S. b- 5: b+ 7: - |: 
2 2 
15.3.16. F(a, b; 2b; z)= 


—-a& 
= ees P(E) y+ Gi b+: Ae-a"). 
2 2 7. 2 


15.3.18. F(a, b; 2b; 2) = 


1 1— М1 — 2} 
= (1 аа 2b — a; ke ИЕ 


15.3.19. F(a а г > °С: : = 


= 1 a ie 2a, 2a —-c +1; с; 
2 2 1 
1 
15.3.20. F(a ат 3? Cs. : = 
=(1 +. fz)°4F (2 δ — > 2-1; 
1 
15.3.21. F(a a+ a cy : = 
= (1 — z)-* F (2% 2c —2a --]» с; 
1 
15.3.22. F(a bs at b+ =? “| = 
1 1 | π---- 
= F(2a, ат 5-51], 
1: 
15.3.23. F(a bat b+—s }- 


ὶ Yaa И. — bt es 


Ε 
Γ----1 
ав: ЕС. 
2 Jjl—z+1 
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15,3.24. Γ]α, b; ae В 2| = | 153.29. F(a, bs S++ 53 2) = 
д 2 2 2 
1 | 
= (1 — 2) * Е] 2a — 1, 2b —1; ——; * — 
(1 ) (22 , a+b = И 20 [+ Se Sage 7) 
1 И Ὁ *2 в 2 2 (1-22) 
ene Е 
a = | 11 
15.330. Fla, δ; —+—+—3 Ζ]-- 
15.3.25. F(a, δ; αἰδ-- :- (2 | ; ы 2 J 2 
1 1 επ а bi «a b 1 
= (1—2) 1/2 | — + — 1—2 x =P gf ee ee ee Se Е 
( ) [5 τ. |, [7 2 2.272 | 
x F(ab deat b> ИЕН, 15.3.31. F(a, 1-а; с; z)= 
1—2 1 
15.3.26. F(a, δ; a—b+1; 2= auger es, а tz — 42) 
1 2 a. oe 2 2 
-ᾳ ΕΩ’5ΕΣ' ἐν ΣΉΝ ΠΕΡ за +59“). 
2 2 - 15.3.32, F(a, 1—a; с; 2) = 
15.3.27. F(a, ὃ; a—b+1; 2) = 
1 а 29 р (4, са: с 
= V3" Fla, ab 4 5: - 2 2 5 τ 


422 — 42) (1 -- 22) 3]. 
2а— 5+1; 4 & 2+), . τὰ 5) 


Кубичные преобразования даны в [15.2] и [15.3]. 
15.3.18. F(a, δ, а 6+1; 2) = В приведенных выше формулах квадратный корень 
ν΄ ] определен так, что его значение является действительным 
=(1— 2)“ F(t (wht ogo b+ is et 5”) ; и положительным при 0 < z< 1. Все формулы справедливы 
ΠΠ 2 в окрестности точки 2 = 0. 


15.4. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ФУНКЦИИ ЕС, ь; с; 2) 


Многочлены 
(Одно из чисел a,b — отрицательное целое.) 


15.4.1. F(—m, δ; с; 2) =5> (=m)n (b)n 2” | 


15.4.3. F[—n n; τ *] = T,(1 — 2x). 


15.4.4. F(—n, n+ 1; 1; x) = Ри — 2x). 


| 
:--0 (c)n n! 15.4.5. fe n+ 2a; α-- a *| = —™ Cwa] — 2x), 
| 2 (2%) 
р a bh справедлива также при c= —m— Г κας Fn оне 
™ (—m)n(b)n αν м 
4. Е = Е 
15.4.2. F(—m, b; —m — 1; 2) avs ee (a + 1) 


Здесь JT, — многочлены Чебышева, Py, — Лежандра, 
Некоторые частные случаи формулы (15.4.1): cia" — Гегенбауера, РВ) — Якоби (см. гл. 22). 


Функции Лежандра 


Функции Лежандра связаны с тем специальным случаем гипергеометрической функции, для которого существует KE2- 
дратичное преобразование (см. 15.3). 


15.4.7. F(a, b; -2b; 2) = 2 Г + | дп-в| — ργ(δ-α-α/ϑ/8 Ρχ3-ϑ ГС = =] а - aya). 


τ; + οὶ 
15.4.8, Е(а, b; 25; 2) = ae 62 201 a z)(0-4)/2 etme gpa = are 
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1 


Ч + 5] 
15.4.9. Ε(α, b; 2; —2) = 229771? АР 201 + 22-62-11 (а-093 ( ΞΕ =I (| argz|< x, |4τρ(] + 2) | < п). 
Ζ 


Г(а) 


15.4.10. [ада+ Ae ‘| = = 26-1 Г(6) 21/2-6/*(] — ζγείχ-α-1/1 pie [(1 — 2) 1] 
(largz | «π, |4τᾳ (| -- 2)| < x, z (0, --οο)). 


* --- =" == 261 (с). сх) еА (1 — xl et pre td — ΧΡ ΠΠ: (40 <x <0). 


15.4.11. ia a+ 
15.4.12. F(a, 0 


bt i Ἴ ''''" Ε τ δ} аби РУЗ — 2) 
(larg (—2)| < м, 2400, 1). 
15.4.13. Е [5 δα} >: τ] = 2446-12 Г & Fn + | x(ti2-a-by/2 риа (| — χ (0 < x < 1). 


15.4.14.. F(a, δ; a —b.+1;.z)= Τία +'b + 1):227 42 (1 —2)- a = =| (| arg (1 —2)| < т, Ζἑ(--οο, 0)). 
—2 


15.4.15. F(a, ВБ a—b+1; х = Га -5+1)(=х)? (--χ)ρίξ-α!α ΠΗ ([-[ю <x <0). 
15.4.16. F(a, 1 — а; с; 2) =T(c) (=z)? (| — z)°/?-14 pled] — 22) (|аге(—2)| < т, | arg (1 — z)| < x, 2%(0, 1))- 
15.4.17. F(a, 1 — а; с; x) = Г(е) Ve (1 — x24? ρ1το(] — 2x) (0 <x <1). 
a b 1 1 а b 
Пава Oh ee a gg |) eg Г] а-а-в) pase AC — 22) 
[aos S++ osa}=T[5 4545) 8-5 matt 
(|argz| <7, | arg(z — 1)| < x, z€(0, 1)). 
15.4.19. Pa b; τ] =F [5 4 > 7" я (x — мата ра (1 — 2x) (0 < x <1). 


15.4.20. F Ё р atb— >: ‘| -- 24+b-3/2 Г [ № В ac —z)(8/2-a-b)/2 (| — zy 1 Ра [1 — z) 2] 


— 


(Г агв (—2)| < м, |arg (1 — z)| < м, Ве [(1 — z)'"] > 0, 2&(0, Ὁ). 


15.4.21. F(a bs atb— τ *| aa! ОНО Ty G +b— =| хана) 1-ΑΧΓΉΣΡΗΕΕΙ -х ©0<х=0. 
15.4.22. Ев: > b; — τ = π-/2241-0-.8/9 Г Ε 44 alr (5 : 4- ν] (Ζ ἘΠΕ 1) @/2-а- —b)/2 [Рио 2") и ет — 21) 


(| аге 2| < т, | аге (2—1 | < т, 28 (0, 1)) 
15.4.23. т b; — ο ε.α. ; -|- a} τς -- 5] (1 -- x)t/2-4—by/3 [Груз а- (1!) 4. риа — x1/2)) 


а, 2$ + ‚== 


в. п-1/224-—6-—1 Г [5 L'a αὶ ΓΩ ΜΝ b) (z Ἔ 1)-2/2-"/2 etin(d—a)/25 Pet 21. os zy 1] a Ρα — ze] + ay ΠΠ. 


(O:< x < |) 
15.4.24. 


(Знак + (—) выбирается, если Im 2 >0 (Imz <0), z€(0, о). 


15.4.25. Е (2 b; τ =x] = 
a te YL В -- a| га. — δ) (1 -- ἜΝ ПРЕ XY] Раз ΧΙ ΕΑ <x < 0). 


15.4.26. Е (2 δ; >: τ] Е 


= yy ЗОРИ ( — >] το - 4 TAC] — x) Bl 2-4~0)12¢ pelea (02) > palpate — M$ (0 < x < 1). 
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15.5. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 


Гипергеометрическое дифференциальное уравнение 
2 

15.5.1. z(1 — 2) = + [e—(a+b+ na — abw -- 0 
vg Z 


имеет три (регулярные) особые точки z = 0,1, со. 
Парами показателей в этих точках являются соответ- 
ственно | 


15.5.2. p, = 0, 1--ς, р, = 0, с-а-Ь, ра) =a, b. 


В общей теории дифференциальных уравнений типа Фукса 
различают следующие случаи: 

А. Ни одно из чисел сс — a— b;a— b не равно целому. 
Тогда два линейно независимых решения уравнения 15.5.1 
в окрестностях особых точек 0, 1, CO имеют COOTBETCTECEEO 
вид 


15.5.3. w,¢0) = F(a, В; с; z) = 
=3, (1.5. 2)9 922, Ε(ε --.ᾱ».ς - bicep 2), 
15.5.4. woo) = 26 F(a—c+1,b—c+1;2—¢3z)= 
-- zi]: — z)*4-9 F(1 —a, 1 —b; 2—c; 2), 
15.5.5. wig) = F(a, ὃ; a+ b+1—c; 1—2) = 
=z-°F1l+b—c, lt+a—c; at+b+1—c; 1-2). 
15.5.6. we) = (1 — z)*-*-9 F(c — b, с-а; 
¢+a—b+1,° 1 — z) 22" — z)-*"& 
ΧΕ --ᾱ, 1—b; c—a—b+1; 1-2), 
15.5.7. Wie) = z-* F(@a,a—et+1l;a—b4+1; 29 = 


= 28-6(2 — 1)°-4-0 Ε(] --δ, c—b; a—b +1, 27), 
15.5.8. Walco) 2" РФ, b—-c+1;,b-a4+1; =) = 
= 2-2 — 1) FL — a, ста, b—a +1; 2). 


Решения We в каждом из приведенных соотношений 
получены применением формулы 15.3.3 к решениям и’. 
Другие представления можно найти применением 15.3.4 
к 15.5.3—15.5.8. Тогда | 


15.5.9. ил (о) = — zy" F(a ς bz as = = 


== (1 55Η, ς ---ᾱ) с; =} 
15.5.10. woo) = 
=e] - zy Ρ (2 —c+1,1—b;2—-c¢; =i = 


= 21-6(1 о Е -с+ 111-а; 2—1 с; 5 т 
_ 55.5.Η. wig) =. 
— = 2-8 Fa, а-с+ 1; ан -с+ 1; Ка) a: 
so Fi, b—e +13 a+b—e+l; 1-2), 
15.5.12, wo) = 22-1 — ργδ-α-Ός, м 
х Ре а, 1 Ще РЕМ — 7d 
== 22-6(1 —- Ес —-Ь ТЫ 
срга-ь-+1; 1-2), 


15.5.13. \1 (о) = 


=I F (a c—b;a-—b+1; — )- 


=@— 1 F(_, c—a; b—a+1; — |; 


15.5.14. Woo) = 
sb BAM C(Z a PRA АХ 15; a—b+1; a 
—2 


= z'-(z — ясны мифа } 


Формулы 15.5.3—15.5.14 дают 24 решения гипергео- 
метрического уравнения, полученные Куммером. Анали- 
тическое продолжение функций ΜΉ, 2(о)(2) можно получить 
при помощи формул 15.3.3 —15.3.9. 

В. Одио из чисел a,b,c—a,c— b является целым. 
Тогда один из гипергесметрических рядов, капример 
Wy, 2(0), 15.5.3 или 15.5.4, обрывается и соответствующее 
решение имеет вид 


15.5.15. и -- Ζ3(] — z) ρῃ(Ζ), 


где р»(2) -- многочлен степени и относительно 2. Этот 
случай приводит к вырожденному гипергеометрическому 
уравнению, а его решения подробно исследованы в [15.2]. 

С. Число с — a — В — целое, с — нецелое. Torna 15.3.10— 
15.3.12 дают аналитическое продолжение функции из, ›(о) 
в окрестности точки 2 =1. Аналогично, 15.3.13 и 15.3.14 
дают аналитическое продолжение ΜΉ, o(9) в окрестности 
2 = oo вслучае, когда а — b является целым, а сне является 
целым; при этом накладывается ограничение с — а = 0, 
+1, +2. (Подробное исследование всех возможных слу- 
чаев см. в [15.2].) 

О. с=1. Формулы 15.5.3, 15.5.4 заменяются фор- 
мулами 


15.5.16. и! (0) = F(a, b; 1; 2), 
15.5.17. woo) = Ε(α, 6; 1; Ζ) ш2-+ 


т a tee κ 21(а AY n) — v(a) 4 v(b of n) --ἳ 
=1 


— (0) — 24(n + 1) + 2901 (21 < 1. 


..---ῃε-1.μ-ἁ 1.2) 3. 
имеет вид 


15.5.18. иц(о) = F(a; b; т + 1; 2), 
15.5.19. woo) = F(a, b; m+ 1; 2) Ш2+ 


ade > _@» (b)n z™b(a + п) — ψ(α) + 
a—, Я ть πὶ 


+ $$ + п) — $b) - 


Фундаментальная система 


фт + 1 +n) + 


m че 
-- ψ(ηι +1) — Un 1-1) + ψ(}] -- >> i da Goa σ΄ 


ant (1 — a)n(1 — 6) 
(2 <1, a,b 40, 1, ..., @#—1)). 


Е. с=1— тт =1,2,3,... Фундаментальная система 
имеет вид 
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15.5.20. и. (о) = 2" Ε(α + т, ὅδ т; 1+ m; 2), 
15.5.2]. woo) = 2" Γ(ᾳ + πι, Б+т; 1+m; z)ilnz+ 


р zm 20 (a+ т)» (b+ тв 


ya Е [ψ(α + т + п) — 


15. ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


-- ψ(α + m) + ФФ + m+n) — ФФ +m) — ψ(πι +1 +n) + 
+ фт + 1) -- b(n + + $ - 

= (п — 1)! (—m)a τ 

"2 (l—a—mn(l—b— πη 


(12| <Та, -ἑ0, —1, —2, ..., — (т — 1). 


2т—в 


15.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ РИМАНА 


Гипергеометрическое дифференциальное уравнение 15.5.1 
с (регулярными) особыми точками 0,1, со является част- 
ным случаем дифференциального уравнения Римана с 
тремя (регулярными) особыми точками а, Ь. с: 


2 ΜΉΝ о ο _ fr’ 
15.6.1. ΗΑΕ В es 


42? 2—а z—b 
+ ΣΕΝ μπα. 
Ζ--ς dz z—a 


9 BB’(b -58 — а) 2 ΥΥ΄(ε — a) (с — >)» 


Ζ--ς 
и 
(2. — а) (Ζ -- b) (2 -- с) 
Парами показателей для особых точек а, b,c являются 


соответственно α, α΄; В, В’; у, Y’, удовлетворяющие соотес- 
шению 


15.6.2. Хх х В+ В’+УУу’ = 1. 


Полная система решений уравнения 15.6.1 сбозначается 
символом 


abe 
15.6.3. w= Pla В yz 


a’ β΄ Υ΄ 
Частные случаи функции Римана Р 


(а) Обобщенная гипергеометрическая функция: 
0 ol 

в в та 

a ВГУ 


(5) Гипергесметрическая функция F(a, b; с; 2): 


15.6.4. „ =Р 


0 ο | 
15.6.5. w= P 0 a 0 


l1—c bc—a-—b 
(с) Функции Лежандра P?(z), О (2): 


0 со 1 
ν So 
15.6.6. y=Pp? 2 2 а |: 
1 ν и. 
273 23 


(d) Вырожденная гипергсометрическая функция: 
0 (oe) с 


+u—cc—k z 


15.6.7. w= P | ‚ где limc=oo. 


Формулы преобразования для функции Римана Р 


3 ) abe 
z—a Ζ--ς 
15.6.8. т eae Р = 
Ξ-;) (FEZ) авт 
α΄ By’ 
а b ς 


=Platk B-k-lyt+lz 

ae +k P—k-ly +l 
a, by ει 
15.6.9. Pla By 22 =Р3а BY a 


abe 


α’ В’ Υ΄ a’ В’ у’ 
В 15.6.8 и 15.6.9. 
πια... poe, 
Cz, + D Са +D 
Ch, +D Сс! +р 


A, В, С, D — произвольные постоянные такие, что AD — 
— ВС #0. 

Функция Римана P, приводящаяся к гипергеометри- 
ческой функции, имеет вид 


abe , 
—- а“ -— с} 
15.6.11. Р ыы 
«РТ Ἐπεὶ Γκ 
ep, 
| i " ел де_в 
2 — а С — 
Ро «ε.α ϱ “ΘΠ, 
μι (@ — b)(c—a) 


a — чат ТТТ —y¥ 
Функция Р в правой части представляет собой гипергесмет- 
рическую функцию Гаусса (см. 15.6.5). Если вместо нее 
взять 24 решения Куммера 15.5.3—15.5.14, то получается 
полная система 24 решений дифференциального уравнения 
Римана 15.6.1. 


Например, первое из этих решений согласно 15,5.3— 
15.6.5 имеет вид 


15.6.12. w = Poy ber δα 
z—b 2—Ь 


ΜΝ _ о’. EHD =), 
кат, ЕР: kt es, a 
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15.7. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


Поведение функции F(a, Ь; с;2) при больших |2| видно 
из формул преобразования 15.3. Для фиксированных а, В, 2 
и больших |c| имеем = [15.8]) 


(a)n(b)n 2 

15.7.1. F(a,b;c;z)= та т ἐπ 
Для фиксированных а, с, Z(c#0, —1, —2,..., 

и больших |b| имеем (см. [15.2]) 

15.7.2. Fl, 6: © χ]-- 
= e*taT(c)/T'(c — а) (bz)-“[1 + Ο(! δζ]-] + 

+ [[(c)/T'(a)]e?*(bz)*-T1 + Ο(! δ1|-7] 
(— 3π|2 < arg (bz) < π|2), 


+ O(|c|-™~*). 


0<|z/<1) 


15.7.3. Fla, ὃ: & z) = 
= е“а[Г(с)/Г(с — а)] (62)-° [1 + Ο(! bz|-*)] + 
+ [ГГ (а)] e?*(bz)"~° [1 + Ο(! δ2|-)) 


(--π|2 < arg (bz) < 3π/2)]. 


Случаи, когда болыпими являются два или более пара- 
метров, см. в [15.2]. 
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16.1. ВВЕДЕНИЕ | 381 


Таблица 16.1. Тэта-функции ........... 


= 0°(5°)85°; 


dee GA в 396 
ϑ.(ε5Ν α”), (δες α ϑι(εϊὴ.α”), 


Onle°\ a), Ν΄5ες а ϑα(εῦν α”), 
ει = 0°(5°)90°; 


9—10 О. 


Таблица 16.2. Логарифмические производные тэта-функций .................. 398 


Fi Bit) “ая, 
du 


и. In 95 (и) = — f(ey\@°), 
du 


= In ϑη(ιὶ) = g(e°\ 2°), 
du 


и 


© =*0°(5°)85°; =, 


Литература. .ἐ«.ν«εὐχ««οὐτ.ν МЕ А 


а a 
ΕΝ In За(и) = --ρ(εγΝα”) 


= 0°(5°)90°; 5—6). 
АЯ pace se 400 


16.1. ВВЕДЕНИЕ 


Эллиптической функцией называется двоякопериоди- 
ческая мероморфная функция. 
Пусть ти my — такие числа, что 


m+m, =1. 


Назовем т параметром, а т! — дополнительным парамет- 
ром. 

Ниже будем полагать, что параметр т является дей- 
ствительным числом. Без потери общности можем считать, 
что 0 < m <1 (см. 16.10, 16.11). 

Определим четвертьпериоды Ки ik’ через интегралы 


п/2 θ 
16.1.1. Κίπὶ = К = | Е -» 
(1 — msin? 0)'” 
— 40 
iK’(m) = К" =i \ —. 
(1 — м: sin? 0)1/2 


Из 16.1.1 видно, что К и К’ являются действительными 
числами. К — действительный и 1K’ — мнимый четверть- 
периоды. 

Заметим, что 


16.1.2. К(т) = K’(m) = К’ — м). 
Заметим также, что если дано какое-либо одно из 


чисел т, пи, К(т), К(т), К’(т) | K(m), то все остальные им 


определяются. Таким образом, К и К’ He могут быть оба 
выбраны произвольно. | 

Обозначим точки О, К, К + iK’, ik’ соответственно через 
3, с, 4, п. Эги точки являются вершинами прямоугольника. 
Сдвиги этого прямоугольника на AK и ШК” тде Лин -— 
любые целые положительные или a числа, 
приведут к решетке 


«5 τ 
ро ео 
Butea 
ο ΩΩ 


которая неограниченно продолжается ΒΟ все стороны. 


Пусть p,q — любые две из букв s,c,d,n. Тогда p,q 
определяют в решетке минимальный прямоугольник со 
сторонами длиной К и К’ и вершинами $, с, 4, п, перечис- 
ляемыми против часовой стрелки. 


ДЕЛЕНИЕ 


иена функция Якоби ра и определяется следу- 
ющими тремя свойствами: 


(Ὁ раи имеет простой нуль в точке р и простой полюс 
ΒΩ. 
(iI) Шаг между р и 4 является полупериодом функции 


ра и. Те из чисел КК’, К | К’, которые отличаются от 
этого шага, являются только четвертьпериодами. 


(ПЛ Коэффициент первого члена разложения функции 
ра и в окрэстности нуля по возрастающим степеням и равен 
единице. Следовательно, первый член разложения равен 
и, 1/u или 1 в соответствии с тем, является ли точка и = 
нулем, полюсом или обыкновенной точкой. 

Функции с полюсом или нулем в начале координат 
(т.е. функции, в обозначениях которых имеется буква $) 
являются нечетными, а другие — четными. 

Чтобы подчеркнуть зависимость эллиптической функ- 
ции Якоби от параметра, будем писать ра(и|т) вместо 
pq и. 

Эллипгические функции Якоби могут быть также опре- 
делены с помощью интегралов. Рассмотрим интеграл 


Ф 


10.1.3. в = \ do 


(1 — т sin? 0)! 


в котором угол ф назовем амплитудой, и, записывая 


16.1.4. ф = am и, 
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определим 
16.1.5. sn u = зшф, спи = с0$ф, 


dn u = (1 — msin® 9) = A(9). 


Подобным образом через ф могуг быть выражены 
все функции ра и. Такое определение эллиптических функ- 
ций хотя и кажется отличным от определения в терминах 
решетки, но математически ему эквивалентно. О содер- 
жании обозначений, подобных зп(ф\ <), σπ(ι | т), dn(u, К), 
см. 17.2. 


16.2. КЛАССИФИКАЦИЯ ДВЕНАДЦАТИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ 


(соэтветственно полюсам и полупериодам) 


—=———ы—ыы—----—— —- 


Полюс Полюс 
iK’ K + ik’ 
Полупериод К” sn и cd и 
Полупериод К + ЖК” спи sd и 
Полупериод К dn и nd u 


Три функции, помещенные в одном и том же столбце, 
имеют общий полюс. 


Рис. 16.1. Эллиптические функции Якоби 


пи, спи, dnu; m= 12. 


-λδ 


Ποπιος Полюс 

0 
ἧς ns u Периоды 2iK’, 4K + ЧК’, 4K 
пси ds и Периоды 4ἱΚ΄, 2K + 2iK’, 4K 
SC и cs и Периоды 4iK’, 4K + 4iK’, 2K 


Четыре функции, помещенные в одной и той же строке, 
имеют общий период. Из периодов, указанных в последнем 
столбце, только два независимы. 


-&0 


“20 
Рис. 16.2. Эллиптические функции Якоби 
nsu, пси, ndu; m= 1/2. 


\. aC Lu 


Puc. 16.3. Эллиптические функции Якоби 
5си, фи, csu, аси; т = 1/2. 


16.3. СВЯЗЬ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ С ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЙ. 
ТРОЙКОЙ ФУНКЦИЙ sn и, cn и, dn u, 


спи dn u 1 
16.3.1. cd u= ‚ deux = ‚ nsu= 
dn u cn u : sn u 
sn u 1 dn u 
16.3.2. sdu= ‚ ncek= ‚ dsSu= . 
Фи. cn и sn и 
cn u 
16.3.3, nd и = ‚ scr= , u= 
nu cn u sn u 


Вообще, если р, а, г являются. любыми тремя из четы- 
рех букв $, с, 4, п, то 


16.3.4. ра и= Ри 
аги 


при условии, что в случае совпадения двух букв, например 
рр и, соответствующая функция полагается равной единице. 


16.6. ФУНКЦИИ ЯКОБИ ПРИ т=0 и т=! 383 


16.4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ С ПОМОЩЬЮ 
АРИФМЕТИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО (А.Г.С.) 


Алгоритм А.Г.С. см. в 17.6. 


Для вычисления $п(и| т), сп(и| т) и dn(u| т) процесс 
А.Г.С. формируется по начальным значениям 


16.4.1. ag = 1, bo = πη, Со = Ύπι 


и оканчивается на шаге М№ когда величиной су можно 
пренебречь в пределах заданной точности. Находим ΦΝ 
в градусах по формуле 


180° 


п 


16.4.2. фу = 2Nayu 


и затем последовательно вычисляем Фм-1, Фм_», ..., Фа, 
Фо, используя рекуррентное соотношение 


16.4.3, οἰπ(Ζφῃ.1 — gn) = «πῃ Pn. 
᾿ а 


n 
Тогда 
16.4.4. sn (u| т) = sin Фо, cn (u| т) = COS Фу, 


COS Po 


dn (u| т) -Ξ-------------. 
COS ($1 — Фо) 


По этим функциям могут быть определены остальные 
эллиптические функции Якоби. 


16.5. ЧАСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


-------------- -------------- ------------ 


и sn и спи аи 
16.5.1. 0 0 1 1 
1/4 
16.5.2. Zz K 5Η τ. - mia 
2 (1 + м2)! (1 + m2) 
16.5.3. K 1 0 mi? 
1/2)1/2 
16.5.4. 5 (Κ’) пи 1/4 "ν᾽ (1 - mye 
2 | mils 
1 | DUP yy 1/4 [1 4. m'!?)! [2 ᾱ ΤΉ 1/4 . m 1/4 ὦ 
16.5.5. — (K + ik’) [5-) (1 —i) я [C1 + и?) — (]— ты)? 
2 + i(l т] 4m 4 ) eee 
— 1/2 \1/2 
16.5.6. K + Pg (iK’) т 144 — Ра (1 — my 
2 т! 
16.5.7. i — К’ со со со 
1 и? 1/2 
16.5.8. -- K + iK’ (| — mi?) 1/2 --ἱ]---------- —ini* 
2 1 — mie 
16.5.9 K + ik’ т 1? —Ит/ту 0 
16.6. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЯКОБИ ПРИ т =бит=1 
| т =0 | m= 1 | | | m --0 m= 1 
16.6.1. κ sn (и | m) sin u th u 16.6.8. | пс (“| т) sec и ch и 
16.6.2. сп (и| т) cos и sech и 16.6.9. ος (u| т) tg u sh u 
16.6.3. dn (u| т) 1 sech и 16.6.10. ns (u| т) cosec и cth u 
16.6.4. са (u| т) cos и 1 16.6.11. ds (αἰ т) ‚ созес и cosech и 
16.6.5. sd (u| т) sin u sh u 16.6.12. cs ("| m) εἰσ и cosech u 
16.6.6. nd (u| т) 1 ch и 16.6.13. am (u| 71) и 24 и 
16.6.7. зес и 1 


ENS ee 


dc (u| т) 


po a a nN A ot ose 


ee a a ES ER oN nl enn + 
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16.7. ГЛАВНЫЕ ЧЛЕНЫ РАЗЛОЖЕНИЙ 


Если эллиптическая функция pq и разложена по воз- 
растающим степеням (и -- Kr), где К; — одна из величин 
0, К, К’, K+iK’, To пзрвый члгн разложения, называемый 


нулем или полюсом функции ра и. В следующей таблице 
приведены эти формы. Знаки хи -- показывают, что не- 
обходимо дописать множитель или делитель (и- К,) 


главным, имзет одну из форм A, Вх(и— Κι), С -- и- К, соответственно. 
в соответствии с тем, является ли К, обыхновенной точкой, 
| | | 
Χο 0 Κ iK’ K + ik’ | gu |0! к | iK’ K +ik’ 
| 
16.7.1. sn u 1х 1 а ma 16.7.7. аси 1 = ppl? — mlx 
| oe ae т}! 
16.7.2. cn и 1 —тиЗх |-йт | -ἱ[-- 16.7.8. пси 1 |--ηιτ]!5-.| иных (ἴοι 
т my, 
16.7.3. dn u 1 nie — 1 imi? x 16.7.9. scu | 1X |—my/?+ i imyi 
1 ies 2x 1 1 
16.7.4. cd и 1 = Χὲ 13 =. <. 16.7.10. | nsu | 1+ 1 ти? x np 
i 1 κ ; } 
16.7.5. -|sdu | 1x | mp? ms | — 16.7.11. | dsu | 1+ mie? —im'!? i(mm,)'? x 
(тт!!! 
.7.6. 1 тг id —imo les 7.12. | cs u - | —pel x == — ити? 
16.7.6 паи | 1 ΤΉ Χ are 16.7.12 1 id ] 
| Pee eae 
16.8. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ ПО АРГУМЕНТУ 
| | | u+2K + 
и —и | u+K u—K | K—u |uw+2K | 2K-u u + К’ u + 2iK’ u-+ K + ik’ Тк! 
ἰ | 
16.8.1. sn 11 | --5ῃ u cd u —cd u cd и —snu| snu m-*/2 ns u sn u m2? аси —sn u 
1/2 ; в 
16.8.2. |спи|] спи| — т”? з4и| пп заи | И" sdu | —спи| —спи --ἱπι-1 3 ds и| —сп ul —ИнИ?т-И ne и| cn u 
1 1 1 
‘ 1/2 ь ᾿ 
16.8.3. |дпи| пи | 1”? паи | т оаи | Тб п9и | anu | dnu —icsu —dn u iml!? sc и —dnu 
16.8.4. |с4и| саи —sn u sn и τὰ ο -οἆ | —с4и т"? deu | cdu — ит"? ns и —cd u 
| —1/2 : : а 
16.8.5. sdul—sdul т? спи |—mo2cnul™ ~ спи| —sdul sdu | im? пси —sd ul —imp 2m"? dsu| sdu 
1 1 1 
1/2 : р 
16.8.6. паи| паи | т? дви | ти? ди | т ' ἀπ {| паи паи isc u —ndu —im 2 cs и —nd u 
1 1 1 
16.8.7. Чси|! deu —ns u ns и ns И —deu| —deul mcd и de u —m!" sn u —deu 
у —1/2 ь . 
16.8.8. пси | пси | И? азии πᾷς |? ἀν и| -пси| пси Пт аи |—neu! Ин? спи | neu 
1 1 1 
pe ыы -- 2 . “ =’ 
16.8.9. |5си | -зси| па"? сви — три? сви | Mr Ο5 | scu | —seu г па и --5ς u ити? dn и --5ς u 
16.8.10. | ns u | —ns u аси — сн de и --ῃ5 | nsu т!/? sn и ns u m/ сд и —nsu 
15.8.11. | dsu|—dsul mié2nceu 7 nc ul ТИ neul—dsul dsu | пт спи |—dsu | ИИ? sd и ds u 
1 1 Е 
5 9 . ἃ | 
16.8.12. |сзи | —сзи| --πιζδοςμ| — и? зси | ПИ? scu | сви —си —idnu —CS U —im'2ndu —cs и 
1 1 AL 
16.9. СВЯЗИ МЕЖДУ КВАДРАТАМИ ФУНКЦИИ 
16.9.1. —dn? и + m = —т сп? и = msn? μ.-- т. а другая выражает qt” и через rt? и. Так как а и аи = 1 
то из эгих разэзнств можчо получить билинейное соотно 
16.9. = 2 = } 3 = 2 τα . о > 
2 m nd" u + т, mm, sd" и = mcd" и —т шение между ра? и и rt*uv. Так, для функций cd и, sn и имеем 
16.9.3. ти $с° и + ии = ии пс? и = ди — м. “a 
— mcd’ u 
16.9.4. cs? и + пи = ds? и = ns? u — т. 16.9.5. nd? и = —, dn?u=1— там 


Напомним, что в приведенных формулах 71 т, = 1. 
Если pq и; rt и — любые две из двенадцати эллиптических 
функций, то одна из записей выражает tq’ и через ра? и, 


и, следовательно, 


16.9.6. (1 — т сд? 


и) (1 — msn? и) = т. 
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16.10. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ 


Отрицательный параметр 


Если т — положительное, то, полагая 


16.10.1. ц = = у 
1+т 1+ т 1/2 


Юй | 


получаем 
16.10.2. sn (и| — т) = м 23а (ν| в), 
16.10.3. cn (u| — m) = са (>| μ), 


16.10.4. dn (u| — т) = nd (у| в). 


16.11. ОБРАТНЫЙ ПАРАМЕТР (ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ, ЯКОБИ) 


16.11.1. m>0, p= mr, v = ит, 
16.11.2. sn (u| т) = vp" sn (ν| μ). 


16.11.3. cn (u| т) = dn (ν| μ). 


16.11.4. dn (u| т) = сп (| pv). 

Если т > 1, το т* =u< 1. Таким образом, эллипти- 
ческие функции с действительным параметром могут быть 
сведены к эллиптическим функциям с параметром, лежа- 
щим между нулем и единицей. 


16.12. ПОНИЖАЮЩЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАНДЕНА (ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ГАУССА) 


Для уменьшения параметра положим 
1 Е ту? 2 u 
1+ ты боты, 
(1 + p?/*) sn (ν| μ) 
1+ p?/? sn? (у| μ) | 
_ en(v| в) dn (| μ) 


16.12.1. ц = 


тогда 
16.12.2. sn (и| т) = 


16.12.3. cn (и| т) 


о. лю ЮВЕ. 
(1 Εμ’ — dn*(y| в) 


Заметим, что последовательное применение этого преоб- 
разования может быть использовано для нахождения 
функции sn (ujm) через sn (v| μ) и функции dn (и|т) через 
dn (ν|μ). Функция cn (и|т) вычисляется через все три эллип- 
тические функции Якоби), 


16.13. АППРОКСИМАЦИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 


Если параметр т настолько мал, что можно пренебречь 
т? и более высокими степенями т, то имеют место выра- 
жения 


1 , 
16.13.1. sn (и| т) 5 sin u — Ζ т(и — sin ucos и) cos и, 


16.13.2. cn (u| т) x cos и + - т(и — sin исо$ и) sin и, 


16.13.3. dn (и| т) 5 1 — = т sin? и, 


16.13.4. am (ιι | т) и — < т(и — sin и cos и). 


Один из методов вычисления функций Якоби заклю- 
чается в применении понижающего преобразования Лан- 
дена для приведения параметра т к значению, дающему 
возможность применять эти формулы (cM. также 16.14). 


16.14. ПОВЫШАЮЩЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАНДЕНА 


Для увеличения параметра положим 


4m}/2 1 weit mil? 2 
16.14.1. и = (+ my » fy = ree , 
и 
= i+ we B+ py = 1; 
тогда 


16.14.2. sli m) = (1 + wiry δη ОТ) cn 1, 
dn (| μ)͵ 


25 — под ред. В. А. Диткина, Л. Η. Кармазиной 


1 + py? dn’ (ν| μ) — py 


16.14.3. cn (μ| т) = 
dn (v| μ) 


1) Схема вычисления эллиптических функций Якоби с 
применением понижающего преобразования Ландена за- 
ключается в следующем: последовательным применением 
формулы 16.12.4 или 16.12.2 с использованием соответ- 
ствующих формул 16.13 вычисляется одна из ean, 
dn (ит) или sn (и|т). 

Далее по формуле 16:9.1 элементарно. вычисляются две 
другие определяющие функции Якоби и по формулам 
п. 16.3 — все остальные. (Прим. перев.) . 
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1 — pi? dn® (lw) + в. 
dn (| μ) 


Заметим, что при последовательном применении этого 
преобразования проще всего вычислять функцию dn (ulm), 


16.14.4. dn (и|т) = 


' так как ‘она выражается только через dn (ν | μ), в терминах 


которой выражается и сп (и|т); вычисление фуккции Sn (и |т) 
требует использования всех. трех функций Якоби 1). 


16.15. АППРОКСИМАЦИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 


Если параметр т настолько близок к единице, что мож- 


но пренебречь m? и более высокими степенями т, TO 


имеют место выражения 
16.15.1. sn (и| т) = thu + < m,(sh и ch и — и) sech?® и, 
16.15.2. сп(и| т) = 


А sech и — < m,(sh и ch и — и) th и sech и, 


16.15.3. dn (и| т) 5 


κ’ sech и + -- т ($6 uch и + и) th и sech и, 


16.15.4. am (и| т) «ο 
х аи + < m,(sh uch и — и) зесп и. 


Повышающее преобразование Ландена, приводящее пара- 
метр т к значению, дающему возможность применять 
эти формулы, служит основой другого метода вычисления 
функций Якоби (см. также 16.13). 


16.16. ПРОИЗВОДНЫЕ 


| Функция | Производная 


16.16.1. sn u cnudnu 

16.16.2. спи —5п и dn u полюс n 
16.16.3. dn u | —msnucnu 

16.16.4. cd u — т: sdundu 

16.16.5. sd и са и πὰ и полюс 4. 
16.16.6. nd u т $4 иса и 


Производная 


Заметим, что производные пропорциональны произведениям двух сополюсных функций. 


16.17. ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ 


16.17.1. зп (и + у) = 
_ зп исп у ав У-- зп усп и апи 
1 — msn? и sn? у 
16.17.2. cn (и + у) = 
_ cnucny—snudnusnvdn у 
1 — msn’? и зп? у 
16.17.3. dn (и + ν) = 
_ dnudnv—msnucnusnveny 
1 — msn? и sn? у 


Теоремы сложения получаются одна из другой и могут 
иметь различные формы записи. Так, ns(u -- у) получается 
по формуле 16.17.1 из 1 / зп (и + ν) в виде 


(1 — msn? и sn? y)/(sn и en y dn v + snvcnudn uv). 


Функция . | 

| 
16.16.7. ἧς Ἡ m scuncu 
16.16.8. nc u scudcu полюс с 
16.16.9. си dcuncu 
16.16.10. ns u — 4$ и с5 и 
16.16.11. 5: idsf ul —cs uns и полюс $ 
16.16.12. cs и --Ώ5 и 4$ и 

Иначе, используя представление ns(u+v) = —m/?sn x 


x { (iK’ — и) — у} и формулу 16.17.1, получим 


- ns уси и — пзис$у 9$ у 
ns (и у) = in о a 
ns* и — ns* v 


Функция pq (и + у) является рациональной функцией от 
Pq u, pq у, pq’ и, pq’ ν. 


1) Схема вычисления эллиптических функций Якоби с 
применением повышающего преобразования Ландена за- 
ключается в следующем: последовательным применением 
формулы 16.4.4 с использованием формулы 16.15.3 вычис- 
ляется функция dn (и!т7). Далее по формуле 16.9.1 элементар- 
но вычисляются две другие юпределяющие функции Якоби 
и по формулам ‘п. 16.3 — все остальные. (Прим. перев). 
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16.18. ФОРМУЛЫ (ДЛЯ УДВОЕННЫХ АРГУМЕНТОВ 


16.18.1. sn 2и = 16.18.3, dn 2u = 


2snucnudnu 2snucnudnu _dn?u—msn’ucn*u — аи en? u(dn® й — 1) 
‘a l1—msntu cn? u + sn? и ἀπὸ μ΄ 1 — msn*u _ dn® u — en? μ(άξ и—1)° 
| | 1 — сп2и - $12 и дп? и 
16.18.2. сп 2и = | | Е Е 
_ cn? u — sn? и dn? и _ cn? и — идти. | 16185. 1 — ἆη 2и _ тэ ист и. 
1 — тв и сп? u + 5η) и dn? и а 1+ dn 2u dn? и 


16.19. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОЛОВИННЫХ АРГУМЕНТОВ 


1 —- спи 


16.19.1. sn? - 
1+ пи 


в ἆπ ἡ - спи - 
1+dnu 


16.19.2. cn? 


m+dnu+mecnu 
1+dnu 


SE SE |= 


16.19.3, dn? 


16.20. МНИМОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЯКОБИ 


16.20.1. sn (ἰμ| т) = i sc (u| my). 
16.20.2. cn (iu| т) = nc (u| m). 
16.20.3. dn (iu| т) = dc (u| т). 


16.21. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНЫХ АРГУМЕНТОВ 


Используя сокращения 16.21.2. sn (x + iy| πὴ = sy > ico dry ty | 


16.21.1. 5 = sn (х| т), с = en(x| т), οἳ + та. 52 


С° Cy — 5' ἆ- 81 ° dy 
ыыы М 


4 = ἁπ(κ| т), δι = 5π(γ| т), 16.21.3. cn (x + ἰγ| т) = 
| | eee a} c? + ms?> 51 
οι = сп (y| πι), 9, = dn(y| m), и aes 
| (hobs date nie в ыыы 


16.22. ПЕРВЫЕ ЧЛЕНЫ РАЗЛОЖЕНИЙ В РЯД ПО ВОЗРАСТАЮЩИМ 
° СТЕПЕНЯМ АРГУМЕНТА и 


9 2 4 
16.22.1. sn (u| т) = u — (1 + m) = + 16.22.3. dn(u| т) -- 1—m тт + т(4 + т) ri — 
и. . » 
+ (1+ 14т + πι) — -- | № 
5! — m(16 + 44m + т) apt '' 
7 ‘ 
— (1 + 135m + 135m? + ий) — ГИ 
`` 46.292. on (ul na ΝΠ αρ Зонд =. ας Ἢ ! Формулы общих членов этих разложений неизвестны. 
найм“ at ' 21 ; ayer 


u® 
— 1 +:44m.+ 16m) — +... 
61 
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16.23. РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯД. ΠΟ ПАРАМЕТРУ ЯКОБИ 4 И АРГУМЕНТУ у 
(q = e TKK, у = пи/2К)) 


| 16.23.8. пс (u| πὴ = ---- 
ο № аи? ΠΣ 2η Κ 
>." er sn ee + 1. 


ΜΑΚ tom, 1 ΒΕ д: 
μὴ ΣΙ ----------- 605 (27 + 1). 
16.23.2. cn (и| т) = = “A. 
Ὁ gntty 
= > 4 cos (2n + у 
κ ΠΡ 16.23.9, sc (u| πὴ = ——— ἰρν + 
2 ея 
» n 

16.23.3, dn (и| т) = 7 + zat нс cos 2ny. 

2K een Ee a За — sin 2ην. 


>: "> on 


16.23.4. cd (μ| т) = 


2π κα (-- 1)"q n+1/2 


TT 
η 16.23.10. ns (u| т) = ——— cosec у — 
cos (2n +.1)y. ( ) IK 


| 
= 
τ 
р 
3 
i 


_ απ + κα. 
16.23.5, $4 (μ| т) = In <2 gent 
2 со nil/2 ani ΠΕΝ ; sin (2n + Пу. 
п τ . МЫ : | ис 
= (mm,)'?K a })* + ва + gent sin (2n + Бу. | ы 
16.23.6, па (u| т) = 16.23.11. ds (и| т) = 
к 2 на q* п 2 «0 д" 
err -- τς. = De cos 2ην. | er cosec vy — Е р тт sin(2n + Пу. 
1 14 μι q n= 0 q 
16.23.7. de (и| т) = aE sec v + 16.23.12.. cs (и| т) = 
2π ς- "able п 2 αν 
+ —— (-- 1)3 -------------- cos (2n + l)v. . = — ctgv— — ------------ sin 2ῃ γ, 
K Σι о 2K SF K ка 


16:24. ИНТЕГРАЛЫ ОТ ДВЕНАДЦАТИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ЯКОБИ | 


16.24.1. \ sn udu = πι!’ In (dn u — т" спи). 16.24.8. ) πο “ὧι = my? In (4си- ти? scu). 
16.24.2. \ спи du = тт! arccos (dn и). 16.24.9. ) sc udu = my? In (dc u + т! пси). 
16.24.3. ) dn u du = arcsin (sn и). | 16.24.10. | ns udu = 1η (ds и — cs u). 


16.24.4. \ са и ди = m7 In (πὰ и 4+ ий 54 и). 16.24.11. ! ds udu = 1η (ns u — 55 и). 


| 16.24.12. \ =} Lids w); 
16.24.5. \ ο и du = (mm,)-? arcsin (— ти? cd и). cs u du == In (ns и — ds и) 


При использовании приведенных выше формул в вычис- 

16.14.6. ) ndudu = my“?  arccos:(cd и). лениях необходимо накладывать ограничения на аргумент 
и, с тем чтобы аргументы логарифмов были положительны 

и чтобы оставаться в пределах главных значений обратных 


16.24.7. ! ἧς "ὧν = In (ης u + sc u). ee ических Функции 
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16.25. ОБОЗНАЧЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ OT КВАДРАТОВ ДВЕНАДЦАТИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ ЯКОБИ 


16.25.1. Pq и = { ρα Е @Ё при 4 # 5. 


“ 
16.26.2. Ps u = \ 
0 


(=) teach. 
Е и 


ПРИМЕРЫ 


% 
Саи - (cats dt, Nsu= ([== - τ αἵ -----ν 
0 


u 


16.26. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ ЧЕРЕЗ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ 
ИНТЕГРАЛЫ ВТОРОГО РОДА (см. 17.4) 


16.26.1. m Sn и = — Е(и и 
16.26.2. т Сп и = Е(и\— myu, 
16.26.3. Dnu = E(u), 
16.26.4. т Cd и = —Е(и) + и + msnucd u, 

16.26.5. тии Sd и =Е(и)— mu — т snucdu, > полюс 4. 
16.26.6. т, Nd u= E(u) — msnucdu, 
16.26.7. Оси = —E(u).+ u+ snudce y, 
16.26.8. пи Nc u = —E(u)+mu-+snudceu, 
16.26.9. my, Sc и = —E(u) + snudceu, 


полюс п. 


полюс с. 


16.26.10. № и = —E(u) + и — спи и, 
16.26.11. Ds и = —E(u) + mu — спи 4$ и, полюс 5. 


16.26.12. Cs u = —E(u) — спи 4$ и, 


Формулы 16.26.1—16.26.12 можно выразить через дзета- 
функцию Якоби (см. 17.4.27) 


Z(u) = E(u) — > и, где Е = ЕК). 


16.27. ТЭТА-ФУНКЦИИ; РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ ЯКОБИ ᾳ 


16.27.1. ϑι(Ζ, 4) == 9:(2) = 


—2 У (— 1" qt sin (2n 1) 2. 
n= 0 


co 
16.27.2. 9.(7,α) = 92(z) = 2g* У 4" cos (2n + 1) 2, 
0 


16.27.3. 93(z, q) = 92) =1+2 У 9" cos 2nz. 
n =1 


16.27.4. 3,(z, q) = 9.(2) = 1+ 2 5» (—1)” 4"? со$.2и2. 


Тэта-функции имзют важное значение, так как каждая 
из эллиптических функций Якоби может быть выражена 
как отношение двух тэта-функций (см. 16.36). 


Данные формулы показывают, что тэта-функции зави- 
CAT от аргумента 2 и параметра а, |а |< 1. 


В 16.23 отмечено, что параметр Якоби имеет вид 


q= eK IK 


где К и ik’ — четвертьпериоды. эллиптических функций 
Якоби. Так как 4 =q(m) определяется заданием пара- 
метра т, то тэта-функции можно рассматривать как функ- 
ции от т и записывать 


За(2, q) = 9α(Ζ] πὴ, а=1, 2, 3, 4. 


Когда нет необходимости это подчеркивать, будем писать 
9(2). Приведенные обозначения даются в [16.6]. 


Имеются различные обозначения тэта-функций, что 
нередко приводит к недоразумениям. Так, вышеприведен- 
ная функция 9.(2) иногда обозначается как 9 (2) или 9(2)' 
(cm. [16.6]). Иногда используется аргумент и = 2ΖΚσ|π. 
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16.28. СООТНОШЕНИЯ ΜΗΝ ''' ΗΝ ТЭТА-ФУНКЦИЙ 


16.28.1. 92(z) 930) = 92(z) 92(0) — 93(α) 93(0). κ | _ 16.28.5. 94(0) + 94(0) = 94(0). 
16.28.2. 92(z) 9340) = 932) 93{0) — 93(z) 93(0). 
16.28.3. 93(σ) 92(0) = 93(2) 93(0) — 932) 93(0). 
16.28.4. 92(z) 92(0) = 93(σ) 93(0) — 93(z) 93(0). 16.28.6. 9΄(0) = 9.0) 9,(0) 9,(0), или 9’ = 9,939. 


Отметим также важное соотношение 


16.29. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ТЭТА-ФУНКЦИЙ 


16.29.1. en =ctgu+4 = sin 2nu. 16.29.3. — = 4 = Se sin 2nu. 
΄ со 
16.29.2. ΠΗ . —tgu+4 > (-- к = sin 2nu. 16.29.4. = = 4 ~~ = sin 2nu. 
ϑ»(μ) n=1 n=1 bmg 


16.30. ЛОГАРИФМЫ ОТНОШЕНИЙ ТЭТА-ФУНКЦИЙ OT СУММ И РАЗНОСТЕЙ 


АРГ УМЕНТОВ 
16.30.1. In ТР _ | 165303. нЕ) _ 
ϑι(α — В) 93(& — В) 
| | ы 
oy oe 
со q? =4 sin 2ne sin 2πβ. 
= In ΠΡ. 45> -τ sin 2πα sin 2πβ. | 2 Hii 1 — gh 
sin (a — В) 2—1 n 1—q** 9 
: 16.30.4. 1 a x a 
16.30.2. In 2B) — у ν᾽ 
ala -Р№ | 7 ee | | о κα νὰν — —1 за 2πα sin 2n8. 
со 2 р n=1 n 1—4” > 
—1)* we: 
= Ш Bie + 4 > ее =“ sin 21а sin 2nB. Соответствующие выражения для В = iy получаются с 
cos (α — В) oe, ЕТ ЗЕ as & помощью формул 4.3.55 и 4.3.56. 


16.31. ОБОЗНАЧЕНИЯ ЯКОБИ ДЛЯ ТЭТА-ФУНКЦИЙ Ἢ 


16.31.1. O(u| πὴ = @(u) = 9,(v), v= ρα 
16.31.2. Θιι| πι).-- Θι(ι) = 936) = Θ(ι + К). 
16.31.3. Н(и| т) = Hw) = 3:0). 


16414. Нины "ατα 


- 16.32. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТЭТА-ФУНКЦИИ ЯКОБИ © (u|m) С ПОМОЩЬЮ 
_. АРИФМЕТИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО (А.Г.С.) 


Процесс А.Г.С. (см. 17.6) формируется по начальным | | ы 180° 
ЗН | 16.32.2. py =2^ами Е 
16 32 ; δρ δὲ 1, να en Fae -- | Е и затем последовательно вычисляем фм-1, PN-25 ...› Pr Фо» 
БЫ ” πον” в | используя рэкуррентное соотношение 
и оканчивастся на №-м шаге, когда CN равно нулю с задан- 16.32.3. sin (ὄφῳι ыы φο ἕως. м νε ΜΛ Ὑ 


ной точностью. Находим фм, в. градусах. ΠΟ. формуле. . (2 нах oir 4@d 


16.35. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ МЕТОДОМ А.Т.С. 391 


Тогда 


1/2 в 1 
И OG | eee te Os i ва 
| π 


1 
— + — In 5$ес (20 — $3) + — In sec (2$: — 92) + ... 
2 COS Фо [οτος . 8 


.. + oa sec (29n-1 — ФМ). 


16.33. ДОБАВЛЕНИЕ ЧЕТВЕРТЬПЕРИОДОВ К АРГУМЕНТАМ ЭТА- И ТЭТА-ФУНКЦИЙ 


ЯКОБИ 
и | —u | u+K | u+2K | u + iK’ u + 21K" | ΜΗΝ u + 2K + 2iK’ 
‘TG —H(u) Miu) | -Η( iM(u) Θ(ι) —N(u) Н(и) M(u) ©,(u) N(u) Hw) 
eg Hy, (u) —H(u) — Hi(u) M(u)@(u) | Nu) Miu) —iM(u) O(u) —N(u) Hi(u) 
6 | ©, (и) | ©(и) ©, (и) М(и) Ни) _ №М(и) 9,(u) iM(u) Н(и) № и) Θι(ω) 
“OW. Ou) ` @,(u) Θ(ι) гм нод |΄-Νω ео | M(u) Ἠι( —№и) Θ(ω) 


----------------- 


М(и) = [exp | — oral а 32, Ми) = [exp | = | ' αω 


Эта-функции Якоби Н(и) и H,(u) имеют период 4K, тэта-функции Якоби ®(и) и ®, (и) — период 2K. 
2iK’ является квазипериодом для всех четырех функций, т.е. при прибавлении к аргументу 2iK’ функция приобретает 
множитель. 


16.34. СВЯЗЬ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ ЯКОБИ С ТЭТА-ФУНКЦИЯМИ 


[20 one ow 
ди 


мк) = "κ. 
1 
16.34.1. Ἐν 16.343. Zu) = ие. 
9 (Fr) пи. $ Нан по dn u 
“(2 (AT, Ϊ :) 
- κ) = к) 
2 «Ὁ RE 
16.34.2. Z(u) = A, 4+ ἪΡ 16.34.4. 2(и) = malt ὦ 
κ = Fon) 
2 2K 
16.35. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ ЯКОБИ Z(ulm) МЕТОДОМ 
АРИФМЕТИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО (А.Г.С.) 
Процесс А.Г.С. (см. 17.6) формируется: по‘начальным |. и затем поеледовательно вычисляем Фм-1, Фм-», .... Pir 
значениям - Фо используя рекуррентное соотношение 


16.35.1. do =1, bo = Ут; co= ут 


и оканчивается на ΝΜ шаге, когда см равно нулю с 
заданной точностью. Находим фм в градусах по формуле 


ь | T 
16.34.3. фра lay ut | 0,68 ne 


16.35.3, sin (2Φηι — фи) = -^® sin фи, 
an 


16.35.4. Z(u| т) = ει sin 91 + са Sin pg + ... + οΝδίπφν. 
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16.36. ОБОЗНАЧЕНИЯ НЕВИЛЛЯ ДЛЯ ТЭТА-ФУНКЦИЙ 


Тэта-функции в обозначениях Невилля определяются 
через тэта-функции Якоби (см. 16.31) следующим образом: 


16361. Shas №, Gag = 
Но) H(K) 
O(u + K) Θ(ι) 
а вые | 
а(и) OK) (u) (0) 


Если Л, и — произвольные целые числа, TO говсрят, 
что точки Ug + 2λΚ + 2yiK’ конгруэнтны точке Ug. 


9;(и) имеет нули в точках, конгруэнтных 0; 

3%‹(и) имеет нули в точках, конгруэнтных К; 

9,(u) имеет нули в точках, конгруэнтных iK’; 

Эа(и) имеет нули в точках, конгруэнтных К + К’. 

Таким образом, индекс в обозначении функции 2, (и) 
означает, что эта функция имеет нули в точках, соот- 
ветствующих индексу на решетке 16.1.2, а постоянные, на 
которые делятся функции Якоби, обеспечивают равенство 
единице коэффициента при первом члене разложения этих 
функций в окрестности нуля. Поэтому эти функции обла- 
дают замечательным свойством: если р, q — любые две 
из букв $, с, п, 4, то эллиптическая функция Якоби pqu 
задается равенством 


16.36.3. pqu— 9. 

За(и) 

Эти функции также обладают свойствами 
16.36.4. ту!“ 3,(K — и) = 9; (и), 

16.36.5. ти“ 9а(К — и) = 9, (и) 


для дополнительных аргументов ии К — и. 


В терминах тэта-функций, определенных в 16.27. при 
у = пи/(2К) имеем 


2К 9:(у) 
9: (0) ~ 940)” 


16.36.7. За(и) = it $,(0) = Ἢ. 
ws ary 


16.36.6. 9;(u) = 


Рис. 16.4. Тэта-функции Невилля 


9(и), Эс(и), За (и), Sn(u); т = 1/2. 
о. . | 
\ \ 
Ga 
\ а, 
au 
й 
ar 
“HO д р : 
\ gp a δείω ‘ 
ar) ’ 
Рис. 16.5. Логарифмические производные тэта-функций 
а 
— In9,(u), — ра On(u); т = 1/2. 
du | du 


16.37. РАЗЛОЖЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
(4 = 9(т), у = пи/(2К)) 


16а \t/6 | © ae м ога 
16.37.1. 9.:(и) = | | sin v] (1-— 24"? cos 2у- 4”). 
mn, ul 


16.37.2. 9‹(и)= (“ar he ςο5ν па + 24** cos 2у-+4*”). 


n=1 


16.37.3. Эа(и) = 
1/12 © 
м (= | / ПА +24" " cos 2v + qi”). 


й=1 


16.37.4. 9,(u) = 


= | pith τ 1 Па-2 


4"! cos 2v + 4*"-?). 
l6gmj n=1 


16.38. РАЗЛОЖЕНИЯ В БЕСКОНЕЧНЫЙ РЯД 


Полагая у = лик), получаем 


16.38.1. 9, (и) = 


ἔπ“ 1/2 ΚΡ . 
а. ΡΝ (5-3) 
= | | Σι 1)" а sin (2n + 1)y, 


р! ЕК. 


214 m(n+1) 
16.38.2. 9,(u) = eae Σ qui") cos (2n + Пу, 


| п 11/2 bn 
16.38.3, 9g(u) = | —— {+2 1? cos 2nv}, 
[к] {1+2 | 


n=1 


ПРИМЕРЫ 


16.38.4. 9,(u) == 


π 1/2 = | 
ИИ ΠΕ ΠΕΏΜΉΒΘΡΝ 1 52 — 1)” g®*cos 2nv\, 
m3 a 
16.38.5. (2Κ/π)'!7 = 1 + 24 + 24 + 299 + ... = 93(0, 4), 


16.38.6 2K’/x)'? = 1 + 24. + 2491 + 2ᾳ ἠ- ... = 9,(0,q,), 
где gi — дополнительный параметр Якоби (см. 17.3.18), 
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16.38.7. (2ηι5Κ|π)'5 = 


= 29 +4" +991 ...) = 850, 4), 


16.38.8. (2π11:Κ|π)'!2 = 
--1--2η- 24" — 24) +... = 9,10, )а. 


ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Вычислить пс (1.99650| 0.64) с 45. 
Из табл. 17.1 имеем и = 1.99650 = К + 0.001. 
Пользуясь формулами 16.7, находим 
пси = —my?/(u— K)+...., 
пс (К + 0.0011 0.64) = 


__— 030 10000. 


+ ... = —1667: +... 
0.001 ы 


Так как следующий член разложения имеет порядок 0.001, 
значение —1667 верно с точностью 45. 


Пример 2. Используя понижающее преобразование 
Ландена, вычислить dn (0.20| 0.19) с 5D. 


Здесь т = 6.19, ти? == 0.9. По формуле 16.12.1 находим 


1 \2 20° 
μ я =“ ᾽ 1 -- 1/2 — =» 
| A i 19 


у = 0.19. 


᾽ бы 
Так как {17 = [--) = 10-5: 7.67 равно нулю с требуе- 


мой точностью (5 О), то, используя 16.12.4 и 16.13.3, полу- 
чим 


Ч 9 | 1 2 1 
din [6-9 (55) Г [ 2: a 
dn (0.20| 0.19) = ee 
( + г] — di? [6-5 (55) 
19 | 19 
1 9 
dn [0-19 | Е | = 0.999951. 
19 


Отсюда 
dn (0.20| 0.19) = 0.996253. 


Пример 3.Используя повышающее преобразование 
Ландена, вычислить dn (0.20 10.81) с 5D. 
1 12 
ne (35) | 
20 19 


По формуле 16.14.1 p = 40-9) 360 
1+? = —, y=— -0.20 = 0.19. Так как и? равно 
Ν᾽ 20 р 


(1.92 361. 


нулю с требуемой точностью (5 О), To 


κ ον 


19 361 


dn? (0.19 
dn(0.20| 0.81) = —-. 


Используя 16.15.3, находим 


dn (0.19 al Ν 
361 


1 1 
= sech (0.19) + —. — & (0.19) x 
4 361 


x sech (0.19) [sh (0.19) ch (0.19) + 0.19] = 


11018 


= 0.982218 + р. ΣΕ (0.187746) (0.982218) х 


361 
х [(0.191145) (1.01810) + 0.19] = 


= 0.982218 + - ᾿ = (0.184408) (0.384605) = 
= 0.982218 + 0.000049 = 0.982267. 
Таким образом, 
dn (0.20| 0.81) = 0.98406. 


Пример 4. Используя повышающее преобразование 
Ландена, вычислить сп (0.20|.0.81) с 6 D. 


Параметры, вычисляемые по формуле 16.14.1, возьмем 
из примера 3. 


Для вычисления cn (0.20| 0.81) по формуле 16.14.3 необ- 


60 
ходимо найти значение dn | 0.19 т ‚ которое получается 


повторным применением преобразования Ландена, так 
как параметр и? = 10-8 - 7.67, полученный при первом 
преобразовании, не удовлетворяет условиям заданной 
точности. 


360 


Таким образом, 4п (0.19 ΤΩ = 0.982267. Подставляя 


найденные значения в 16.14.3 и присваивая результату 
знак в соответствии с графиком на рис. 16.1, будем иметь 
сп(0.2010.81) = 0.980278. 


Пример 5. Игпользуя метод А.Г.С., вычислить 
ἀς(0.672|0.36) с 4 О. Используя 16.9.6, получаем. 


0.64 


4с2(0.6721.0.36) == бе. 
1 — 512(0.672 | 0.36) 


Теперь вычисляем sn (0.672 10.36) методом А.Г.С., изложен- 
ным в 16.4, 17.6. 
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п an δη Св 
an 
0 1 0.8 0.6 0.6 
| 0.9 0.89443 0.1 0.11111 
2 0.89721 0.89721 0.00279 0.00311 
3 0.89721 | 0.89721 0.00000 0.00000 


| Φα | sin On sin (Ζφη--ι — η) 2¢n-1 — On 
0.65546 0.60952 
1.2069 0.93452 0.10383 0.10402. 
2.4117 0.66679 0.00207 0.00207 
4.8234 — 0.99384 0.00000 | 0.00000 


Qn = 2"agu, фз = 23(0.89721) (0.672) = 4.8234. 


Процзсс продолжаем, пока с» He будет нулем с точностью до пяти десятичных знаков. Затем в соответствии с 16.4 


находим фу и далее 55 ии de и: 


Фо = 0.65546, sn и = 0.60952, dc u = 1.1740. 


Пример 6. Игпользуя метод А. Г.С., вычислить Θ(Ο.6|0.36) с 5 О. | 
Примзняя процедуру, изложенную в 16.32, 17.6 с начальными данными а, = 1, во = 0.8, Со, = = 0.6, находим 


Св 
(значения Qn, bn, Cn, — взяты из примера 5) 


an 
n Pn | sin Φῃ | | sin (2φη--ι — Φη) 
0 0.58803 0.55472 
1 1.0780 0.88101 0.09789 
2 БУ”. 0.83509 0.00260 
3 4.3066 — 0.91879 0.00000 


Завершая вычисления по формуле 16.32.4, получаем 


In Θ(| πὴ = —0.05734 + 0.02935 + 0.00120 = 
= — 0.02679, 
@(u| т) = 0.97357. 
Использование рядов для вычисления ®(и| т) является 
более эффективным. 


Пример 7. Используя разложения в ряд по пара- 
метру Якоби g =е`"К’К, вычислить с$(0.53601 62| 0.09) 
с 7D. 


Применим разложение 16.23.12 при K(0.09) = 1.60804 862, 


πι к 


= 0.00589 414, у = ре = + = 30°. Так как αἱ мало по 
сравнению с 1. 10-8, ΤΟ. с точностью 7D имеем 
cs(0.53601 621 0.09) = bhi 
eet με τι 305 — | Le [ Ἂς sin = = 
= (0.97683 3852) (1.73205 081) — 
— 3.90733 541[(0. 00003 4740) (0.86602 5404)] = 
= I 69180 83, 


Пример 8. Используя тэта-фунюяни и табл. 16. С. 
ВЫЧИСЛИТЬ 


sn (0.618021 0.5) ¢ 5D. 


Здесь К(О. = 1.85407. Для входа в табл. 16.1 вычислим 


= # 90° — 061802 | ogo) Egg: 
ΚΤ 1.85407 
sin? o = т= 0.5, « = aresin /m = 45°. 


1 
2¢n—-1 — Pn sec (2pn—1 — фл) ‘Ont In sec (2φη--ι — фи) 
0.09805 1.0048 0.00120 
0.00260 1.0000 0.00000 
0.00000 ᾿ 1:0000 τ; 0.00000 


) 


По фэрмуле 16.36.3 и табл. 16.1 находим 


sn (0.618021 0.5) = “2% _ 3з(=\) _ 
Э,(и) ϑη(ενα) 
_ (30° 45°) - 0559128 eer 
ϑη(305Ν 45°) 1.04729 


Пример 9. Используя тэта-функции и табл. 16.1, 
вычислить sc(0,61802[0.5) с 5D. Как и в предыдущем при- 
мере, 


K(0.5) = 1.85407, = = 30°, « = 45°, 
так что согласно 16.36.3 
9.(305Ν 45°) 
9„(307`\ 45°) 


Из табл. 16.1 имеем %,(30°\ 45°) = 0.59128. Для вычисления 
У: (30°45°) с помощью табл. 16.1 используем формулу 
16. 36.4, записанную в виде Ἢ 


(sec ail 29(К — и) = $ (и), 


sc(0.61802| 0.5) = 


где 
ес & = —— 
Tr πα. 
В этой руле нужно ПОЛОЖИТЬ - 
= 30° = = “a0, 


тогда и = 60°. 
Следовательно, 
(sec 45°) 9‹(307`\ 45°) = С 8 (ON 459). 


ПРИМЕРЫ ‹ pean 395 


По табл. 16.1 находим 
95(60°\ 45°) = 1.02796. 
Поэтому 


0.59128 
1.02796 


Пример 10. Найти 5π(0.75342| 0.7) обратной интер- 
поляцией в табл. 17.5. 


Решение примера с объяснениями данов гл. 17, при- 
мер 7. | | | | 

Пример 11. Найти и, зная, что cs(u} 0.5) = 0.75. Из 
16.9.4 имеем 


$с(0.61802 | 0.5) = (sec 45°)*/? = 0.68402. 


Поэтому | 
sn?(u| 0.5) = 0.64, 


sn(u| 0.5) = 0.8. 


Таким образом, задача свелась к нахождению аргумента 
и по данному значению зп(и! т) при известном т. 


Если обозначить ф = ат и, TO sin ф = 51 ‘и = 0.8, 
ф = 0.9272952, или ф = 53.13010°; Далее, из табл. 17.5, 
учитывая, что sin? a = 1/2, α = 45°, получаем 


и = F(53.13010°\ 45°) = 0.99391. 


Используя полученное значение ф как начальное для 
метода А.Г.С., можно вычислить Е(ф\ <), как показано 
в 17.6. Этот метод является более эффективным, если тре- 
буется ‘получить большее число значащих цифр или если 
« не является входным значением аргумента табл. 17.5. 
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Таблица 16.1. Тэта-функции 


9 (Λα) 


εἶα 0' Bi: 10 15° 20° 25° α/ει 
0° 0.09000 0000 0.00000 0000 0.60000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 90» 
5 0.08715 5743 0.05732 1966 0.08782 4152 0.08867 3070 0.08988 7414 0.09149 5034 85 
10 0.17364 8178 0.17397 9362 0.17497 9967 0.17667 1584 0.17909 1708 0.18229 6223 80 
15 0.25881 9045 0.25931 2677 0.26080 4191 0.26332 6099 0.26693 4892 0.27171 4833 75 
20 0.34202 0143 0.34267 2476 0.34464 3695 0.34797 7361 0.35274 9211 0.35997 2325 70 
25 0.42261 8262 0.42342 4343 0.42586 0446 0.42998 1306 0.43588 2163 0.44370 5382 65 
30 0.50000 0000 0.50095. 3708 0.50383 6358 0.50871 3952 0.51570 1435 0.52497 0857 60 
35 0.57357 6436 0.57467 0526 0.57797 1994 0.58357 6134 0.59159 9683 0.60225 0597 55 
40 0.64278 7610 0.64401 3768 0.64772 1085 9.65399 8067 0.66299 9145 0.67495 6130 50 
45 — 0.70710 6781 0,70845 5688 0.71253 4820 0.71944 3681 0.72935 6053 0.74253 3161 45 
50 0.76604 4443 0.76750: 5843 0.77192 5893 0.77941 4712 0.79016 4790 0.80446 5863 40 
55 0.81915 2044 0.82071 4821 0.82544 2256 0.83345 4505 0.84496 1783 0.86028 0899 35 
60 0.86602 5404 0.86767 7668 0.87267 6562 0.88115 1505 0.89332 9083 0.90955 1166 30 
65 0.90630 7787 0.90803 6964 0.91326 9273 0.92214 2410 0.93489 7610 0.95189 9199 25 
70 0.93969 2621 0.94148 5546 0.94691 1395 0.95611 4956 0.96935 0025 0.98700 0216 20 
75 0.96592 5826 0.96776 8848 0.97334 6839 0.98281 0311 0.99642 3213 1.01458 4761 15 
80 0.98480 7753 0.98668 6836. 0.99237 4367 1.00202 5068 1.01591 0350 1.03444 0908 10 
85 0.99619 4698 9.99809 5528 1.00384 9133 1.01361 2807 1.02766 2527 1.04641 6011 5 
90 1.00000 0000 1.00190 8098 1.00768 3786 1.01748 5224 1.03158 9925 1.05041 7974 0 
‹\а 30° 35° 40° 45° 50° 55° a «| 

0" 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0006 0.00000 0000 90° 

5 0.09353 4894 0.09606 0073 0.09914 2353 0.10287 9331 0.10740 5819 0.11291 2907 85 
10 0.18636 3367 0.19139 9811 0.19754 9961 0.20501 0420 0.21405 3194 0.22506 4618 80 
15 0.27778 4006 0.28530 3629 0.29449 2321 0.30564 8349 0.31918 5434 0.33569 3043 75 
20 0.36710 5393 0.37706 5455 0.38924 7478 0.40405 4995 0.42204 9614 0.44403 4769 70 
25 0.45365 1078 0.46599 3521 0.48110 6437 0.49950 2749 0.52189 9092 0.54932 5515 65 
30 0.53676 4494 0.55141 5176. 0.56937 7735 0.59127 8602 0.61799 6720 0.65080 1843 60 
35 0.61581 3814 0.63268 1725 .0.65339 2178 0.67868 8658 0.76961 8904 0.74770 4387 55 
40 0.69019 6708 0.70917 3264 0.73250 7761 0.76106 3101 0.79606 0581 0.83928 2749 50 
45 0.75934 4980 0.78030 3503 0.80611 4729 0.83776 1607 0.87664 1114 0.92480 2089 45 
50 0.82272 9031 0.84552 4503 0.87364 0739 0.90817 9128 9.95071 1025 1.00355 1297 40 
55 0.87986 2121 0.90433 1298 0.93455 6042 0.97175 1955 1.01765 9399 1.07485 2509 35 
60 0.93030.4365 0.95626 6326 0.98837 8598 1.02796 3895 1.07692 1759 1.13807 1621 30 
65 0.97366 6431 1.00092 3589 1.03467 8996 1.07635 2410 1.12798 8100 1.19262 9342 25 
70 1.00961 2870 1.03795 2481 1.07308 5074 1.11651 4503 1.17041 0792 1.23801 2299 20 
aS 1.03786 5044 1.06706 1179 1.10328 6100 1.14811 2152 1.20381 2008 1.27378 3626 15 
80 1.05820 3585° 1.08801 9556 1.12503 6391 1.17087 7087 1.22789 0346 1.29959 2533 10 
85 1.07047 0366 1.10066 1511 1.13815 8265 1.18461 4727 1.24242 6337 1.31518 2322 5 
90 1.07456 9932 1.10488 6686 1.14254 4218 1.18920 7115 1.24728 6586 1.32039 6454 0 
εἶα 60 65᾽ 70° 75° 80° 85° α/ =, 
0° 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 0.00000 0000 90» 
5 0.11968 1778 0.12814 8474 0.13904 1489 0.15372 0475 0.17522 3596 0.21321 7690 85 
10 0.23861 4577 0.25558 9564 0.27747 6571 0.30706 5715 0.35063 9262 0.42844 3440 80 
15 0.35604 4091 0.38160 3032 0.41467 2740 0.45969 9511 0.52633 5260 0.64743 4941 75 
20 0.47120 6153 0.50544 4270 0.54994 7578 0.61082 7702 0.70219 9693 0.87146 4767 70 
25 0.58332 3727 0.62633 5361 0.68254 9331 0.76005 8920 0.87783 8622 1.10111 6239 55 
30 0.69160 6043 0.74345 9784 0.81164 3704 0.90647 6281 1.05251 4778 1.33612 3616 60 
35 0.79525 0355 0.85596 1570 0.93630 8263 1.04907 2506 1.22511 1689 1.57526 8297 55 
40 0.89344 6594 0.96294 9380 1.05553 5305 1.18666 0037 1.39412 6403 1.81633 9939 50 
45 0.98538 4972 1.06350 5669 1.16824 3466 1.31788 6740 1.55769 2334 2.05616 7815 45 
50 1.07026 6403 1.15670 0687 1.27329 7730 1.44126 6644 1.71363 1283 2.29072 3417 40 
55 1.1473] 5349 1.24161 0747 1.36953 6895 1.55522 4175 1.85953 2258 2.51529 0558 35 
60 1.21579 4546 1.31733 9855 1.45580 7011 1.65814 9352 1.99285 2358 2.72469 4161 30 
65 1.27502 0900 1.38304 3549 1.53099 8883 1.74846 0610 2.11103 3523 2.91357 4159 25 
70 1.32438 1718 1.43795 3601 1.59408 7380 1.82467 1332 2.21162 7685 ° 3.07668 6743 20 
75 1.36335 0417 1.48140 2159 1.64417 0149 1.88545 5864 2.29242 2061 3.20921 2227 15 
80 1.39150 0813 1.51284 3876 1.68056 3336 1.92971 0721 2.35155 6149 3.30704 7313 10 
85 1.40851 9209 1.53187 4716. 1.70253 2036 1.95660 6998 2.38762 2438 3.36705 9918 5 
90 1.41421 3562 1.53824 6269 1.70991 3565 1.96563 0511 2.39974 3837 3.38728 7004 0 

\3ес & Ὁ (εινα) 
и о о о о . э с 
== 90 | -90°е Q=arcsin νπὶ 8, (и\т) = J, © \а.) 


При вычислении эллиптических функций при помощи тэта-функций, когда модулярный угол a пре- 
вышает 60°, используется понижающее преобразование Ландена 16.12, приводящее к меньшим модулярным 
углам. 

Взято из [16.7]. 


< 


РГ РР 


30° 
1.00000 00000 
1.00056 64294 
1.00224 85079 
1.00499 51300 
1.00872 28461 


1.01331 83978 
1.01864 21583 
1.02453 23743 
1.03081 00797 
1.03728 45330 


1.04375 90125 
1.05003 67930 
1.05592 71242 
1.06125 10260 
1.06584 67280 


1.06957 45853 
1.07232 13226 
1.07400 34764 


1.07456 99318 


607 
1.00000 00000 
1.00313 85295 
1.01245 94672 
1.02768 16504 
1.04834 57003 


1.07382 76019 
1.10335 71989 
1.13604 11010 
1.17088 93642 
1.20684 51910 


1.24281 67937 
1.27771 04815 
1.31046 39783 
1.34007 89457 
1.26565 16965 


1.38640 11169 
1.40169 28947 


1.41105 92570 


1.41421 35624 


5 
1.00000 00000 
1.00001 44942 
1.00005 75362 
1.00012 78184 
1.00022 32051 


1.00034 07982 
1.00047 70246 
1.00062 77451 
1.00078 83803 
1.00095 40492 


1.00111 97181 
1.00128 03532 
1.00143 10728 
1.00156 73002 
1.00168 48932 


1.00178 02800 
1.00185 95621 
1.00189 36042 


° 1.00190 80984 


35° 
1.00000 00000 
1.00079 66833 
1.00316 25308 
1.00702 56701 
1.01226 87413 


1,01873 24599 
1.02622 04548 
1.03450 52308 
1.04333 50787 
1.05244 17208 


1.06154 84606 
1.07037 85902 
1.07866 37978 
}.08615 23221 
1.09261 66042 


1.09786 02047 
1.10172 37756 
1.10408 99048 
1.10488 66859 


65° 
1.00000 00000 
1.00406 92257 
1.01615 50083 
1.03589 51569 
1.06269 75825 


1.09575 73598 
1.13408 00433 
1.17651 06705 
1.22176 77148 
1.26848 10938 


1.33523 31927 
1.26060 17261 
1.40320 31647 
1.44173 53793 
1.47501 81348 


1.50203 00916 
1.52194 10514 
1.53413 83232 
1.53824 62687 


5_ Uap 
== 790 


Таблица 16.1. Тэта-функции 
9(\о) 


10° 


1.00000 00000 
1.00005 83670 
1,00023 16945 
1.00051 47160 
1.00089 88322 


1.00137 23717 
1.00192 09464 
1.00252 78880 
1.00317 47551 
1.00384 18928 


1.00450 90305 
1.00515 58975 
1.00576 28392 
1.00631 14139 
1.00678 49535 


1.00716 90696 
1.00745 20912 
1.00762 54187 
1.00768 37857 


40. 
1.00000 00000 
1.00108 26253 
1.00429 76203 
1.00954 73402 
1.01667 23379 


1.02545 62012 
1.03563 21191 
1.04689 09786 
1.05889 07481 
1.07126 68617 


1.08364 32917 
1.09564 39724 
1.10690 42279 
1.11708 18582 
1.12586 75438 


1.13299 42539 
1.13824 53698 
1.14146 12760 
1.14254 42177 


70? 
1.00000 00000 
1.00534 44028 
1.02121 95717 
1.04715 56657 
1.08238 38086 


1.12585 71388 
1.17627 97795 
1.23214 31946 
1.29176 91861 
1.35335 85717 


1.41504 43413 
1.47494 78592 
1.53123 64694 
1.58218 06891 
1.62620 90720 


1.66195 87949 
1.68832 00831 
1.70447 27784 
1.70991 35651 


15° 
1.00000 
1.00013 
1.00052 
1.00117 
1.00204 


1.00312 
1.00437 
1.00575 
1.00722 
1.00874 


1.01026 
1.01173 
1.01311 
1.01436 
1.01543 


1.01631 
1.01695 
1.01735 
1.01748 


45° 
1.00000 
1.00143 
1.00570 
1.01267 
1.02212 


1.03378 
1.04729 
1.06223 
1.07816 
1.09458 


1.11101 
1.12694 
1.14189 
1.15540 
1.16706 


1.17652 
1.18350 
1.18776 
1.18920 


75” 
1.00000 
1.00720 
1.02862 
1.06363 
1.11122 


1.17001 
1.22826 
1.31398 
1.39491 
1.47863 


1.56259 
1.64425 
1.72108 
1.79070 
1.85094 


1.89989 
1.93602 
1.95816 
1.96563 


\/56с a 9. (© λα) 


--90᾽-ε 


a=aresin 


00000 
28199 
72438 
12875 
53820 


29684 
13049 
24612 
44718 
26104 


07491 
27599 
39167 
22536 
98405 


39354 
29795 
24037 
52237 


00000 
67802 
35065 
06562 
67193 


46028 
03271 
37524 
10137 
82886 


64844 
63970 
38846 
45920 
77783 


88244 
00363 
94140 
71150 


00000 
88997 
79374 
90673 
86903 


24008 
96285 
80140 
71251 
07744 


67789 
25175 
41609 
70015 
39670 


92030 
35909 
92561 
05108 


Mb 


20° 
1.00000 00000 
1,00023 99605 
1,00095 25510 
1,00211 61200 
1.00369 53131 


1.00564 21475 
1.00789 74700 
1.01039 27539 
1.01305 21815 
1.01579 49474 


1.01853 77143 
1.02119 71444 
1.02369 24323 
1.02594 77596 
1.02789 45992 


1.02947 37972 
1.03063 73701 
1.03134 99632 
1.03158 99246 


50° 
1.00600 00600 
1.00187 71775 
1.00745 17850 
1.01655 47635 
1.0289\ 00179 


1.04414 27466 
1.06179 07561 
1.08131 84270 
1.10213 29153 
1.12360 21058 


1.14507 37892 
1.16589 54205 
1.18543 40490 
1.20309 54999 
1.21834 25323 


‚1.23071 12287 
1.23982 51648 


_ 1.24540 69243 


1.24728 65857 


80° 
1.00000 00000 
1.01026 06485 
1.04076 43440 
1.09068 07598 
1.15864 11101 


1.24276 19421 
1.34068 05139 
1'44960 33094 


` 1.56636 90138 


1.68752 66770 


1.80942 88493 
1.92833 82823 
2.04054 54606 
2.14249 29245 
2.23090 12139 


2.30289 04563 
2.35609 12550 


2.38873 86793. 


2.39974 38370 


J(u |m) =Э {= \or) 


25 
1.00000 00000 
1,00038 29783 
1.00152 02770 


1.00337 73404 
1.00589 77438 


1.00900 49074 
1.01260 44231 
1.01658 69227 
]..02083 14013 
1.02520 88930 


1.02958 63905 
1.03383 08852 
1.03781 34098 
1.04141 29561 
1.04452 01522 


1.04704 05862 
1.04889 76746 
1.05003 49895 
1.95041 79735 


55° 
1.00000 00000 
3.00243 05914 
1.00964 88003 
1,02143 61311 
1.03743 56974 


1.05716 29130 


° 1.08002 00285 


1.10531 40947 
1.13227 78297 
1.16009 27802 


1.18791` 40899 
1.21489. 61356 
1.24021 82552 


1.26310 97835. 


1.28287 36204 


1.29890 75994 
1.31072 29838 
1.31795 95033 
1.32039 64540 


85° 
1.00000 00000 
1.01663 88247 
1.06618 38299 
1.14751 59063 
1.25875 62174 


1.39725 25218 
1.55957 26706 
1.74151 57980 
1.93815 19599 
2.14389 95792 


2.35264 71220 
2.55792 12198 
2.75309 84351 
2.93165 25995 
3.08742 47870 


3.21489 91220 
3.30946 52989 
3.36764 82512 
3.38728 70037 


При вычислении эллиптических функций при помощи тэта-функций, когда модулярный угол α превы- 
maer 60°, используется понижающее преобразование Ландена 16.12, приводящее к меньшим модулярным 
углам. 

Взято‘ из [16.7]. 


398 


16. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЯКОБИ И ТЭТА-ФУНКЦИИ 


Таблица 16.2. tesa harem прэизводные ών 


тя 


0.00000 


Я. Inds ie = =/ (εἶα) 


0.00900 


0°. 10’. 15° 20° (25 αἲξ 
i со _ ου αὐ - bi 90° 
en geod ye 430RB a1: ЗЫ 40829 11.34306 1123449 (0 11.08275 10.8881] ας 
10. 5.67128. 5.66049 5.62812 5.57427» 5.49902 5.40253 80. 
15 373205. 324995. 3,70365.. 3.66823 3.61876 3.55536 75 
20 C2 So 74748 ‚ 2.74225 . 2.72658 2.70051 2.66414 2.61756 70 
25° 2.14451 2.14043 2.12820 2.10787 2.07952 2.04325 65 
30 1.72205 1.72875 :. :1.71888 1.70248 1.67962 1.65041 60 
35 1.42815. . . 1.42543 1.41729 1.40378 1.38497 1.36096 πο 
~ 40 1.19175, 1.18949 1.18270 1.17143 1.15577 1.13581 50 
‘45° 1.00000 0.99810 0.99240 0.98296 0.96985 0.95215 45 
50° 0.83910 — 0.83750 0.83273: 0.82481 `° 0.81383 0.79987 40 
55 0.70021 0.69888 0.69489 0.68830 — 0.67915 0.66754 35 . 
~ 60 0.57735 0,57625 0.57297 0.56754. 0.56001 6622047 30 
65 0.46631 0.46542 0.46277 © 0.45839 © 0.45232 0.44464 25 
"70 0.36397. 0.36328 0.36121 0.35779 0.35306 0.34708 20 
75 0.26795 0.26744 0.26592 0.26340 0.25992 0.25553 15 
80 0.17633 0.17599 0.17499 0.17334 0.17105 0.16816 1G, - 
85 0.08749 ‚ 0.08732 0.08683 0.08600 0.68487. 0.08344 5 
9. 0,00000° - 0,00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0 
Аа. 30° 35° : 40 455 50° 55° ae, 
09᾽ со со [-ο) | “Ὁ = 90° 
5 10.65083. 10,37113 10. 04914 -. 9.68479. 9.27764 8.82657 85 
10. 5.28496 5.14645 4.98711 4.80696. 4.60585 4.28332. 80 
15, 3.47816 3.38730 — 3.28290 3.16502. 3.02365 2.88859 75 
20 ‘2.56090 2.49430 2.41789 2.33179 - 2.23605 2.13062 70 
25 1.99919 1.94749 ‘1.88828 1.82172 1.74793 1.66695 65 
30 1.61498 | 1.57348 1.52607 1.47292 1.41419 1.25001 60 
35 1.33189 1.29791 1.25919 1.21591 1.16828 1.11647 55 
- 40 1.11167. 1.08352 1.05154 1.01592 0.97687. 0.93462 50 
45 0.93301 0.90958 0.88302 0.85355. 0.82139 0.78679 . 45 
50 0.78307 0.76355 0.74151 0.71714 0.69066 0.66232 40 
55 0.65359. 0.63743 0.61923 0.59918 0.57749 ..0.55441 35 
60 0.53902 0.52579 . 0.51093 0.49462 0.47705 0.45846 30 
65 0.43543 0.42482 0.41292 0.39991 0.38595 0.37125 25 
70 0.33992 0.33169 0.32248 0.31242. 0.30168 Ο0.29042 20 
75 0.25028 0.24424 0.23751 0.23017 0.22235 0.21419 15 
80. 0.16471 0.16076 0.15634 0.15155. 0.14645 0.14114 10 
85 0.08173. 0.07977 0.07759 0.07522 0.07270 0.07009 5 
90 0.00000 — 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0 
κά 60° 65° 70° _ 75° 80° 85° а 
0° - со со со со _ © со 90° 
5 8.32941. 7.78200 7.17654 6.49756 5.71041 4.71263 85 
2 а 4.13843 3.86930 3.57238 3.24056 - 2.85790 2.37760 80 
15 2.72935 _ 2.55490 ‚2.36323 2.15026 1.90678 1.60605 ‚75: 
20 ‚2.01530 — 1.88950 1.75208 1.60057. 1.42943 1.22261 70 
25 1.57876 1.48308 1.37931 1.26603 1.13996 0.99169 65 
30 1.28047 1206552 1.12492 1.03795 0.94288 . 0.83453 60 
35 1.06066 1.00096 0.93737 0.86969 0.79715 0.71737 55 
40 0.88940 - 0.84142 0.79086 0.73784 0.68225 0.62344 50 
45 0.75000 : = 9.71131 0.67101 0.62941 0.58682 . 0.54358 45 
50 0.63242 0.60125 0.56918 0.53662 0.50411 0.47247 40 
55 0.53023 - 0.50526 0.47987. 0.45454 . 0.42988 0.40690 35 
60 0.43911 0.41932 0.39943 0.37992. 0.36140 0.34488 30 
65. 0.25605 0.34063 0.32532 0.31054 0.29684 0.28513 25 
70 9.27885 0.26719 0.25574- 0.24484 0.23497 0.22685 20 
75 0.20584 0.19749 0.18935 0.18170 0.17490 0.16949 15 
80 0.13572 0.13034 0.12512 0.12026 0.11601 0.11272 10 
85 0.06742 0.06478 0.06224 0.05988 0.05784 0.05628 5 
90 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 


(а: 
=~ ᾿πϑε(ν)---- Л а) 


При вычислении эллиптических функций при помощи тэта-функций, когда модулярный угол α превышает 60°, 
используется пэнижающее преобразование Ландена 16.12, приводящее к меньшим модулярным углам. 


ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ТЭТА-ФУНКЦИЙ 


Таблица 16.2. Логарифмические производные тэта-функций 


Ч in Bq (u)=4(o) 


εἶα 05 iy 10° 15° 20° 25° ws 
0° a 0.000000 0.000000 0.000000° 0.000000 0.000000 90° 
5 0 0.000331 0.001324 0.062984 0.005218 0.008337 85 
10 0 0.000651 0.002607 0.005875 0.010466 0.016401 80 
15 0 0.000952 0.003811 0.008583 0.015283 0.023933 75 
20 0 0.001224 0.004897 0.011924 0.019616 0.030690” ᾿ 70 
25 0 0.001458 0.005833 0.013124 0.023332 ° 0.036462 65 
30 0 0.091649 0.006591 0.014819 0.026318 0.041075 60 
35 0 0.001738 0.007147 0.016057 0.028487 0.044394 55 
40 0 0.001874 0.007486 0.016804 0.029776 0.046332 50 
45 0 0.001903 0.007596 0.017037 0.030154 ‚0.046846 45 
50 0 0.001873 9.007476 0.016753 0.029616- 0.045938 40 
55 0 0.001787 0.007129 0.015962 0.028185 0.043654 35 
60 0 0.001647 0.005566 0.014691 0.025912 0.040077 30 
65 _0 0.001457 0.005805 0.012979 0.022871 0.035328 25 
70 0. 0.001222 .. 0.004868 0.010879 0.019154 0.029556 20 
75 0 0.000951 0.003786 0.008455 0.014877 0.022935 15 
80 0 0.000650 0.002589 0.005780 0.010165 0.015661 10 
85 0 0.000330. 0.001314 0.002933 0.005157 0.007942 5 
90 0 0.000000.‘ 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0 
εἰα 30° 35° 40° 45° 50° 55° a, 
0° 0.000000 0.000000 0.000000 0,000009 0.000000 0.000000 90° 
«8 0.012059 ‘0.016511: 0.021734 0.027787 0.034760 0.042791 85 
10 0.023711 0.032444 0.042671 0.054498 0.068087 0.083685 80 
15 0.034569 0.047248 0.062057 0.079124: 0.098650 0.120939 75 
20 0.044277 0.060427 0.079221 0.100783 0.125308 0.153099 70 
25 0.052528 0.071558 0.093605 0.118758 0.147169 0.179081 65 
30 0.059074- 0.080308 0.104784 —= 0.132533 0.163627 0.198206 60 
35 0.063730 0.086442 0.112477 0.141791 0.174358 0.210188 55 
40 0.066384 0.089827 0.116544 0.146411 0.179298 0.215082 50 
45 0.066987 0.090424 0.116978 0.146447 0.178606 0.213212 45 
50 0.065561 0.088287 0.113888 0.142097 0.172615 0.205102 40 
55 0.062183 0.083549 0.107483 0.133678 0.161784 0.191402 35 
60 0.056989 0.076408 0.098051 0.121592 0.146658 0.172831 30 
65 0.050157 0.067122 0.085943 0.106302 0.127835 - 0.150136 25 
70 0.041905 0.055989 0.071553 0.088310 0.105932 ᾿ 0.124058 20 
75 0.032483 0.043344 0.055309 0.068143 0.081578 0.095321 15 
80, 0.022163 0.029545 0.037660 0.046339 0.055395 0.064622 10 
85 0.011235 0.014968 0.019067 0.023443 0.028000 0.032631 5 
90. 0.000000 0.000000. 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0: 
εἶα 605 65° 70° 75° 80° 85° αλ 
0° 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 909 
5 0.052098 0.063034 0.076222 0.092860 0.115687 0.153481 85 
10 0.101680 0.122704 0.147856 0.179233 0.221544 0.289421 80 
15 0.146471 0.176024 0.210938 0.253725 0.309882 0.395712 75 
20 0.184635 0.220691 0.262588. 0.312762 0.376371 0.467893 70 
25 0.214885 0.255225 0.301193 0.354775 0.420046 0.507818 65 
30 0.236514 0.278976 0.326329 0.379918 0.442452 0.520777 60 
35 0.249349 0.292010 0.338517 0.389553 0.446532 0.512966 55 
40 0.253651 0.294931 0.338908 0.385698 0.435687 0.490013 50 
45 0.250000 0.288691 0.328990 0.370590 0.413176 0.456422 45 
50 0.239181 0.274426 0.310353 0.346389 0.381811 0.415539 40 
55. 0.222085 0.253326 0.284538 0.315020 0.343874 0.369741 35 
60 0.199639 0.226549 0.252950 0.278119 0.301140 0.320668 30 
65 0.172751. 0.195171 0.216820 0.237026 0.254956 0.269431 25 
70 0.142285 0.160167 0.177204 0.192823 0.206331 0.216780 20 
75 0.109049 0.122405 0.134996 0.146375 0.156015 0.163217 15 
80 0.073794 0.082664 0.090960 0.098382 0.104574 0.109083 10 
85 0.037222 0.041645 0.045763 0.049423 0.052449 0.054618 5 
90 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0 
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d ee 
a, In Yule) = 9(= \<) 


При вычислении эллиптических функций при помощи тэта-функций, когда модулярный угол a превышает 60°, 
используется понижающее преобразование Ландена 16.12, приводящее к менышим модулярным углам. 


400 


16.1. 


16.2. 


16.3. 


16.4. 
16.5. 


16.6. 


16.7. 


16.8. 


16.9. 


6.10. 


16. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ЯКОБИ И ТЭТА-ФУНКЦИИ 


ЛИТЕРАТУРА 


Книги и статьи 


Erdélyi А. εἰ al. Higher transcendental functions. 
— N.Y.: McGraw-Hill Book Co., 1955, V. 3. 
Русский перевод: Бейтмен Г., Эр- 
дейи А. Высшие трансцендентные функции. 
— М.: Наука, 1967, Т. Ш. 


King Г. У. On the direct numerical calculation of 
elliptic functions and integrals. — Cambridge: Cam- 
bridge Univ. Press, 1924. 


Magnus W., Oberhettinger Е. Formulas and 
theorems for the special functions of mathematical 
physics. — N.Y.: Chelsea Publishing Co., 1949. 


Neville E. H. Jacobian elliptic functions. — L.: 
Oxford Univ. Press, 1951. 


Tricomi F. Elliptische Funktionen. — Leipzig: Aka- 
demische Verlagsgesellschaft, 1948. 


Whittaker Е. T, Watson С. М. A course of 
modern analysis. — Cambridge: Cambridge Univ. 
Press, 1952, Ch. 20—22. Русский перевод: 
Уиттекер Э. T., Ватсон Дж. Н. Курс 
современного анализа. — M.: Физматгиз, 1963, Т. И 


Таблицы 


Adams Е. P., Hippisley Ν. Е. Smithsonian 
mathematical formulae and tables of elliptic func- 
tions. — Washington: Smithsonian Institution, 1957. 

H oitiel J. — Recueil de formules εἰ de tables numéri- 
ques. P.: Gauthier-Villars, 1901. 

Jahnke E., Emde Е. Tables of functions. — Ν.Υ.: 
Dover Publications, 1945. Русский перевод: 
Янке Е., Эмде @, Лёш Ф. Специальные 
функции. — М.: Наука, 1977. 

Milne-Thomson Г. М. Die elliptischen Funk- 
tionen von Jacobi. — B.: Julius Springer, 1931. 


Украинский перевод: М1лн -Том- 
сон Л. М. Елиичн!: функций Якоб, пятизначн! 
таблищ Sn и, сп и, 4п и. — Харьюв: Держ. наук.-техн. 
вид-в Укр., 1933. 

16.11. Milne-ThomsonL. М. Jacobian elliptic func- 
tion tables. — N.Y.: Dover Publications, 1956. 


16.12. Spenceley С. W., Spenceley К. М. Smith- 
sonian elliptic function tables. — Washington, 1947. 
— (Smithsonian Miscellaneous Collection, V. 109). 


ЛИТЕРАТУРА, ДОБАВЛЕННАЯ ПРИ ПЕРЕВОДЕ 


16.13. Ветчинкин В. П. Новые формулы и таблицы 
эллиптических интегралов и функций. — Μ.: Изд-во 
Вогнно-воздушной академии РККА, 1935. 


16.14. Журавский А. М. Справочник по эллипти- 
ческим функциям. — М.: Изд-во АН СССР, 1941. 


16.15. Лаврентьев М. А., Шабат Б. В. Методы 
теории функций комплексного переменного. — Μ.: 
Наука, 1965. 

16.16. Ломкаци Ц. Д. Таблицы эллиптической функ- 
ции Вейерштрасса. — М.: ВЦАН СССР, 1967. — 
Теоретическая часть В. М. Белякова и К. А. Кар- 
пова. 


16.17. Сикорский Ю. С. Элементы теории эллипти- 
ческих функций с приложениями к механике. — М.: 
ОНТИ, 1936. 

16.18. Шулер М., Гебелейн Х. Таблицы эллипти- 
ческих функций. — М.: ВЦ АН СССР, 1961. — 
(BMT; Bain. 13). 

16.19. Fettis H. Ε., Caslin J. С. Elliptic functions 
for complex arguments. — Office of Aerospace Res. 
U.S. Air Force, 1967. 

16.20. Fettis Н. E., Caslin J. С. Ten place tables of 
the Jacobian elliptic functions. — Office of Aero- 
space Res. U.S. Air Force, 1965. 


Глава 17 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Л. МИЛН-ТОМСОН 


СОДЕРЖАНИЕ 
17.1 Определение эллиптических интегралов ..................»......«...«.εν.». 402 
PF ВЮ. БОВ ое ооо пе 402 
17.3. Полные эллиптические интегралы первого и второго рода .................... 403 
17.4. Неполные эллиптические интегралы первого и второго рода .................. 405 
17)).οιναωωαμ ПОМНЯ ..:““ὁ-----λλελ»εκλὀκακνεφλώαν она 412 
17.6. Процесс арифметико-геометрического среднего .............................. 413 
17.7. Эллиптические интегралы третьего рода ..................... κενένεψφάκωρεν 413 
р соо ИЕ. и, ло КИ РИА 415 


Таблица 17.1. Полные эллиптические интегралы первого и второго рода и пара- 
метр Якоби а как функции параметра т ...................... 422 


K(m), K’(m), 15D; q(m), qi(m), 15D; Е(т), Е’(т), 9D; т = 0(0.01)1. 


Таблица 17.2. Полные эллиптические интегралы первого и второго рода и пара- 


метр Якоби 4 как функции модулярного угла ®«.............. ‚. 424 
Κ(α), K’(«), q(«), φι(α), Ε(α), Ε(α), 150; « = 0°(1°)90°. 
Таблица 17.3. Параметр т как функция K’(m)/K(m) ............................ 426 


105; K’(m)/K(m) = 0.3(0.02)3. 


Таблица 17.4. Вспомогательные функции для вычисления параметра Якоби а и 


о РИ И ИРИ 426 
О(т) = qi(m)/m, 15D; 
L(m) = —К(т) + = In — 100; m, = 0(0.01)0.15. 
π m 

Таблица 17.5. Эллиптический интеграл первого рода F(P\.a) .................. 427 
8D; & = 0°(27)90°, 5°(10?)85°, ф = 0°(5°) 90’. 

Таблица 17.6. Эллиптический интеграл второго рода E(p\a) ................ 430 
8D; « = 0°(2°)90°, 5°(10°)85°, ф = 0°(5°)90°, 8D. 

Таблица 17.7. Дзета-функция Якоби Z(P\a) ................................ 433 


Значения K(a) 7(ф\ о), 6D. 
α = 0°(2°)90°) 5°(10°)85°, ф = 0°(5°)90°, 

Таблица 17.8. Лямбда-функция Хеймана Ло(ф\“) ........................ .. 436 
F(~\90°— «) 
Κ΄(α) 

α = 0°(2°)90°, 5°(10°)85°, ф = 0°(5°)90°. 

Таблица 17.9. Эллиптический интеграл третьего рода ВН О ен 439 
50; n= 0(0.1)1, φ, « = 0°(15°)90° 

Литература ......... ое РИ ae nee, Feria sen eye  ..,» 441 


Al /a) = Е Ξκω Z(@\90°—a), 6D; 


26 — под ред. В. A. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


402 


17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


17.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ 


Если R(x, у) — рациональная функция от хи у, где 
γ᾽ является многочленом третьей или четвертой степени 
OT х, TO 


17.1.1. | Rx, y) dx 


называется эллинтическим. 

Эллиптический интеграл в общем случае не выражается 
через элементарные функции. Исключение составляют слу- 
чаи: 

(а) когда R(x, у) не содержит нечетных степеней у; . 

(6) когда многочлен γ᾽ равен произведению двух рав- 
ных квадратных трехчленов. 

Эти случаи здесь не рассматриваются. 

Подставляя вместо четных степеней у их выражения 
через многочлены OT x, обозначаемые через p(x) (5 не 


является показателем степени многочлена), получим (см. 


[17.7] 
R(x, у) = Р-Р yew). 
рз(х) + ура(х) 


τ [pi(x) + yp2(x)] [рз(х) — ура(х)]у ΗΝ 
{[Ρο(Χ}} — У [ра } У | 
_ Pslx) + УрО. = Rue) + 
урз(х) 


где R,(x) и R(x) — рациональные. функции OT αχ. 
Выделяя из R(x) целую часть и разлагая оставшуюся 
правильную дробь на простые (см. [17.22]), находим 


| Rix, зах = | R(x) ах + ХА; ( χ5γ-} dx +. 
8 


RX) x) 


-|- ру Bsn | [(x ae Cm)* yy" dx, 


$,7% 


где Cm могут быть и комплексными числами. 


Рекуррентные формулы 


Пусть имеют место соотношения 


17.1.2. γ᾽ = ах + а, хз + αοχ᾽ + азх + ay 


(| aol + |ai| 4 0), 
у? = box — ο) + δι(χ — ο) + d(x — ο) + 
+ b3(x — c) + (|+ | bi | £0), 
17.1.3. I; = \ ху dx, J, = "πε -- с}! dx. 


Интегрируя первые производные произведений ухи 
y(x — ©, получим рекуррентные формулы 


17.1.4. (5 + 2) аа + > (2» 4-3) + а + ПГ + 


+ 5 ОА 1) fe + Stele = iy, .(s = 0, 1, 2, ...), 


17.1.5. (2 ciel 5) boJs—3 + = (3 rigs 2s) J s~2 + bo(1 τ s) Je + 
bs = 
-- ry (1 == 25) ds a Вал — y(x = c) . (s =< 1, 2, 3, me | 


С помощью этих формул и известных преобразований 
(см. примеры 1 и 2) любой эллиптический интеграл можно 
выразить через интеграл от рациональной функции и три 
канонические формы эллиптических интегралов. 


17.2. КАНОНИЧЕСКИЕ ФОРМЫ 


Определения 
17.2.1. т = sin’ о; 
т — параметр, α — модулярный угол. 
17.2.2. x = sin p = snu. 
17.2.3. созф`—' сп и. 
17.2.4. (1 — т $11° Ф)!/? = dn u = .A(¢) — дельта-ам- 
плитуда. 


17.2.5. ф = arcsin (п и) = ати — амплитуда. 


Эллиптический интеграл первого рода 


φ 
17.2.6. Еф) = Ε(φ! πὴ = ja — sin? a sin? 0)-1/? dO, 
Nid | 


17.27. F(o\a) = Ε(φ! πι) = и — Ac - ΠΩ 9; ἀν | 


F(g\a) = Ε(φ! πὴ = 4d 
0 


Эллиптический интеграл второго рода 


17.2.8. Е(ф\ а) = E(u| m) = | (1 — 2) — mt)? dt. 
0 


17.2.9. Ε(ΦᾺ α) = Е(и| т) = фо — sin” α sin” 6)'/? dé, 
: и 
17.2.10. Е(ф\\ α) = Е(и| т) = { dn® w dw. 

U 


17.2.11.. Ε(ΦᾺἊ α) = E(u|m) = mu - т { cn? w dw. 
0 


17.2.12. E(p\«) =u — т \ sn? w dw. 
0 


п 9.(пи/2К) 
2K(m) ϑ.(πι/|2Κ) 


E(m)u | 
K(m) 


17.213. E(@\«) = 


(Тэта-функции см. в гл. 16.) 
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Эллиптический интеграл третьего рода 
17.2.14. П(и; p\a) = 


© 
= [α -- nsin® 0)-1[1 — sin? α sin® θ]-7’5 40. 
0 
Если x = sn (и| т), то 


17.2.15. П(и; μ| т) = 


ы ja — п?) Ча — а — те)? dr, 


17.2.16. Πίη; uj πὴ = fa — nsn®(w| т))-1 dw. 
υ 


Амплитуда ф 
17.2.17. ф = am и = arcsin (sn и) = arcsin x 


может быть вычислена по табл. 17.5 и 4.14. 


Параметр т 


Зависимость эллипгических интегралов от параметра 
т обозначается вертикальной чертой, например Е(ф| т). 
Дополнительный параметр т; определяется равенством 


17.2.18. т + m = 1. 


Если параметр действителен, то его всегда можно свести 
к отрезку 0 < m < 1 (см. 17.4). 


Модулярный угол & 


Зависимость эллиптических интегралов ог модулярного 
угла «, определенного в 17.2.1, обозначается наклонной 
влево чертой, например Е(ф\\<). Дополнительный модуляр- 


Tv 
ный угол есть — — a, или 90° — «. В соответствиис 17.2.18 
-. 32 


и 17.2.1 имеем 
m, = sin? (90° — α) = cos? «. 


Модуль А 


В теории эллиптических функций Якоби (см. τη, 16) 
модуль К и дополнительный модуль К’ определяются равен- 
ствами 


17.2.19. К = ns (К + iK’), К’ = ἀπ Κ. 


Их связь с параметрами т и т, такова: 
К? и т, k? = M7. . 


Зависимость эллиптических интегралов OT модуля К обо- 
значается через запятую, например П(и; и, К) 

В вычислениях модуль используется редко, так как 
основной и дополнительный параметры формируются в 
эллипгических интегралах естественным образом. Hozromy 
в эгой главе модуль использоваться He будет. 


Характеристика 7 


Эллиптический интеграл третьего рода является функ- 
цией трех переменных: параметра, амплитуды и харак- 
теристики п. Действительная характеристика изменяется 
в интервале (— 00, со). Свойства эллиптического интеграла 
третьего рода существенно зависят от величины харак- 
теристики (см. 17.7). 
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Возвращаясь к каноническим формам 17.2, скажем, что 
эллиптические интегралы будут полными, если амплитуда 
равна 7/2 и соответственно x = 1. Полные интегралы обо- 
значаются 


1 

17.3.1. Kim) & Ks \ (1 — 2) (1 — иж dat, 
0 
π/2 


К(т) = К = \ (1 — msin? 0)-1/2 dt, 
0 


#32 Κ.Ε (5 


1 


17.3.3. El(K(n)] = ja ~ 2771 — 
0 


me)? dt, 


π!2 
НА = { (1 — m sin? 6)'/? 400, 
0 


17.3.4. Е = E[K(m)] = E(m) = E (F\ 5] 


26” 


Определим также 
17.3.5. К’ = K(m) = КИ — πὴ = 
π!2 
= { (1 — πη sin® θ)-/5 46, 
0 


17.3.6, K’ = Je 


17.3.7. E’ = E(m) = Е — т) = 
1/2 
= { (1 — m sin? 0)’: 40, 
) я 


17.3.8. Е’ = E[K(m)] = (Επι) = Е Е 7 ыы -]- 
219 


К — действительный и К’ — мнимый четвертьпериоды соот- 
ветствующих эллиптических функций Якоби (см. гл. 16). 


Связь с гипергеометрической функцией 
(см. гл. 15) 
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17.3.10. Е = - η bl 


Разложения в ряд 


1\2:. 1:3 ye ee 
17.3.11. ке =F [t+ [5 из [32] m + 


2 2-4 
1.358 
------- μι) -- ... |т| < 1 
η ix ) 
| 2 
17311 kG) =) di В 9... [εν πὸ. 
2 2) 12:4] 3. 
» - 9 3 
ες i le Be (|m |< 1) 
ἜΣ Ἐν ἢ ΝΕ 


Соотношение Лежандра 
17.3.13. EK’ + ЕК — KK’ = π|2. 
Вспомогательные ΗΠ 


Κ ΚΟ) 1, 
pe 


17.3.14. L(m) = — Ка 1). 


Е 
17.3.15, m = 1 — 16 exp [—x(K(m) + L(m))/K’(m)]. 
17.3.16. т = 16 ‘exp [--π(Κ (т) +. L(m))/K(n)]. 


Функция L(m) прогабулирована Β ‘табл. 17.4. 


Разложения в 4-ряды 


Основной и дополнительный параметры ‘Якоби q и 41 
определяются равенствами 


17.3.17. а = q(m) = exp [—7K’/K], 
17.3.18. 41 = 9(т.) = exp [— 7K/K’]. 
Далее, 
ε μγ΄ ἄν ἘΝ 
17.3.19, In —In — =м,, 
Gq 414 


| | } 
17.3.20. 1g,0 — 1g  — = (7 Ig) ὁ) = 
q 


q1 


-- 1.86152 28349 с 10 D, 
2 
17.3.21. q=exp[— ΤΚΊΚ] +8 [1 Ἶ- 
16 16 
т 19 т 14 
+ (Te и 992 (7 Ἔ 
16 16 
φἱ 


17.3.22. KS 2 4 on ---βῶς-Όγιη 
я τ 1-45 


? {ΠΑ|ΞΠ, 


17.3.23. Е Тафт) + 
Κ 3 ет. 


+ (π|Κγ [12 - 35 gl — ay | 
s=1 


A со Seas ба! 
17.3.24. am w= vy УАЗ 2. 
4 s(1 + g**) 


где у = пи/(2К). 


Пределы 
17.3.25. lim Κ(Ε — К) = 0. 
т -»0 


17.3.26. lim ‚К — - In ΠΠ = 0. 


т-—1 


17.3.27. eae т-(К — Е) = lim т КЕ — mK) = π|4. 
->0 


т—0 


17.3.28. Ἂς is ia = lim а/п = 1/16. 
m,->1 


Другие формулы для вычисления Ки Е 
(см. также 17.5) 
17.3.29, K(m) = 


A a = my!*)/(1 + my!*)P). 


- 173.30, E(m) = 


= (1 + ml?) Е(а — т КГ+ matey © -- 
-- 21 + my!) к — тру 3 ie! ; 


17.3.31. Kah = = 2F(arctg (sec 1/9 ατα 


17.3.32. Ε(α) =. 2E(arctg (зес.1!? ο)Ἂ α) --- | -|- cos a. 


Аппроксимация многочленами 
| (0 «πι «1) | 
17.3.33, K(m) = [ao + ати + ат + 
+ [bo + bymy + bom] In (1/7) + =(м), 
| e(m) | < 3. 10-°, 


ao = 1.38629 44, bo = 0.5, 


| 


a, = 0.11197 23, by = 0.12134 78, 
аз = 0.07252 96, be = 0.02887 29. 
17.3.34. К(т) = [do + aum + ... + ат + 
+ [bo + by +... + т In (1/m) + =(@м), 
f2@n)| <.2510-3, 
do = 1.38629 436112, bo = 0.5, 
0.09666 344259, by = 0.12498 593597, 


ῥα = 0.06880 248576, 


| 


ay 
as = 0.03590 092383, 


аз = 0.03742 563713, bs = 0.03328 355346, 


а. = 0.01451 196212, by, = 0.00441 787012. 
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55| А= (97° \ 90° в) 


19 ο { ο 
0 2. ' WD 8 α 
Рис. 17.1. Полный эллиптический интеграл первого 
рода. 


17.3.35, E(m) = [1 + ат, + ат? + 


+ [bym, + bem] In (Ит.) + ε(πι), 


| e(m)| < 4: 10-?, 
a, = 0.46301 51, 
by = 0.24527 27, 
az = 0.10778 12,. 
bs = 0.04124 96. 
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Е 
16 
wie 


Ld 


F=E(90°\a) 


=E(90 \90-x) 
74 


᾿ς] 
12 
77 
70 , 
O° Δ 40° 8 80 α 


Рис. 17.2. Полный эллиптический интеграл второго 
_ рода. 


17.3.36. Е(т) = [1+ ат: + ... + ат + 
+ [bum +... + bam} in (1/π“) + ε(πὸ, 
-. Γε(πὴ! < 2+ 10-8, 
by = 0.24998 368310, 
δα = 0.09200 180037, 
bs = 0.04069 697526, 
b, = 0.00526 449639. 


αι = 0.44325 141463, 
a, = 0.06260 601220, 
аз = 0.04757 383546, 
a, = 0.01736 506451, 
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Формулы приведения 
Отрицательная амплитуда 


17.4.1. F(— φ| πι) = — Еф| т). 
17.4.2. E(— φ| т) = — Ε(φ!| т). 


Амплитуда произвольной величины 
17.4.3. ΕΓ(επ + φ| т) = 2sK + Е(Ф| т). 
17.4.4. E(u |- 2K) = E(u) + 2Е. 
17.4.5. E(u + 2iK’) = E(u) + 2i(K’ — Е’). 


17.4.6. Е(и-+-2тК 4 2niK’) = E(u) + 2mE+4-2ni(K’ — Е’). 


17.4.7. E(K.— и) = Е — E(u) + msnucdu. 


Мнимая амплитуда 


Если tg 0 = sh 9, то 
17.4.8.. F(ip\&) = iF |». _ — =} , 


_ 17.4.9. Ε(φΦἊ«α) = = (ον - -- “| ΕΞ | 


+ iF |». - — 5] + i {6 0(1 -- cos? α sin® 0)1/?. 


Мнимое преобразование Якоби 
17.4.10. E(iu| т) = 
= Ци + dn (u| ти) sc (и| т) — E(u| m,)). 


Комплексная амплитуда 
17.4.11. F(p  ἰψ| πι) = F(A| т) + ἵΕ(μ т, 
где ctg? A — положительный корень уравнения 
x? — [οἰρ ф + msh* ᾧ cosec®? ф — тих — т, с? ф =0 
и 
т te’ un = tg? фа? a — 1. 
17.4.12. E(p + Фа) = ЕО а) — iE(uX90° — + 
by + iby 


+ UF(UX 90" — a) + — 
3 


где 
b, = sin? « sin A cos a sin? μ(] — sin® « sin? A)!/2, 
δα = (1 — sin’ а sin® λ) (1 —-cos® α sin? »)//* sin μ. cos μ, 
δα = cos? и + sin? & sin? Xsin?-pe | 
Амплитуда, резком к 7/2 
(см. также 17.5) 
Если σςοὐαίρφἰσφψ--], το 
17.4.13. Е(ф\ а) + Е(Ф\ а) = Ε(π|2ν.α) = К, 
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"ίρλα) р 
o=90 
24 / 
2.2 τ 
2.0 . 
14 10 
16 
14 | 47” 
| 50° 
10 р 
7.8 ~ 
06 50° 
0.4 i 
2 2-77". 
0 


δ 2 δ Ὁ Bo 
Рис. 17.3. Неполный эллиптический интеграл первого 
рода Ε(φλα), ф — постоянная. 


δ. 2 δ Σ᾽  Φ' σ' Ὁ 


Рис. 17.5. φ — 90° ΓΕ » % — постоянная, 
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Рис. 17.4. Неполный эллиптический интеграл первого 
рода Ε(φἊα), « — постоянная. 


ξίΦλα) 
16 
14 
12 =90° 
7 50° 
10 27° 
60 
0.8 50°, 
40 
26 50° 
0.4 20° 
02 | 10° 
2 ο Ὁ 9 о & 
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Рис. 17.6. Неполный эллиптический интеграл второго 
рода Е(ф\\<), Ф — постоянная. 
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17.4.14. Ε(φὴ.α) + Ε(ΨἊα) = 
= E(n/2\.«) + sin? « sin ф sin Ψ. 
Эги формулы следует использовать при вычислениях, 


когда ф близко к 7/2 и т близко к единице. 


Параметр, больший единицы 
17.4.15. Ε(φ! т) = т? Е(0| т-"), 
sin 0 = m'” sin 9. 
17.4.16. E(u| т) = m'?E(um'?| m-!) — (т — Пи. 


Эти формулы приводят параметр, больший единицы, к 
параметру, менышему единицы. 


Отрицательный параметр 
17.4.17. Ε(φ | — т) = (1 + m)!??K(m(1+ πι)-)) — 
— (1+ ΠΕ -- φ!πι(] + mn} ; 


17.4.18. E(u| — т) = 
= (1 + т)!” { E(u + m)/?| mom + 1)-)— 
— т + m)-? sn (u(1 + m)/2| па + т-х 
xed (и(1 + т)! | πι(] + m)-}. 
С помощью этих формул можно вычислять эллипти- 


ческие интегралы с отрицательным параметром и, следо- 
вательно, с чисто мнимым модулем. 


Частные случаи 
17.4.19. Ε(ΦΝ 0) = 9. 
17.4.20. F(ip\0) = ig. 


17.4.21. F(p\90°) = In (sec ф-- tg +) = In tg [7 + = . 


17.4.22. F(ip\ 90°) = i arctg (sh $). 
17.4.23. Ε(ΦᾺ 0) = 9. 
17.4.14. E(ip\0) = ig. 
17.4.25. Е(Ф\ 905) = sin 9. 
17.4.26. Ε(ΙΦΝ 90°) = ish φ. _ 
Дзета-функция Якоби 
17.4.27. Ζ(ΦΝ α) = Ε(ΦᾺ α) — Ε(α) Е(ф\а)/К(а). 


17.4.18. Z(u| т) = Z(u) = E(u) — uE(m)/K(m). 


17.4.29. 7(— и) = —Z(u). 
17.4.30. Z(u + 2K) = Ζ(ω). 
17.4.31. Ζ(Κ — и) = —Z(K + и). 


17,4.32. Z(u) = Z(u — К) — msn (и — К) са (и — К). 


Частные значения 
17.4.33. Z(u| 0) = 0. 
17.4.34. Z(u| 1) = thu. 


Teopema сложения 
17.4.35. Z(u + v) = 
= Z(u) + Ζ(ν) -- msn ибп узп (и + ъ). 


Мнимое преобразование Якоби 
17.4.36. iZ(iu| т) = 
= Z(u| т) + —— — ап (и| m) sc (ul πει). 
2K K’ 


_ Связь с тэта-функцией Якоби 
17.4.37. 2(и) = 9’) = С In O(u). 
du 
Разложение Bg -ряды 


co 
17.4.38. 7(и) = a re — α)5γ-1 sin (п su/K). 
К $=1 | 


Лямбда-функция Хеймана 


Е(9\.90° — а) 


17.4.39. a) = 
Molex) ΓΟ ΝῚ 


-|- 


+ = Κί)Ζ(φνϑ0' -- ὦ) 


17.4.40. Ло(Ф\ <) = 


= 2 { Ка) Е(Ф\ 90° — a) — [K(@) — Ε(α)] Е(Ф 90° — «)}. 


п 


Вычисление неполных эллиптических интегралов 
первого и второго. рода 


При вычислении эллиптических интегралов, содержащих 
под радикалом многочлен четвертой (или третьей *)) сте- 
пени, следуэт предварительно представить многочлен в 
виде произведения двучленов ‘от 42 (см. примеры 1 и 2). 
Для прзобразэванного многочлена четвертой степени BO3- 
можны только шзэсть знаковых комбинаций в множителях, 
а именно: 


(f + a’) (2 4°"), “ta? 0) (0? — 5), 
(1 — 2—2), (8 a) (A BY), 
(δ +.) (2 — δῆ, (0+ a) ~ ὃ)... 


Следующая нижз таблица охватывает все возможные 
случаи интегралов, сводящихся к Е(ф\\о) или Ε(ΦΝ α). 
Столбец «ф» содержит подстановки, приводящие эти ин- 
тегралы к тригонометрической форме (см. 17.2.6 и 17.2.9). 
Столбец «> содержит подстановки, приводящие эти же 
интегралы-к виду, зависящему от эллиптических функций 
Якоби (см. 17.2.7, 17.2.10, 17.2.11 и 17.2.12); получающиеся 
при этом выражения для эллиптических интегралов первого 
рода приведены в столбцз «эквивалентные обратные эллип- 
тические функции Якоби». Здесь, например, и = 51-] x 03- 
начает, что х = зп и. 


*) Дополнительно для многочлена третьей степени 
см. 17.4.6] и 17.4,70, 
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Рис. 17.7. Неполный эллиптический интеграл второго 
рода E(p\.«), α — постоянная. 
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Рис. 17.8. 90° а — 9, ях — постоянная. 
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Рис. 17.10. Лямбда-функция Хеймана Λο(φἊα). 
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17.4.44. 


17.4.45. 


17.4.46. 
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17.4.48. 
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' | dt 
[(α" — Ὁ) (г 
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‘\ 
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dt 
(e+ aye 


dt 
[(- а“) (г 


dt 
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dt 


+ yore 


Эквивалентные обратные 
эллиптические функции 


В 


+ В. 


| 
| 


lad (= 
— Вр”. b 


(a — 2) (5 


dt 
(a — 0°) (№ 


dt 


dt 


[15-- a’) 


| 

| 

| 

| si (= | 
= ey? | b | 

| 


| 
| 
| 
| 
| 


— рр | са 
| 


| 


| 
b 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


не: 
ΜΙ nas” (= 
b-)} | a 
| 
| 


Якоби 


а Ч 
(15 — a’) (PF — δ]. os (> | a 


φ 
подстановки 
х 
νε. 
b 
a 
8 ф = — 
x 
27 2 2 
| α(χ΄ -- ῥ 
βία! Ф = о 
Sia = δ) 
sii oS = i 
2 b? 
sin ф = -- 
b 
ry =x 
sin? o = ( ) 
Ь(а? о x) 
᾿ х — а? 
sin” ф = — τ 
а 
sing = — 
х 


{ 


подстановки 
t= Dsev 
t=acsy 
f=) tdy 
=adn vr 
t= bsnv 
ἑ--ὐταν 
ἑ--αάεν 
t=ansyv 


Е(ф \«) 


ῥ᾽ F 4. A ΜΝ dt 
а Д-Р) (P+ а) (e+ 5)? 
0 


of р + | dt 
P+ а] (ее)? 


x 


ab*| р e 
[5 [(a* ΜΗ г) i Е 9) 


b 

в Ра 

a Ji(a’ — Py — bye 
x 


1 (a — Ва 
а) быв" 
0 


b 


dt 
-- {ο a | РРР” 


x 
ο; δ | - | dt 
a в — р? (© νη a’) (2 a b2)p? 
a 


С [ -» dt 
αἱ [ева вия 


ee rr ner A A NY Nt 


Продолжение табл. 


x 


— 


b 


Эквивалентные обратные © 
Ε(ΦῪ а) '' функции подстановки 
17.4.49. 
=: 2 
(а-- b?)1/2 | a пс! = : | COS ф = δ 
! Meee ; (+ а^) (Е — Мм? bia@+ Bb Δ 
= Б/а | 
т = 
ΙΙ a -- b? 17.4.50. 
co 
(a? + aia a. Ἠπθήμννινν 95-1 fee στα ΜΉΝ a+ δ} 
ΤΟ ΟΝ teeta ee) Па 
17.4.51. 
х 
9 2 2 2 
ая (| sint 9 = et”) 
110" - α)φ᾽- в! αὖ а + δ᾽ b*(a® + х) 
tg a=b/a 
+ || 17.4.52, 
b 
(α’ + B®)? \ τ᾽᾽- № Ь? x 
' роте a Кы Е: 
(2+ 4) (6 -- Юр с rs: al ae 


t 
подстановки | 


Я О В ИДЕЯ ЖЖ С И Бы 


Ε(ΦᾺ  α) 
2 
Е = рису ОО: | eta at 
(а? ++ уз : Ё (2 -- a’) (2 ἘΝ о) м 
р 2 
t = (a? + B®)? ds у a ee 
(f+ a) [6 + a) — BY” 


x 


1 dt 
(+ @) (EF + a) OG — в" 


i ab р 
а (a?+ 5?) ЧУ аа? + 5 
0 


b 
(a -- ῥ᾽) (2? -- a’) (b? --5 5 


x 


f= 5 co ¥ 
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Некоторые важные частные случаи 


2 
a 
Столбцы «cos ф» содержат подстановки | например, cos ф = — 
x tJ 
кой форме. 


» приводящие данные интегралы к тригонометричес- 


τ Еф α) cos ф α τ Ε(ΦΝ α) | ςο5 ф | α 
17.4.53, 17.4.57. | 
со \ = | «3 
| dt x*— 1 45° a dt x—1—¥3 15° 
(d+ 4 +1 (?— 1)" х—1+ 43 
x x 
17.4.54. 17.4.58. 
x м x ΝΗ 
— dt 3--1-- 
ΠΕΣ а > κατ. и. sa 
0 i = Δ 
17.4.55. 17.4.59. 
x 1 a 
1 dt 1 ᾿ dt /3—1+х ᾿ 
ΤΕΕ κ 45 о 75 
2) — 113 х (1 — “ey? {3151--χ 
x 
17.4.56. | 17.4.60. 
1 х 2 
1 dt , dt 1 = 45: —x ὁ 
| ψ2}ᾳα — пут ya (1 — Ay ite al ных 
x = 
Для приведения к тригонометрической форме интегра- = 
лов г » где Р = P(t)— многочлен третьей степени: 17.4.65 
Р со 
P = (t — В!) (t — В») (Е — Bs) - at -.β 
λ \ +t Ε(ΦΝ α) cos? φ = Ξ 
с действительными корнями В! > В, > Bz, имеем коэффи- ΝΡ x = В 
циенты - 
17.4.61. A = Ea! (βι — ‚ m= sin? © = Ba — Ba , 17.4.66 
и Bi — Bs х 
dt 
т = cos? a = Pi — Px Be А | aman жи F(~\(90°—«°)) sin? ф = Pi — Bs Bs 
В: — Bs ae P Bi — x 
и подстановки 
17.4.67. 
17.4.62. Bs 
dt 
= › = F(~\(90°—«@°)) | cos? ф = Ba — Bs 
т. Ε(ΦᾺἊ«α) sin? ф = - > и „ —х 
; УР В, — 
| 17.4.68 
17.4.63. » 
В, | "dt (Βι — Bs) (x — Ba) 
dt . \ == | F(e\{(90°—a"))| sint po “-Γες-5. 
»{ S| Ε(ΦΝα) cost φ = (21 — Ba) Ва) =P ᾽ ΠΣ 
) VP | (Βα — Bs) (В, — x) В: 
174.44. 17.4.69. 
4 a - 
{ - ------ °— ge a = 
λ \ Κ΄ 5 Ε(φλα) sin’ ф = ий A \ α-Ῥ FO NOV παλ}, ορὐ' φ в, —В 
8, \ Р x — В» > 1 2 
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Для прязздония к трагономотрической форме интегра- | 


dt 
JIOB фея „Где P= PO) = f° а + aot + аз имеет един- 


ствзнный действительный корень ¢t = В, имеем коэффици- 
енты, выражгнные через P(t) и Р”(® при [Е =В: 


17.4.70. 2? = [P’(8)]'?, 


. ee У к = 
2 8 Por 
и подстановки 
17.4.71. 
x 
dt 2 — (х.--В) 
λι--- Е co = 
\ т as "ев 


a 


17.4.72. 
-. dt Ой 
λ | =—=——— Е(ф\ о) coo = —— τ: 
VP (α-β) 125 
17.4.73 
Γ dt вам 
т ------ Е(Ф\ (90° — ©°)) | COS ф = —— 68 -— 
/—Р (8 — χ) +” 
— © 
17.4.74. 
В 
dt λ΄ — В — x) 
A —— Ε(ΦΝ (905 — «°)) | cos φ = ----------- 
> > № + В — x) 
xX 


17.5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАНДЕНА 


Понижающее преобразование Ландена *) 


Пусть ви ἄπιι -- два модулярных угла такие, ‘что 


17.5.1. (1 -- sin Ons) (1 + cos Ga) == д. ἕῃ 1 < п, 


и пусть фи и Фи! — двзсоэтветствующие амплитуды такие, 
что 


17.5.2. tg (φῃῃι — Pn) = COS би {8 Pn, Фил > Фи. 


Таким образом, переход от n-ro шага к (п + 1) ΜΥ ведет 
к умгныйизнию модулярного угла и увеличению амплитуды. 
Многократным примгнением преобразования 17.5.1— 17.5.2 
модулярный угол можно сделать настолько малым, что 
становится возможным использование формулы 17.4.19. 


Если % = ᾱ, то после применения понижающего пре- 
образования Ландена будем иметь 


17.5.3. Ρ(ΦΝ. α) = (1 + cos «)-? Ε(φιΝ αι) = 


gh 
(1 -+ sin αρ) F(pi\.o), 


n 
17.5.4. F(p\a) = 2-" IL (1 + sin as) F(pn\ απ) 
Seal 


(F( Qn an) ~ On При αμ & 0), 


17.5.5, Е(фи\ о) = ФИ (1 + sin ag), 
S=1 


17.5.6. Ф = lim > F(@n\ on) = lim + , 
n>o 2% ες 


по 2% 


| к п κὸν 
17 5.1: К Е[7\=) = 7 I (1 + sin ας), 


s=1 


*) Здесь используется модулярный угол α, так как OH 
являэтся входным аргумзнтом приведенных ниже таблиц. 
Все формулы, сзязанные с преобразованием Ландена, 
могут быть также выражены через модуль k = И1!? = sin α 
и его дополнение Κ΄ = mi? == с0$ α. 


17.5.8. Ε(ΦᾺ о) = 2® КФ, 
17.5.9. Ε(ΦΝ α) = 


| 
= Ε(ΦΝ α) | sin® ο [ Ἔ > sin a + 


a | | ΡΤ и 
+ a SIN ба SiN & + |] -+ sin α > (sin «)'/? sin φι + 


bap (sin ол sin &)'/? sin фо + “Ῥ 


oan 


17.5.10. Е = 


9 1 . В 
= к ΝΕ sin" “| -+ — sin a +- ae sin ση Sin ἄρ: 


- 


' : 
= a SIN αι SIN @ Sin &@y + ...| |. 


Повышающее преобразование Ландева | 
Пусть ов и ἄρῃ — два модулярных угла такие, что 
17.5.11. (1.+ sin ag) (1 + сон!) =.2, ἄπει > On, 


и пусть Pn И Pnyy— AB? соэтвэтствующие амплитуды такие, 
что 


17.5.12. sin (29n4, — Pn) = SiN “и SIN Pn, Фи < Фи. 


Таким образом, переход от n-ro шага к (п + 1)-my ведет 
к увелиягнию модулярного угла и уменьшению амилитуды. 

Многократным проимзиением преобразования 17.5.11, 
17.5.12 модулярный угол можно сделать настолько близ- 
ким к 70/2, что становится возможным применение фор- 
мулы 17.4.21. 

Если αρ =, то после применения повышающего пре- 
образования Ландена будем иметь 


17.5.13. Ε(ΦΝ о) = 2(1 + sin α)γ1 Е(Ф/ ва), 
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n—1 
17.5.14. Е(о\\ а) = 2” ΠΩ + sin 5)" Р(Фи en), 
$ = 


и 
17.5.15. F(p\a) = П (1 + cos αἱ) Ρ(φην ἀπ), 
s=1 ᾿ ; 


17.5.16. F(p\ a) = 


= 1/2 Ф 
= [сое α II sin x In tg ΕΕ -|- >| , 


n=1 


ont 


17.5.17. Ф = lim op. 


1 -» 0Ο 


| В формулах 17.5.14 и 17.5.15 


| п π 
F(@n\%n) & In ΠΕ + =) при а. 


Окрестноеть прямого угла (см. также 17.4.13) 


Если амплитуда ф и модулярный угол « близки к п/2, 
то интерполяция в таблицах Е(ф\ <) затруднительна. В 
этом случае может быть использовано преимуществевно 
повышающее преобразование Ландена (см. пример 13) или 
понижающее преобразование Ландена (см. пример 12). 


17.6. ПРОЦЕСС АРИФМЕТИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО СРЕДНЕГО 


Начиная с заданной тройки чисел (аз, Бо, со), опреде- 
ляем последовательно (а, by, с), (dos δ», с»)... (ys Бы» Cy) 
в соответствии со следующей схемой арифметико-геометри- 
ческого среднего: 


17.6.1. 


ao } bo 


1 у 
a = = (ao + bo) by = (aobo)*”” 


Q 
Ὁ 
| 


| 
ΠΤΙ (αι + hy) be = (ав) 


| 
и (аа Нм) Ву = (an-aby—)” 
Со 


1 
= 
ς ο a 

2 2 Ay 1 


1 
on = > Gna 5 by-). 


Процесс оканчивается Ha ΝΜ шаге, когда ам = by, т.к. 
когда см =: 0 с требуемой точностью. 


Для вычисления полных эллиптических интегралов 
Κ(α), Е(х) процесс начинается с тройки 


17.6.2...40 =.1, bo = Cos.%, co = sin ©. 
Тогда 


17.6.3. Κ(α) = : 


к 


ба 


> [ο + 263 + 2363 +... + 2Ν ο], 


—— 
----- 


Для вычисления Κ΄(α), Ε΄(α) начнем процесс с тройки 
165. ет B= sie, cy. — bose. 
‘Torna 


1766, =. 
Jay 
Κ΄(α) — E’(a) _ 


K"(«) 


17.6.7. 


1 а 
Ξ [ο 1265-2506 + ...ἠ-2νο8,}, 


При вычислении F(p\«), Ε(ΦᾺ α) исходим из формулы 
17.5.2, которая соответствует понижающему преобразо- 
ванию Ландена, и получаем последовательность амплитуд 
Ф1, Po, ..., PN ИЗ COOTHOMECHHA 


17.6.8. tg (φη — Pn) = (ὅπ/αη) tg Фи, Фо = $. 
Тогда с требуемой точностью 

17.6.9. Е(ф\а) = φα/(2ναχ), 

17.6.10. Ζ(ΦᾺ а) = Ε(φἊα) -- (ΕΙΚ) Ε(Φ Να) = 


= Ει 5ἰῃ Qi + Co Sin фо +... | ΟΝ Sin ΦΝ 


17.7. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ ТРЕТЬЕГО РОДА 


17.7.1. Пи; ΦΝ α) = 


= ja — nsin? 0)-К1 — sin? α sin? 0) 1? 46. 
0 


17.7.2. ΤΙ (» τὲ) Le thos. 


(Г) Гиперболический случай 
(0 <n < sin? a) 


= = arcsin (n/sin® «)'”, 0O<e< 7/2, 


в = = Ре а/к), 9 = а, 


у = _ т (φ--α)/Κία), δι = [и(1 — пут α-- п). 
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17.7.3. Пи; φᾺ α) = 


τ » 7 In 9. + B)/9,( — θ)ενϑιθγϑιβ)]: 


17.7.4, Ги ОТВ _ 
2 9 (у а В) 


== 2 Σ 59 — 49°) * sin 25у sin 25β, 
1 


$ = 


ings, 
91(8) 


=ctgB+4 Σ 98 (1 — 24? cos 28 + q*’)-'sin 28. 
$ = 1 


В приведенных формулах можно также использовать 
тэта-функции Невилля 16.36. 


17.7.6. П(и\ <) = Κ(α) + διΚ(α) Ζ(εἊ я). 
(Π} Гиперболический случай (n> 1) 


Случай л > 1 может быть сведен кслучаю 0 < N < sin? « 
подстановкой 


17.7.7. N = п sin’? «, py = [(π-- 1) (1 — т! sin? «)]'”. 
17.7.8. П(и; φΦΝ α) = —П(М; @\a) + Ε(φᾺα) + 
+ = In ((A(@)+ pi te φ)(Δ(φ) — 181, 
где A(~) — дельта-амплитуда (см. 17.2.4). 
17.7.9. П(п\®) = Κ(α) — ΠΝᾺ α). 
(IN) Круговой случай (sin’ &«<п<1) 


= = arcsin[(1 — π)/οοο΄α]!/5. 0 <=< 


nla 


B = = F(X 90° «9 /К (о), 
4 = α(α). 
17.7.10. v= > Е(фФ\ о) /К (<), 
δ; = [nl — n(n — sin? «) "1/5, 


17.7.11. П(и; ΦΝ α) = 80 — 4μν). 
17.7.12. λ = arctg (th ϐ tg ν) + 


+2 Σ (115-421 — @24)-1 sin εν sh 2 58. 
$ =1 


-1 
17.7.13. и = |Σ 548 sh 258] [1+2 Σ ас 258] ' 
$ =1 


$ == 1 
17.7.14. Па а) = Κία) + > def] — Λι(εν α)], 


где Л. — лямбда-функция Хеймана (см. 17.4.39). 


Πίπ,Να) 


ΠΡ 
30 


= 07, р-97° 
25 
20 7-0, р-=90° 
ыы n=l, р-4 
10 
BS n=, р =45 π-87,Φ-5' 
LD! 


Рис. 17.11. Эллиптический интеграл третьего рода. 


(ГУ) Круговой случай (п< 0) 


Случай п < 0 может быть сведен кслучаю $т* < N< 1 
подстановкой 


17.7.15. N = (sin? α — n) (] -- п-т, 
ева 
17.7.16. [(1 — (Г — п" sin? =) Пи; ФЦ) = 
= [(1 — №) — Ν΄! sin? α)]/5Ππ1(Ν; p\ a) + 


+ pz? sin? aF(p\ a) + arctg Ε sin 2φ/ a. 


17.7.17. Πρινα) = 
= (—n cos? α) (1 — n)~! (sin? α — ПМ α) + 


-- sin® a(sin? « — п)-1К (9). 


Частные случан 
17.7.18. п = 0, | 
TI; φλα) = Ε(φλα). 
17.7.19. п=0, «=0, 
Π(0; p\0) = $. 
17.7.20. « = 0, 
П(п; p\0) = (1 -- n)-*” arcth [1 — п tg $] (n <I), 
II(n; p\O0) = (x — 1)” arcth [(и — 1)? tg $] (2 > 0), 
Π(π; p\0) = tg 9 (x = |). 
11.7.21. « = 7/2, 
П(п; p\7/2) = (1 — па (tg ф + sec $) — 


on > 1/21n (1 + n'/ sin φ) (1 — π'!5 sin Ф)- |] (n # 1). 
17.7.22. п = -+sin сх, 


(1 = sin «) 2ПСЕ sina; ф\<) — Ε(ΦΝ αὴ) = 
= arctg [(1 3 sin а) tg φ/Δίφ)]. 
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17.7.13.» = 1 + cos «, 
2cosalI(l + cosa; p\a) = 


= = ош + tee Alp) (I~ 1249) + 


1 


17.7.24. п = sin® «, 
II(sin? a; p\a) = sec? «Е(ф\ α) — (tg? α sin 2¢~)/(2A(¢9)). 


17.7.25. n = 1, 


-- — In [(Δ(ῳ) + cos α tg $) (Δ(φ) — cos « tg φ)] F ШГ; @\«) = 
+ (1 F cos «) Ε(φΝα). = F(p\a) — sec? α E(p\ a) + sec? α tg ф Δ(φ)' 
ПРИМЕРЫ 
Пример 1. Привести к канонической форме { у! dx, Используя подстановку [5 = Lt ΜΡ vis 
где у? = —3x4 + 34х3 — 119x? + 172х — 90. Q2(x) 


Подбором или решзнием уравнения четвертой степени 
найдем у? =Q,Qo, где Οι = 3х? — 10х +9, О. = —х + 
+ 8х — 10. 


Представление многочлена четвертой (третьей) степени 
в виде произведения двучленов от { проиллюстрируем 
следующими тремя методами. 


Первый метод 


Многочлен О: — ХО. = (3 + λ) χ᾽ — (10 + 8х 9 + 
+ 10λ будет полным квадратом, если дискриминант 


(10 + 8^)* — 4(3 + ^) (9 + 10^) 
равен нулю, т.е. при 
A = —2/3 или 1/2. 
Тогда 


" 1 7 
те - 1, @- 5-2). 


Решая эту систему относительно О, иО., получим 

О =: (x — 1)? + 2x -—2}, Os = Ax — 1? -3< - 2). 
Отсюда следует, что подстановка {= (x — 1)/(x — 2) 
дает 


бут ) [(5 + 2) ΩΡ — 3)? dt. 


Если уравнение четвертой степени у? = 0 имеет четыре 
действительных корня (или в случае уравнения третьей 
степени — три действительных корня), то необходимо 
линейные множители комбинировать так, чтобы ни один 
из корней уравнения ΟΙ = 0 He лежал между корнями урав- 
ненияО. =0 и наоборот. При этом условии описанный метод 
всегда будет приводить к действительным значениям 
λ. Эти значения, однако, могут быть и иррациональными. 


Второй метод 


Положим 


_ 9: _ 3х -— Юх+9 
О. — № + 8х — 10. 
Дискриминант уравнения Ου’ — О, = 0 имеет вид 


AT? = (10 + 87)? — 4(3 + ϐ) (9+ 100) = 


[5 


= 437+ 285 — 1), 


образований получим 


[γη dx = + { T > dt. \ [Ge + 2) (2 — Пр dt. 


Этот метод приводит к цели, когда (как здесь) Τ᾽, как 
функция от {, представима в виде произведения действи- 
тельных множителей. Если коэффициенты многочлена 
четвертой степени — рациональные числа, то коэффици- 
енты множителей Т? также будут рациональными. 


Третий метод 


Положим 
ры fe war — 10% +9 
Oz — x? + 8x — 10 
Дискриминант уравнения Ом — О, = 0 имеет вид 


4W = 4(3w + 2) 2% — 1) = 


= 4(6w? + м — 2) = 4(Aw* + Ви + С). 
Тогда, если Ζ᾽ = is и 
w 


Z? = (Β — 23} — 4AC = (25 — 1) + 48, 


TO, используя приведенные здесь подстановки, после серии 
преобразований получим 


>= dx = + | #1 ἀξ, 


Однако в данном случае множители 7? являются комп- 
лексными и вследствие этого метод не приводит к цели. 

Из двух методов — второго и. третьего — один всегда 
будет приводить к цели там, где другой неприменим. 

Если коэффициенты многочлена четвертой степени явля- 
ются рациональными числами, то множители T? или #2? 
будут иметь рациональные коэффициенты. 

Цолученные первым и вторым методами канонические 
формы эллиптического интеграла могут быть сведены к 
форме Лежандра, если использовать таблицу на стр. 409 — 
410. В данном примере эллиптический интеграл оказался 
интегралом первого рода. 


Пример 2. Привести к канонической форме = ах, 
где у? = x(x — 1)(« — 2). 

Для представления γ᾽ в виде произведения двучленов 
от {5 используем третий метод примера 1, положив О, = 
=(x— и оО. = x(x — 2). Введем замену 
О: РЕ: = 1 


w= = ——_—_——_ 
0. x? — 2x 
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Дискриминант уравнения Ом — О; = хи -- (Ων +1)x + 
-- 1 =0 имеет вид 


4W = (2w + 1)? — 4w = 4? + 1, 


так что 


В = 0, а 


W = Аи” + Ви - С, где А =1, i 


Если положить 25-- ιν и Z?=(B— 23) — 4АС = 
= (z*)? — 1 = (2? — 1) (2? + 1), то 


{ γ-} ἆχ = + { i= De + Dir da. 


Как и в примзре 1, данный интеграл является’ эллипти- 
ческим интегралом первого рода. 

Первый метод примера 1 при данном выборе О; иО. 
непригоден, так как корень Q,(x) = 0 лежит между корня- 
ми Q(x) =0, что приводит к комплексным A. Однако 
этот метод может быть применен, если положить Οἱ = x 
и О. =(x—~1)( — 2). В этом случае корни уравнения 
Οἱ(χ) =0 не лежаг между корнями уравнения О.(х) = 


Пример 3. Найти К(80/81). 


Поскольку интерполяция при т = 80/81 = А 0. 98 ...в таб- 
лицах, в частности в табл. 17.1, затруднена, используем 
другие методы. 


Первый метод 


Воспользуемся формулой 17.3.29 при т = 80/81, т, = 
= 1/81, mi/* = 1/9. Тогда 


(Г — mi?) (1 + я) = 0.64, 
K(80/81) = 1.8K(0.64) = 3.59154 500 с 8D. 


Значение К(0.64) взято из табл. 17.1. 


Второй метод. 


В табл. 17.4 приведена вспомогательная функция Lm), 
‚полззная для вычисления К(т), когда m близко к единице, 
или К’(т), когда т близко к нулю. | 


1 


K(80/81) = — K’(80/81) In (16: 81) — L(80/81). 
т 


Интерполируя в табл. 17.1 и: 17.4 на значение 80/81 = 
== 0.98765 43210, получим 


K’(80/81) = A. 57567 8423, 
_ ов = 0. 00311 16543. 
Наконец, у 
K(80/81) = 
== (1.57267 843) (7.16703 7877) — 0: 00311 16543 — ἐπὶ 
= 3.59154 о. с 9D. 


_ Третий метод’. 
Аппроксимация многочленом 17.3.34 дает 


K(80/81) = 3.59154 501 с 8D. 


Четвертый метод. Арифметико-геометрическсе 


среднее 


Здесь sin? α = 80/81 и, начав с чисел 


получим 


APWNrFO 8 


1 


a = 1, b =—»> 


= 80/81 = 0.99380 79900, 


an 


1.00000 00000 
0.55555 55555 
0.44444 44444 
0.43738 79636 
0.43735 95008 
0.43735 95003 


bn 


0.11111 11111 
0.33333 33333 
0.43033 14829 
0.43733 10380 
0.43735 94999 
0.43735 95003 


Cn 


0.99380 79900 
0.44444 44444 
0.11111 11111 
0.00705 64808 
0.00002 84628 
0.00000 00000 


Следовательно, 
8081) = - паз! = 3.59154 5001, 


Пример 4. Найти Е(80/81). 
Поскольку в табл. 17.1 интерполяция при т = 80/81 = 
А 0.98... из-за крупного шага требует вычисления разно- 


стей высокого ‘порядка, рассмотрим другие методы реше- 
ния этого примера. 


Первый метод 


Используя формулу 17.7.30 при т = 80/81, получим 


E(80/81) = > E(0.64) — = K(0.64) = 1.01910 6047, 


где Е(0.64) и K(0.64) взяты из табл. 17.1. 


hy 


Второй метод 


Аппроксимация многочленом 17.3.36 дает Е(80/81) = 
= 1.01910 6069. Две последние цифры нужно отбросить 
в силу точности аппроксимации. 


Третий метод 


Проимзним мэтод арифметико-геометрического  сред- 
него 17.6. Изпользуя числа, вычисленные в азы 3 (чет- 
вертый метод), найдем 


K(80/81) ~ ΕΘΙΕῚ) pe vn жа 4 


: = +: Ze] = 
~~ К(80/81) 2 | 


=> [1.43249 71298] = 0.71624 85649. 
Величину К(80/81) возьмем из примера 3 (четвертый 
метод) и получим 
Ε(80/81) = 1.01910 6048 с 9D. 


Пример 5. Найти 4, если т = 0.9995. Здесь ии = 
= 0.0005; используя табл. 17.4, найдем 


О(т) = 0.06251 563013, 41 = mQ(m) = 0.00003 1257815. 
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По 17.3.19 получим 


In (- = п/п [η = π}|10.37324 1132 = 0.95144 84701, 
1 91 


4 = 0.38618 125. 


Вычисление 4 также можно выполнить с применением 
формулы 17.3.20 или по табл. 17.1. 


Пример 6. Найти т с 10D при К/К = 0.25 и Κ|Κ-- 
= 3.5. Пользуясь формулой 17.3.15 при K’/K = 0.25 можно 
записать итерационную формулу 


mimtl) = 1 — 16е" exp [—zL(m™)/K’(m™ )). 
Используя табл. 17.1 и 17.4 и итерационную формулу, 
получим 


(т) 


n 
0 | 

1 0.99994 42025 
2 0.99994 42041 
3 0.99994 42041 


Таким образом, т = 0.99994 42041. 
Пользуясь формулой 17.3.16 при K’/K = 3.5, можно 
записать итерационную формулу : 
т) = 16е-35" ехр[-пГ(т”)/К(т)] 
и получить 
n m™) 
0 0 | 
1 0.00026841 25043 
2 
3 


0.00026837 65 
0.00026837 65 


Таким образом, 


= 0.00026 83765. 


Приведенные итерационные формулы в комбинации с 
табл. 17.4 вспомогательной функции Г(т) дают возмож- 
ность расширить табл. 17.3 в области К”/К > 3 и К’/К < 0.3. 


Пример 7. Вычислить с 5D эллиптическую функ- 
цию Якоби sn (0.75342 10.7), используя табл. 17.5. 
Здесь 


т = sin? а = 0.7, а = 56.789089°, 
sn (0.75342| 0.7) = sin 9, 
где ф определяется из уравнения 


F(~\56.789089°) = 0.75342. 


Просмотр табл. 17.5 показывает, что ф лежит между 
40° и 45°. Из этой таблицы выписываем 


пить пои ити ие ии «Ч ———— 


|. iy 56° | 58° | 60° 
ы №: а “ΕΡΕ 
35° 0.63803 0.63945 0.64085 
40° 0.73914 0.74138 0.74358 
45° 0.84450 0.84788 0.85122 
50° 0.95479 0.96465 


0.95974 
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Отсюда интерполяцией по « получаем таблицу 


F(@\56.789089°): 
Ф Е | Δ | Δ. | А, 
35° | 0.63859 
10244 
40° 0.74003 437 
10581 72 
45° 0.84584 509 
11090 
a0 0.95674 


Грубая оценка теперь показывает, что ф лежит между 


40° и 41°. Поэтому прямой интерполяцией в последней 
таблице найдем 


@ Еф`\ 56.189089°) 
40.0° 0.74003 
40.5° 0.75040 
41.0° 0.76082 


Отсюда с помощью обратной линейной интерполяции 
получим 


0.75342 — 0.75040 
0.76082 — 0.75040 


и, следовательно, sin ф = 0.65137 = sn (0.75342 | 0.7). Этот 
метод интерполяции по двум переменным для нахож- 
дения sn (ulm) дается как иллюстрация. Другие более не- 
посредственные методы, например метод арифметико- 
геометрического среднего, описанный в 17.6 и проиллюстри- 
рованный в гл. 16, являются менее трудоемкими. 


Пример 8. Вычислить 


@ = 40.5° + о | | — 40.6449° 


3 
) (22 + 1) ( 2-7 dt. 
2 


Первый метод. Сведение к стандартной форме 
и интерполяция по двум переменным 


В качестве стандартной формы можно использовать 
формулу 17.4.49, что дает 


| 
V5 er + 1) (8 -- 2)? dt = 
2 


= Ε(φιλα) — Ε(φονα), 
где ‘а? = 1/2, b?.= 2,.ctg a: = b/a = 2, откуда sin? a = 1/5; 


cos σι = ἔχ = 2/3, ο04 Φα = Dix = 2/2. 
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Таким образом, 
a = 26.56505 12°, 


Интерполируя по двум переменным ф и « в табл. 17.5, 
найдем 


Ε(φινα) = 1.115921, F(~2\a) = 0.800380. 


Таким образом, искомый интеграл равен 0.141114. 


φι = 61.87449 43°, фз = 45°. 


Второй метод. Численное интегрирование 


Формула Симпсона с 11 ординатами с шагом 0.1 для 
заданного интеграла дает 0.141117. 
Пример 9. Вычислить 


4 
VG — 2) (2 — 4)}" dt. 
2 


Первый метод. Сведение к стандартной форме 
и интерполяция по двум переменным 


Здесь можно использовать в качестве стандартной фор- 
мы 17.4.48, замечая при этом, что a? = 4 u р? = 2. 
Тогда 


4 со со 
NG ее dt = j a | = 


=> [F (91 \a) — Ра (p2\«)], 


где sine = bla = Ν2|2, sing = el = . = a sin фз = 
= а/х = 2/4 = 1/2, т.е. a = 45 0°. 
Интегралы Ε(φι Να) = F Φορ ἀφο η ΓΕ Fee Е F(30°\ 45°) 
найдем интерполяцией в табл. 17.5 

Таким образом, окончательно имеем 


4 
NG -. 2) (2 — 4)? dt = 
2 


замы 
— 


ο} 


[1.854075 — 0.535623] = 0.659 226. 


Второй метод. Численное интегрирование 


Заданный интеграл является несобственным, так 
как подынтегральная функция имеет особенность вида 
[8@& -- 2)” при ¢ =2. Для численного интегрирования 
необходимо выделить особенность, т.е. представить ин- 
теграл в виде 


4 4 4 
{ (2—2) чета = { /(ϑαϊ + {186 — 21-13 at, 
2 2 2 


где 
[8 -- 2]-“. 
= 0. Теперь ин- 


До = —2) (fF — 4}? - 


Так как lim f(t) = 0, To положим f(2) 
4-2 
, > 
теграл ! S(t) dt можно вычислить по одной из формул 


численного интегрирования. 
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Поскольку 
᾽ 4 
| ве — мае = ΕΞ @— 9» Е 
; \/2 2 


то 
4 


14 \ f() dt = 1 — 0.340773 = 0.659227. 
2 
Пример 10. Вычислить 
[* ®) 
и = { (хз — 7х + 6)-!? ах. 
17 


хз — 7х +6 =(х — 1) (x — 2) т +3). Используем стандарт- 
ную форму 17.4.65 при В: = 2, В. = 1, Ps = —3, Следова- 
тельно, т = sin? « = 4/5, A = "15/2, cos? ф = 3/4. Тогда 
© = 63.434949°, ф = 30°. Пользуясь табл. 17.5, найдем 


и = 2(5}555 Ε(ΟΡΝ 63.434949°) = 
= 2(5)-*/? (0.543604) = 0.486214. 


Рассматриваемый интеграл записан в форме Вейерш- 
трасса, откуда 17 = 7 (5: 28, -4] (см. гл. 18). 


Пример 11. Вычислить 
2/3 
! (24 -- 121 + 24 — 8)? 4, 
0 


Имеем 
24 — 12t + 2° — 2 = —(t — 2) ( + 12) = -РО. 


Так kak P(t) имеет единственный действительный корень, 
то в соответствии с 17.4.74 при P(t) = 8 — 213 + 121 — 24, 
В =2 имеем Р”(2) = 16, Ρ’ Ω) = 8, Л =2 и т== 512 a = 


= 1/4, « = 30°. 
Используя в качестве стандартной формы 17.4.74, 
получим 
2/3 
! (24 — 121428 — A)? gy = 
0 


2 2 
| 
= | _ | = = [F(@\ 60) -- Ρ(φεν6ῦ”), 
о 23 
где 
COS ф1 = ; ‚ = 70.52877 93° 
1 
COS фз = Ζ , фз = 60°. 


Пользуясь табл. 17.5, для исходного интеграла будем 
иметь 


1 
a [1.510344 — 1.212597] = 0.148874. 
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Пример 12. Используя преобразование Ландена вы- 
числить 


Первый метод. Понижающее преобразование 
Ландена 


Используя 17.5.1, получим 
2 
1 + cos 30° 
cos αι = [(1 — sin a) (1 + sin «)]'/? = 0.997419, 


1+ sing, = = 1.071797, 


1 + sin α) = pees = 1.001292; cos ag = 0.999999, 
1 + cos Oy cn 
Е sing ai ee 1000800. 
1 + cos Οᾳ 


Таким образом, с учетом 17.5.7, для исходного интеграла 
получим 


F(90°\ 30°) = 


=> (1.071797) (1.001292) = 1.68575 с 5D. 


Второй метод. Повышающее преобразование 
Ландена 


Используя 17.5.11 при % = 30°, фо = 90°, получим 
1 + COS ив! = 2/(1 + sin ap). 


ne COS бл SiN Gp 

| 0.33333 333 0.94280 904 
2 0.02943 725 0.99956 663 
3 0.00021 673 0.99999 998 


sin (2p, — 90°) = sin 30°, φι = 60°, 

sin (292 — φι) = sin a sin 91, фа = 57.367805°, 

sin (293 — $e) = sina, sin фо, фз = 57.348426°, 

sin (2p, — фз) = sin α) sin фз, 4 = 57.348425° = Ф. 


Пользуясь формулой 17.5.16, окончательно найдем 


2 
а ЕЕ 
1.5 1.94280904 1.99956 663 


№ в (“+ 4 
1.99999998 2 


= 1.37288 050 In tg 73.674213° = 
= 1.37288050(1.22789 30) = 1.68575 с SD. 


Пример 13. Вычислить значение F(89.5°\89.5°). 


Первый метод 


В этом случае интерполяция в табл. 17.5 невозможна. 


Используем формулу 17.4.13, что дает 
Е(89.5°\ 89,55) = Ε(905Ν 89.5°) — Р(ф\ 89.5°), 


где 
ctg ф = cosatgo = sin 89.55 = cos 0.5°, 
= 45.00109 084°. 


По табл. 17.5 находим Е(ф\ 89.5°) = 0.881390. 
Интеграл 


Ε(ΟΡΝ 89.55) = K(sin? 89.5°) = 
= K(0.99992 38476) = 6.12777 88. 
Таким образом, F(89.5°\89.5°) = 5.246 389. 


Второй метод 


По разрешенной относительно COS «п.л формуле 17.5.11 
(повышающее преобразование Ландена) получим 


cos a = (| — sin 89.5°) / (1 + sin 89,55) = 
п = 0.00001 90388, 

sin a = [(1 — cos αι) (1 + cos a)]'/? = 0.99999 99998, 

| COS & А 0, 
sin α» А |. 

Формула 17.5.12 дает 
sin (2Φι — 89.5°) = sin 89.5° sin 89.5° = 0.99992 38476, 
2φι — 89.5° = 89.2929049°, φι = 89.39645 245°, 

sin (2ф2 — φι) = sin αι sin 91, фз = 89.39645 602°, 


sin (293 — $2) = sin фа, 3 = фа = Ф. 
Используя формулу 17.5.16, получим 
Ε(89.55Ν 89.5°) = 


1 
aS Eee 19231 


‘IIpumep 14. Вычислить 


1/2 
|, In(tg 89.69822 801°) = 5.24640. 


2 у 
[19 — 2) (16 + 12)3]-1/2 dt c 5D. 
3 | 


По формуле 17.4.51 данный интеграл запишем в виде | 


2 
dt 


\ (16+2) © М а6+в - 


1 


1 
1 \ 
i | =( = = [E(@\®) — Ева) 
0 

где 

| 3 

‚ sina= > ‚ & = 36.86990°, 
| a a: 
sin 9, = ΕἼ V5, φι = 48.18968°, 


5 
3/17 


sin фа = ‚ Qe = 23.84264°. 


420 17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Интерполяцией в табл. 17.6 (по двум переменным) найдем 
значения Е(ф1 \ <) и Е(фз\ о), и тогда искомый интеграл 
будет равен 


το [0.80904 — 0.41192] = 0.00496. 


Формула Симпсона с 3 ординатами дает 


< [0.00504 - 0.01975 + 0.005] = 0.00496. 


Пример 15. Вычислить 


1 
Π|--; 45°\30°] = 
[5 9) 


π|4 


| -1 1 —1/2 
ae ( ( т: ( = ant} 40 с 6D. 
16 4 
Здесь имеет место случай (Г) интеграла третьего рода, так 
как 0 <n < sin? «. Воспользуемся формулой 17.7.3 при 
1 
п = —, ф= 45°, a = 30°, 
16 
= = arcsin (n/sin® «)'/? = 30°, 


= > F(30°\ 30°) / K(30°) = 0.49332 60, 


y= η F(45°\ 30°) | K(30°) = 0.74951 51, 


δι = (16/45), 
а = а() = 0.01797 24. 
Далее, 
1 
II Se 45° 30° = 
a or] 
1, sO +8) , 318 4. 
2 $(v—B) ϑι(β) 
Используя а-ряды 16.27 для 9-функций, найдем 


= ав = 


II ie ; 45°\ 30°) = (16/45)'/? {—0.02995 89 + 


+ (1.86096 21) (0.74951 51)} = 0.813845. 


Для сравнения интерполяцией в табл. 17.9 по четырехточеч- 
ной формуле Лагранжа получим 


П |; : 5\ 20°] = 0.81385. 
16 
Пример 16. Вычислить полный эллиптический ин- 
теграл 
II Fala с 6D. 
16 


По формуле 17.7.6 имеем 


II Grae = K(30°) + (16/45): K(30°) Z(e\30°), 


roe = = arcsin (n/sin? «)'/? = 30°. Используя табл. 17.2 и 


17.7, найдем 
II Fa зо’) = 1.743055. 
16 


Для сравнения интерполяцией в табл. 17.9 по пятиточечной 
формуле Лагранжа получим 


II i 20°} = 1.74302. 
16 
Пример 17. Вычислить 
II & 530°] = 


π|4 


5 ag 1 . 1-13 
= \ (1 — = sin | (1 ее] 90 с 6D. 
8 4 


Здесь имеет место случай (III) интеграла третьего рода, так 
как sin? a < п < 1. Воспользуемся формулами этого pa3- 
дела и формулами 17.7.10 при a =: 5/8, ф = 45°, a = 30°, 


= = arcsin [(1 — n) | cos? «2 = 45°, 


В = — F(45°/60°) | K(30°) = 0.79317 74, 


у = — F(45°\30°)/K(30°) = 0.74951 51, 


п 

2 

т 

PY 
δ; = (40/9)7, 

α(α) = а = 0.01797 24. 


Далее, согласно 17.7.11 
TI 5 45°\30"] = (40/9)' (A — 4μν) = 


= 2.10818 51 {0.55248 32 — 4(0.03854 26) x (0.74951 51)} = 
= 0.921129. 


Для вычисления A и ц применялись формулы 17.7.12 и 
117.13. 


Для сравнения интерполяцией в табл. 17.9 по четырех- 
точечной формуле Лагранжа получим 


Π [5 45730?) = 0.92113. 


Пример 18. Вычислить полный эллиптический ин- 
теграл третьего рода 


Π Ε \ 30°] с 5D. 
8 
По формуле 17.7.14 имеем 


> | anal ΡΝ 40 1 Л, я 
п (5 \з0*) = кво + = [9 (e\ 30°], 


rye = = arcsin [(] — п) | cos? α])!3 = 45°. 


Пользуясь табл. 17.2 и 17.8, получим 


П Ε | 20°} = 2.80099. 


ПРИМЕРЫ | 421 


Для сравнения интерполяцией в табл. 17.9 по шеститочеч- 
ной формуле Лагранжа получим 


I Е \30°) — 280126. 


Причиной расхождения результатов является интерполяция 
в табл. 17.9 по п при ф == 90°. 


Пример 19. Вычислить 
II Е. 4530?) = 
4 
7/4 


1 
‘ak \ ( -- 5 тео) [ — 1 sin” 0} a0 c 5D. 
4 4 


Здесь п = 5/4, ф = 45°, a = 30°, и так как характеристика 
п больше единицы, то используем формулы 17.7.7: 


N = n sin? « = 0.2, 
1 1/2 
Pi = [(п— 1) (1 — м" Sin? о) р = (=| . 
По формуле 17.7.8 имеем 
II [5 45°\ 30°] = —1П(0.2; 45°\ 30°) + F(45°\30°) + 


! (7/8) + (1/5) 
--- ἴα πα pe A, ot les 
ы ( $} "вле — (5 


Π [5 4530) — — 0.83612 + 0.80437 + 


+1 Бы 3533 _ 1.13214 
2 \/35 — γδ 


(использованы табл. 17.9 и 17.5). 


Численное интегрирование дает тот же результат. 
Пример 20. Вычислить 


Π | aoe 45°\30"] Ги 
4 
п/4 


1 —1 1 —1/2 
= \ [1 + {sito} [1 — 3 sis) 49 с 5D. 


0 


Tak как здесь характеристика является отрицательной, 
то используем формулы 17.7.15 при п = — 1/4, sin? « = 1/4, 
N = (1 — n)“" (sin? « — п) = 0.4, 
ра = [—n(1 — n)- (sin? & — п) = 0.1. 


Следовательно, по формуле 17.7.16 запишем 


(5/2)'? 11 | Ε τ 45°\30"] Е 
2 
— (9/40) 11 | 5; 45°\30"] + 


-- > (5/2)'/? F(45°\ 30°) + arctg (35)-1/? 
Используя табл. 4.14, 17.5 и 17.9, окончательно получим 


Π | oe τ 15\30"] = 0.76987. 


422 17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица : 17.1. Полные ‘эллиптические интегралы первого и второго 
рода и параметр Якоби 4 как функции параметра т 


я 
К(т)= [2 (l—m sin” 6) 70 K’'(m)= K (my). 


1 
E(m)={? (1-т sin? 6) Е’т)=Ебт) 
9(т)=ехр [-*К'(т) /К (т)] 91(т)=9 (т) 

. Τι Κ (πι) K’(m) q(m) mt 
0. 00 1.57079 63267 94897 со 0.00000 00000 00000 1. 00. 
0. ОТ 1.57474 55615 17356 3. 69563 73629 89875 0.00062 81456 60383 0.99 
0. 02 1.57873 99120 07773 3. 35414 14456 99160 0. 00126 26665 23204 0.98 
0.03 1.58278 03424 06373 3.15587 49478 91841 0.00190 36912 69025 0.97 
0. 04 1. 58686 78474 54166 — 3.01611 24924 77648 0. 00255 13525 13689 0. 96 
0. 05 1.59100 34537 90792 2.90833 72484 44552 0.00320 57869 70686 0.95 
0. 06 1. 59518 82213 21610 2.82075 24967 55872 0.00386 71356 22010 0.94 
0. 07 1.59942 32446 58510 2.74707 30040 24667 0. 00453 55438 98018 0. 93 
0. 08 1. 60370 96546 39253 2. 68355 14063 15229 0. 00521 11618 66885 0. 92 

0. 09 1. 60804 86199 30513 2.62777 33320 84344. . 0.00589 41444 34269. 0.91 
0.10 1. 61244 13487 20219 2.57809 21133 48173 0. 00658 46515 53858 0. 90 
0. 11 _1. 61688 90905 05203 2.53333 45460 02200 0. 00728 28484 49518 0. 89 
0. 12 1.62139 31379 80658 2.49263 53232 39716 0.00798 89058 49815 0. 88 
0. 13 1. 62595 48290 38433 2.45533 80283 21380 0.00870 30002 35762 0. 87 
0.14 1. 63057 55488 81754 2.42093 29603 44303 0. 00942 53141 02678 0. 86 
0. 15 1. 63525 67322 64580 2.38901 64863 25580. 0. 01015 60362 37153 0. 85 
0.16 1. 63999 98658 64511 2. 35926 35547 45007 0. 01089 53620 10173 0. 84 
0.17 1. 64480 64907 98881 2.33140 85677 50251 0. 01164 34936 87540 0. 83 
0. 18. 1. 64967 82052 94514 2.30523 17368 77189 0.01240 06407 58856 0.82 
O39 1.65461 66675 22527 2.28054 91384 22770 0.01316 70202 86392 0. 81 
0. 20 1. 65962 35986 10528 2.25720 53268 20854 0. 01394 28572 75318 0. 80 
0. 21 1. 66470 07858 45692 2.23506 77552 60349 —›0.01472 83850 66891 0.79 
0. 22 1.66985 00860 83368 2.21402 24978 46332 0. 01552 38457 56320 0. 78 
0. 23 1. 67507 34293 77219 2.19397 09253 19189 0. 01632 94906 37206 0. 77 
0. 24 1. 68037 28228 48361 2.17482 70902 46414 0. 01714 55806 74605 0. 76 
0. 25 1.68575 03548 12596 . 2.15651 56474 99643 0. 01797 23870 08967 0. 75 
0. 26 1. 69120 81991 86631 2.13897 01837 52114 0. 01881 01914 93399 0. 74 
0. 27 1. 69674 86201 96168 2.12213 18631 57396 0. 01965 92872 66940 0. 73 
0. 28 1.70237 39774 10990 2.10594 83200 52758 0.02051 99793 66788 0. 72 
0. 29 1.70808 67311 34606 2.09037 27465 52360 0. 02139 25853 82708 0, 71 
0. 30 1. 71388 94481 78791 2.07536 31352 92469 0. 02227 74361 57154 0. 70 
0. 31 1. 71978 48080 56405 2.06088 16467 30131 0. 02317 48765 35013 0. 69 
0..32 1. 72577 56096 29320 2.04689 40772 10577 0. 02408 52661 67250 0. 68 
0. 33 1. 73186 47782 52098 2. 03336 94091 52233 0.02500 89803 73177 0. 67 
0. 34 1. 73805 53734 56358 2.02027 94286 03592 0. 02594 64110 66576 0. 66 
0. 35 1.74435 05972 25613 2.00759 83984 24376 0. 02689 79677 51443 0. 65 
0. 36 1.75075 38029 15753 1.99530 27776 64729 | 0.02786 40785 93729 0. 64 
0. 37 1. 75726 85048 82456 1.98337 09795 27821 0. 02884 51915 76181 0. 63 
0. 38 1. 76389 83888 83731 1.97178 31617 25656 0. 02984 17757 44138 0. 62 
0,29 1.77064 73233 33534 1.96052 10441 65830 0, 03085 43225 51033 0. 61 
0. 40 1.77751 93714 91253 1.94956 77498 06026 0. 03188 33473 13363 0. 60 
0. 41 1. 78451 88046 81873 1.93890 76652 34220 0. 03292 93907 86003 0. 59 
0. 42 1. 79165 01166 52966 1.92852 63181 14418 - 0.03399 30208 70043 0. 58 
0. 43 1. 79891 80391 87685 1.91841 02691 09912 0. 03507 48344 66773 0. 57 
0. 44 1.80632 75591 07699 1.90854 70162 81211 0. 03617 54594 93133 0. 56 
0. 45 1.81388 39368 16983 1.89892 49102 71554 0.03729 55570 75822 0. 55 
0. 46 1. 82159 27265 56821 1.88953 50788 53096 0. 03843 58239 43468 0. 54 
0. 47 1.82945 97985 64730 1.88036 13596 22178 0. 03959 69950 38753 0. 53 
0. 48 1. 83749 13633 55796 1.87140 02398 11034 0. 04077 98463 75263 0. 52 
0. 49 1.84569 39963 Τ4724. 1.86264 08023 32739 0. 04198 51981 67183 0. 51 
0. 50 1. 85407 46773 01372 1.85407 46773 01372 0. 04321 39182 63772 0. 50 

m\ K'(m) K(m) qi(m) m 


0] [0] 


См. примеры 3 — 4. 
Значения Е(т) и Е’(т) взяты из [17.13]. 


Таблица 17,1. Полные эллиптические интегралы первого и второго рода и параметр 
Якоби 4 как функции параметра т 


3 


5555 
e e e 


oooo°o oooceo © © 


9 
Ἐν Εν Εν δ» Ρο к ξο Εν ἕν Www Ww 
κ Ww WwWWwW ww PON AD AO PO MMA PO POD = st [ыы = ee - Όοσοοσοοο оооо 


ON SYNKO OONTW SPWNRO -οοὐ-σο ФНО Фо SBWNHKO ФЗЭЗСЛ ЬОоЮвРО 


0. 50 


3 


ПОЛНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ КАК ФУНКЦИИ ПАРАМЕТРА 


1. 00000 
0. 26219 
0. 22793 
0. 20687 
0. 19149 


0. 17931 
0.16920 
0. 16055 
0. 15298 
0. 14624 


0. 14017 
0. 13464 
0. 12957 
0. 12488 
0. 12051 


0. 11643 
0. 11261 
0. 10900 
0. 10558 
0. 10235 


0. 09927 
0. 09633 
0. 09353 
0. 09084 
0. 08827 


0. 08579 
0. 08341 
0. 08111 
0. 07890 
0. 07676 


0. 07468 
0. 07268 
0. 07974 
0. 06885 
0. 06702 


0. 06524 
0. 06351 
0. 06182 
0, 06018 
0. 05858 


0. 05702 
0. 05549 
0. 05400 
0. 05255 
0. 05113 


0. 04974 
0. 04838 
0. 04704 
0. 04574 
0. 04446 


0. 04321 


91 (т) 


00000 
62679 
45740 
98108 
63082 


60069 
75311 
42010 
14810 
42694 


31269 
58847 
14695 
01223 
71957 


90607 
03164 
18330 
93457 
24235 


36973 
82749 
32888 
75434 
12359 


57337 
33938 
74173 
17281 
08740 


99435 
44965 
05053 
43052 
25515 


21836 
03934 
45979 
24161 
16483 


02578 
63553 
81850 
41123 
26127 


22621 
17284 
97634 
51959 
69259 


29182 
9(т) 


ы ΜΝ 
Κίπ)- {2 (1-т sin? 8) “de 
п 1 


E(m)=f? (1 —т sin? РТ, 
9(т)=ехр [--. Κ΄(πι)/ Κ(πὶ}} 
Е(т) 


00000 
17709 
67492 
47842 
09940 


55723 
46133 
7301:1 
09741 
73236 


54262 
92091 
20553 
52049 
28729 


17472 
23363 
23834 
98477 
13544 


38825 
65990 
80648 
60707 
87862 


02195 
83117 
41165 
26084 
04317 


37179 
37110 
87511 
47167 
69108 


78738 
00746 
15898 
79938 
56838 


14610 
09081 
43499 
42653 
21764 


64574 


53289 
16424 
80149 
25028 


63772 


1. 57079 
1. 56686 
1. 56291 
1. 55894 
1.55496 


1.55097 
1. 54696 
1. 54293 
1. 53889 
1. 53483 


1. 53075 
1.52666 
1.52255 
1.51842 
1. 51428 


1. 51012 
1. 50594 
1. 50174 
1. 49752 
1. 49329 


1.48903 
1.48476 
1. 48046 
1.47615 
1. 47181 


1. 46746 
1.46208 
1.45868 
1. 45426 
1. 44982 


1. 44536 
1.44087 
1.43636 


1.43183: 


1. 42727 


1.42269 
1. 41808 
1.41345 
1. 40879 
1.40410 


1. 39939 
1.39465 
1. 38988 
1.38508 
1. 38025 


1. 37540 
1. 37051 
1. 36559 
1. 36064 
1. 35566 


1. 35064 


6327 
1942 


Ε΄ (πι) 


wa 


6 


K'(m)= К (ту) 


Е’(т)=Е(т) 
qi(m)=q(m)) 


Е’ (т) 


1. 00000 
1. 01599 
1. 02859 
1. 03994 
1. 05050 


1. 06047 


1. 06998. 


1. 07912 
1. 08793 
1. 09647 


1.10477 
1.11285 
1.12074 
1312845 
1.13599 


1.14339 
1.15065 
1.15778 
1.16479 


1.17169 


1.17848 
1.18518 
1.19178 
1.19829 
1.20471 


1.21105 
1. 41134 
1.22351 
1. 22963 
1.22568 


1.24167 
1.24759 
1.25345 
1.25926 
1.26501 


1.27070 
1.27634 
1.28194 
1.28748 
1, 29297 


1. 29842 
1, 30383 
1. 30919 
1.31451 
1. 31978 


1. 32502 
1. 323022 
1.23538 
1. 34050 
1. 34559 


1. 35064 


0000 


3546 


4520 
6861 
2227 


3728 
6130 
1407 
7503 
7517 


4733 
5607 
1661 
0735 
7843 


5792 
5629 
6979 


8293 


7053 


9924 
2883 
1311 
0087 
3641 


6028 
0955 
1839 
1828 
3836 


0567 
4538 
8093 
3421 
2576 


7480 
9943 
1668 
4262 
9239 


8034 
2008 
2448 
0576 
7557 


4498 
2453 
2430 
5388 
2245 


3881 


Е(т) 


0. 95 


О 9 e 
ο «ο-ο-ο-ο 


e 


e e e es 
WANA Un UT ut & σ-σ-σ-σ:.σ-: сс - ΗΠ “----οο CoOonanwmanm ama 


ay 


423 


424 


17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица 17.2. Полные эллиптические ‘интегралы первого и второго рода 
параметр Якоби 4 как фуйкцин модулярного угла a 


9 
0 $. 57079 
1 1. 57091 
2 тет 
3 1. 57187 
4 1.5 
5 1. 57379 
6 1.57511 
7 1.57667 
8 1. 57848 
9 1. 58054 
10 1. 58284 
11 1.58539 
12 1. 58819 
13 1. 59125 
14 1. 59456 
15 1. 59814 
16 1. 60197 
17 1.60508 
18 1. 61045 
13 1.61510 
20 1. 62002 
2} 1. 62523 
22 1. 63012 
23 1. 63651 
24 1. 64260 
25 1. 64899 
26 1.65569 
27 1. 66271 
28 1. 67005 
29 1.67773 
30 1.58575 
31 1. 69411 
32 1. 70283 
33 1. 71192 
34 1. 72139 
35 1. 73124 
56 1. 74149 
37 1. 75216 
38 1. 76325 
39 1. 77478 
40 1. 78676 
41 1. 79922 
42 1. 81215 
43 1. 82560 
44 1, 82956 
45 1, 85407 
90°—о 


| 


x wt 
K (α)-- {2 (1-sin? asin?) “de Λ'(α]--Κ(θ0᾽-α) 
т 1 


E(a)={? (1-sin? « sin? ο) (ο 


g(a)=exp [-7K''(«) /K (@)] 
К’) 


К (a) 

63267 94897 
59581 27243 
49523 72225 
36105 14009 
24349 95227 


21309 24768 
36077 77251 
79815 92838 
65776 88648 
09338 95721 


28043 38351 
41637 75538 
72125 27520 
43820 13687 
83409 31825 


20021 12540 
85300 86952 
13494 10364 
41537 89663 
09160 67722 


58991 24204 
36677 58843 
91016 30788 
74093 35819 
41437 12491 


52184 78530 
69263 10344 
59584 91370 
94262 69580 
48840 80745 


03548 12596 
43573 05914 
59363 12341 
46951 55678 
08313 74249 


51756 57058 
92344 26774 
52364 68845 
61840 59342 
59091 05608 


91348 85021 
15440 49811 
98536 62126 
18981 35889 
67210 93652 


46773 01372 
-^-(а) 


PY 


Взято из [17.17]. 


5. 43490 
4. 74271 
4, 33865 
4. 05275 


3. 83174 
3. 65185 
3. 50042 
3. 36986 
3.252530: 


3. 15338 
3. 06172 
2. 97856 
2. 90256 
2. 83267 


2. 76806 
2. 70806 
2. 65213 
2. 53481 
2. 55073 


2. 50455 
2. 46099 
2. 41984 
2. 38087 
2. 34390 


2. 30878 
2. 27537 
2.24354 
2. 21319 
2. 18421 


2. 15651 
2. 13002 
2. 10465 
2. 08035 
2. 05706 


2. 03471 
2. 01326 
1. 99266 
1.97288 
1. 95386 


1. 93558 
1. ΡΨ 
1.90108 
1.88480 
1. 86914 


1.85407 


98296 
72652 
39759 
81695 


19997 
59694 
24991 
80266 
29421 


52518 
86120 
89511 
49406 
25829 


31453 
76145 
80046 
97300 
14496 


00790 
94583 
16537 
01906 
47244 


67981 
64296 
93416 
46949 
32169 


56474 
14283 
76534 
80656 
23227 


53121 
65652 
97557 
22662 
48092 


10960 
75464 
30334 
86573 
75460 


46773 
К (а) 


25564 
78886 
99725 
49437 


84146 
78752 
71838 
68445 
43555 


87839 
38789 
81384 
70127 
18100 


68768 
90486 
30204 
61099 
27254 


01634 
04126 
39137 
04429 
46913 


67196 
11676 
98626 
79374 
49248 


99643 
99325 
91159 
91578 
97365 


85791 
05468 
34209 
74650 
51663 


04722 
36423 
63664 
80404 
26462 


01372 


0. 00000 
0. 00001: 
0. 00007 
0. 00017 
0. 00030 


0. 00047 
0. 00068. 
0. 00093 
0. 00122 
0. 00154 


0. 00191 
0. 00231 
0. 00276 
0. 00324 
0. 00376 


0. 00433 
0. 00493 
0. 00558 
0. 00627 
0. 00700 


0. 00777: 
0. 00859 
0. 00944 
0. 01035 
0. 01130 


0. 01229 
0. 01333 
0. 01442 
0. 01555 
0. 01673 


0. 01797 
0. 01925 
0. 02059 
0. 02197 
0. 02341 


0. 02491 
0. 02646 
0. 02807 
0. 02974 
2. 02147 


0. 03326 
0. 0251} 
0. 03704 
0. 03902 
0. 04108 


0. 04321 


-' (a) = Е (90°—а) 
q1 (а) =9(90°—а) 


q(«) 

00000 
90395 
61698 
14256 
48651 


65699 


66451 
52197 
24470 
85045 


35945 
79450 
18093 
54674 
92262 


34205 
84132 
45970 
23946 
22602 


46804 
01752 
9739 
26461 
08432 


45605 
45085 
14412 
61584 
95077 


23870 
57475 
05967 
80013 
90910 


50625 
71830 
67957 
53239 
42771 


52566 


99625 
02001 
78889 
50703 


39182 
Чи (а) 


00000 
55387 
24680 
42257 
48814 


16867 
27305 
97816 
64294 
16579 


90170 
15821 
29252 
43525 
86978 


09983 
64213 
58517 
95994 
97383 


16442 
53626 
75082 
44729 
78049 


27181 
07947 
80638 
97708 
33023 


08967 
39635 
10437 
16901 
88188 


23981 
76961 
11213 
19583 
20286 


95577 
22096 
87133 
26607 
79885 


63772 


Γ΄ 


ПОЛНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ КАК ФУНКЦИИ МОДУЛЯРНОГО УГЛА 


Таблица 17.2. Полные эллиптические ивтегралы первого и второго рода и параметр Якоби gq 


5 


Ό 


о 


οςο-σ:.ο AWNH 


4, (2) 


1.00000 00000 
0. 40330 93063 
0. 35316 56482 
0. 32040 03371 
0. 29548 83855 


0. 27517 98048 
0.25794 01957 
0.24291 29743 
0. 22956 71598 
0. 21754 39496 


0.20660 97552 
0.19656 76611 
0.18728 51836 
0. 17865 56628 
0.17059 45383 


0.16303 35348 
0. 15591 66592 
0.14919 73690 
0. 14283 65198 
0.13680 08474 


0. 13106 18244 
0.12559 47852 
0. 12037 82455 
0.11539 33684 
0.11062 ,35386 


0.10605 40201 
0.10167 16783 
0.09746 4/524 
0.09342 26672 
0.08953 58769 


0.08579 57337 
0.08219 43773 
0.07872 46415 
0.07537 99738 
0.07215 43668 


0.06904 22996 
0.06603 86859 
0. 06313 88302 
0. 06033 83890 
0.05763 33361 


0.05501 99336 
0.05249 47051 
0.05005 44121 
0.04769 60340 
0.04541 67490 


0.94321 39182 
y(a) 


К (а) = в (1-31? а sin” 6) 


2 


«(8 


`Е(а)= τ (1—sin’ a sin? ΟΙ, 
ᾳ(α) =ехр [-τΑ΄(α)/ Α΄ (α)] 


00000 
38378 
96037 
24866 
58691 


73563 
66337 
06665 


81194. 


99726 


00965 
43642 
10217 
04653 
49477 


21581 
65792 
67429 
36280 
28619 


99858 
09819 
07894 
49987 
78854 


85996 
93444 
70352 
88483 
52553 


02195 
66408 
92073 
58803 
20737 


09032 
10861 
96461 
33716 


79494 


98829 
04844 
29953 
17056 
83529 


63772 


1, 57079 
1.57067 
1. 57031 
1. DOD FZ 
1. 56888 


1.56780 
1. 56649 
1. 56494 
1. 56316 
1. 56114 


1. 55888 
1.225329 
1. 55368 
1. 55073 
1.54755 


1. 54415 
1. 54052 
1.53666 
1. 53259 
1.52830 


1. 52319 
1. 51907 
1.51414 
1. 50900 
1.50366 


1.49811 
1. 49236 
1. 48642 
1.48029 
1.47396 


1. 46746 
1. 46077 
1.45390 
1. 44686 
1.43966 


1, 43229 
1.42476 
1. 41707 
1.40923 
1, 40125 


1. 39314 
1. 38488 


As 27650 


1. 36799 
Bs, 35997 


1.35064 


Е(а) 


63267 
67091 
79198 
01504 
37196 


90739 
67877 
75629 
22295 
17453 


‚71966 
97977 
08919 
19509 
45758 


04969 
15741 
97975 
72877 
62960 


92052 
85300 
69174 
71479 
1352 


49284 
87111 
68037 
26638 
98872 


22093 
35062 
77960 
92406 
21471 


09693 
03101 
49233 
97160 
97507 


02485 
65913 
43257 
91658 
69972 


38810 
Г (α) 


94897 
27960 
97448 
23979 
07763 


77622 


60132: 


69419 
18261 
51334 


01596 
70947 
36509 
84013 
69993 


14673 
27631 
68556 
45636 
54359 


59774 
25531 
93342 
16775 
15 


22116 
24151 
44253 
27039 
41625 


39427 
217 
65210 
95183 
15459 


06756 
24890 
71952 
46096 
85523 


23812 
75413 
72082 
73159 
75008 


47676 


[νη 


a ee a γρ н- 


как функции модулярного угла α 


1.00000 
1. 00075 
1. 00258 
1. 00525 
1. 00864 


1.01266 
1. 01723 
1. 08233 
1. 02784 
1. 03378 


. 04011 
. 04678 
„09312 
. 06105 
. 06860 


ИТ 


. 07640 
. 08442 
. 09265 
. 10106 
. 10964 


. 11837 
. 12724 
. 13624 
. 14534 
. 15454 


. 16382 
‚ УРЫ 
1.18258 
1.19204 
1.20153 


1.21105 
1.22058 
1.23012 
1. 23966 
1, 24918 


1, 25867 
1. 26814 
Rett ioe 
1.28695 
1.29627 


1. 30553 
1. 31472 
1. 22384 
1. 33286 
1. 34180 


1, 35064 


K’'(a) = K (90°—в) 


3" (a)~ F(90°—«) 
1 (2)= 4 (90° —2) 


Е’ (a) 


00000 
15777 
40855 
85872 
79569 


35062 
69183 
25881 
36197 
94623 


43957 
64993 
69204 
93337 
99329 


51130 
52193 
03455 
21687 
34135 


77379 
96377 
43646 
78566 
66775 


79644 
93826 
90849 
56765 
81841 


60275 
89957 
72241 
11752 
16206 


96247 
65310 
39482 
37387 
80079 


90942 
95602 
21844 
99541 
60581 


38810 
(а) 


00000 
01834 
27552 
09152 
07096 


34396. 


41019 
67584 
40833 
90754 


06010 
44049 
07046 
53857 
78401 


76403 
72543 
37715 
57941 
42761 


69864 
57702 
84239 
80849 
24465 


кк 


83722 
45384 
79886 
12662 


68459 
54247 
85949 
88672 
07472 


79997 
65206 
50391 
83001 
94134 


97794 
64623 
81263 
17179 
29911 


47676 


425 


426 | 17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 
Таблица 17.3. Параметр т как функция K’(m) / K(m) 


К’ К” р + 
K m K m K т 
0. 30 0. 99954 69976 1.20 0. 20866 25998 2.10 0. 02158 74007 
0. 32 0. 99912 85258 Lee 0. 29292 52811 2.12 0.02028 61803 
0. 34 0:99844 79307 1,24 0.27782 39170 2.14 0.01906 26278 
0. 36 0.99740 80762 в... 0. 26335 17107 2.16 0. 01791 21974 
0. 38 0. 99590 01861 1.28 0. 24949 94512 2. 18 0. 01683 05990 
0. 40 0. 99380 79974 1.30 0. 23625 58558 2.20 0. 01581 37845 
0. 42 0. 99101 23521 1. 32 0. 22360 78874 2.22 0.01485 79356 
0. 44 0. 98739 58502 1. 34 0. 21154 10467 2.24 0. 01395 94517 
0. 46 0. 98284 72586 }. 36 0. 20003 96393 2. 26 0.03311 49385 
0. 48 0. 97726 54540 1.28 0. 18908 70181 2. 28 0. 01232 11967 
0. 50 0. 97056 27485 1.40 0. 17865 58032 2. 30 0. 01157 52117 
0. 52 0. 96266 75125 1.42 0. 16875 80773 2. 32 0. 01087 41433 
0. 54 0. 95352 60602 1.44 0. 15934 55693 2.34 0. 01021 53165 
0. 56 0. 94310 38029 1.46 0. 15040 9763 2. 36 0. 00959 62118 
0..58 0. 93138 57063 1. 48 0. 14193 21249 2. 38 0. 00901 44574 
0. 60 0.91837 61134 1. ou 0. 13389 41273 2. 40 0, 00846 78199 
0. 62 0. 90409 80105 1, 52 0.12627 73987 2. 42 0.00795 41974 
0. 64 0. 88859 18214 1. 54 0. 11906 38004 2. 44 0. 00747 167 
0. 66 0. 87191 38254 1.56 0. 11223 54993 2. 46 0. 00701 82011 
0. 68 0. 85413 42916 1.58 0. 10577 50300 2. 48 0. 00659 22140 
0. 70 0.83533 54217 1. 60 0. 09966 53447 2.50 0. 00619 20026 
0. 72 0. 81560 91841 1. 62 0. 09388 98538 2.52 0. 00581 60167 
0. 74 0. 79505 51193 1. 64 0. 08843 24583 2.54 9. 00546 27984 
0. 76 0. 77377 81814 1. 66 0. 08327 75739 2.56 0. 00513 09763 
0.78 0. 75188 6671) 1. 68 0. 07841 01486 2. 58 0. 00481 92610 
0. 80 0. 72949 03078 1.70 0. 07281 56747 2. 60 0. 00452 64398 
0. 82 0. 70669 84707 1. 72 0. 06948 01950 2. 62 0. 00425 13725 
0. 84 0. 68361 86358 1. 74 0. 66539 03054 2. 64 0. 00399 29873 
0. 86 0. 66035 50204 1. 76 0. 06153 31533 2. 66 0. 00375 02764 
0. 88 0. 63700 74395 1. 78 0. 05789 64327 2. 68 0. 00352 22924 
0. 90 0. 61367 03720 1.80 0. 05446 83767 2.70 0. 00330 81448 
0. 92 0. 59043 22404 1. 82 0. 05123 77481 ° Ὁ, 12 0. 00310 69966 
(0.94 0.56737 48621 1. 84 0.04819 38272 2.74 0.00291 80610 
0. 96 0. 54457 .30994 1.86 0. 04532 63995 2. 76 0. 90274 05988 
0. 98 0. 52209 46531 1.88 0. 04262 57408 2, 78 0. 00257 39151 
3. 00 0. 50000 00000 1.90 9. 04008 26022 2.80 0. 00241 73568 
1. 92 0. 47834 24497 Le Ve 0.03768 81947 2. 82 0. 00227 03103 
1. 04 0. 45716 83054 1.94 0. 03543 41720 2.84. 0.00213 21990 
1.06 0. 43651 71048 1. 96 0. 03331 26147 2. 86 0. 00200 24811 
1. 08 0. 41642 19278 1.98 0. 03131 60124 2. 88 0. 00188 06475 
2.10 0. 39690 97552 2. 00 0. 02943 72515 2. 90 0. 00176 62198 
1. 12 0. 37800 18621 2. 02 0. 02766 95892 ἕν ΚΕ 0, 00165 87487 
1.14 0, 35971 42366 2.04 0. 02600 66464 2.94 0. 00155 78119 
1.16 0. 34205 80100 2.06 0. 02444 23873 2.96 0. 00146 30127 
1.18 0. 32503 98919 2. 08 0. 02297 11038 2. 98 0. 00137 39785 
1.20 0. 30866 25998 2.10 0. 02158 74007 3. 00 0. 00129 03591 


i О ΠῚ 


Для К’/К > 3.0 и K’/K < 0.3 см. пример 6. 


Таблица 17.4. Вспомогательные функции для вычисления параметра Якоби 4 и параметра т 


41 (т) 


Q(m)= L(m) =— K(m) ah In — 


т 
т) Q(m) L(m) m, © (т) L(m) 
0. 00 0.06250 000Q0 00000 0.00000 00000 0.08 0.06513 95233 36060 0. 02111 58281 
0. 01 0. 06281 45660 38302 0. 00251 65276 0. 09 0. 06549 04937.14101 0. 02392 34345 
0. 0. 06313 33261 60188 0. 00506 `66040 — 0.10 0. 06584 65155 38584 0. 02677 14110 


2 
3 0.06345 63756 34180 0.90765 09870 `` 0.11 0.06620 77131 77434 0. 02966 07472 
4 0. 06378 38128 42217 0. 01027 04595 0.1 0.06657 42154 15123 0. 03259 24678 
é 
7 


0.06411 57394 13714 0.01292 58301. .0.13 0.06694 61556 59704 0.03556 76342 
0.06445 22603 66828 0. 01561 79344 0.14 0.06732 36721 61983 0. 03858 73466 
0.06479 34842 57396. 0. 01834 76260: 0.15 0.06770 69082 47689 0. 04165 27452 


№. ы | [>] a χω [6] 


См. примеры 3, 5 и 6. 


gSoscoo 
οΟοοσοοοο 


my OF 5° 10° 15° 20° 25° 30° 

0° 0 0. 08726 646 0.17453 293 0.26179 939 0.34906 585 0.43633 231 0.52359 878 

2 0 0. 08726 660 0.17453 400 0.26180 298 0.34907 428 0.43634 855 0.52362 636 

4 0 0. 08726 700 0.17453 721 0.26181 374 0.34909 952 0.43639 719 0.52370 903 

6 0 0. 08726 767 0.17454 255 0.26183 163 0.34914 148 0.43647 806 0.52384 653 

8 0 0. 08726 860 0.17454 999 0.26185 656 0.34919 998 0.43659 086 0.52403 829 
10 0. 0. 08726 980 0.17455 949. 0.26188 842 0.34927 479 0.43673 518 0.52428 402 
12 0 0. 08727 124 0.17457 102 0.26192 707 0.34936 558 0.43691 046 0.52458 259 
14 0 0. 08727 294 0.17458 451 0.26197 234 0.34947 200 0.43711 606 0.52493 314 
16 0 0. 08727 487 0.17459 991 0.26202 402 0.34959 358 0.43735 119 0.52533 449 
18 0 0. 08727 703 0.17461 714 0.26208 189 0.34972 983 0.43761 496 0.52578 529 
20 0 0. 08727 940 0.17463 611 0.26214 568 0.34988 016 0.43790 635 0.52628 399 
22 0 0. 08728 199 0.17465 675 0.26221 511 0.35004 395 0.43822 422 0.52682 887 
24 0 0. 08728 477 0.17467 895 0.26228 985 0.35022 048 0.43856 733 0.52741 799 
26 0 0. 08728 773 0.17470 261 0.26236 958 0.35040 901 0.43893 430 0.52804 924 
28 0 0. 08729 086 0.17472 762 0.26245 392 0.35060 870 0.43932 365 0.52872 029. 
30 0 0. 08729 413 0.17475 386 0.26254 249 0.35081 868 0.43973 377 0.52942 863 
32 0 0.08729 755 0.17478 119 0.26263 487 0.35103 803 0.44016 296 0.53017 153 
34 0 0. 08730 108 0.17480 950 0.26273 064 0.35126 576 0.44060 939 0.53094 608 
36 0 0.08730 472 0.17483 864 0.26282 934 0.35150 683 0.44107 115 0.53174 916 
38 0 0. 08730 844 0.17486 848 0.26293 052 0.35174 218 0.44154 622 0.53257 745 
40 0 0. 08731 222 0.17489 887 0.26303 369 0.35198 869 0.44203 247 0.53342 745 
42 0 0.08731 606 0.17492 967 0.26313 836 0.35223 920 0.44252 769 0.53429 546 
44 0 0. 08731 992 0.17496 073 0.26324 404 0.35249 254 0.44302 960 0.53517 761 
46 0 0. 08732 379 0.17499 189 0.26335 019 0.35274 748 0.44353 584 0.53606 986 
48 0 0. 08732 765 0.17502 300 0.26345 633 0.35300 280 0.44404 397 0.53696 798 
50 0 0. 08733 149 0.17505 392 0.26356 191 0.35325 724 0.44455 151 0.53786 765 
52 0 0. 08733 528 0.17508 448 0.26366 643 0.35350 955 0.44505 593 0.53876 438 
54 0 0. 08733 901 0.17511 455 0.26376 936 0.35375 845 0.44555 469 0.53965 358 
56 0 0. 08734 265 0.17514 397 0.26387 020 0.35400 269 0.44604 519 0.54053 059 
58 0 0. 08734 620 0.17517 260 0.26396 842 0.35424 101 0.44652 487 0.54139 069 
60 0 0. 08734 962 0.17520 029 0.26406 355 0.35447 217 0.44699 117 0.54222 911 
62 0 0. 08735 291 0.17522 690 0.26415 509 0.35469 497 0.44744 153 0.54304 111 
64 0 0. 08735 605 0.17525 232 0.26424 258 0.35490 823 0.44787 348 0.54382 197 
66 0 0. 08735 902 0.17527 640 0.26432 556 0.35511 081 0.44828 459 0.54456 704 
68 0 0. 08736 182 0.17529 903 0.26440 362 0.35530 160 9.44867 252 0.54527. 182 
70 0 0. 08736 442 0.17532 010 0.26447 634 0.35547 959 0.44903 502 0.54593 192 
72 0 0. 08736 681 0.17533 949 0.26454 334 0.35564 377 0.44936 997 0.54654 316 
74 0 0. 08736 898 0.17535 712 0.26460 428 0.25579 326 0.44967 538 0.54710 162 
76 0 0. 08737 092 0.17537 289 0.26465 883 0.35592 721 0.44994 944 0.54760 364 
78 0 0. 08737 262 0.17538 672 0.26470 671 0.35604 488 0.45019 046 0.54804 587 
80 0 0. 08737 408 0.17539 854 0.26474 766 0.35614 560 0.45039 699 0.54842 535` 
82 0 0. 08737 528 0.17540 830. 0.26478 147 0.35622 881 0.45056 775 0.54873 947 
84 0 0. 08737 622 0.17541 594 0.26480 795 0.35629 402 0.45070 168 0.54898 608 
86 0. 0. 08737 689 0.17542 143 0.26482 697 0.35634 086 0.45079 795 0.54916 348 
88 0 0. 08737 730 0.17542 473 0.26483 842 0.35636 908 0.45085 596 0.54927 042 
90 0 0. 08737 744 0.17542 583 0.26484 225 0.35637 851 0.45087 533 0.54930 614 

| ee (-1] [ten | ΠΕΡῚ & (-6)9 
3 4 4 5 5 5 

5 0 0. 08726 730 0.17453 962 0.26182 180 0.34911 842 0.43643 361 0.52377 095 
15 0 0. 08727 387 0.17459 198 0.26199 739 0.34953 092 0.43722 998 0.52512 754 
25 0 0. 08728 623 0.17469 061 0.26232 912 0.35031 330 0.43874 792 0.52772 849 
35 0 0. 08730 289 0.17482 397 0.26277 965 0.35138 244 0.44083 848 0.53134 425 
45 0 0. 08732 185 0.17497 630 0.26329 709 0.35261 989 0.44328 233 0.53562 273 
55 0 0. 08734 084 0.17512 935 0.26382 007 0.35388 123 0.44580 113 0.54009 391 
65 0 0. 08735 756 0.17526 454 0.26428 466 0.35501 092 0.44808 179 0.54419 926 
75 a 0. 08736 998 0.17536 525 0.26463 238 0.35586 223 0.44981 645 0:54735 991 
85 0 0,08737 6:9 0.17541 895 0.26481 840 0.35631 976 0.45075 457 0.54908 352 
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Р(у\а) = [* (1-sin? «sin? a)” da 


Таблица 17.5. Эллиптический интеграл первого рода Ε(ΦᾺ α) 
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Эту таблицу можно использовать для получения обратных функций ф = ам и, где и = Е(ф\ о), 
а также эллиптических функций Якоби, например, зп и = sin ф, сп и == с0$ 9, дпи= (1— 5112 α sin? ф)И?. 
См. примеры 7 —11. Взято из [17.16]; найденные ошибки исправлены. 
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17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица 17.5. Эллиптический интеграл первого рода F(p\«) 


35° 
0. 61086 
0. 61090 
0. 61103 
0. 61125 
0. 61155 


0. 61193 
0. 61239 
0. 61294 
0. 61357 
0. 61428 


0. 61506 
0. 61592 
0. 61684 
0. 61784 
0. 61890 


0. 62003 
0. 62121 
0. 62244 
0. 62373 
0. 62505 


0. 62642 
0. 62782 
0. 62925 
0. 63070 
0. 63216 


0. 63363 
0. 62511 
0. 63657 
0. 63802 
0. 63945 


0. 64084 
0. 64220 
0. 64351 
0. 64476 


0. 64595 


0. 64707 
0. 64811 
0. 64906 
0. 64991 
0. 65067 


0. 65132 
0. 65186 
0. 65228 
0. 65259 
0. 65277 


0. 65283 


524 
819 
691 
108 
010 


318 
927 
707 
504 
140 


406 
071 
871 
515 
682 


018 
138 
622 
019 
840 


563 
630 
446 
385 
783 


947 
150 
639 
636 
343 


944 
613 
521 
839 


751 


458 
189 
209 
829 
415 


394 
270 
622 
116 
510 


658 


ΜΝ 


9 


0. 61113 
0. 61325 
0. 61733 
0. 62308 
0. 62997 
0. 63730 
0. 64414 
0. 64950 
0. 65245 


335 
114 
857 
236 
691 
374 
930 
250 
368 


40° 
0. 69813 
0.69819 
0. 69838 
0. 69869 
0. 69913 


0. 69969 
0. 70037 
0. 70117 
0. 70209 
0. 70313 


0. 70428 
0. 70555 
0. 70692 
0. 70839 
0. 70997 


0. 71164 
0. 71341 
0. 71526 
О. 113 
0. 71919 


0. 72126 
0. 72338 
0. 72556 
0. 72778 
0. 72003 


0. 73230 
0. 73458 
0. 73687 
0, 73749 
0. 74137 


0. 74358 
0. 74572 
0. 74781 
0. 74981. 
0. 75172 


0. 75352 


0. 75519 
0. 75673 
0. 75813 
0. 75936 


0. 76042 
0. 76130 
0. 76200 
0. 76250 
0. 76280 


0. 76290 


170 
436 
220 
484 
161 


159 
358 
608 
730 
SEL 


706 
037 
183 
788 
451 


728 
124 
098 
052 
335 


235 
982 
741 
615 
640 


789 
970 
028 
751 
870 


071 
998 
266 
471 
208 


078 
716 
800 
076 
376 


640 
931 
457 
582 
846 


965 


ren 


0. 69852 
0. 70162 
0. 70764 
0. 71621 
0. 72667 
0. 73800 
0. 74882 
0.75745 
0. 76227 


295 
198 


. 702 


617 
222 
634 
464 
364 
978 


45° 
0. 78539 
0. 78548 
0. 78574 
0. 78617 
0. 78678 


0. 78756 
0. 78851 
0. 78963 
0. 79091 
0. 79236 


0. 79398 
0. 79575 
0. 79768 
0. 79976 
0. 80199 


0. 80436 
0. 80687 
0. 80951 
0. 81228 
0. 81516 


0. 81814 
0. 82123 
0. 82440 
0. 82764 
0. 83095 


0. 83431 
0. 83770 
0. 84110 
0. 84450 
0. 84788 


0. 85122 
0. 85450 


_ 0. 85769 


0. 86077 
0. 86373 


0. 86652 
0.86915 
0.87157 
0. 87376 


0. 87572. 


0. 87740 
0. 87881 
0. 87992 
0. 88072 
0. 88121 


0. 88137 


816 
509 
574 
974 
644 


494 
403 
221 
768 
827 


143 
422 
324 
461 
389 


610 
558 
599 
024 
039 


765. 


227 
346 
941 
712 


247 
010 
344 
468 
483 


375 
024 
220 
677 
057 


996 
135 
159 
830 
037 


833 
481 
495 
675 
143 


359 


oe] 


0. 78594 
0. 79025 
0. 79870 
0. 81088 
0. 82601 
0. 84280 
0. 85924 
0. 87269 
0. 88036 


111 
416 
514 
311 
788 
548 
936 
924 
502 


^ 


505 
0. 87266 
0. 87278 
0. 87312 
0. 87370 
0. 87451 


0. 87555 
0. 87682 
0. 87832 
0. 88004 
0. 88199 


0. 88416 
0. 88655 
0. 88915 
0. 89198 
0. 89501 


0. 89824 
0. 90167 
0. 90530 
0. 90911 
0. 91310 


0. 91725 
0. 92156 
0, 92601 
0. 93059 
0. 93528 


0. 94007 
0. 94493 
0. 94985 
0. 95479 
0. 95973 


0. 96465 
0. 96950 
0. 97426 
0. 97889 
0. 98336 


0. 98762 
0. 99163 
0. 99536 
0. 99876 
1.00180 


1. 00443 
1. 00664, 
1. 00839 
1. 00966 
1. 91042 


1. 01068 
6 


0. 87238 
0. 87915 
0. 89054 
0. 90718 
0. 92829 
0. 957232 
0. 97660 
0. 99710 
1.00908 


[δ 


463 
045 
784 
649 
993 


545 
412 
076 
389 
174 


214 
254 
992 
071 
076 


524 
852 
415 
465 
148 


487 
370 
535 
558 
835 


568 
756 
177 
381 
682 


156 
647 
17 
946 
406 


253 
507 
166 
287 
067 


942 
678 
470 
028 
658 


319 


828 
412 
388 
679 
036 
094 
210 
535 
899 


F(p\a)=(? (1—sin2 « sin? 8) 2 dé 


25° 


0. 95993 
0. 96008 
0. 96052 
0. 96127 
0. 96231 


0. 96366 
0. 96530 
0. 96723 
0. 96947 
0. 97200 


0. 97482 
0. 97794 
0. 98135 
0. 98505 
0. 98904 


0. 99331 
0. 99785 
1. 00267 
1. 00776 
1. 01311 


1. 01870 
1. 02454 
1. 02060 
1. 02687 
1. 04333 


1. 04997 
1. 05676 
1. 06367 
1. 07067 
1: ΤΘ 


1. 08479 
1. 09183 
1. 09879 
1.10562 
1.11226 


1.11864 
1.12471 
1.13039 
1.13561 
1.14031 


1.14441 
1.14787 
1.15062 
1.15261 
1.15382 


1.15423 


109 
037 
821 
450 
911 


180 
224 
998 
438 
462 


960 
790 
773 
681 
227 


059 
743 
749 
438 
039 


633 
127 
230 
427 
948 


735 
412 
248 
128 
516 


434 
436 
601 
535 
392 


920 
530 
401 
610 
304 


892 
262 
010 
652 
828 


455 _ 


[η 


0. 96086 
0. 96832 
0. 98317 
1. 00518 
1.03371 
1, 06716 
1. 10223 
1.13306 


1 ΒΕΠ 


405 
014 
128 
803 
296 
268 
077 
645 


457 


[{ 
1. 04719 
1. 04738 
1. 04794 
1. 04888 
1.05019 


1, 05187 
1. 05394 
1. 05638 
1. 05919 
1. 06239 


1 06596 
1. 06992 
1. 07425 
1. 07897 
1. 08407 


1, 08955 
1. 09540 
i. 10163 
1.10824 
1.31521 


1.12255 
1.13024 
1], 13828 
1.14665 
1.15833 


1.16431 
1.47356 
1.18305 
4.19275 
1.20261 


1, 21259 
1.22263 
1.23265 
1.24259 
1, 25236 


1.26185 


1.27098 
5, 21961 
1.28763 
1.29492 


1. 30135 
1. 30680 
| es a 
1, 31436 
1. 31630 


1. 31695 


755 
465 
603 
194. 
278 


911 
160 
099 
813 
384 


`891 
405 


976 
628 
347 


067 
656 
899 
474 
933 


667 
880 
546 
369 
731 


637 
652 
833 
650 
907 


661 
139 
660 
576 
238 


988 
218 
482 
696 
436 


321. 
495 
166 
170 
510 


790 


ce 


1. 04836 
1.05774 
1. 07657 
1.10489 
1. 14242 
1.18788 
1.23764 
1.28370 
1. 31291 


71.5: 
229 
042 
545 
906 
407 
210 
993 
870 
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Таблица 17.5. Эллиптический интеграл первого рода Ε(ΦᾺ α) 


65° 


1.13446 
1.13469 
1.13537 
1.13652 
1. 13813 


1.14019 
1.14273 
1.14572 
1.14919 
1.15313 


1.15754 
1.16244 
1.16782 
1.11209 
1.18005 


1.18691 
1.19427 
1.20213 
1.21050 
1. 21938 


1.22877 
1.23867 
1.24907 
1.25998 
1.27138 


1, 28325 
1.29559 
1. 30836 
1. 32154 
1.33507 


1.24892 
1.26301 
1.37767 
1, 39159 
1, 40586 


1.41993 
1. 43365 
1.44684 
1.45927 
1.47073 


1.48098 
1, 48977 
1. 49690 
1. ΜΕΣ 5 
1, 50537 


1.50645 


401 
294 
994 
576 
158 


906 
032 
789 
471 
409 


967 


κῶν, 


525 
362 
472 


274 
162 
489 
542 
520 


499 
392 
904 
475 
210 


798 
414 
604 
149 
910 


643 
803 
323 
384 
195 


796 
925 
001 
266 
163 


006 
975 
410 
336 
033 


424 


re 


8 8-1: 
1.14740 
1.17069 
1, 20625 
1.25446 
1. 31490 
1.38443 
1.45316 
1.49977 


544 
244 
811 
660 
980 
567 
225 
359 
412 


705 


1. 22173 
1.22200 
1.22282 
1.22420 
1.22612 


1.22861 
| rs) Tob) 
1.23525 
1. 23943 
1.24418 


1.24952 
1.25545 
1.26198 
1.26913 
1.27690 


1: 28530 
1. 29434 
1. 20404 
1. 31442 
1.22547 


1. 33722 
1. 34968 
1. 36286 
1. 37676 
1, 2321239 


1.40676 
1.42287 
1.43971 
1.45726 
1.47551 


1. 49441 
1. 51390 
1. 953392 
1.55435 
1.57507 


1. 59590 
1. 61661 
1.63693 
1. 65651 
1.67495 


1. 6918} 
1. 70658 
1. 71876 
1, 72786 
1. 73350 


1.73541. 


048 
477 
810 
180 
810 


010 
180 
808 
470 
827 


627 
700 
957 
385 
045 


059 
605 
906 
210 
772 


824 
545 
013 
148 
640 


855 
717 
560 
935 
372 


087 
509 
332 
972 
940 


624 
644 
134 
218 
873 


489 
456 
033 
543 
464 


516 


cy 


1.22344 
1, 22727 
1.26548 
1, 30515 
1. 36971 
1. 44840 
1, 54409 
1, 64683 
1, И2т2 


604 
471 
460 
104 
948 
433 
676 
711 
395 


1. 30899 
1. 20931 
1. 21028 
1. 31190 
1: ЗАТ 


1. 31709 
1, 32068 
1.22494 
1. 32988 
1.332550 


1.34183 
1. 34888 
1.35666 
1, 36519 
1. 37448 


1. 38457 
1. 39547 
1.40720 
1. 41979 
1.43327 


1. 44766 
1. 46201 
1.47934 
1. 49668 
1, 51507 


1.53454 
1, 55523 
1. 57686 
1. 59977 
1. 62387 


1. 64917 
1. 67568 
1. 70336 
1. 73216 
1. 6199 


1. 79268 
1. 82402 
1. 85566 
1. 88713 
1. 91779 


1.94682 
1.97316 
1.99562 
2. 01290 
2. 02384 


2. 02758 


694. 


959 
822 
491 
314 


778 
514 
296 
047 
840 


901 
616 
531 
359 
981 


455 
013 
064 
198 
179 


938 
565 
287 
437 
416 


619 
354 
709 
378 
409 


867 
359 
398 
516 
085 


736 
292 
175 
308 
814 


231 
666 
118 
452 
126 


942 


[0] 


"ke ЗО 


1. 32732 


1. 36083, 


1.41328 
1. 48788 
1.58817 
1. 71762 
1.87145 
2. 00498 


537 
612 
467 
702 
472 
233 
935 
396 
776 


80° 


1, 39626 
1. 39663 
#29115 
1. 39962 
1.40225 


1.40564 
1. 40980 
1. 41474 
1. 42048 
1. 42703 


1.43441 
1. 44264 
1.45174 
1.46174 
1.47266 


1.48455 
ay PE 
1: 51134 
1, 52633 
1.54244 


1. 55973 
1.57825 
1. 59806 
1, 61923 
1. 64184 


1. 66596 
1. 69168 
1. 71910 
1. 74830 
1.77941 


1, 81252 
1, 84776 
1. 88523 
1.92503 
1.96725 


2. 01192 
2. 05903 
2. 10843 
2. 15978 
2. 21243 


2.26527 
2. 31643 
2. 36313 
2. 40153 
2. 42718 


2. 43624 


Е(у\а) = ыы (1-50? ο sin? ο) 24 
15° 


340 
672 
763 
909 
598 


522 
577 
871 
728 
700 


578 
399 
466 
360 
958 


455 
384 
644 
523 
734 


441 
301 
493 
762 
453 


542 
665 
125 
880 
482 


953 
547 
335 
509 
237 


798 
582 
282 


295 


977 


326 
897 
736 
358 
003 


605 


ΝῊ 


1, 39859 
1.41751 
1.45663 
1.51870 
1.60847 
1.732347 
1.90483 
2. $9389 
2. 38364 


928 
762 
012 
347 
673 
444 
674 
514 
109 


85° 


1. 48352 
1.48395 
1. 48523 
1.48736 
1.49036 


1. 49423 
1.49898 
1. 50463 
1. 51120 
1.51870 


1.52717 
1. 53662 
1. 54710 
1.55863 
1.57125 


1. 58502 
1. 59998 
1. 61618 
1. 63370 
1. 65259 


1. 67295 
1. 69485 
1. 71839 
1. 74369 
1. 77086 


1. 80006 
1.83143 
1.86515 
1.90143 
1.94050 


1. 98263 
2. 02813 
2. 07735 
2.13070 
2.18865 


2.25}71 
2. 32070 
2. 39615 
2. 47892 
2.56980 


2. 66935 
2.77736 
2. 89146 
3. 00370 
3. 09448 


3.13130 


986 
543 
342 
769 
470 


361 
627 
742 
474 
904 


445 
865 
309 
334 
942 


624 
406 
906 
398 
894 


226 
156 
498 
264 
836 


176 
068 
414 
591 
873 


957 
570 
219 
052 
839 


995 
416 
610 
739 
281 


045 
748 
664 
926 
898 


133 


ΝΜ 


1.48619 
1.50780 
1.55273 
1.62477 
1. 72081 
1. 88296 
2.10348 
2.43657 
2. 94868 


317 
533 
384 
858 
713 
142 
169 
614 
875 


90° 
1. 57079 
1. 57127 
1. 57271 


1. 5751} 
1. 57848 


1. 58284 
1. 58819 
1.59456 
1. 60197 
1. 61045 


1. 62002 
1. 63072 
1. 64260 


1.65569 


1. 67005 


1. 68575 
1. 70283 
1. 72139 
1. 74149 
1. 76325 


1. 78676 
1. 81215 
1. 83956 
1. 86914 
1.90108 


1.93558 
1. 97288 
2. 01326 
2. 05706 
2. 10465 


2.15651 
2. 21319 
2.27537 
2. 34390 
2. 41984 


2. 50455 
2. 59981 
2. 70806 
2. 83267 
2. 97856 


3.15338 
3. 36986 
3. 65185 
4. 05275 
4. 74271 


ου 


1, 57379 
1. 59814 
1, 64899 
1. 73124 
1. 85407 
2. 03471 
2. 30878 
2. 76806 
3. 83174 


633 
495 
244 
361 
658 


280 
721 
834 
853 
415 


590 
910 
414 
693 
943 


035 
594 
083 
923 
618 


912 
985 
672 
755 
303 


110 
227 
657 
232 
766 


565 
470 
643 
472 
165 


008 
973 
762 
258 
895 


525 
803 
597 
817 
727 


213 
200 
522 
518 
468 
531 
680 
315 
200 


429 


430 


> 
νι 
ооо зе 


См. пример 14. 


0. 08726 


17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица 17.6. Эллиптический интеграл второго рода Ε(φλα) 


55 


0. 08726 
0. 08726 
0. 08726 
0. 08726 


0. 08726 
0. 08726 
0. 08725 
0. 08725 
0. 08725 


0.08725 
`0. 08725 


0. 08724 
0. 08724 
0. 08724 


0. 08723 
0. 08723 
0. 08723 
0. 08722 
0. 08722 


0. 08722 
0. 08721 


0. 08721 


0. 08720 
0. 08720 


0. 08720 
0. 08719 


Ὁ, 08719 
0. 08719. 


0. 08718 


0. 08718 
0. 08718 
9. 08717 
0. 08717 
0. 08717 


0. 08716 
0. 08716 
0. 08716 
0. 08716 
0. 08716 


0. 08715 
0. 08715 
0. 08715 
0. 08715 
0. 08715 


0. 08715 


0. 08726. 


0. 08725 
0. 08724 
0. 08723 
0. 08721 
0; 08719 
0. 08717 
0. 08716 
0. 08715 


10° 
0. 17453 
0. 17453 
0. 17452 
0. 17452 
0. 17451 


0. 17450 
0. 17449 
0. 17448 
0. 17446 
0. 17444 


0. 17442 
0. 17440 
0. 17438 
0. 17436 
0. 17433 


0. 17431 
0. 17428 
0.17425 
0.17422 
0.17419 


0. 17416 
0. 17413 
0. 17410 
0. 17407 


0. 17404 $ 


0. 17401 
0. 17398 


0. 17395 © 


0. 17292 
0. 17389 


0. 17387 
0. 17384 
0. 17381 
0. 17379 
0. 17377 


0. 17375 
0.17373 
0.17371 
0.17370 
0.17368 


0. 17367 
0.17366 
0.17365 
0.17365 
0.17364 


0.17364 


Ε (λα) = a (1—sin? а sin? 6)" do 


[2] 


0. 17452 
0. 17447 
0. 17437 
0. 17424 
0. 17409 
0. 17394 
0, 17389 
0. 17370 
0. 17365 


15° 


0. 26179 
0. 26179 
0. 26178 
0. 26176 
0. 26174 


0. 26171 
0. 26167 
0. 26162 
0. 26157 
0. 26151 


0. 26145 
0. 26138 
0.26131 
0. 26123 
0. 26114 


0.26106 
0.26096 
0.26087 
0.26077 
0.26067 


0. 26057 


_0. 26047 


0. 26036 
0. 26026 
0. 26016 


0. 26005 


0. 259951; 


0. 25985 
0. 25975 


0. 25966 


0. 25956 
0. 25948 
0. 25939 
0. 25931 
0. 25924 


0. 25917 
0. 25910 
0. 25904 
0. 25899 
0. 25894 


0. 25890 
0. 25887 


0.25885. 


0. 25883 
0. 25882 


0. 25881 


0. 26177 
0. 26160 


0. 26127. 


0. 26082 
0. 26031 
0. 25986 
0. 25935 
0. 25902 
0. 25884 


Взято из [17.16]; найденные ошибки исправлены. 


20° 


0. 34906 
0. 34905 
0. 34903 
0. 34899 
0. 34893 


0. 34885 
0. 34876 
0. 34866 
0. 34853 
0. 34840 


0. 34825 
0. 34809 
0. 34791 
0. 34773 
0. 34753 


0. 34732 


0. 34711. 


0. 34689 
0. 24666 
0. 34642 


0. 34618 
0. 34594 
0. 34569 
0. 34545 
0. 34520 


0. 34496 
0, 34472 
0. 34448 
0. 34425 
0. 34402 


0. 34380 
0. 34359 
0. 34339 
0. 34320 
0. 34302 


0. 34285 
0. 34270 


0. 24256. 


0. 34243 
0. 34233 


0. 34223 
0. 34215 
0. 34209 
0. 34205 
0. 34202 


0. 34202 


ΜΚ 


6 


0. 34901 
0. 34860 
0. 34782 
0. 34677 
0. 34557 
0. 34436 
0. 34329 
0. 34250 


0. 34207 : 


25° 
0. 43633 
0. 43631 
0. 43625 
0. 43618 
0. 43607 


0. 43593 
0. 43575 
0. 43555 
0. 43531 
0. 43505 


0. 43476 
0. 43445 
0. 43411 
0. 43375 
0. 43337 


0. 43297 
0. 43256 
0. 43212 
0. 43168 
0. 43122 


0. 43076 
0. 43029 
0. 42981. 
0. 42933 
0. 42885 


0, 42838 
0. 42791 
0. 42744 
0. 42699 
0. 42655 


0. 42612 
0. 42571 


0. 42531 ᾿ 


0. 42494 
0. 42459 


0. 42426 
0. 42396 
0. 42368 
0. 42344 
0. 42322 


0. 42304 
0. 42289 
0. 42277 
0. 42268 
0. 42263 


0. 42261 


[5] 


5) 


0, 43623 
0, 43543 
0, 43394 
0. 43190 
0. 42957 
0.42721 
0. 42512 
0. 42356 
0. 42272 


105 
791 
028 
776 
525 
938 
769 
271 
556 


30° 
0. 52359 
0. 52357 
0. 52348 
0. 52335 
0. 52315 


0. 52291 
0. 52261 
0. 52227 
0. 52187 
0. 52142 


0. 52093 
0. 52040 
0. 51982 
0. 51921 
0. 51856 


0. 51788 
0. 51716 
0. 51643 
0. 51566 
0. 51488 


0. 51408 
0. 51327 
0. 51246 
0. 51163 
0. 51081 


0. 50999 
0. 50918 
0. 50828 


0. 50759 : 


0. 50683 


0. 50609 « 


0. 50537 
0. 50469 
0. 50404 
0. 50343 


0. 50286 
0. 50234 
0. 50186 
0. 50143 
0. 50106 


0. 50074 
0. 50047 
0. 50026 
0. 50011 
0. 50003 


‘0. 50000 


0. 52342 
0. 52207 
0. 51952 
0. 51605 
0. 51204 
0. 50798 
0. 50436 
0. 50164 
0. 50018 
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Таблица 17.6. Эллиптический интеграл второго рода Ε(ΦᾺα) 


Ε(φΝα)- ΙΝ (1=sin? а sin2 οἷ αφ 


a\¢ 35° 40° 45° 50° 559 60° 
0° `0. 61086 524 0.69813 170 6.78539 816 0.87266 463 0.95993 109 1.04719 755 
2 0. 61082 230 0.69806 905 0.78531 125 0.87254 883 0.95978 184 1, 04701 051 
4 0.61069 365 0.69788 136 0.78505 085 0.87220 183 0. 95933 459 1.04644 996 
6 0. 61047 983 0.69756 935 0.78461 792 0.87162 487 0.95859 083 1.04551 764 
8 0. 61018 171 0. 69713 427 0.78401 409 0.87081 998 0.95755 301 1.04421 646 
10 0. 60980 055 0.69657 784 0.78324 162 0.86979 001 (0.95622 460 1.04255 047 
12 0. 60933 793 0.69590 226 0.78230 343 0.86853 863 0.95461 005 1.04052 491 
14 0. 60879 577 0.69511 023 0.78120 398 0.86707 031 0.95271 478 1.03814 615 
16 0. 60817 636 0.69420 492 0.77994 473 0.86539 034 0.95054 522 1.03542 177 
18 0. 60748 229 0.69318 999 0.77853 323 0.86350 481 0.94810 878 1.03236. 049 
20 0. 6067У 652 0.69206 954 0.77697 402 0.86142 062 0.94541 386 1.02897 221 
22 0. 60588 229 0.69084 814 0.77527 316 0.85914 545 0.94246 984 1.02526 804 
24 0. 60498 319 0.68953 083 0.77343 735 0.85668 781 0.93928 709 1.02126 023 
26 0, 60402 308 0.68812 308 0.77147 387 0.85405 695 0.93587 699 1.01696 224 
28 0. 60300 616 0.68663 077 0.76939 059 0.85126`295 0.93225 186 1.01238 873 
30 0. 60193 687 0.68506 023 0.75719 599 0.84831 663 0.92842 504 1.00755 556 
32 0.60081 994 0.68341 817 0.76489 908 0.84522 958 0.92441 083 1.00247 977 
34 0. 59966 035 0.68171 170 0.76250 947 .0.84201 414 0.92022 452 0.99717 966 
36 0. 59846 332 0.67994 830 0.76003 726 0.83868 340 0.91588 234 0.99167 469 
38 0. 59723 431 0.67813 578 0.75749 309 0.83525 115 0.91140 150 0.98598 560 
40 0. 59597 897 0.67628 229 0.75488 809 .0, 83173 189 0.90680 017 0.98013 430 
42 `0.59470 312 0.67439 630 0.75223 383 0.82814 080 0.90209 742 0.97414 397 
44 0. 59341 278 0.67248 651 0.74954 234 0.82449 369 0.89731 325 0.96803 899 
46 0. 59211406 0.67056 191 0.74682 605 0.82080 700 0.89246 858 0.96184 497 
48 0. 59081 324 0.66863 167 0.74409 773 0.81709 775 0.88758.513 0.95558 873 
50 0. 58951 664 0.66670 515 0.74137 047 0.81338 346 0.88268 551 0.94929 830 
52 0. 58823 065 0.66479 183 0.73865 766. 0.80968 217 0.87779 305 0.94300 285 
54 0. 58696 171 0.66290 130 0.73597 286 0.80601 230 0.87293 184 0.93673 272 
56 0. 58571 622 0.66104 317 0.73332 979 0.80239 262 0.86812 660 0.93051 931 
58 0, 58450 056 0.65922 707 0.73074 229 0.79884 217 0.86340 261 0.92439 505 
60 0. 58332 103 0.65746 255 0.72822 416 0.79538 015 0.85878 561 0.91839 329 
62 0. 58218 382 0.65575 905 0.72578 915 0.79202 582 0.85430 169 0.91254 821 
64 0. 58108 497 0.65412 585 0.72345 085 0.78879 839 0.84997 709 0.90689 460 
66. 0. 58006 032 0.65257 197 0.72122 260 0.78571 685 0.84583 811 0.90146 778 
68 0. 57908 549 0. 65110 612 0.71911 737. 0.78279 987 0.84191 082 0.89630 323 
70 0. 57817 584 0.64973 667 0.71714-767 0.78006 562 0.83822 090 0.89143 642 
72 0. 57733 641 0.64847 154 0.71532 545 0.77753 157 0.83479 335 0.88690 237 
74 0. 57657 189 0.64731 812 0.71366 196 0.77521 434 0.83165 223 0.88273 530 
76 0.57588 663 0.64628 328 0.71216 766 0.77312 952 0.82882 031 0.87896 810 
78 0. 57528 450 0.64537 322 0.71085 210 0, 77129 143 0.82631 879 0.87563 185 
80 0. 57476 897 0.64459 347 0.70972 381 0.76971 298 0.82416 694 0.87275 520 
82 0. 57434 302 0.64394 879 0.70879 019 0.76840 544 0.82238 177 0.87036 381 
84 0. 57400 912° 0.64344 316 0.70805 745 0.76737 830. 0.82097 770 0.86847 970 
86 0. 57376 921 0.064307 973 0.70753 050. 0.76663 912 0.81996 631 0.86712 068 
88 .0. 57362 470 0.64286 075 0.70721. 289 0.76619 339 0.81935 604 0.86629 990 
90 0. 57357 644 0. 64278 761 0. 70710 678 0. 76604 444 0.81915 204 0.86602`540 
(-5)1 и (—5)3 ee [ο (—5)7 
“5 1-5 a 5 6. L 6 6 
5 0. 61059 734 0.69774 083 0.78485 586 0.87194 199 0.95899 964 1, 04603 012 
15 0. 60849 557 0.69467 152 0.78059 337 0.86625 642 0.95166 385 1.03682 664 
25 0. 60451 051 0.68883`790 0.77247 109 0.85539 342 0.93760 971 1.01914 662 
35 0. 59906 618 0.68083 664 0.76128 304 0.84036 234 0.91807 186 0.99445 152 
45 0. 59276 408 0.67152 549: 0.74818 650 0.82265 424 5.89489 714 0.96495 146 
55 0. 58633 563 0.66196 758 0.73464 525 0.80419 500 0.87052 066 0.93361 в92 
65 0.58057 051 0.65333 844 0.72232 215 0.78723 820 0.84788 276 0.90415 063 
75 0.57621 910 0.64678 548 0.71289 304 0.77414 195. 0.83019 625 0.88079 972 
.85 0. 57387 732 0.64324 351 0.70776 799 0.76697 232 0.82042 232 0.86773 361 
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17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица 17.6. Эллиптический интеграл второго рода E(p\«) 


65° 


1.13446 
1.13423 
1.13354 
1.13240 
1.13081 


1.12877 
1.12629 
1.12338 
1.12004 
1,11628 


1.11212 
1.10757 
1.19265 
1. 09736 
1. 09173 


1. 08577 
1. 07950 
1.07295 
1. 06614 
1. 05909 


1. 05183 
1. 04438 
1. 03677 
1. 02904 
1. 02122 


1. 01333 
1. 00542 
0. 99751 
0. 98966 
0. 98190 


0. 97427 
0. 96681 


0. 95958- 


С. 95261 
0. 94595 


0. 93965 
0. 93376 
0. 92833 
0. 92340 
0. 91901 


0.91522 
0. 91206 
0. 90956 
0. 90776 
0. 90667 


0. 90630 


re 


1.13303 
1.12176 
1.10005 
1. 06958 
1. 03292 
0. 99358 
0. 95606 
0. 92579 
0. 90857 


553 
337 
236 
479 
660 
365 
011 
978 
873 


70° 


1.22173 
1.22145 
1.22063 
1.21926 
1.21735 


1.21491 
χ, 21193 
1.20844 
1.20443 


" 2.19992 


1. 19492 
1.18945 
1.18352 
ΠΡ 
1.17036 


1.16317 
1.15560 
1.14768 
1.13943 


1.13087 


1.12205 
1.11298 
1.10371 
1. 09426 
1. 08468 


1. 07499 
1. 06525 
1.05550 
1. 04578 
1. 02614 


1. 02663 
1. 01731 
1. 00822 
0. 99942 
0. 99099 


0. 98297 
0. 97544 
0. 96845 
0. 96208 
0.95638 


0. 95143 
0. 94729 
0. 94400 
0. 94162 
0. 94017 


0. 93969 


048 
628 
443 
717 
820 


274 
748 
065 
195 
262 


542 
465 
618 
743 
745 


686 
796 
469 
273 
946 


408 
760 
291 


484. 


023 


796 
908 
682 
671 
663 


689 
023 
192 
966 
354 


583 
068 
360 
074 
776 


847 
297 
544 
171 
677 


262 


Ἐπ 


7 


1.22001 
1.29649 
1.18039 
1.14359 
1. 09900 
1.05063 
1. 00378 
0. 96518 
0. 94269 


878 
962 
569 
813 
829 
981 
509 
626 
812 


15° 


1. 30899 с 


1. 30867 
1. 30770 
1. 30609 
1, 30335 


1.20097 
1.29747 
1. 29335 
1.28863. 
1.28331 


1.27742 
1.27096 
1, 26396 
1.25643 
1.24840 


1, 23988 
1.23091. 
1.22151 


1.21170 


1.20152 


1.19101 
1.18018 
1. 1699 
1.15777 
1.14625 


1.13460 
1.12284 
1.11104 
1. 09923 
1. 08748 


1. 07585 
1. 06440 
1, 05318 
1. 04228 
1. 03176 


1.02171 
1. 01220 
1, 00333 
0. 99517 
0. 98783 


0. 98140 
0. 97598 
0, 97165 
0. 96849 
0. 96657 


0. 96592 


7 


1. 30698 
1, 29106 
1.26026 
1.21665 
1.16345 
1.10513 
1. 04769 
0, 99915 
0. 96992 


cal 


342 
728 
405 
853 
846 
448 
389 
744 
212 


80° 
1, 29626 
1. 39589 
1. 39477 
1. 39291 
1. 29031 


1.28697 
1. 38292 
1. 37815 


1. 37268. 


1. 26651 


1. 35968 
1.35218 
1. 34405 
1, 33531 
1. 32596 


1.31605 
1. 30560 
1.29463 
1.28318 
1.27128 


1.25896 


1.24627 | 


1.23324 
1.21991 
1, 20633 


1.19255 
1.17861 
1.16458 
1.15051 
1.12645 


1.12248 
1.10866 
1. 09507 
1.08178 
1. 06889 


1. 05648 
1, 04465 
1, 03350 
1. 02317 
1. 01376 


1.00543 
0. 99831 
0. 99255 
0. 98830 
0. 98568 


0. 98480 


Ε(»λα) |“ (1—sin?« sin? 0)" do 


340 
024 
165 
030 
062 


886 
302 


775 


ro] 


3 


4 ΠΠ 


1. 37550 
1. 33976 
1. 28896 
1.22661 
ИТ. 
1.08838 
1. 02823 
0. 99022 


358 
358 
099 
903 
050 
065 
943 
305 
779 


85° 


1.48352 
1, 48210 
1.48182 
1. 47970 
1.47674 


1. 47294 
1.46831 
1.46287 
1.45662 
1.44959 


1.44178 
1, 4332} 
1.42392 
1. 41391 
1.40321 


1. 29185 
1.37986 
1. 36727 
1.25411 
1. 34041 


1. 32623 
1. 31158 
1.29652 
1.28110 
1.26535 


1, 24934 
1.23311 
1.21672 
1, 20024 
1.18373 


1.16725 
1. 15089 
1.13472 
1.11882 
1.10330 


1. 08824 


1. O737 2. 1 


1. 06000 
1. 04707 
1. 03513 


1. 02436 
1. 01495 
1.00715 
1. 00123 
0. 99748 


0. 99619 


1. 48087 
1.45984 
1. 41900 
1. 26076 


“1. 28885 


1. 20849 
1.12673 
1. 05342 
1. 00394 


90° 
1. 57079 
1.57031 
1. 56888 
1. 56649 
1. 56316 


1. 55888 
1. 55368 
1. 54755 


1.54052 


1.53259 
1. 52379 


1.51414. 


1. 50366 
1. 49236 
1.48029 


1.46746 
1.45390 
1.43966 
1.42476 
1. 40923 


1. 39314 
1. 37650 
1. 35937 
1.24180 
1.32384 


1.30553 
1.28695 
1.26814 
1.24918 
1.22012 


1.21105 
1.19204 
1. 17317 
1.15454 
1.13624 


1.11837 
1.10106 
1. 08442 
1. 06860 
1. 05371 


1. 04011 
1. 02784 
1. 01723 
1. 00864 
1. 00258 


1. 00000 


1. 56780 
1. 54415 
1.49811 
1.43229 
1. 35064 
1.25867 
1.16382 
1. 07640 
1. 01266 


633 
792 
372 
679 
223 


720 
089 


8 оосоо οοοοςο οοοοςο οοοος οοσοοο οοοος οοοος δοοσεοοςο οοοοο > 
о 


ооо ооо 


5° 
0. 000000 
0. 000083 
0. 000332 
0. 000748 
0. 001331 


0. 002080 
0. 002997 
0. 004082 
0. 005337 
0. 006761 


0. 008357 
0. 010125 
0. 012067 
0. 014186 
0.016483 


0. 018962 
0. 021625 
0. 024476 
0. 027520 
0. 030761 


0. 034205 
0. 037860 
0. 041734 
0. 045835 


0, 050177 


0. 054771 
0. 059634 
0. 064786 
0. 070249 
0. 076052 


0. 082227 
0. 088818 
0. 095876 
0. 103468 
0. 111676 


0.120612 
0. 130420 
0. 141301 
0. 153537 
0. 167542 


0.183967 
0.203902 
0.229402 
0. 265091 
0. 325753 


οὐ 


0. 000519 
0. 004688 
0. 013105 
0. 025973 
0. 043755 
0. 067477 
0. 099601 
0. 147228 
0. 245478 


См. пример 16. 
Взято из [17.8]. 


ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ ЯКОБИ 


Таблица 17.7. Дзета-функция Якоби Ζ(φµα) 


К (=) 2 (-\а)= К (a) Е(з\а) - Eta) Е(+\а] 
К (90°) 2 (+\а)= К (90°)2 (и|1)= К (90°) th "== при всех и 


10° 
0. 000000 
0. 000164 
0, 000655 
0. 001474 
0. 002621 


0. 004098 
0. 005905 
0. 008043 
0. 010516 
0. 013324 


0. 016470 
0. 019958 
0. 023791 
0, 027972 
0. 032508 


"0. 037403 


0. 042664 
0. 048298 
0.054315 
0.060725 


0. 067540 
0.074774 
0. 082444 
0. 090569 
0. 099172 


0. 108280 
0, 117925 
0.128146 
0, 138989 
0. 150510 


0. 162776 
0. 175872 
0.189901 
0.204994 
0.221320 


U esses 
0. 258615 
0. 280272 
0. 304631 
0. 332519 


0. 365230 
0. 404937 
0. 455734 
0. 526833 
0. 647691 


οΌῦ 


0. 001023 
0. 009238 
0. 025838 
0. 051258 
0. 086448 
0. 133487 
0. 197305 
0. 292070 
0. 487761 


28 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


15° 
0. 000000 
0.000239 
0.000957 
0. 002155 
0. 003832 


0.005992 
0. 008635 
0.011765 
0.015384 
0.019496 


0. 024105 
0. 029216 
0. 034834 
0. 040968 
0. 047624 


0. 054811 
0. 062540 
0. 070823 
0. 079674 
0. 089108 


0. 099145 
0. 109807 
0. 121118 
0.133109 
0. 145813 


0, 159273 
0.173536 
0. 188661 
0. 204716 
0. 221785 


0. 239971 
0. 259398 
0. 280221 
0. 302637 
0. 326895 


0. 253522 
0. 332351 
0. 414575 
0. 450832 
0. 492356 


0. 541075 
0. 600229 
0. 675918 
0. 781873 
0. 962000 


+e) 


0. 001496 
0. 013513 
0. 037836 
0.075176 
0.127026 
0.196567 
0. 291216 
0. 432134 
0. 723644 


905 
0.000000 
0. 000308 
0. 001231 
0. 002770 
0. 004928 


0. 007706 
0. 011107 
0. 615136 


`0. 019796 


0. 025094 


0. 031035 
0. 037627 
0. 044878 
0. 052799 
0. 061401 


0. 070696 
0. 080700 
0. 091430 


0.102905 


0.115148 


0.128185 
0.142046 
0.156765 
0.172383 
0. 188947 


0. 206513 
0. 225145 
0. 244921 
0. 265933 
0. 288294 


0. 312138 
0. 337632 
0. 364981 
0. 394446 
0. 426356 


0. 461145 
0. 499384 
0.541857 
0. 589673 
0, 644462 


0. 708771 


0. 786884. 


0. 886859 
1.026844 
1.264856 


ce] 


0. 001923 
0. 017387 
0. 048754 
0. 097073 


0. 164459. 


0. 255266 
0. 379430 
0.565011 
0.949910 


25 
0. 000000 
0. 000367 
0. 001467 
0. 003302 
0. 005875 


0. 009188 
0. 013246 
0. 018055 
0. 023621 
0. 029951 


0. 037055 
0. 044942 
0. 053626 
0. 063119 
0. 073438 


0. 084599 
0. 096624 
0. 109534 
0. 123356 
0. 138120 


0. 153860 
0. 170614 
0. 188428 
0.207353 
0. 227450 


0. 248789 
0.271452 
0, 295536 
0. 321161 
0. 348462 


0. 377610 
0. 408811 
0. 442321 
0. 478462 
0. 517644 


0. 560402 
0. 607444 
0. 659739 
0. 718657 
0. 786214 


0. 865556 
0. 961976 
1, 085434 
14258352 
1, 552420 


Le) 


0. 002292 
0. 020743 
0. 058271 
0. 116329 


0. 197748. 


0. 308149 
0. 460039 
0. 688264 
1.163313 


-90 


0. 000000 
0. 000414 
0. 001658 
0.003734 
0. 006644 


0. 010393 
0. 014987 
0. 020433 
0. 026740 
0. 033919 


0. 041981 
0. 050941 
0. 060814 
0. 071617 
0. 083373 


6. 096103 
0. 109834 
0. 124596 
0. 140421 


‘0.157347 


0.175418 
0. 194683 
0. 215197 
0. 237025 
0.260240 


0. 284929 
О, 311193 
0. 339150 
0. 368940 
0. 400731 


0. 434726 
0. 471170 
0. 510371 
0. 552710 
0. 598675 


0. 648900 
0. 704225 
0. 765797 
0. 835238 
0. 914934 


1. 008608 


1. 122523 
1. 268462 
1. 472953 
1, 82081 1 


со 


0. 002592 
0. 023479 
0. 066098 
0, 332373 
0. 225942 
0. 353807 
0, 531121 
0. 799407 
1. 360551 


433 


434 


35° 
0. 000000 
0. 000450 
0. 001800 
0. 004052 
0. 007212 


0. 011284 
0. 016276 
0. 022197 
0. 029060 
0. 036876 


0. 045662 
0. 055435 
0. 066216 
0. 078026 
0. 090893 


9. 104844 
0. 119914 
0. 136138 
0, 153557 
0.172220 


0.192178 
0. 213492 
0. 236228 
0. 260466 
0. 286295 


0. 313816 
0. 343151 
0. 374438 
0. 407844 
0. 443565 


0. 481836 


Ὁ, 522947 


0. 567251 
0.°615191 
0; 6673320 


0. 724397 
0, 787359 
0, 857536 
0. 936789 
1. 027859 


1, 135017 
1, 265447 
1.432669 
1. 667113 
2. 066078 


со 


0. 002813 
0. 025510 
0. 071991 
0. 144695 
0. 248154 
0. 290865 
0.930125 
0. 895883 
1. 538234 


17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


40° 
0. 000000 
0. 000471 
0. 001886 
0. 004248 
0. 007561 


0. 011833 
0. 017073 
0. 023293 
0. 030505 
0. 038728 


0. 047979 
0..058279 
0.1069655 
0, 082132 
0. 095744 


0. 110525 
0. 126515 
0. 143758 
0. 162305 
0, 182211 


0. 203541 
0. 226365 
0. 250764 
0. 276831 
η; 304671 


0:334405 
0. 366173 
0. 400138 
0. 436490 
0. 475457 


0. 517310 
0. 562378 
0..611064 
0. 663870 
0. 721434 


0. 784577 
0. 854390 
0. 932355 
1. 020563 
1.122089 


1.241721 
1, 287516 
1. 574623 
]. 837147 
2.284127 


0. 002948 
0. 026774 
0. 075754 
0. 152865 
0. 263583 
0. 418002 
0. 636916 
0. 975016 
1. 692810 


45° 
0. 000000 
0. 000479 
0. 001916 
0. 004314 
0. 007681 


0. 012023 
0. 017353 
0. 023683 
0. 031029 
0. 039411 


0. 048850 
0. 059372 
0. 071005 
0. 083783 
0. 097742 


0. 112924 
0. 129375 
0. 147147 
0. 166300 
0. 186898 


0. 209016 
0. 232738 
0. 258158 
0. 285383 
0. 314535 


0. 345755 
0. 379203 
0. 415067 
0. 453565 
0. 494956 


0. 539547 
0. 587709 
0. 639896 
0. 696670 
0. 758741 


0. 827024 
0. 902728 
0. 987491 
1, 083621 
1. 194508 


1. 225428 
1. 485245 
]. 690632 
1.979107 
2. 470622 


οὐ 


0, 002994 
0. 027228 
0. 077249 
0. 156547 
0, 271538 
0. 432972 
0. 667669 
1. 033955 
1. 820471 


50° 
0. 000000 
0. 000471 
0. 001887 
0. 004250 
0. 007567 


0. 011849 


0. 017106 
0. 023354 
0. 030610 
0. 038897 


0. 048238 
0. 058662 
0. 070203 
0. 082895 
0. 096782 


0. 111909 
0. 128330 
0. 146103 
0. 165296 
0. 185983 


0. 208248 
0. 232187 
0. 257907 
0. 285531 
0. 315196 


0. 347064 
0. 381317 
0. 418166 
0. 457861 
0. 500691 


0. 547003 
0. 597211 
0. 651822 


0. 711460. 


0. 776910 


0. 849178 
9. 929590 
1. 019938 
1. 122735 
1.241670 


1. 382470 
].554749 
1. 776579 
2. 088611 
2. 620801 


со 


0. 002949 
0. 026855 
0. 076403 
0. 155518 
0. 271473 
0. 437641 
0. 680968 
1. 069585 
1. 916972 


Таблица 17.7. Дзета-функция Якоби Ζ(ΦᾺ α) 


К (а) 2 (+\а)= К (а) Е (ελα) - Е (а) Г (+\а) 
К (90°)2 (+\а) = K (90°) Z(u|1)= A (90°) th и= » при всех wv 


25° 
0. 000000 
0. 000450 
0. 001800 
0. 004056 
0. 007224 


0. 011313 
0. 016337 
0. 022312 
0. 029257 
0. 037194 


0. 046150 
0. 056156 
0. 067246 
0. 079461 
0. 092844 


0. 107447 
0. 123327 
0. 140549 
0. 159186 


0.179213 


0. 201042 
0. 224459 
0. 249691 
0. 276871 
0. 306156 


0. 337723 
0. 371776 
0. 408552 
0. 448328 
0. 491428 


0. 538238 
0. 589220 
0. 644933 
0. 706068 
0. 773487 


0. 848294 
0. 931931 
1. 026343 
1. 134246 
1.259612 


]. 408589 
1.591484 
1, 827639 
2. 160541 
2.729164 


συ 


0. 002815 
0. 025662 
0. 073210 
0. 149686 
0. 263028 
0. 428046 
0. 674774 
1, 078397 
1. 977347 


60° 
0. 000000 
0. 000415 
0. 001659 
0. 003739 
0. 006660 


0. 010433 
0. 015070 
0. 020588 
0. 027006 
0. 034347 


0. 042639 
0. 051912 
0. 062203 
0. 073551 
0. 086003 


0. 099613 
0. 114438 
0. 130548 
0. 14801 8 
0.166934 


0. 187395 
0. 209512 
0. 233413 
0. 259243 
0. 287169 


0. 317383 
0. 350108 
0. 285601 
0. 424167 
0. 466161 


0. 512007 
0. 562214 
0. 617399 
0. 678320 
0. 745922 


0. 821411 
0.906356 
1. 002860 
1.113848 
1.243568 


1. 398577 
1. 589820 
1. 837791 
2. 188502 
2. 788909 


ου 


0. 002594 
0. 023683 
0. 067742 
0 139108 
0.246077 
0. 404479 
0. 647089 
1. 056317 
1, 995386 


28" 


ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ ЯКОБИ 


Таблица 17.7. Дзета-функция Якоби 2(ф\о) 
К (а) (у\а) = К (а) № (уе) —Е (α) К(+\а) 


К (90°) 4 (+\=) =К (90°) # (11 ) = К (90°) th и=епри всех и 


65° 
0. 000000 
0. 000367 
0. 001468 
0. 003308 
0. 005893 


0. 009233 
0. 013341 
0. 018231 
0. 023922 
0. 030438 


0. 037803 
0. 046047 
0. 055206 
0. 065319 
0. 076431 


0. 088594 
0. 101867 
0. 116315 
0. 132015 
0. 149053 


0. 167527 
0. 187551 
0. 209254 
0. 232785 
0. 258315 


0. 286045 
0. 316206 
0. 349070 
0. 284960 
0. 424255 


0. 467411 
0. 514976 
0. 567621 
0. 626169 
0. 691653 


0. 765385 
0. 849072 


0. 944993 . 


1. 056298 
i, 187535 


1. 345674 
1. 542281 
1. 798909 
2. 163806 
2. 790834 


coe) 


0. 002295 
0. 020975 
0. 060141 
0.124003 
0. 220781 
0. 366615 
0. 596098 
0. 998480 
1.962673 


70° 
0. 000000 
0. 000308 
0. 001232 
0. 002776 
0. 004946 


0. 007751 
0. 011202 
0. 015312 
0. 020098 
0. 025581 


0. 031783 
0. 038732 
0. 046459 
0. 055000 
0. 064397 


0. 074696 
0. 085951 
0. 098224 
0. 111585 
0. 126114 


0. 141905 
0. 159064 
0. 177713 
0, 197996 
0. 220078 


0. 244154 
0. 270454 
0. 299246 
0. 330854 
0. 365664 


0. 404143 
0. 446860 
0. 494517 
0. 547987 
0. 608372 


0. 677086 
0. 755975 
0. 847508 
0. 955095 
1. 083634 


1, 240571 
1.438150 
1. 698985 
2. 073357 
2. 721008 


0. 001926 
0. 017619 
0. 050625 
0. 104764 
0. 187640 
0. 214676 
0. 520463 
0. 899033 
1. 866624 


15° 
0. 000000 
0. 000239 
0. 000958 
0. 002160 
0. 003849 


0. 006032 
0. 008718 
0. 011920 
0. 015649 
0. 019924 


0. 024763 
0. 030188 
0. 036225 
0. 042905 
0. 050260 


0. 058332 
0. 067164 
0. 076808 
0. 087324 
0. 098779 


0. 111254 
0. 124839 
0. 139641 
0. 155784 
0.173414 


0.192704 
0. 213858 
0, 23712] 
0. 262789 
0. 291220 


0. 322854 
0. 358236 
0. 398048 
0. 443155 
0. 494668 


0. 554038 
0. 623195 
0. 704762 
0. 802400 
0. 921408 


1. 069839 
1.260828 
1.518315 
1. 894760 
2. 555104 


со 


0. 001498 
0. 013718 
0. 039483 
0. 081953 
0. 147536 
0. 249634 
0. 419877 
0. 751288 
1. 686113 


о 


0. 000000 
0. 000164 
0. 000656 
0. 001477 
0. 002633 


0. 004127 
0. 005966 
0. 008158 
0. 010713 
0. 013642 


0. 016959 
0. 020680 
0. 024823 
0. 029411 
0. 034466 


0. 040018 
0. 046099 
0. 052747 
0. 060004 
0. 067920 


0. 076554 
0. 085973 
0. 096255 
0. 107493 
0. 119798 


0. 133299 
0. 148154 
0. 164550 
0. 182720 
0. 202947 


0. 225584 
0. 251076 
0.279993 
0. 313069 
0. 351277 


0. 395917 
0. 448779 
0. 512376 
0. 590350 
0. 688163 


0. 814374 
0. 983236 
1.220780 
1.583040 
2. 241393 


0. 001025 
0. 009390 
0. 027060 
0. 056296 
0.101748 
0.173397 
0.295957 
0. 549278 
1. 380465 


_ 85° 

0. 000000 
0. 000083 
0. 000333 
0. 000750 
0. 001337 


0. 002096 
0. 003030 
0. 004143 
0. 005442 
0. 006930 


0. 008617 
0. 010509 
0. 012617 
0. 014952 
0. 017526 


0. 020354 
0. 023454 
0. 026845 


0. 030550 


0. 034595 


0. 039011 
0. 043833 
0. 049104 
0. 054874 
0. 061201 


0. 068157 
0. 075826 
0. 084312 
0. 093745 
0. 104281 


0. 116121 
0. 129521 
0. 144812 
0. 162430 
0. 182965 


0. 207230 
0. 236382 
0. 272114 


"0. 317015 


0. 375226 


0. 453784 
0. 565578 
0. 736684 
1.028059 
1. 628299 


со 


0. 000520 
0. 004769 
0. 013755 
0. 028657 
0. 051923 
0. 088901 
0. 153297 
0. 293208 
0. 850811 


8 ооо ооо ооо ооо ооо соо Όσο ooo ced souen © 


οοσοσοοσοσοοσοουοσ 


435 


436 


Αρ(οΝαὶ = 


‚ > 
9 


ο ооо осо соо ооо οοοοος οοοοος οοοοο οοοοο οοοοςο 
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17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ΜΗΤΕΓΡΑΠΡΙ 


Таблица 17.8. Лямбда-функция Хеймана Л.(Ф\ α) 


Р(+\90° -а) 


К’ (a) 
Бо 

0. 087156 

0. 087129 

0. 087050 


0. 086917 
0. 086732 


9. 086495 
0. 086206 
0. 085866 
0. 085476 
0. 085037 


0. 084549 
0. 084013 
0. 083432 
0. 082806 
0. 082136 


0. 081425 
0. 080674 
0. 079884 
0. 079058 
0. 078198 


0. 077307 
0. 076385 
0. 075436 
0. 074463 
0. 073469 


6. 072455 
0. 071426 
0. 070385 
0. 069336 
0. 068281 


0. 067226 
0. 066175 
0. 065131 
0. 064100 
0. 063088 


0. 062100 
0. 061143 
0. 060223 
0. 059348 
0. 058528 


0. 057773 
0. 057095 
0. 056508 
0. 056034 
0. 055698 


0. 055556 
[62] 
5 
0. 086990 
0. 085677 
0. 083124 
0. 079476 
0. 074953 
0. 069861 
0. 064614 
0. 059779 
0. 056256 


Взято из [17.9]. 


10° 


0. 173648 
0. 173595 
0. 173437 
0. 173173 
0. 172804 


0. 172332 
0. 171757 
0. 171080 
0. 170303 
0. 169429 


0.168458 
0. 167393 
0. 166236 
0. 164991 
0. 16366} 


0. 162247 
0. 160755 
0..159187 
0. 157548 
0. 155842 


0. 154073 
0. 152246 
0. 150367 
0. 148439 
0. 146470 


0. 144464 
0. 142428 
0.140370 
0.138295 
0. 136211 


0. 134126 
0. 132049 
0. 129989 
a, 127955 
0. 125958 


0. 124009 
0. 122121 
0. 120307 
0. 118583 
0. 116967 


0. 115479 
0. 114143 
0. 112988 
0. 112053 
0. 111392 


0.111111 


ree 


0. 172318 
0. 170704 
0. 165625 
0. 158377 
0. 149408 
0. 129334 
0. 128968 
0. 119433 
0. 112490 


15° 


0. 258819 
0.258740 
0. 258504 
0. 258111 
0. 257562 


0. 256858 
0. 256001 
0. 254994 
0. 253838 
0. 252536 


0. 251092 
0. 249509 
0. 247790 
0. 245941 
0. 243966 


0. 241870 
0.239657 
0. 237335 
0. 234908 
0. 232383 


0. 229767 
0. 227068 
0. 224292 
0. 221447 
0.218543 


0. 215587 
0. 212589 
0. 209558 
0. 206506 
0. 203443 


0. 200380 
0.:197331 
0. 194307 
0.291324 
0. 188396 


0. 185540 
0.182774 
0. 180119 
0. 177596 


.0. 175231 


0. 173054 
0. 171099 
0. 169410 
0. 168043 
0. 167078 


0. 166667 


en 


0. 258327 


0. 254434 
0. 246882 
0.236134 
0. 222878 
0. 208034 
0. 192809 
0. 178339 
0. 168682 


20° 


0. 342020 
0. 341916 
0. 341604 
0. 341084 
0. 340359 


0. 339430 


0. 338299. 


0. 336969 
0. 335445 
0. 333729 


0. 331827 
С. 329743 
0. 327483 
0. 325052 
0. 322458 


0. 319707 
0. 316806 


‚ 0. 313764 


0. 310587 
0. 307286 


0. 203869 
С. 300346 
0. 296727 
9. 293022 
0. 289242 


0. 285399 
0. 281505 
03277573 
0.273616 
0. 269648 


0. 265684 
0. 261729 
0. 257832 
0. 253979 
0. 250200 


0. 246517 
0. 242952 
0. 239531 
0. 236282 
0. 233238 


0. 230436 
С. 224922 
0.225750 
0. 223992 
0.222751 


0. 222292 


[5 


0. 341370 
0. 336231 
0. 326288 
0, 312192 
0. 294884 
0.275597 
0. 255897 
0. 237883 
0.224814 


25° 


0, 422618 
0. 422490 
0. 422104 
0. 421462 
0. 420566 


0. 419419 
0. 418024 
0. 416385 
0. 414506 
0. 412394 


0. 410054 
0. 407492 


- 0.404717 


0. 401736 
0. 398558 


0. 395191 
0. 391645 
0. 387930 
0. 384057 
0. 380037 


0. 375880 
С. 371600 
0. 367209 
0. 362720 
0. 258145 


0. 353500 
0. 348799 
0. 344057 
0. 339290 
0. 224516 


0, 329751 
0. 325015 
0. 320328 
0. 315710 
0. 211185 


0. 306778 
0. 302515 
0. 298427 
0. 294547 
0. 290914 


0.287571 
0. 284573 
0. 281983 
0. 279887 
0. 278458 


0. 277778 
я 


0. 421815 
0. 415475 
0. 403252 
0. 286013 
0. 264976 
0. 341676 
0. 318009 
0. 296459 
0. 280867 


-- К (a)Z(~\90° —w) = {К (ce) Е (+\90°—«) =] К (а) - Е («)]Р(+\90°-—«} 


30° 
0. 500000 
0. 499848 
0. 499391 


0. 498633 
0. 497574 


0. 496219 
0. 494572 
0. 492638 
0. 490424 
0. 487937 


0. 485184 
0. 482176 
0. 478920 
0. 475428 
0. 471710 


0. 467777 
0. 463642 
0. 459316 
0. 454813 
0. 450147 


0. 445330 
С. 440378 
0. 435306 
0. 430127 
0. 424860 


0. 419519 
0. 414121 
0. 408685 
0. 403228 
0. 297769 


0. 292328 
0. 386926 
0. 381586 
0. 376331 
J. 371186 


0. 266180 
0. 361342 
0. 256706 
0. 352309 
0. 248194 


0. 344410 
0. 341017 
0. 338088 
0. 335718 
0. 234046 


0. 333333 
Г 


0. 499050 
0. 491565 
0. 477203 
0. 457086 
0. 432729 
0. 405958 
0. 378946 
0. 354475 
0. 326826 


ἜΝ F(~\90°—«) 
Αρίῳ а] К’ (в) 
a\¢ зо 
0° 0.573576 
2 0.573402 
4 0. 572878 
6 0. 572009 
8 0. 570795 
10 0. 569244 
12 0. 567360 
14 0. 565150 
16 0. 562623 
18 0, 559789 
20 0. 556657 
22 0, 553238 
24 0. 549546 
26 0. 545591 
28 0. 541389 
30 0. 536953 
32 0. 532297 
34 0. 527437 
36 0.522388 
38 0. 517165 
40 0. 511786 
42 0. 506266 
44 0. 500622 
46 0. 494873 
48 0. 489034 
50 0. 483125 
52 0. 477164 
54 0. 471170 
56 0. 465163 
58 0. 459163 
60 0. 453192 
62 0. 447272 
64 0. 441428 
66 0. 435683 
68 0, 430065 
70 0. 424604 
72 0. 419332 
74 0, 414284 
76 0. 409500 
78 0. 405026 
80 0. 400915 
82 0. 397229 
84 0. 294049 
86 0. 391477 
88 0. 389662 
90 0. 388889 
S| 
6 
5 0.572487 
15 0. 563926 
25 0. 547600 
35 0. 524935 
45 0. 497760 
55 0. 468167 
65 0. 438541 
75 0. 411857 
85 0. 392679 


ЛЯМБДА-ФУНКЦИЯ ХЕЙМАНА 


Таблица 17,8. Лямбда-функция Хеймана A,(o\«) 


+2 К (a) Ζι»λ90'--α) == [K (a) Е (p\Q0?—a) [К (a) - Ε(α) Е (+\90°—а} 


40° 


0. 642788 
0. 642592 
0. 642006 
0. 641032 
0. 629674 


0. 637940 
0. 635836 
0. 633373 
0. 630561 
0. 627412 


0. 622939 
0. 620157 
0. 616080 
0. 611725 
0. 607107 


0. 602244 
0, 597153 
0.591851 
0. 586356 
0. 580687 


0. 574862 


0. 568898. 


0. 562815 
0. 556632 
0. 550366 


0. 544038 
0. 537668 
0.531275 
0. 524879 
0. 518502 


О, ΡΙΕΤΡ 
0. 505895 
0. 49971 1 
0. 493642 
0. 487715 


0. 481959 
0. 4764598 
0. 471098 
0. 466070 
0. 461371 


0. 457055 
0. 453189 
0. 449853 
0, 447157 
0, 445255 


0. 444444 
wwe 
6 


=! 


0. 641567 
0. 632010 
0. 613936 
0; 589127 
0. 559735 
0.528076 
0, 496661 
0. 468546 
0. 448417 


45° 


0. 707107 
0. 706891 
0. 706247 
0. 705177 
0. 703687 


0. 701786 
0. 699484 
0. 696794 
0. 693729 
0. 690306 


0. 686540 
0. 682450 
0. 678054 
0. 673372 
0. 668422 


0. 663225 
0. 657801 
0. 652170 
0. 646351 
0. 640365 


0. 634231 
0. 627970 
0. 621600 
0. 615142 
0. 608615 


0. 602038 
0. 595432 
0. 588817 
0, 582212 
0. 575640 


0, 569122 
0. 562680 
0. 556339 
0. 550124 
0. 544062 


0. 528182 
0, 532519 
0. 527106 


0. 521985 


9, 517202 


0. 512813 
0. 508883 
0. 505494 
0. 502754 
0. 500823 


0.500000 
or 


0. 705765 
0. 695307 
0. 675748 
0. 649283 
0. 618381 


‚0. 585512 


0. 553214 


`0. 524506 


0. 504034 


50° 
0. 766044 
0. 765811 
0. 763115 
0. 763956 
0. 762347 


0. 760298 
0. 757822 
0. 754937 
0.751660 
0. 748011 


0. 744012 
0. 739683 
0. 735049 
0. 730130 
0. 724951 


0, 719532 
0. 713900 
0. 708073 
0. 702074 
0. 695923 


0..689642 
0. 683251 
0. 676769 
0. 670217 
0. 663613 


0. 656976 
0. 650326 
0. 642682 
0. 637064 
0. 620491 


0. 623985 
0. 617567 
0. 611258 
0. 605085 
0. 599072 


0. 593247 
0. 587641 
0. 582290 
0, 571221 
0.572511 


0. 568181 
0. 564307 
0. 560967 
0. 558268 
0. 556366 


0. 555556 
cy 


0. 764592 
0. 753346 
0. 732623 
0. 705094 
0. 673501 
0. 640369 
0. 608153 
0.579721 
0, 259529 


55° 


0, 819152 
0. 818903 
0. 818157 
0. 816922 
0. 815210 


0. 813034 
0. 810416 
0. 807375 
0. 803935 
0. 800123 


0. 795963 
0. 791483 
0. 786709 
0. 781667 
0. 776384 


0. 770883 
0. 765190 
0. 759326 
0. 752314 
0. 747177 


0. 740932 
0. 734602 
0. 728203 
0. 721756 
0, 15217 


0. 708785 
0. 702298 
0. 695832 
0. 689405 
0. 682037 


0. 676745 
0. 670549 


-0. 664469 


0. 658528 
0. 652749 


0. 647159 
0. 641784 
0. 636559 
0. 621818 


0. 627303. 


0. 623166 
0. 619464 
0. 616276 
0. 613700 


0. 611884` 
0. 611111 


el 


0. 817600 
0. 805703 


0. 784220. 


0. 756337 
0. 724985 
0. 692612 
0. 661480 
0. 634200 
0. 614903 


60° 


0. 866025 
0. 865762 
0. 864975 
0. 863674 


0. 861876. 


0. 859602 
0. 856877 
0. 853731 
0. 850194 
0. 846297 


0. 842073 
0. 837553 
0. 832766 
0. 827743 
0. 822510 


0. 817093 
0. 811517 
0. 805804 
0. 799976 
0. 794052 


0. 788051 
0. 781992 
0. 775891 
0. 769764 
0. 763627 


0.757496 
0. 75.1385 
0. 745310 
0. 739286 
0, 222229 


0. 727455 
0. 721680 
0. 716024 
0. 710504 
0. 705142 


0. 699961 
0. 694985 
0. 690244 
0. 685770 
0. 681601 


0. 677782 
0. 674368 
0. 671427 
0. 669053 
0. 667379 


0. 666667 

ги 

6 

0. 864388 
0. 852010 
0. 830282 
0. 802903 
0. 772839 
0. 742291 
0. 713246 


0. 687972 
0. 670162 
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Таблица 17.8. Лямбда-функция Хеймана Л,(ф\ α) 


905 a) 2 ᾿ 
Aol y\a)= а К (a)Z(~\90 “eh 


R(x) 

= © £K (a) Εινλ905-- ὦ ~[ K (a) — E(«) ]F(\90° в} 

a\e 65° 70° 75° 80° 85° 
0° 0.906308 — 0.939693 0.965925 — 0.984808 — 0.996195 
2 0.906032 — 0.939407 0.965633 0.984511 0 995903 
4 — 0.905210 — 0.938559 0.964759 — 0.983552 — 0.995130 
ь — 0.903857 — 0.937172 — 0.963375 — 0.982315 — 0.994063 
8 — 0.901997 0.935282 — 0.961512 — 0.98059 — 0.992833 
10 — 0.899600 0.932934 — 0.959244 — 0.978597 — 0.991511 
12 — 0.896881 0. 930177 0.956638 — 0.976384 — 0.990135 
14 — 0.893699 0.927061 0.953755 — 0.974016 — 0.988727 
14 0.890152 0.923634 — 0.950645 Ο/971534. 0.987299 
18 — 0.886280 — 0.919940 0.947355 — 0.968969 — 0.985858 
20 — 0.882119 — 0.916018 — 0.943918 — 0.966343 — 0.984410 
23 0. 877704 0. 911904 0. 940364 0. 963671 0. 982958 
24 0. 873068 0. 907630 0. 936718 0. 960968 0. 981566 
26 0. 868240 0. 903221 0. 932000 0. 958241 0. 980054 
28 — 0.863249 — 0.898703 0.929225 — 0.955500 07978604 
30 0. 858117 0. 894095 0. 925409 0. 952751 0. 977159 
32 — 0.852869 0.889416 0.921563 — 0.949998 0.975719 
34 0. 847523 0. 884681 0. 917695 0. 947247 0. 974286 
26 0. 842100 0. 879904 0. 913817 0. 944502 0. 972861 
33 — 0.836615 — 0.875099 — 0.909935 0.94176 07971445 
44 — 0.831085 — 0.870277 0.906056 — 0.939042 — 0.970039 
42 — 0.825524 0.865449 0.902138 — 0.936335 — 0.968644 
44 —0.8199% 0.860625 0.898337 — 0.933647 — 0.967262 
46 0. 814365 С. 855814 0. 894508 0. 930981 0.965894 
488. 0.808792 — 0.851026 — 0.890708 — 0.928341 0.964540 
55 — 0.803241 0.846269 0.886942 — 0.925731 0.962204 
52 0.797724 0.841553 0.883216 — 0.923152 — 0.961885 
54 0. 792252 0. 836887 0. 879537 0; 920610 0. 960586 
56 0. 786839 0. 832280 0. 875911 0. 918108 0. 959309 
58 0. 781496 0. 827742 0. 872345 0. 915649 0. 958055 
66 — 0.776237 — 0.823283 — 0.868846 — 0.913240 — 0.956826 
62 0. 771077 0. 818913 0. 865421 0. 910884 0. 955626 
64 — 0.766029 — 0.814645 0.862080 — 0.908588 °— 0.954457 
66 0. 761110 0. 810490 0. 858831 0. 906357 0.953321 
68 — 0.756338 — 0.806454 — 0.855685 0.904198 — 0.952223 
70 — 0.751731 0. 802581 = 0.852654 — 0.902119 — 0.951166 
72 — 0.747312 0.798860 Οἱ 849751 0900129 — 0.950154 
74 0. 743104 0. 795319 0. 846990 0. 898237 0. 949193 
76 0. 739137 0. 791983 0. 844390 0. 896456 0. 948288 
78 0. 735442 0. 788877 0. 841972 0. 894800 0. 947446 
80 0. 732059 0. 786036 0. 839759 0. 893286 0. 946677 
82 0. 729036 0. 783497 0. 837783 0. 891933 0. 945990 
84 0. 726434 0. 781312 0. 836963 0. 890770 0. 915400 
86 0. 724333 0. 779549 0. 834711 0. 889831 0. 944923 
88 — 0.722852 0.718307 — 0.833745 — 0.889170 0.944587 
90 0. 722222 0. 777778 0.923333 0. 888889 0. 944444 
[621] [62] [-6η (-5)5 ΤΩ 

6 6 6 5 5 

5 — 0.904599 ΄ 0.937930 0.964135 0.983037 0.994624 
15 0. 891969 0. 925284 0. 952226 0.972787 0. 988015 
25 0. 870676 0. 905441 0. 934867 0. 959667 0. 980779 
35 — 0.844820 0.882297 0.915757 0.945875 — 0.973573 
45 0. 817155 0. 858217 С. 896419 0. 932311 0. 966576 
55 0. 789537 0. 834576 0. 877717 0. 919353 0. 959944 
65 0. 763552 0. 812552 0. 860443 0. 907464 0. 953885 
75 0. 741089 0. 793624 0. 845669 0. 897332 0. 948733 
85 0.725315 — 0.780373 0.835352 0.890270 0.945145 
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Таблица 17.9. Эллиптический интеграл третьего рода Π(π; φΝα) 


П(п; φὶ α) = |” (1—n sin? 0) - 11-7? а sin? 6] “de 


а\ф 0° 15° 30° 45° 60° 755 905 
0° 0 1 0.26180 0. 52360 0. 78540 1. 04720 1. 30900 1. 57080 
15 0 0.26200 0. 52513 0. 79025 1. 05774 1. 32733 1. 59814 
30 0 0. 26254 0. 52943 0. 80437 1. 08955 1. 38457 1. 68575 
45 0 0. 26330 0. 53562 0. 82602 1. 14243 1. 48788 1. 85407 
60 0 0.26406 .0. 54223 0. 85122 1. 21260 1. 64918 2. 15651 
75 0 0. 26463 0. 54736 0. 87270 1.28371 1. 87145 2. 75806 
90 0 0.26484 0. 54931 0. 88137 1. 31696 2. 02759 со 

9 0 0. 26239 0. 52820 0. 80013 1. 07949 1. 36560 1. 65576 
15 0 0. 26259 0. 52975 0. 80514 1. 09058 1. 38520 1. 68536 
30 0 0.26314 0. 53412 0. 81972 1. 12405 1. 44649 1. 78030 
45 0 0. 26390 0. 54041 0. 84210 1. 17980 1. 55739 1. 96326 
60 0 0. 26467 0. 54712 0. 86817 1. 25393 1. 73121 2. 29355 
75 0 0. 26524 0. 55234 0. 89040 1. 32926 1. 97204 2.96601 
90 0 0. 26545 0. 55431 0. 89939 1. 36454 2.14201 00 

0 0 0. 26299 0. 53294 0. 81586 1.11534 1. 43078 1. 75620 
15 0 0. 26319 0. 53452 0. 82104 1. 12705 1. 45187 1. 78850 
30 0 0. 26374 0.53896 —= 0.83612 1. 16241 1. 51792 1. 89229 
45 0 0. 26450 0. 54535 0. 85928 1. 22139 1. 63775 2. 09296 
60 0 0. 26527 0. 55217 0. 88629 1. 30003 1. 82643 2. 45715 
75 0 0. 26585 0. 55747 0. 90934 1. 38016 2. 08942 3. 20448 
90 0 0. 26606 0. 55948 0. 91867 1. 41777 2. 27604 со 

0 0 0. 26359 0. 53784 0. 83271 1.15551 1. 50701 1. 87746 
15 0 0. 26379 0. 53945 0. 83808 1. 16791 1. 52988 1.91309 
30 0 0.26434 0. 54396 0. 85370 1. 20543 1. 60161 2. 02779 
45 0 0. 26511 0. 55046 0. 87771 1. 26812 1. 73217 2. 25038 
60 0 0. 26588 0. 55739 0. 90574 1. 35193 1. 93879 2. 65684 
75 0 0. 26646 0. 56278 0. 92969 1. 43759 2. 22876 3. 49853 
90 0 0. 26667 0. 56483 0. 93938 1. 47789 2. 43581 со 

7 0 0, 26420 0, 54291 0. 85084 1. 20098 1. 59794 2. 02789 
15 0 0. 26440 0. 54454 0. 85641 1. 21419 1. 62298 2. 06774 
30 0 0. 26495 0. 54912 0. 87262 1.25419 1. 70165 2. 19629 
45 0 0. 26572 0. 55573 0. 89756 1. 32117 1. 84537 2. 44683 
60 0 0.26650 0. 56278 0. 92670 1. 41098 2. 07413 2.90761 
75 0 0. 26708 0. 56827 0. 95162 1. 50309 2. 39775 3,87214 
90 0 0. 26729 0. 57035 0. 96171 1. 54653 2. 63052 о 

η 0 0. 26481 0. 54814 0. 87042 1.25310 1. 70919 2. 22144 
15 0 0. 26501 0. 54980 0. 87621 1. 26726 1. 73695 2. 26685 
30 0 0. 26557 0. 55447 0. 89307 1. 31017 1. 82433 2. 41367 
45 0 0. 26634 0. 56119 0. 91902 1. 38218 1. 98464 2. 70129 
60 0 0. 26712 0. 56837 0. 94939 1. 47906 2. 24155 3. 23477 
75 0 0. 26770 0. 57394 0. 97538 1. 57881 2. 60846 4. 36620 
90 0 0. 26792 0. 57606 0. 98591 1. 62599 2. 87468 со 

0 0 0. 26543 0. 55357 0. 89167 1. 31379 1. 85002 2. 48365 
15 0 0. 26563 0. 55525 0. 89770 1. 32907 1. 88131 2.53677 
30 0 0. 26619 0. 56000 0. 91527 1. 37544 1. 98005 2. 70905 
45 0 0. 26696 0. 56684 0. 94235 1. 45347 2.16210 3. 04862 
60 0 0. 26775 0. 57414 0. 97406 1. 55884 2. 45623 3. 68509 
75 0 0. 26833 0. 57982 1. 00123 1. 66780 2. 88113 5. 05734 
90 0 0. 26855 0. 58198 1. 01225 1. 71951 3. 19278 20 


k Pia |‘ | [‹ м] [95] 


См. примеры 15 — 20. 
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17. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Таблица 17.9. Эллиптический интеграл третьего pera П(и; φΝα) 


<> 
о 


οοοώοσοοσοουο ооо Οοοσοοοοος οοοοσοσοοο 


Π{π} φλα)-- |” (1--η sin? 6)~"[1-sin? а sin? 6] “do 


15° 
0. 26605 
0. 26625 
0. 26681 
0. 26759 
0. 26838 
0. 26897 
0. 26918 


0. 26668 
0. 26688 
0. 26745 
0. 26823 
0. 26902 
0. 26961 
9. 26982 


0. 26731 
0. 26752 
0. 26808 
0. 26887 
0. 26966 
0. 27025 
0. 27047 


0. 26795 
0. 26816 
0. 26872 
0. 26951 
0, 27031 
0. 27090 
0. 27112 


ΓΙ 


См. примеры 15 -- 20. 


30° 


0. 55918 
0, 56090 
0. 56573 
0. 57270 
0. 58014 
0. 58592 
С. 58812 


0. 56501 
9. 56676 
0. 57168 
0. 57877 
0. 58635 
0. 59225 
0. 59449 


С. 57106: 


0. 57284 
0. 57785 
0. 58508 
0. 59281 
0. 59882 
0. 60110 


0. 57735 
0. 57916 
0. 58428 
0. 59165 
0, 59953 
0. 60566 
0. 60799 


ce 


45° 
0.91487 
0.92116 
0. 93952 


-0. 96784 
1.00104 


1. 02954 
1. 04110 


0. 94034 
0. 94694 
0. 96618 
9. 99588 


1. 02076. 


1. 06073 
1. 07290 


0. 96853 
0. 97547 
0. 99569 
1, 02695 
1. 06372 
1, 99235 
1.10821 


1. 00000 
1. 00731 
1. 02866 
1. 06170 
1. 10060 
1.12414 
1, 14779 


[τ] 


60° 
]. 38587 
1.40251 
1.45309 
1.53846 
1.65425 
1. 77459 
1, 831%¢ 


1. 47370 
1. 49205 
1.54790 
1.64250 
1. 77145 
]. 90629 
1. 97080 


1.58459 


1, 60515 


1. 66788 
. 77453 
. 92081 
. 07487 
. 14899 


NINH 


1, 73205 
1, 75565 
1, 82781 
1. 79134 
2.12160 
2. 30276 
Е. 33053 


ΜΚ 


τ᾽ 
«02720 
07323 
. 18765 
39973 
. 74586 
229515 
. 63042 


2, 30538 
2. 24868 
2. 48618 
2. 14328 


WoW DO DD DY PO PY 
. 


3.16844. 


3. 80370 
4. 28518 


2. 74439 
2.19990 
2. ΓΣ ΕΙ 
3, 51:10 
3. 87661 
4. 74432 
5. 42125 


3. 73205 
3. 81655 
4. 08864 
4. 61280 
5. 52554 
7. 00372 
8.22356 


90° 
2. 86787 


2. 93263. 
3. 14339. 


3. 56210 
δ. 35175] 


6.11030 


во 


3. 51240 
3. 59723 
3. 87507 
4, 43274 
5, 51206 
7.96669 


co 


4. 96729 
5. 09958 
3351 
6. 42557 
8. 20086 


12. 46407 


ο0 


888888 8 
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о от И ЧИНОВ 


18.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ, ОГРАНИЧЕНИЯ И УСЛОВИЯ 


Эллиптическая функция является однозначной двоякопе- 
риодической аналитической функцией комплексной пере- 
менной, единственными особенностями которой в конеч- 
ной части плоскости могут быть только полюсы. Если 
Ὁ И ©’ — пара (основных) полупериодов такой функции 
Ια), то ΚΖ + 2Мо + 2Now’) =f(z), где М и М- целые 
числа. Таким образом, изучение любой такой функции 
можно свести к рассмотрению ее поведения в основном 
параллелограмме пернодов (ЕРР). Эллиптическая функция 
имеет конечное число полюсов (и то же самое число нулей) 
в ЕРР. Число этих полюсов (нулей) (неприводимое мно- 
жество) называется порядком функции (полюсы и нули 


считаются в соответствии с их кратностью). Все остальные 
полюсы (нули) называются конгруэнтными неприводимому 
множеству. Простейшие (нетривиальные) эллиптические 
функции являются функциями второго порядка. В ЕРР 
можно выбрать в качестве стандартной функции второго 
порядка либо функцию с двумя простыми полюсами (выбор 
Якоби), либо функцию с одним двойным полюсом (выбор 
Вейерштрасса). 

Р-функциия Вейерштрасса. Пусть ω и <’ означают пару 
комплексных чисел таких, что Im(w’/w) > 0. Тогда Y(z) = 
= Y(z|w, w’) есть эллиптическая функция второго порядка 
с периодами 20, 2%’, имеющая двойной полюс в точке 
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2 =0, главной частью которой является 2-2; P(z) — 2? 
— аналитическая функция в окрестности начала координат 
и стремится к нулю при 2, стремящемся к нулю. 

(-функция Вейерштрасса. ((2) = ζ(ζ]ω, ο’) удовлетво- 
ряет условию C(z) = —9(2); ¢(z) имеет простой полюс 
при 2 = 0, и главная часть ее равна 2—1; ζ(Ζ) — 2—1 стремится 
к нулю при 2, стремящемся к нулю, и является аналити- 
ческой в окрестности начала координат. ζίΖ) — не эллипти- 
ческая функция, так как она непериодична. Однако она 
квазипериодична (см. 18.2.19), так что сведение в ЕРР 
возможно. 

в-функция Вейерштрасса. σ(Ζ) = σ(ζ]ω,ω΄) удовлетворяет 
условию 0’(2)/с(2) = ζ(Ζ); o(z) — целая функция, которая 
стремится к нулю в начале координат. Подобно ζ, она 
не является эллиптической функцией, так как непериодична. 
Однако она квазипериодична (см. 18.2.20), так что сведение 
в ЕРР возможно. 


Инварианты 22 И 23 
Пусть W = 2Мо + 2Nw’, где М и N — целые. Тогда 
18.1.1. ο) = 60Σ’/-" и g3 = 1402’ W-® 
называются инвариантами. Здесь суммирование произво- 


дится по всевозможным парам М и №, исключая М = 
== М = ©, 


Дополнительные обозначения, подчеркивающие 
зависимость от инвариантов 


18.1.2. A(z) = P(z; ge, 23). 
18.1.3. P’(z) = Pz; ge, ση). 
18.1.4. С(2) = ((2; 8» 83). 
18.1.5. о(2) = σ(Ζ; ga, 83). 


Основное дифференциальное уравнение, дискриминант 
и связанные с ним величины 


18.1.6. ύ2’2(2) = 433(2) — goP(z) — ση. 

18.1.7. 2’?(2) = 4(A(z) — ει) (A(z) — ες) (P(z) — eg). 
18.1.8. A = 23 — 2783 = 16(εα — es)" (ез — е1} (ει — ε))᾽' 
18.1.9. go = — 4(е1ез + еез + еэез) = 2(e? + οὗ + е3). 


18.1.10. ρα = 4елезез = = (e? + e3 + οὖ). 


18.1.11. Cy + 61 + ез = 0. 
18.1.12. εἴ + ef + οἷ = 93/8. 
18.1.13. 4е3 — g.e; —-g3 = 0 (i= 1, 2, 3). 


Orpaunuenna на инварианты и дискриминант 


В этой главе будут рассматриваться только действи- 
тельные Zo и 2. (этим охватывается большинство прило- 
жений), т.е. случай действительного дискриминанта. В 
дальнейшем будут отдельно рассматриваться случаи А > 0 
и A< 0. Соотношения однородности 18.2.1—18.2.15 дают 
возможность ограничиться неотрицательными 2. (исключая 
случай А = 0). 


Обозначения корней из комплексных 
и комплексно сопряженных чисел 


В этой главе, как и в гл. 3, символ Zz!" (п — положитель- 
ное целое) используется для обозначения арифметического 
корня 1-й степени из 2; 2 обозначает комплексно сопряжен- 
ное с 2 число. 


Основные параллелограммы периодов ЕРР. 
Обозначения 


Прямоугольник Ромб 


©1 = ©, 
Фа = ю + ©’, 0 = @ — 6, 
3 = ©. 
©) — действительно, 6)» — действительное, 
@’ — чисто мнимое, Ορ — чисто мнимое, 
’ ΄ 0 
|o’|2>o при 8:20, [ωρ| > ὡς при 8з 2 


(см. формулы 18.9.7 и 18.9.5). 


Фундаментальные прямоугольники 


Изучение четырех функций 3, 2’, С, с можно свести к 
рассмотрению их поведения в фундаментальном прямо- 
угольнике, включающем начало координат (см. 18.2). 


A>0O A<0 
Фундаментальный прямо- Фундаментальный 
угольник прямоугольник 


= 
есть — ЕРР с вершинами имеет вершины 
4 


Г 9 
Wg 


©) 
0, ©, M2, <>’. 0, 2, @2 + = | ¢ 


На правой границе фундаментального прямоугольника 
имеется точка, в которой 3 =0. Обозначим эту точку 
через Zo. 


Фундаментальный 


TIDSINOYEONLHUR 
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18.2. СООТНОШЕНИЯ ОДНОРОДНОСТИ И ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ 


Соотношения однородности (Е = 0) 18.2.14. C(tz; ‘ge, Е 823) = ЕС; δε, Σα). 
Замзгим, чго этноиз2низ пгриодов остастся постоянным, 18.2.15. σ(ίΖ; 9, Г 893) = to(Z; δα, 83). 
18.2.1. 52’(12] to, tw’) = tPP'(z| ω, в). 
18.2.2. P(tz| tw, tw’) = t?P(z| wo, в). 
18.2.3. C(tz| tw, tw’) = "(| ω, ©’). 
18.2.4. o(tz| tw, tw’) = ю(2| ω, ο). 


Случай g,< 0 
Положив t = из 18.2.13 получим 
18.2.16. P(z; 82, &з) = —3(2; 8, —8:). 


Таким образом, случай g,< 0 может быть сведен к 


18.2.5. σ»(ίω, tw’) = {ΓΊσο(ω, ο). случаю 2. > 0. 
18.2.6. σο(ίω, to’) = Г °8з(®, ©). Свойства периодичности и сведение к ЕРР 
18.27. efia, 10) = Гео в) G = 1, 2, 3). (М, № — целые) 
18.2.8. A(t, to’) = ГРА(, ωύ). 18.2.17. “(2 + 2Μω + 2Νω) = 0). 
18.2.9. H,(tw, tw’) = Е2НК®, в’) 18.2.18. A(z + 2Μω + 2Νω’) = (2). 
(1=1, 2,3) (см. 18.3). 18.2.19. ζίΖ + 2Мо + 2Nw’) = ζία) + 2Mn + 2М№. 
18.2.10. σ(ίω, tw’) = φ(ω, | a) (см. 18.10). 18.2.20. с(2 + 2Μω -+ 2Now’) = 
18.2.11. то, ζω’) = т(о, ©’) (см. 18.9). = (—1)@4N+MN (2) exp [(z + Мо + No’) (2Μη + 2М№1) 
18.2.12. Y’(tz; #“2о, t-°gs) = t°P'(z; σι, 83). где 
18.2.13. P(tz; #0», tgs) = t *P(z; ge, 83). 18.2.21. η = ζ(ω), 1’ = C(w’). 


Сопряженные значения 
f(3) = f(z), где Г — любая из четырех функций P, PY’, ©, в. 


Сведение к 2 FPP (cm. puc. 18.1) 


(5 означает комплексно сопряженное с 5.) 


А>0 A<0 
Точка 2. находится в К, 
18.2.22. ῬΊσῳ = --Ῥί]ω — 2), Φα) = — 90%:—2). 
18.2.23. (24) = 0% --Ζ) P(z4) = 9’ —2.) 
18.2.24. ζ(ζ) = —C(2m — 24) + 2η, (24) = — (2%, — 24) + 2(η + 0’). 
18.2.25. (24) = 5(2% —Z,4) exp [24(z, — ω)], (2) = δίΖωα — 24) exp [2(η + т) (24 — в). 


Точка 23 находится в R3 


δ >0 | А < 0 
18.2.26. «2(Ζο) = --Ῥ(2ω; —23), (23) = --Ῥ2ωι — 23). 
18.2.27. P(zs) = 92% — 23), (23) = 0%» — 25). 
18.2.28. C(z3) = — (202 — 23) + 2(η +1), ζ(Ζο) = --ζ(Ζωα — 23) + 2(η + η’. 


18.2.29. o(Z3) = σ(λω»ρ — 23) exp [2(η + η’) (21 — ω))], σ(Ζα) = σ(Ζω; — 23) exp [2(η + 7’) (23 — ©2)]. 


Точка 2. находится в К» 


18.2.30. «2(Ζο) = 2’(Ζα--2ω’), (25) = (2). 
18.2.31. $(2.) = Ζ(Ζα--2ω’) $(2.) = 2(ζα). 
18.2:32. (о) = Cz, — λω}1- 2π', (za) = C(ze). 


18.2.33, σ(ζ)) = —5(2. — 2%’) exp [27/(zz — ©’), σ(Ζο) = ζίΖα). 
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Сведение - FPP в фундаментальный прямоугольник в случае A < 0 
4 


Рис. 18.3. 


Здесь мы имеем дело со случаем, когда 2 находится в 
треугольнике A, (следовательно, Ζω’ — 2 находится в тре- 
угольнике Aj). 


18.2.34. P(z) = P20’ — 2). 
18.2.35. P’(z) = —P’(20’ — 2). 
18.2.36, ζ(Ζ) = 2η’ — C(2w’ — 2). 


18.2.37. σ(Ζ) = σ(Ζω’ — 2) exp [27/(z — w’)]. 


Приведение к случаю, когда действительный полупернод равен единице 
(отношение периодов сохраняется) 


Δ»0 


A<0 
(ωα = w + ©’) 


18.2.38. P’(z| ω, w’) = ох 39’ [27 gr | ‚ (2, ω’) = 539 [zo БЕ —| : 
(oy) Wg 
18.2.39. σ(Ζ| ω, ω) = τ 5-1 |1, ΓΝ, P(z| ὦ, w’) = «σήν εως: Е = }- 
[42 Wg Wg 
18.2.40. f(z], ow’) = ю [27 Ши = |, Cz] ω, ©’) = © [= г: =” 
<) Weg Gey 
18.2.41. oa(z| ω, wo’) = wo [Fo Ls a р в(2| ©, ©’) = wo [ox АЕ 
©) Wg Oo 
В et ee «ει :. = ρι[ώ, eS πι ᾿ } 
ω Wo Wo 
18.2.43. £3(, ©’) = 603 | 1, = р £3(@, ©’) = ost (= = |. 
©) Wo Wo 
18.2.44. θ(ω, ©’) = we; |’ = | em, ©’) = обе; & = = | 
о) Wo 
(i= 1, 2, 3), @=1, 2, 3). 
18.2.45. A(o, 5’) = iL E | ‚ Δ(ω, ©’) ---- ДА τς м | ь 
ω We ΟΡ; 
Примечание. Новый действительный полупериод равен — + = τ... к = |. 
Wg We Wg 
18.3. ЧАСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СООТНОШЕНИЯ 
Значения функций в периодах 
Ф, 3’и С, неограничены, а с равна нулю в точках 2 =2е; (i= 1, 2, 3) ив точке 2 (A <0). 
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18.3.1. 
18.3.2. 
18.3.3. 
18.3.4. 
18.3.5. 


18.3.6. H? = (ει — εὴ (ει — ex) = 2+ 22 = 168 — 2% 
4e; 4 


18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


Значения функций в полупериодах 


А >0 


18.3.7. е; — действительные, 


18.3.8. οι >0> 60 > 63 


(равенство при σα = 0), 


18.3.9. 7 > 0, 


18.3.10. 


18.3.11. 
18.3.12. 


18.3.13. 
18.3.14. 


18.3.15. 
18.3.16. 


18.3.17. 


18.3.18. 
18.3.19. 


18.3.20. 


18.3.21. 


18.3.22. 
18.3.23. 


18.3.24. 


18.3.25. 


18.3.26. 
18.3.27. 
18.3.28. 


18.3.29. 


li 50, если 

| w’ |/|ω = 1.91014 050 (приблиз.) 
H, >0, Нз > 0, 

H, = i \— Hi, 

σ(ω) = ен, 

(‹') = ο Ol?) Низ, 


σ(ωχ) = e™*/(— Hp), 


arg [σ(ωο)] = = 4 
i 2 


Δ «0 
φ(ω) =e, (ἰ--1, 2, 3). 
P(o) =0 @=Ь2, 3). 
m= Gor) @=1 2, 3). 
m= 7, = ТТ, Ns = 7. 


Н? = 2e} + eyez. 


Giek = 1, 2,5, Г Л, ТЕК, 1 = Κ) 


62 — действительное 
е1 = --ᾱ -- iB, 


(равенство при gz = 0). 


и неотрицательное (е› = 0, если gs = 0). 
ез =&, где «>20, В>0 
Ὡς »0, Ng = ζ(ω) -- η΄ — η. 
15/130, если 
| | /ως =3.81915 447 (приблиз.). 
На > 0. 
7/4 <arg (Нз) < π|λ (равенство при #3 = 0), My = Hi. 


σ(ωρ) = e220]? НУ”. 


o(w,) = детка? | HR, 


σϑ(ω’) = ο ο΄ |(-- Hp). 


arg [σ(ω’)] = Пас. + 


п 1 
— — — arg (eo + He — es). 
4i 7 2 8 (6; 2 3) 


Значения функций в четвертьпериодах 


А>0 
P(w/2) = ey + Hy »ει, 


(= — DH, Отче, 
Kap) = > [η +28: + Зе, 


ей [8 


σ(ω/2) = иен, + Beye’ 
P(w’/2) =e; — Нз < ез < 0, 
P(w'/2) = —2Ни \2Нь — Зез, 
ео) = =| η΄ — i (2H; — η ’ 
2 [ο ol8 
ы — ------------------------------------------- 
в('/2) 21/4 H3/8(2 Hs — 3e3)'/8 
$2 (‹2/2) Са. — На, 
P’(@9/2) = —2H,i(2H. ыы 3e,)1/2, 
(02/2) = 1], [ne — i(2He — 3e,)'/*], 
N,0,/8 „9/4 
(воз 2) = pa 


[4H3QH, — Зе) ° 


А< 0 
2(вэ/2) = @ + Но > 62. 
P’' (or9]2) = —2He ψ2Ηᾳ + 361. 
1 ee ea 

ζ(ωο/2) — ale + (2H, - η 9 

е'з@ [8 
oul?) = SATOH, + Зет 
P(w9/2) μμ. τα Но = (ва + 25/2) <. @а < 0. 
φ΄(ω’/2) = —2Ни /2Н, — 36; = “Ῥω: + 05/2). 

’ 1 Г - ’ , 
(09/2) == 2 [ng — ἱΝ22 — 3ез] = — ζ(ω» + 5/2) + 2η’. 
р [ο αρ! ΄ , 
σ(ωχ/2) = антон. Зе = σ(ωᾳ + 3/2) exp [— η΄ ω»]. 

Φ(ω’΄ 2) = @з — Hz. 
P'(w’/2) = —2iH;(2H3 — 3ез)\!. 


ζ(ω’/2) = Ye [η’ — К2Из — Зез)"!*]. 
er o'/8 οἴ π!4 


Г = ион, — Зе" ^ 
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Соотношения при одной третьей периодов 
Если 2 = 2%1/3 (=1, 2, 3) или 20,3, то Pe? = 1257”, что эквивалентно выражению 


18.3.30. 487? — 248,52? — 4823 — 2 = 0. 


Δ. > 0 
18.3.31. ζ(Ζω/3) = Ay x weak 
18.3.32. (20/3) = Ζ΄... Pare 
3 3 
18.3.33. (2/3) = a 1 ΓΕ. 
18.3.34. o(20/3) = РТО , 
92013) = Ύα5) 
_ 183.35, o(20'/3) = — РТ], 
[2(2/3)р 3 οἲπί/9 
—exp [2720/9] 


18.3.36. 6(26/3) = RN ea 


Соотношение Лежандра 
А>0 А < 0 
18.3.37. no’ — vo = πὶ/2 


(имеет место и для А < 0), 


"σῶς — Ἡ/χωα = πὶ 


А < 0 


— Е 


2ηα 
2 == ll 
C( 63/3) 4 +| 3 


C(209/3) = г ий Е | 


ζ(2ω’|3) = = + ΒΚ 


3 
Эх. 9 = —exp [2N202/9] | 
σ(λωρ/3) FP Qed) 
o(20%J3) = 2 а τ 
[52 (2655/3) et" 
C= Пе 


[9'(25'/3) 3 ели 
Соотношения между Н; 
18.3.38. НЗ? HZ + H? = 32514. 
18.3.39, H?H2 + Н2 НЗ + НЗН? = 0. 
18.3.40. H?H2H? = — А/16. 
18.3.41. 16Н8 — 12 Нё + A=0 (=1, 2, 3). 


18.4. ФОРМУЛЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ 


Формулы сложения *) (21 -ἐ 22) 


18.4.1. (2 + Ζω) = ο — 22. 


18.4.2. P’(z1 + 22) = 


$(21) — P(Z2) 


3 (22) — 32 (21) 
18.4.3. P(zy + 22) = ζ(Ζι) + S(z2) + — 


[τ $(2,) — Pz). 


1 92 (21) — 32) , 


"(2) 
18.4.5. Pp 2 —= =< 29 » 
i ll [ ot 


18.4.6. P’(2z) = 


- —499(2) + 129(2) Pz) 90) — PZ) 
a 4P’3(z) 


18.4.7. €(2z) = 2ζ(2) + 2(2)|27 (2). 


a P(z3) == (22) 


18.4.4. σ(ζι + 25) в (21 — 22) = —0*(21)0*(23) [2(Ζι) —P(Z2)]. 


Формулы удвоения и утроения 


(Заметим, что $” = 65°(2) — = ‚ {= 


= 473(z) — goP(z) — gs и 3””(2) = 12A(z) σώ} 


18.4.8. с(22) = —P'(z)o*(z). 


4P’3(z) 


Ba.9.. ioe) = ΠΣ} tS 
18.4.9 ζ( 2) ζ(2) + P'(z) Pz) — Pz) 


18.4.10. с(32) = — P2(z) οἵα) [P(2z) — 2(α)]. 


18.5. РАЗЛОЖЕНИЯ В РЯД 


Ряды Лорана 


[» ὁ) 
18.5.1. A(z) = Ζ-3 + >; сыт? 2, 
В =2 


где 
18.5.2. са = 82/20, сз = 23/28, 


*) Формулы для Си σ не являются алгебраическими 


теоремами сложения. 


3 ᾱ--2 


> CmCk-m (К 2 4). 


18.5.3. ск = ------------ 
(2k + 1) (k Sa 3) m= 2 


fo ο) 
18.5.4. P’(z) = —2z4+ > (2k — 2) ск". 
k=2 
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18.5.5. (2) = σι. > СЕК — 1). 


k=2 


16 
18.5.8. ати = 3(m + 1) ат, na + р (n + 1) dm-2, πμ — 


= m „ат 6111 — - -- -- 
18.5.6, o(z) = р ies ey Ca, 1/3 (2m + 3n — 1) (4m + 6n — 1) ат, в. 
ἡ 2 (4m-+6n-+1)! Здесь dm.n = 0, если какой-либо из индексов отрицателен. 
где (Радиус сходимости рядов для P — 2—2 ' +. 223 wy CO 21 
равен наименьшему из чисел [2% |, |2%'|и |2w’+2w’!; ряд 
18.5.7. doo = |, ялд с сходится при всех 2.) 


Выражение коэффициентов *) cy через Cy и с; 


18.5.9. са = c3/3. 
18.5.10. Cy = Зсосз/11. 
18.5.11. св = [263 + 3с3]/39. 
18.5.12. Cy = 2683/33. 
ЕЕ ,,.... τ᾽ ee 
| δ 2.38.5 .59х 
Χ 107895773 
ΗΝ 5-23 x a aR 5 SD 
х 257 :18049 х 107895773 
6 —25.33.5х — 27.33 .5.23 x —28.31.5.7 х —28.310.5.7 х 
Χ 229-2683 Хх 257 X x 181-1699 x х 41-6047 x 
х 18049 Χ 2803 х 4922497 
ты —28.38.5.229х --25 -310-5x — 28 -39 -5-7 x — 24 -310.5-7x 
х 9103 2683 х 40570423 x 59-179 x 1321 x 
142231 х 1415535763 
4 23-35-57 -3] 23. 37.5. 9103 — 2° -38-5-7x —25.38.5.691х | —24.38.5.11.31х — 24.310.52.7.23 x 
Χ 13:37:41 х 83609 х 3131090387 Χ 263 4845953 
3 2323 25-15. 56.3] 23.37.5.17х —23.36.5.83х —24.36.5.503 x — 24-38 -31 x 
х 109 x 3911 156217 | x 315989669 
2 — 2.33 ΠΠ 15.5.53 2 31.5.17 χα --2:35:5-.17χ ἈΠ 61-151 x 
х 167 x 3037 х 653 
1—3 —2 +3? 33.19 22.33. 311 33.5.20807 —2.38.11х 
x 2609 
0 1 —1 --3» 3.23 3»107 —33.7.23.37 
| 
0 1 2 3 4 5 
*) Значения Ann В форме без множителей для 4т + бп +1 < 35 даны в [18.25], с. 7; значения (ат) 3-5 в форме 
на настольных вычислительных машинах; разложение на простые мможители было выполнено на вычислительной 


*) 1. C4, Св были независимо вычислены и проконтролированы Ι.Χ. Лемером; они были проверены двойным кон- 
тролем с помощью подстановки 8» == 20ς,, δα = 28с. в выражения, данные в [18.10]. 
2. Cy7, Cig были получены из выражений, приведенных в [18.10], с помощью той же подстановки. Они были про- 
контролированы на частных значениях δα И 2.. 
3. со в [18.12] приведено с ошибкой (пропущен в знаменателе множитель 13 в третьем члене скобок); это значение 
было вычислено независимо. . 
4. Автору неизвестны работы, в которых целые числовые коэффициенты (Οἱ даны более чем с десятью знаками. 
Эти числа с меньшим числом верных цифр удобны лишь для работы на настольных клавишных машинах. 
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18.5.13. Св = 5с2(11с8 + 36с3)/7293. 


18.5.14. Cy = с3(29с8 + 11с3)[271Т. 
18.5.15. С1о = (24265 + 1455с2с3)/240669. 
18.5.16. си = 14cec3(389c3 + 369c2)/3187041. 
18.5.17. Cryo = (11495005 + 1080000с3сз + 166617c4)/891678645, 
18.5.18. Cig = 10c3¢3(297c3 + 530c§)/11685817. ы 
6 3.2 4 
18519. | βοός 2с›(528770с8 + 7164675c$c§ + 2908960263) , 
(306735) (215441) 
4с3(62921815с8 + 179865450c8c3 + 1405136764) 
18.5.20. ев = — aa 
(179685) (38920531) 
͵ с3(58957855с8 + 1086511320c8c2 + 87534183668) 
18.5.21. Cig = и, 
(5909761) (5132565) 


коэффициентов *) ат,» 


---------------- — 


--25:39.5.7.19χ 
х 1752686144977 
—24.37.5.7. 
11.29 х --24.38.5.7.613 x 
x 83 -1129-9551 | x 17605225081 
—23.37 x — 24.37. 5.17 +53 х|-2.39.5.72.17х| 23.37.5.ῃ2χ 
х 2387260103 Χ 2957-41189 X 67.195651059 | x 35866647631901 
—35.17х —23.35.7.13х |--37 x —2 -35. 5.7.193 x 36.7 x 
х 1578257 X 2742587 х 248882935409 | x 13679 274973 x 89555603641079 
31.313.502 |—34-7~x . 35. 11.37х —34.7.23.14387х | —34- 71x —36.7.11.232х 3°.72.24733Х 
Χ 685973 Χ 257981 x 40763 х 176302760639 Χ 383 -739 -18539]х 198922785511 
6 7 8 9 10 11 12 
> m 


с множителями даны В [18.15], т. 4,c. 89, для 4m + бп +1 < 25. Нзый числов2# матэриал был вычислен и проверен 
машине SWAC. 


— СэС3(30171955с8 + 12613807533 +- 2815173069) | 


μας μα. (920205) (6678671) 

ἘΝ _ 1541470 .949003с8 + 30458088737 - 1155686 + 122378650673 : 3Τϑεϑοἑ + 2348703 - 88777765 

a ΠΗ (1342211013) (4695105713) "Ων 
2e8cs(3365544215c8 + 429852433 - 456363 + 852ΤΤ43 47768) 

18.5.24. и 


(91100295) (113537407) 


29 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 
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'Обращенный ряд *) для больших || 
18.5.25. 
6άραα 


11 


2 
ΠΟ сы + SE uP ur + 


+ = (3α3 + 5а3 )и13 + αδαηιι” + = (1202 + 7аЗ)и!? + 
+ 


2 
(0+ Toul? + ет (303 + 10а) и? + 


35 ag%3 


-- ----- a (9х3 + 402) и? + 
+7 (3308 + 1800802 + 10αθ)ιβ5 + 
200 
Togas 


er (1la3 + 1002)u2? + 


+ = (14348 + 1155308 + 21008) и? ++ 


rere 


+ в. 31 (1439$ + 220028 + 658) и" + 
8 728 «За + 280αἑ)ιῤ᾽ + 
-- 35 
Ἔα 7 (19544 + 455303 + 420$)u°? + 


Τ a (1105α8 + 16380062 -+ ]0920α8αΐ + 


+ 168 8) из? + 


+ es (85a8 +- 280αϑα3 + 56αϑ)ιῷ᾽ + 


Ἔ oan (32308 + 6120α8α8 + 6300αϑαΐ + ЗЗбо®)ий + 


1433 
2°- 


где 
18.5.26. a, = 25/8, 
18.5.27. «3 = 23/8, 
18.5.18. а = (7? >)". 


Обращенный ряд для больших |?’| 
18.5.29. 2 = Ayu + Аи + Али? + Agu® + ..., 


где 
18.5.30. и = ($7113)-1 ейиз, 
18.5.31. А; = 21/3, 


а 
18.5.32. А; = — ᾽ Ai, 


*) В этом и других рядах значения корня нужно вы- 
бирать так, чтобы 2 оказалось в фундаментальном прямо- 


угольнике (см. рис. 18.2). 


+ —— PT + 714008a2 + 252034 + 2408)u* + ow) 


18.5.33. A, -- -- 44 , 


18.5.34. А, = 0, 
18.5.35. A,; = 8а›аз 3/11, 


18.5.36. А1з = 1541 (a3 + баз), 


18.5.37. 1; = —96a3a3/175, 
18.5.38. Ay, = = πε (a3 + 12а?). 


18.5.39. Здесь аз = 22/6, аз = 83/6. 


Обращенный ряд для больших | ζ| 

18.5.40. 2 = u + A,u® + Aqu? + Agu® + ..., 
где 

8.5.41. u = C4, 

18.5.42. A, = —8,/5, 

18.5.43. A, = —8,/7, 

18.5.44. A, = 33/7, 

18.5.45. Ay, = 38283/11, 


18.5.46. Aig = τωτί- 853 +782 З), 
18.5.47. Αι. = —41823,/91, 
18.5.48. Αι) = δι -- 411683), 


9163 


18.5.49, Δια = = (11543183 — 2256882). 
323323 | 


18.5.50. Здесь 8, = 22/12, 
18.5.51. δὰ = 53/20. 


Другие ряды, содержащие 3 
Ряды в окрестности Zo [7(Ζο) = 0] 
18.5.52. | 


3 | 
P = Pou | — Зсзий — 4cgu® + Se u® + - yO + 
+ 7(12с3 — 52) ε΄ 48δεξςα us] р. 
13 33 


Е (| --δο — 14сзи? + Sedu! + ЗЗевези + | 


44 — 105} 5 _ 13634οι до 
33 ΝΜ 
+ 562(55с3 — 231663) a + 
143 
где 


18.5.53. и = (z — 2), 9, =9/(20) = i vgs. 
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18.5.54. 


. ΄ 9 
“οὖν ау + 2а?у3 + щи 


+ κα ν < OM + 
+ 1583.2 + 70а3)у? + 2a2(2P54 + 7ез + 21a*)v§ + 
+ κ + {#34 2043} Pit + 15a%gg P+. [324] y? 4 


΄ 0 2 ᾽ 
+ 15а ew + we + ве Pot + — Por 


-- 


6 / 
и "| у’ x [52 + 1559.6 + {15498 +3328} 7241. 


+ ; 80°. 5724 Не + [3428 + 83} Po? + 


+ 1183{98 а? + 93} 205 + 2002a° {τ аз + Pit + 


+ 16016a%gs Py? + Ι944845] νο] +...» 


где 
18.5.55. у = 3/(3,) иа = g,/4. 


Ряды в окрестности «4 
18.5.56. (P —е;) = 
= (303 — 5с,) и + (10соез + 21с3) и? + 
+ (7с»е? + 21сзез + 563) из + (18сзе? + З0сзе; + 


3 
+ 33ςαςα) ut + [аа + 92сосзез + 10563 — a ue + 


p 
“+ & Сосзе? + a ег + 84cke; + = cts] и" № 


ο е? + Е -- е? + ---- 

13 . 13 
45750 25 

———————' Cal 
143 


3405 
τ [5 855 OS eter + 


где 
18.5.57. и = (z — в). 
Другие ряды, содержащие 5’ 
Ряды в окрестности Zo 
18.5.58. (3’ — Yo) = 


_ la 10cou — 56c3u® + 30c2u° + 264coc3u? + 


8. ] 5452 с2сз 


(8408 — 10063) 
3 1 


ий + 


70¢2(S5c3 — 23 16с3) | 
143 


+ 30с3и8 + 114сьсзи!0 + 7(12c3 — 56) и? — 


вай ee “| + ar 
1 


ы + Po | — Sea! — 28ςημ) + 


где 
18.5.59. и = (z — Zp). 
18.5.60. (z — Ζϱ) = 


=А— 54 — + 3(ce + 5) AP + 


Зе 44 
2 
+ 1062,48 — 3[36сз — 39; + 453] А? — 
‚ [25 
— 39, ἘΞ се + 210") Α8 + 7 (2856?с» + 


+ 10002 — 279926 + 132b*) A®+..., 
где 


18.5.61. А = (P’ — 3,)/(—10с.), 
18.5.62. b = 493/52. 


Ряды в окрестности ww; 
18.5.63. 3’ = 2(36} — Ses) α + 4(10с»е; +21с3) α) + 
+ 6(7cge7 + 21сзез + 503) αὖ + 24(6сзе? + 10686ῃ + 


+ 11сэсз) α’ + 10 (22ctet + 92сосзез + 10563 — 
10c3) α 364 110 
-----}α) + 24 CaCae? +. — се 
3 | @ μμ 


+ 42с3ез + = αἴ] al? + 70 [5 се? + 


171 681 9150 5 
+ — се? + — с?сзе; + -- cock + — ch] al +... 
Е Ἄα. ΤΝ μα. 


где 
18.5.64. α = (z — <). 


Другие ряды, содержащие ζ 
Ряд в окрестности 2, [3(2,} = 0] 


18.5.65. 3 τ Co —= 


= αἱ и? + cou® + cgu® σδιῦ 19сосзи? 
ΚΙ НИЯ Пр О ВЕ оо kp eet eae ee 
2 Z 3 22 
(Sc3 — 12°)  , 61с2сзи® Scou® 
| et | + I —— 
26 66 | ᾿ 
р 7сзи? ыы 5 си? к. Псосзи" (1003 — 84с3) ут 
2 7 3 33 
1363 с8сз μα. с(231663 — 5568) | ον] δ). 
429 429 | 
где 


18.5.66. и = (2 — Zo), 


18.5.67. ζο = ζ(ζο). 
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Ряды в скрестности 04 где 
18.5.68. ($ — τι) = аб (Е 6 
(Зе? — 562) 3  (10сэез + 2163) αὖ 
----6α ----------- οὗ -- ----------------- -- 
3 5 Обращенный ряд для малых |с | 
(Tepe? + 21сзе; + 562) a? (бсзе? + 10сзез + сосз) α’ 
И. лы Афин --------..οῳ..... нь с Вы ВИ ᾿ 
7 3 18.5.70. Ζ --σ + oh 4 Зо? 4 338 go 4 
10 5 7 14. 
[а +- 92сьсзеё + 10563 — τ αἳ αὖ 
ВЕ Е - — re 19γ2Υα ой + 38423 + 8613 оз. 
55 6006 
2 [364 110 
эй a Π Coc зе? + = = i + 42 се: τ где 
171 18.5.71. 2 = 85/48, 
+ 607 οὶ ΚΝ = Ore ΚΠ a eid ip γα = &2/ 
i 18.5.72. γι = 23/120. 
4 81 geo, 9150 а <a) - 
ΤΝ. a 143 3 14. “ ᾿ Обращение рядсв Маклстуска см. в 3.6.25 и [18.18]. 
18.6. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
Обыкновенные производные (ς; = 3/20, сз = 83/28) 18.6.16. 203)(2) = 7: 13! P[P® 56.9% — 4cg9? 4+ 
18.6.1. C(z) = —P(z). | + 56892 + 60οιοοθ/11 + (12023 — 5c3)/13]. 
18.6.2. с (2)/σ(Ζ) κ ζ(α). 18.6.17. 324 (2) -- 15! [23 А 8coP® ыы 8c3P° + 52c2P4/3 +. 
18.6.3. P%(z) = 492) — 8872) — δε = + 328cecxP3/11 + (44458 — 32869) 2/39 — 
= APs — 5CoP -- 7сз). 
— 488c3c3P/33 + co(55c3 — 231663) /429] 
18.6.4. 23) = 63°(2) — — = 62° — 10 со. 18.6.18. P%(z) = 8: 152”? — 6с»5 — 5ccsP4 -- 


+ 266355|3 + 123 cacgP?/11 + (11168 — 


18.6.5. P""(z) = 1229’. 
— 82c3) 9/39 — 61с2сз/33]. 


18.6.6. 24.2) = 12(29” + 952") = 


14с3 Частные производные по инвариантам 
= 51 9-309 — 59 |. ap 
18.6.19. A — ---’ (в —— 58: + 6252? — 9032 — g?. 
18.6.7. 32(5)(2) = 12(29''’ + WP” + PP’) = Og 2 
/ 9 2 
= 3.5! 2'[* — col. 18.6.20. bo | - 2 ott &) - 
18.6.8. PO(z) = 12(2209 + 39΄9''' + 3P"P” + PP’). 52 
{ 2 
18.6.9. P(9(z) = T![P4* — 4ceP? — 4c3P + 55/7]. — 9235? + Е P+ = £083. 
18.6.10. 2(7)(2) = 4:7! 212} — 2coP — сз]. | ο Λ 
18.6.11. «2ί8(Ζ) = 18.6.21. Δ — ----3ζ [2+ -- gs} + 
ὅρα 2 


= OI[P® — 5с,$3 — 5е32 + (10639 + Ис» сз)/3]. 


1 al : ΡΕ 
18.6.12. 215 (2) = 5:9! $$ — 3659? — 263$ + 23/3). ate 2(9e07+ Σ at] > #9". 


18.6.13, $219(2) = 11128 — 6,94 — без? + 72? + 1 
ἐπ 18.6.22. A — Ε ыы st] 
+ 77с? сз P + (342с.сз P + 84с8 — 10c3)/33]. Cg, 2 
11)(2) = 6: 11127198 — 8. 30,2 1 1 3 9 Г 
18.6.14. P2V(z) = 6: 119193 — 4,93 — 3cgP? + _1 ες (> а +2 gs) + 29°. 
+ (139 + 57с»сз)/331. 2 2 4 
| д 3..9 
18.6.15. PM) (2) = 13![P? — 7с»98 — Ίος + 18.6.23. А = = ae тат 
C83 


+ 35c33/3 -+- 210cocgP*/11 + (84c3 — 


Е -- Е: 2320 — = £270". 
— 3563) 2/13 — 1363c3c3/429]. 8 2 
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18.6.24. А wd = — κων £30" — ha gto _ 
£2 4 4 
к 828320 -| τ 2320' 
16 253 4 2 


: д 
Здесь’ означает — . 
62 | 


Дифференциальные уравнения 


Уравнение Решение 
18.6.25. 
27 2 64а? 
3 = уу — al, ег, | } 
Ρ ды of 2 16 2 729 
18.6.26. 
к. 
у”? = ( Bok Зау? + 3y), ен 
й @ — 35372; 0, εὐ 
apt 4 — 3a 
ыы 27 


18.6.27. 
4 128 2 3 2 
| == 3 (ута)(У-Ь) ye 6P ΕΣ 82, 0) ΡΕ b, 
2 
Pag ann μαι 
; 3 


у” =[aPY(z) + В] y (уравнение Ламе) см. в [18.8], 2.26. 


Другие (Gomee частные) уравнения порядков 1—3, 
содержащие 5 (2), см. в [18.8], 1.49, 2.28, 2.72, 2.73, 2.439, 
2.440, 3.9 — 3.12.. 

OS использовании Y(z) при решении ‘дифференциаль- 
ных уравнений вида y™ + A(z, у) = 0, где A(z, у) — много- 
член от у степени 2т с коэффициентами, которые являются 
аналитическими функциями от 2, см. [18.7], с 312. 


18.7. ИНТЕГРАЛЫ 


Неопределенные интегралы 


18.7.1. | a = 


1 3 1 
18.7.2. \ 23(2) 42= — 2''(3)-- — о2С(2) + — 932 
| τη ( 508252) 108? 
(формулы для более высоких степеней можно получить 
интегрированием формул для 3(2№_(2)), 


Относительно \ 32"(2) dz, где п — целое положительное, 
см. [18.15], 4. с. 108 —109. 


Если Y’(a) # 0, το 


dz 


18.7.3. »ω Fost 
P(z) — Aa) 


= 22С(а) + Ino(z — а) — Ino(z + а). 


Относительно { dz/[P(z) — P'(a)]” (΄Ρ’(α) #0), где п — целое 
положительное, см. [18.15], 4, с. 109—110. 


Определенные интегралы 


A>0O A<0 
со [5 6) 
874. о = (77 = о 
ΝΤΟ ΝΕΟ 
C1 es 
ез е 
18.7.5. ο΄ =i = , «о =i \ Ht р 
№150 Ν|50| 


18.7.6. Е — действительное и 
18.7.7. s(t) = Δῦ — got — gz. 


18.8. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


и = и Г, а — отношение периодов 


А >0 


w = (2) отображает фундаментальный прямоугольник 
Ha полуплоскость у < 0; если | w’| = w 2. == 0), то равно- 
бедренный треугольник 0%. отображается на u > 0, 
у < 0. 

w = '(z) отображает фундаментальный прямоуголь- 
ник на и-плоскость без Ш квадранта; если |w’| = ω, то 
треугольник 0». отображается на ν > 0, у> и. 

w = ζ(2) отображает фундаментальный прямоугольник 
на полуплоскость и > 0. Если а < 1.9 (приблизительно), 
то у < 0; в противном случае образ распространяется на 
квадрант. 


Для очень больших а образ распространяется на боль- 
шую часть I квадранта. 

и =o(z) отображает фундаментальный прямоугольник 
на I квадрант, если а< 1.9 (приблизительно); на Ги II 
квадранты, если 1.9 за< 3.8 (приблизительно). Для 


na 
больших a arg [σ(ωρ)] 5 τ ‚ следовательно, при боль- 
1 


ших а образ навивается около начала координат. 

Другие отображения описываются в [18.23] в 513.7 
(квадрат на круг), $13.11 (кольцо на плоскссть с двумя 
разрезами) и в [18.24], с. 35 (двойной почти равносторон- 
ний треугольник на полуплоскость), 
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А< 0 


w = 3(2) отображает фундаментальный прямоугольник 
на полуплоскость у < 0; если | ©» | =: в5(2. = 0), то равно- 
бедренный треугольник 0%.%’ отображается на и> 0, 
у < 0, 

w = (2) отображает фундаментальный прямоугольник 
на большую часть w плоскости без Ш квадранта; если 
| 62| = ©, ТО треугольник 0650’ отображается нау > 0, 
уг и. 

w = С(2) отображает фундаментальный прямоугольник 
на полуплоскость и > 0. Для малых а большая часть образа 
расположена в ГУ квадранте; для 1.3 <а < 3.8 (прибли- 


зительно) образ полностью расположен в ГУ квадранте. 
Для очень больших а большая часть образа расположена в 
I квадранте. 

w = 0(2) отображает фундаментальный прямоугольник 
на I квадрант, если а< 3.8 (приблизительно); на Ги II 
квадранты, если 3.8 < а< 7.6 (приблизительно). Для боль- 


2 
ших aarg [o(we + ©5/2)] ο a » следовательно, при боль- 


ших а образ навивается около начала координат. 
Другие отображения описываются в [18.23] в $13.8 (рав- 

носторонний треугольник на полуплоскость) ив 813,9 (рав- 

нобедренный треугольник на полуплоскость). 


Определение знака Y’ по 2”? 


Фундаментальный прямоугольник 


A> 0 


Фундаментальный прямоугольник 


д < 0 


Рис. 18.4. 


В области А 
Re(Y’) > 0, если у > 0.4 их < 0.4; Гм (53) > 0 всюду. 


В области В 


Знак 3’ определяется по первому члену ряда Лорана 
2 

—— (фактически получается одна (или более) значащая 
Σ 


цифра). 


В области A 


(1) Еслиа > 1.0,5, то используется критерий для области 
А, когда А > 0. | 
(2) Если 1<а< 1.05, το Ве(2”)>0 при у> 0.4 и 


х < 0.4; — - < arg (Y’) <=" при 0.4 <у < 0.5 и 0.4 < 
-- κ. Ὁ OS: 
Im (Y’) > 0 всюду. 


В области В 
Используется критерий для области В при А > 0. 


(Подобные критерии применяются и тогда, когда действительный полупериод отличен от единицы.) 


18.9. СВЯЗЬ С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ИНТЕГРАЛАМИ И ФУНКЦИЯМИ 


A>0 w=7 Вблизи нуля: Я) = 1+8, 
IZ) =U+iV р ; 
—5 +22 +22 
/ 04 
ΝΣ; δ 
[2,|< 0.2 
ΝΡ 
© = [52| < 0009 - 
2 0 U6 10 Ὁ 
’ . 
Ω-74ϊ 
-Ἕ -ᾱ 2 =7 0 7 2 3 im ow 
0 0 " ee --- ------ 
\ \ \ УХ 4 δὶ 
\ 1 4 ag 
‘ ο д.7 ai κ. / 28s Ν ; 
-7Εν ΦΝαδὺλ. ‘<>, al ie noe Δ a 
х ΄ ᾿ | \ 
= ΄ [ 
Goi as anes Ae: τ 
-2 ie < μα / ᾿ \ 
a gee ἁπίν oe / \ 
τ 1 OS \Q2¢ 
“δ 0.2 > $ ; 1 79 
«τ / \ 
ый Sah 1 
-4 ------7 J - 
м 25 Wasi 
Εκ 
-5 ao 
ω΄--2,01 ἵ τ. 
-6 ый |!|«42 
|&2| < 002 


Рис. 18.5. 
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Go -1δἱ 


Oy = 2.01 


Ωρ =/ 
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460} @2=7 Gonusu λψ,ππ: F(z) = ts +8) 


9#(2)=/+0 y 
PZ те κ +627 +6, 


7 
4 


4 
2 y 
᾿ ΤΉ 
Е. 0 th 10% 
-δ 

[6,1 <07 
ae |82| << 205 
-5 
-6 


0 ae ee ¢ + & 9 4 xX 
| p NY Vpn bios М 
era 


Z \ ` 


=f } 
\ 
-2 ᾽ 
; | 
а 05. 10 Ὁ 
-5 [ey1S22 
167] < 2.06 
ые Yu 
05 02 
: || < 007 
{υ [62|«- 065 


Рис. 18.6. 
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_4>0 w= bonus нуля: (2) = + +6, 
6(2)=4+40 


40 15 20 25 30 али 
ΤΗΝ 


4 
10 
09 
0 05 We 
le|< 001 
|| < 2х7 9 
10 9 a7 ὅδε 
Ἢ Ντ < 
| 4 
74 | 
10 
09 
0 05 ‘We 
[5/1 < 0007 
|| < 20002 
10 45 28 22S BOAR 
10 24147 06 [0.9 04 "Oi 9 
в 20 
$ SON 
в 15 
ad 70 
\ 0.26 Οδ 
2 495 MWe 
léy] $< 2007 
|62| < ДДД 


Рис. 18.7. 
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4<0 @2=7 
6(2)=И+ | 


05 10 19 20 238 90 99 


ωρ-ἱ 


17 10 2.0 _ 25 90 99 u 


10-15 Ζᾷ 26 Κ΄. 99 ὦ 


Рис. 18.8. 


δόπμϑι нуля: (2)= Lg 5, 


022 5 


6(Z) в +52 


9 


|&,|< 004 
|62| < 00002 


πη 
075 
cal 
й 49 10 L 


l&|<2 207 
|62| < 20009 


10 


0.6 


0 08 We 


-. 62| < 00004 
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4>0 o=7 
v G(Z)=u+iv 
15 


Puc. 18.9. 


460 
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Δ«4 @›=7 
G(Z)=ut+iv 


Puc. 18.10. 


18.9. СВЯЗЬ С ПОЛНЫМИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ИНТЕГРАЛАМИ К WK’, С ИХ ПАРАМЕТРОМ т 
И С ЭЛЛИПТИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ ЯКОБИ 


δ -0 
ма 
3ω 
a 2 
18.9.2. e, = (πι — ПК"). 
3ω7 
—(т + 1) K*(m) , 
18.9.3. 6. = а 
ἃ... 4 
18.9.4. ο, -. Ce eet Ὁ Κάπο 
304 
= — 6 
πα... ОЕ 
278 
2(и — 1) Κ13 
ίνα, д то, 
«2 


А < 0 
(2m — 1) + 614m — т? м 
δι = Е ee 8 (m). 
_ 4! — 2m) К\т) 
° ΕΝ 
ез = Gm — Un Фут at vm =p Re K*(m) 
oS > 302 . 
4(16т? — 16m + 1) K*(m) 
$2 --- ----------------------------------------------------- αυ 
3ω8 
_ 8(2m — 1) (32m? — 32m — 1) K*%(m) 
27w§ 
ee —256(т — т?) К (т) 


12 
63 
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А>0 
iK’(m) ω 
К(т) 


18.9.7. ω’ = 


18.9.8. « = Κ(πθ/|(ει — e3)', 


A<0 
απ. К (т) We | 
К(т) 
Q, = K(m)/H¥?, 


1 Зе 
18.9.9, т = (ε; — ез)/ (ει — ез), ΠΝ = oo i 
18.9.10. (0 <m < 1/2, так как g3 > 0) 
2(-* if 1 + сп (z’| m) 
18.9.11, P(z) = ез + (ει — ез)/ зп" (z*| т), P(z) = eg + НН. 
1 — cn (z’| т) 
ἕν 3/2 
μι. Side ti eon iain aietet la, Я. EL 
[1 — cn (z’| мЕ 
где 2* = (ει — es)? 2, где 2’ = 2zH}?, 
К 
18.9.13. 7 = ζ(ω) = г [3E(m) + (т — 2)Κ(πὐ], = 6 (6). = «Κο [6Е(т) + (4т — 5) K(m)}. 
3ω» 
" πὶ 
ΕΓ. ee 
18.9.14. т’ = Cw’) = ————-> ве, 
© Me 


K(m), К\(т) = 


К — т), Е(т) — полные эллиптические интегралы, см. гл. 17. 


18.10. СВЯЗЬ С ТЭТА-ФУНКЦИЯМИ 


Формальное определение четырех тэта-функций дано с помощью рядов 16.27.1—16.27.4, которые сходятся для, 
всех комплексных 2 и всех g, определенных ниже. (Некоторые авторы вместо независимой переменной 2 используют п2.) 
Эти функции зависят от 2 и параметра 4, который в записи обычно опускается. Заметим, что 


9:(0) = 9.(0) 9.(0) 3, (0), где 9: (0) = 3: (0, 9). 


А >0 
18.10.1. т = ω΄/ω, 
18.10.2. g= τ =е "КК, 
18.10.3, 4 — действительное, и так как 
43 >20(|[“®’| > 
0<q<e" 


18.10.4. (у = πζ/λω), 


@), TO 


18.10.5, P(z) = e7+ —— Bec i 
дей |. ϑμμ(0) 810). 
(=\1, 2, 3), 
18.10.6. 92) = — = 90) ϑε(ν) 0910), 
ω” 9»(0) 93(0) 9.(0) 9Χν) 
18107. ζίο) = 2 4 280), 
ый 
18.10.8. Е. aA ceca ὮΝ 
0 o(z) к ее 5.0) 
18.10.9. ]7ωδοι = л?[94(0) + 94(0)], 
18.10.10. 12w%e, = 7°[94(0) — 94(0)], 


А <0 
το = 65/20. 
4 = Ма = ie™"* = 
4 — чисто мнимое, и так как 
43 > 0 (| wg] > 


0 <а<е"!?, 


— 2 
ie π|ωο]/ (Ore 


We), TO 


(у = 12/2). 
P(z) = ез + ας , 
4m  L ϑ.(0) ϑι(ν) 
Е мы РАД 
Aw? 95(0) 9.(0) 9,(0) 9(ν) 
τν) = Nez Ao - _ 1910). 
heh Me 2ωχϑι(ν) 
a 202 Nez” \ ϑι(ν) 
Ῥ п a | Ζω, las 


12we, = п? 94(0) — 94(0)]. 
12%e, = ^?[94(0) + 94(0)]. 
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A>0 


18.10.11. 12w°e,; = --π94(0) + 94(0)], 


18.10.12. (e, — ез)\? = — Кез — е)м? = -- 10), 
ω 


18.10.13. (οι — es)? = — Кез -- e)¥? = = 99(0), 
a) 


18.10.14. (ει — es)? = —Ке, — ел)? = 5 HO. 
ω 


4 
18.10.15. 2 = Ξ 55 [93(0) + 98(0) + 98(0)], 
ω 


18.10.16. 23 = — 


18.10.17. ДУ“ = nee 20), 
width, о. 
| 
᾽ πὶ 
Ч = р 
18.10.19. η’ = C(w’) = -------ᾱ-, 
ὶ ω 


Разложения в ряд 
18.10.20. ϑι(0) = 0. 


18.10.21. 9.(0) = 2q'4[1 + gt? + а? + а“ +. 


к nee 


18.10.22. 93(0) = 


1+ 29 +9 +. + q+... 


A <0 


12w%e, = — n°[94(0) + 94(0)]. 


(62 — ез)!!? = Кез — εὐ)! = 93(0). 
(Ορ 
(ει — ез)!!* = Кез — eg)? = 93(0). 
Θα 
(её — ει)“ = —Ке, — εφ)! = -.". 930), 
We 
2 п \4 
в t= [98(0) + 930) + 9§(0)]. 
3 205 


83 = 4е1езез. 
πὸ. 

(-- Δγ'4--- ыы 52 (0) ett 14. 
403 


7294/(0) 


ta = ζ(ων) = — 
ы ° 1262,94 (0) 
Ne = G(s) ae 
We 
| Достижимая точность 
А >0 | А <0 
Заметим: Заметим: 


9/0} > 0 (j = 2, 3, 4). 95(0) = Αοἵπ!8 4 >0; 
Re 93(0) > 0; 94(0) = 930). 


2 члена дают по край- 


4 


2 члена дают по крайней 


18.10.23. 9.(0) = 1 + 2[—q + q* — а? +... 


vet (—1)tgn? + J. 


Mepe 5S; 

3 члена дают по край- 
ней мере 115; 

4 члена дают по край- 
ней мере 215. 


ней мере 35; 
3 члена дают по край- 
ней мере 55; 
4 члена дают по край- 
ней мере 105. 


18.11. ВЫРАЖЕНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ЧЕРЕЗ $ ΜΘ’. 


Если f(z) — какая-либо эллиптическая функция и Y(z) 
имеет те же самые периоды, то можно написать 


18.11.1. f(z) = > [f(z) + f(—z)] + 


+ Ко —S-DHPOV1P ©. 


Оба выражения в квадратных скобках являются чет- 
ными эллиптическими функциями. Выразим теперь четную 
эллиптическую функцию (2) (порядка 2k) через A(z). Вслед- 
ствие четности неприводимое множество нулей будет 


состоять из а{? = 1,2, ...,К) и множества точек, конгруэнт- 
ных —а41 = 1, 2,..., К); соответственно для полюсов будем 


рассматривать точки @ δε (i = 1,2,...,k). Тогда 
$ (2) — P(ai) 
18.11.2. σ(Ζ) -- 4 ν', 
Π P(z)—P(bi) 


где A — постоянная. 

Если какая-нибудь из точек, a; или bj, конгруэнтна Ha- 
чалу координат, то соответствующий множитель в произ- 
ведении опускается. Множители, соответствующие кратным 
полюсам (нулям), повторяются в соответствии с их крат- 
HOCTBIO. 


18.12. СЛУЧАЙ A = 0 (с> 0) 


I 
18.12.1. 2. > 0, ρα < 0 (ει = ο) = с, ез = —2c). 
18.12.2. A, = Но == 0, Hz -- 36, 


18.12.3. A(z; 1265, --803) = с + 3c {sh [(3ο}}03 Ζ]γ 3, 
18.12.4. С(2; 126’, —8с3) = —cz + (3c) cth [(3c)'/? 2]. 
18.12.5. с(2; 126’, —8c*) = (3c)? sh [(3c)'? 2] e- 7/2, 


18.13. ЭКВИАНГАРМОНИЧЕСКИЙ СЛУЧАЙ 


18.12.6. w = 00, w’ = (126) №? πὶ, 
18.12.7. η = ζ(ω) = --οο. 

18.12.8. 7’ = (о) —ca’, 
18.12.9. а=1, m= 1. 

18.12.10. σ(ω) = 0. 

(84011. o> Ре. 
18.12.12. σ(ωο) = 0. 
18.12.13. Ζ(ω/2) = с. 
18.12.14. P’(w/2) = 0. 
18.12.15. ζ(ω/2) = — oo. 
18.12.16. σ(ω/2) = 0. 
18.12.17. Ζ(ω'/2) = — 5с. 


18.12.18. 2γω'/2)-- т. 


/8 


18.12.19. ζ(ω’/2) = > (—cw’ + π|ωή). 


‘on? /96 4/9 
18.12.20. σ(ω’/2) = haa 


18.12.21. Ζ(ω»/2) = с. 
18.12.22. Ρ’(ω./2) = 0. 


18.12.23, ζ(ω»/2) = --ο0 — τν 


18.12.24. σ(ωο/2) = 0. 


II 

18.12.25. с. > 0, g3 > 0 (ει = 2c, е = ез = —C). 
18.12.26. H, = 3c, Ην» = Hs = 0. 

18.12.27. A(z; 126’, 8c?) = —c + 3c {sin [(3c)'” z]}-*. 
18.12.28. (2; 1205, 8c*) = cz + (3c)'? ctg [ом 2]. 
18.12.29. o(z; 1265, 803) = (3ο 775 sin [с 2] ef#/2. 


18.12.30. 
18.12.31. 
18.12.32. 
18.12.33. 


18.12.34. 


18.12.35. 
18.12.36. 
18.12.37. 


18.12.38. 
18.12.39. 


18.12.40. 


18.12.41. 
18.12.42. 
18.12.43. 
18.12.44. 
18.12.45. 
18.12.46. 


18.12.47. 


18.12.48. 


18.12.49. 
18.12.50. 
18.12.51. 
18.12.52. 
18.12.53. 


ω = (12) Мк, w’ = ἰοο. 


1 = ζ(ω) = co. 
η΄ = Go’) = ἰοο. 
g=0, m= 0. 
2 we 7/24 

σ(ω) = | . 
055.) = 0, 
σ(ωο) = 0. 
P(o/2) = Sc. 

, me — т P 
P’(w/2) = τς 


бб) = + (co + πίω) 


σ(ω/2) а ет*196 <) \/2 ᾿ 
τ 


Φ(ω’ 2) = —с. 
P’(w’/2) = 0. 
C(w’/2) = ἠ-ἰοο. 
o(w’/2) = 0. 
P(a/2) = —с. 
P’(w./2) = 0. 


ζ(ωχ/2) = > + го. 
σ(ωα/2) = 0. 


ш 


82 = 0, gs =0 (ει = ез = ез = 0). 


Piz: Ὁ, Ὃ) =. 
Са: 0; Q) = 2". 
"ἰς: 0, 0) = z. 


х = —iw’ =00. 


18.13. ЭКВИАНГАРМОНИЧЕСКИЙ СЛУЧАЙ (2, = 0, 2; = 1) 


Всли g,=0 и ©. >0, TO соотношения однородности 
позволяют свести функцию $ к Y(z;0, 1) (подобным же 
образом 'поступают с функциями 95’ Си о). Так, 
A(z; 0, gs) = 833 3(2838; 0, 1). Случай в =0, в; =1 
называют эквиангармоническим. 

> FPP; приведение в фундаментальный 


треугольник 


Δι = ДА00›2. — фундаментальный треугольник. Пусть 
в 18.13 всюду через = обозначено εἴπί9 


© А 1.5299 54037 05719 28749 13194 17231*). 


*) Это значение было вычислено с 30$ и проконтро- 
лировано на настольной вычислительной машине. 


Рис. 18.11. 
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Формулы приведения для 2,, лежащего Частные значения и формулы 
в Δ»; 2, = €Z, лежит в A, р В aes 
PD 1 . 7. = —27, H. = —1/ 
18.13.1. (25) = 2? P(z,). ᾽ 1 3(4 μ΄ ε, 
Hz = ψ34-5), Hy = 34-1) с. 


18.13.2. P’(z2) = — 92). = 
(<a ‚о о 2 в καὶ р 
18.13.3, С(22) = =1С(2). 18.13.10. т = sin? 15° = - ‚‚а=е п 312. 
18.13.4. σ(ζι) = εσ(ζι). 18.13.11. 9.0) = A ἴπί5 
Формулы приведения для 2., лежащего в A; 18.13.12. 9.(0) = Αεἴπ/” 
Ζι = = 2%’ -- 23) лежит в Δι 18.13.13, 34(0) = Αε-ἴπ/λ, 
18.13.5, (23) = 2? (2). где 
18.13.6. P’(z3) = Ζ(ζι). 18.13.14. А = (‹›/п)! 221/331 κ, 1.0086 67, 
saci. sans le ΄ — / 1/3 3 
18.13.7, (zs) = фе (2) 1- 2η’, η’ = Co’). 5 05, ΘΕ _ 
18.13.8. с(2.) = εσ(ζι) exp[(z3 -- w’) (27/)]. 7° 4π 
Значения в полупериодах 
| P | 9’. |] | σ 
18.13.16. _ 
WO = @ Ει -Ξ- д 0 = επ/2ω»ς 3 e—1o(«9) 
18.13.17. | ΝΎ, 
1 5 (25 
We es = а [8 0 Yo = 7 -- η΄ = π/λωα ψ3 “ain 
18.13.18. 7 
6’ = ὠῃ г = {δε 0 η’ = = 1/25 3 Е6(вз) 
18.13.19. | 
| | nls Ν 3 (21/2) 
We 62 -- 48 0 Ne = --πί/λωα = 7 — 7 a 
Значения *) вдоль (0, ων) 
ieee ..'' ee ee σ 
18.13.20. 
Ve cos 80° — 43 LWcos 20° - 3 [cos cos 20° ки Ус с0$ соз 40°] 
25/9 а — 
We cos 205 — Исоз 40° ψ/εος 20° — +/cos 40° 
18.13.21. 
| τ 2/52/3 4/3 4 ттт 
«2/3 1/(2* — 1) — ЗО + 1) | (23 — 1) MI 2 ty erl36V3 1 [из — | 
3 6 31/6 213 + | 
18.13.22. aes | 
4/9 У соз 40° — 3 [И соз 20° + Исоз 80°] 
О 9 Е, "μμ ε.α” ГО. ЕАО 
¥/cos 20° — соз 80° +/cos 20° — \Исоз 805 
18.13.23 | сз 
ΟΣ; Ε п/16 1 
2 =. вы 21/12 
ωρ/2 61 + Ae — 35/4.|2 +. 4/3 (пА ψ3) }(311ψ2 }- Ν3 [2443 ИС 
— 31/472 4 43 
18.13.24 
20/3 1 — Ν3 = (ης) + 3-1 АЕ τν 
3 
18.13.25. νη J 
2/9 V cos 7 20° nial’ [cos 405 — ψ/εος 805] 
Усов cos 40° + \/соз 80° | № соз 40° + +/cos 80° 


*) Выражения для 20/9, 4w./9, 8/9 взяты из [18.14]. 
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Значения вдоль (0, 2%) 


| . 
18.13.26. | τ 
. | Ne = = er 23 ети 
Ζοί2 ей ЗЕ +248] ей ae 
: | A № я 
18.13.27. | 
| | | sire 2—8 ᾿ e3t/16 V3 (21/13 οἴ π!6 
мая raters В ыы | д Рена: 2 
32/4 5“(е> Но) ЦЕХ ) γ2 ИЕ | | Ae? ы ‚ 4/3 к 41/4 Vo = 413 {3 
18.13.28. | 
20 0 i т ε-ίπ!6 | en? Уз eft/6 


Формулы удвоения 


18.13.29. P(2z) = PZ) TPZ) + 21 , 


| 47%(z) — 1 
18.13.30. 9’ г) = 222) — 1092) — 1 | 
[2΄2}} 
и 3P*(z) 
18.13.31. ¢(2z) = 2¢(z) + 7ο 
18.13.32. σ(2Ζ) = --΄2΄(2) o4(z). 


Формулы для 1/3 аргумента (х — действительное) 


3 ——— 
φ--π 
Иов 5 
| π 


18.13.33. Φ ΒΗ ee 


18.13.34. 2’ (1) ыы 


где és ф.= φ' <), 0<x< =“ ил должно выбираться из 
интервалов 


| =. 2). (2 =, (: 5% 
A- 2 ae 3 2-᾽ 2 


так, чтобы получить 


Ф ||, 9 (24 =), (=- ть 
ay) ASS 3 3° 3 
COOTBCTCTBCHHO. | 


Комплексный множитель 
18.13.35. P(ez) = =1 92). | 
18.13.36. Y’(ez) = — να). 
18.13.37. ζ(εΖ) = = 1 ((2). 
‚ 18.13.38. σ(εΖ) = εσ(Ζ). 


Здесь = означает (как всюду в 18.13) е"!3. Приведенные 


’ равенства используются, например, следующим образом: 


если ‘2 — действительное, TO eZ лежит на Ow’ (см. 


‘рис. 18.11); если ez — чисто мнимое, то 2 лежит на 02% 


(см. рис. 18.11). 


Конформные отображения 


квиангармоничесний случай 
F (2)=uriv 
P (2) 


бблизи нуля: Piz)=— L а 79 


Рис. 


30 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


08 _ 68004 |ερ-ασοδ’. 


466 18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИЕ{ВЕЙЕРШТРАССА 
15| = 02 
[62| < Ου’ 
P (2) 
ДИЗ =. 
HUNT: PZ) = + +8. 
Е Зы 
Я) = ++ 
ο Aaa РИ Meme eee) (neem > 
a Zo = 4 # } 3 
δ) p02 TR OF ΔΒ’ ма ή PTET Δ 
δδπίοα Nae? da 1-5 ИБ ыы Dh OG «1 1-|-11- 
«πη iG (Z)™ Γ-4- | ' ν..}1-. 
ae ed TS ae ake aaa ee 
sel id ~ > оз; 4 τ - т 4 a 14 = LY 
ἐῶγ---- -04 oy д 08+ oO OF 1 избу Гая 
ν 74 at eee! μων τρὶς 07 
Ζ 08 
06 eae a ale ВИ Uae ll ees ee |7 
O.7 г-1>4Е---т--[-1--9---4 
G2) py РИ ВЕ Я ee Тк age 
' 5 --η44έ 
δδ--η--γ΄]-ἠ--[Γ-}--]-γ-]--Γ-η--}- 
OS 
о aa Ut Om i lO at 2 
a a ey Pe ee ar rar dee 
[5150.07 [51531469 0 02 δε GF G8 40.12 14 Wa 
Рис. 18.12. 2. 
Коэффициенты ряда Лорана для >, 2’иб 
(ст = 0 при т = 3k) 
k | Точные значения ск | Приближенные значения C55 
1 1/28 3.5714 28571 42857 ... x 10? 
2 1/(13 + 287) = 1/10192 9.8116 16954 47409 73312 40188 x 1055 
3 1/(13.19- 283) = 1/5422144 1.8442 88901 21693 55885 78983 x 107 
4 3/(5- 132. 19. 284) = 234375/(7709611 x 10°) 3.0400 36650 35758 61350 20301 x 10 
5 4/(5- 135- 19-31- 285) = 78125/(16729 85587 x 103) 4.6697 95161 83961 00384 33643 x 10 В 
6 (7: 43)/(133. 19.31.37. 28°) 6.8662 18676 79393 36788 98 x 1018 
7 (6: 431)/(5: 133. 192. 31-37: 43: 287) 9.7990 31742 57961 41839 66 x 10 
8 (3.7. 313)/(S?> 13%. 19.31.37. 43. 283) 1.3685 06574 79360 13026 87 x 105: 
9 (4° 1201)/(5?- 134. 193. 31. 37+ 43- 289) 1.8800 72610 01329 79236 40 x 10534 
10 | (22+ 3+ 41. 1823)/(5- 135+ 193.312. 37° 43. 61. 2819) 2.5497 66946 68202 63683 x 10727 _ 
11 (3. 79. 733)/(5 . 134. 193. 312. 37: 43: 61: 67: 287") 3.4222 48599 51463 05316 x 10 30 
3. 1153. 13963: 29059 
12 Е + ga Pate Reha A pA eee RS SE 4.5541 38864 99184 30391 x 1033 
5% - 138. 19%. 312.372. 43. 61: 67- 73. 2812 
22.33.7. 11. 2647111 
13 и τ 6.0171 15776 98241 99591 x 1036 


53. 135.194. 313. 378. 61. 67. Τ3 79. 2818 
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Первые 5 приближенных значений вычислены по точ- 
ным значениям сзк; последующие значения вычислялись с 
использованием точного отношения сзк/Сзк—з на настольных 
клавишных машинах по крайней мере с двойной точно- 
стью. Все приближенные значения ск были проконтроли- 
рованы по рекуррентному соотношению; с; --- Co, верны по 
крайней мере с 215; со -- сз, — © 205. 


C3 ΤΗ 
C3k < πεικει τ... Δ... 
Ряды, включающие 3? 


Обращенный ряд для больших | | 


Sy. 7 


18.13.39. ΑΕ + — +7 — = + 2 —- 7 ет of 


63u° 231u® 429u’ 
248 592 688 


+ ow) : 


где 


18.13.40. и = 2-3|8 и 2 лежит в фундаментальном тре- 
угольнике (см. рис. 18.11), если Ф имеет соответствующее 
значение. 


Ряды в окрестности 25 


6 12 
18.13.41. P= м | ΜΝ = + ο) 


364 
+ и[-+ | + omy 
28 
3 6 
18.13.42. u = —iP | + - +. 7 27? + 
12 
+t +00] 
13 
где 
18.13.43. и = (2 — Ζο). 


Ряды в окрестности © 


18.13.44. (3 — ες) = Зези | х+х+ > э+ 


5 
+—xt+ 4 χε + Е ИА О(х?) |, 
7 7 637 
18.13.45. и = (z — we)?, x = eg. 
где 
18.13.46. и=е\ E —w + w— = wt + ы из + 
7 7 
3 
4 De) Se sous), 
7 637 


где 


18.13.47. w = (2 -- ες) /36». 


Ряды, включающие 2’ 


Обращенный ряд для больших |42’| 


18.13.48. 2 = 2118 (91/3) gin/s | _ -2 (98+ 
21 


+ т (9) + 09-3; 


при этом 2 лежит в фундаментальном треугольнике (см. 
рис. 18.11), если 3’ имеет соответствующее значение. 


Ряды в окрестности Zo 


18.13.49. (7’ —i) = 


=*|-2- + ee cal +065]. 
14 28 
где 


18.13.50. x = (z — 29°. 
18.13.51. x = 2α k — fei 2 at 13 Oy -ο]- 


где 


18.13.52. о = (Y’ — i)/(—4). 


Ряды в окрестности ὠς 
18.13.53. YP’ = 6е8(2 — we) | + 2ν + Зу + ти 1- 


2 
Εν - ΡΕ ΓΕ oo, 


где 


18.13.54. у = e(z — ва), 


18.13.55. (2 — в) = (P'/6e2) | Bp As Oy — = 4 


+ 330w* — 2268w* + . 


ие + ow] > 
где 


18.13.56, w = 27/9, 


Ряды, включающие ζ 


Обращенный ряд при больших | (| 
18.13.57. 2 = C41 | aw brug int, 26x. ΤΟΥ͂ τ], 
7 143 3553 
где 
18.13.58. y = ¢-°/20. 


468 18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


| 7 13 
Ряды в окрестности Zo ee ава . enna > 2 7 
и? ue 341 т, Ae 
18.13.59. (C — &) = || gs Hing ius | 
2 56 5096 13. 337019 31: 101625 
5 11 10.34.53.11.17. 215.35. 5. 112. |7. 23 
Ἐπ] σώ, 210.34.55.11..17:19 215.35.ς. 118. 17.23 
8 Е + О(о?'). 
где 
18.19.60. и = (2 — 20). Аппроксимация многочленами (0 < x < 1.53) 
6 
Ряды в окрестности ὦ; 18.13.67. x°P(x) = Σ anx®™ + ε(χ), 
0 
3 
18.13.61. (5 — ην) = —е2(2 — 2) | У 5 ve + | e(x)| < 2: 10-’, 
| ao = (—1)9.99999 96, a, = —(—9)2.20892 47, 
tive le Be Tt rt Om) ἢ | 
7 77 91 637 ay = (—2)3.57143 20, а; = (—10)1.74915 35, 
где | dz = (—5)9.80689 93, а; = —(—12)4.46863 93. 
_ 18.13.62. у =е,(2 — ©). аз = (—7)2.00835 02, 
(ζ — Neo) 12% 267w 7 6 
18.13.63. (2 — ©) = = | —w+— ΠΤῊ 18.13.68. x°P’(x) = Σ dnx® + ε(χ), 
— 0 
1995: 301925. GAA 208 κα i 0 ’ | e(x)| < 4: 10-7, 
5 275 3515 


ay = —2.00000 00, αι = —(—9 )2.12719 66, 


где a, = (—1)1.42857 22, а; = (—10)6.53654 67, 


18.13.64. w = ($ — 12)? [е.. 
и = (© — Ne) [ез аз = (—4)9.81018 03, а = —(—11)1.70510 78. 


Ряды, включающие с аз = (—6)3.00511 93, 


᾿ 3. 23 6. 24, 6. 
18.13.65. в = z — ΕΝ + А + 18.13.69. χζ(χ) = Σ anx®" + ε(χ), 
7! 13! 19! : ” 
27. 33. 52.31 ,. 28.38.5.0103 ια. | | e(x)| < 3. 10-8, 
25! 31! 
ao = (—1)9.99999 98, a, = (—10)6.12486 14, 
aes, 98.5. Ῥ 14 116.6Ε. т Ν 
ΕΓ -. eee 28 — a, = —(—3)7.14285 86, а, = (—11)4.66919 85, 
37! ! 


215 ᾽ 312 δ 5 F 59 ь 107895773 18 , Ο(α55) аз = --(--6)8.91165 65, ag = (—12)1.25014 65. 
ра 491 аз = —(—8)1.44381 84, 


18.14. ЛЕМНИСКАТНЫЙ СЛУЧАЙ (5, = 1, σα = 0) 


Если g2>0 и 8, =0, то соотношения однородности позво- Y 
ляют свести функцию Y к Y(z; 1, 0) (подобным же образом 
поступают с функциями 9’, С и σ). Так, P(z3 22,0) = 
= g}!? 3 (201/?; 1,0). Случай δ» = 1, δι = 0 называют лемни- 
скатным. 


7 FPP; приведение в фундаментальный треугольник 


Δι = AO wae, — фундаментальный треугольник, 
ω А 1.8540 74677 30137 192*). 


*) Это значение было вычислено и проконтролировано 
на настольных клавишных машинах и верно с 188. Рис. 18.13. 
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Формулы приведения для 2», лежащего 
в Δ»; 21 = {8 лежит в A, 


2 ~~ 
2 a) = we, где 
4 (it 2 
@ 5 2.62205 75542 92119 81046 48395 89891 11941 36827 


18.14.7. w = K(sin® 45°) = 


18.14.1. P(z2) = — (21). 54951 43162 — лемнискатная постоянная [18.9]. 
18.14.2. P’(z2) = #2(2)). Значения в полупериодах 
18.14.3. С(22) = —it(z1). | » Pp’ | ζ σ 


18.14.4. σ(Ζο) = ἰσίΖι). 18.14.8 


| © = 0, |= 1/2} 0 | n= 2/40 | e824) 
Частные значения и формулы Ἢ: 


| 18.14.9. | Pas 
18.14.5, A=1, H; = H3;= 2. He = if2, | Ws = Zo | ез = 0 0 n+ η" | 07 14(,/3) eit 
т = sin? 45° = 1/2,q=e™ . | 18.14.10. 


г эм 3 = 3] eg=—1/2} 0 | η’----πἱ/4ω | ie™8(2"/4) 
18.14.6. 95(0) = 9,(0) = (ω ψ2/π}51, 95(0) = (2ω/π)!2, | | | 


Значения вдоль (0, w) 


р Pp’ | σ 
18.14.11. _ 
ω/4 : —5- (Να + 21%) (1 + 2114) 
18.14.12. | = 
sels a ) 
2 2 м wy е 
ω/ α/ | α | τε = и in 
18.14.13. 
| 1 ~——; V2 43+ 3 2η eee. e7/18(31/8) 
2ω/3 г 9 -- ---------- ыыы. rl wit ae Pe AES ce 
/ = УТ + sec 30 i : ᾿ ги 
18.14.14. Ν ; 
30/4 aa (fa — 294) (1+ 214) 
= 1+ 2 
Значения вдоль (0, 25) 
» | 3’ 7 | `. | а 
18.14.15. ΜΝ 
] τα πει 64 (21/32 ΄π/4 
20/4 ee κ 5\ ρίπ!4 έ = e.. 
" gr ae mat 2) 6 : | αὐή(γα + 2)" 
18.14.16. 
20/2 —i/2 eft4 Fane Я ρ-ἰπι4 ет (28) οἱ πιά 
4ω «2 2 ᾿ 
18.14.17. | 
27 [3 — {πες 30° —1 eit/4 2 3 — 3 272 ем ο. 9 εἴπ! 431! 6) 
0 — sec 30° — Εν нивы pte ΚΗ = 
2 ψ3 3 3 1/2 (3 
18.14.18. 
_ a oa ΠΡ и = fica аи") eh 
32/4 τα ψ2α) α(ψα -- Ν2) е ange iy е 


ae + {2 
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Формулы удвоения 4 ; \ τῶ ΝΕ ἃ 
172 18.14.24. 12(х|- 26 =|[2269+ τ | эсэ- a 
18.14.19. A(2z)= [m+ 4 [{P(z) [4F7(z) — 1}. 


1 ] 
18.14.20. 222) = (В + 1) (β — 6β + 1)/|329΄(σ}|, ον [2269- a | e+ > -29᾽χ) (см. [18.13]) 
В = 49%(z). 
6PX(z) — κ 1 (знак — берется при O< x < о; знак + при © <x< 20). 
18.14.21. ζ(22) = 26(2) + ^ 292 _ у Комплексный множитель 
18.14.22. σ(22) = —3(2)в\(2). 18.14.25. P(iz) = —P(z). 
Формулы половинного аргумента (0 < х< 2) 18.14.26. P'(iz) = 32. 
х 
18.14.23. [= = 18.14.27. C(iz) = —iC(z). 
= kaa + 190) ie Г] "09 4 {269 sid |] 18.24.28. o(iz) = io(z). 
2 2 Приведенные равенства используются, например, если 
(знак + при 0 < x<w; знак — при wo < х< 20). Ζ — действительное; тогда iz будет чисто мнимым. 


Конформные отображения 


емнискатный случай 
F(Z) =Uuttv 
P(Z) 


Bonusu нуля: (2) = 5 +8, . 


7 
Plz) =F ++ › [21 <7 


|&/\ $205 


Dim) -(2-Ζῃ)9 
Бблизи 27: P(2)= т cag +E, -ϱ8 157 «00709 κ 


Pte) Fo 0-е, 1) \e| <201 


2 
[5,| «0 
; |ε2|« 000% 
Piz) |8:| 304 
[5%] < 07 
7 
ο 2 @ 
Дёлизи » -2 В, Pe 
МЛЯ: ®(1)==4+8, 9(1)=-5+2 152 ЕЕ ‚ -(-Ζῳ 3(2-20)5 
ty zo 24 710 Вблизи Zy: P (z)= ose, i О.Т +&y 


Puc. 18.14.1. 


= 


aon NN fk WY ND 
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δδπιϑ4.. 
нуля: 6(2)= 
=Lre, 
1“. ee 
ζίζ-Ζ-ᾖῃ tee, 
|z| <7 
δία) 
GOnusu 2: 6(2)= 
Ζ-Ζρ)ῦ 
-ἐγεί 7. +85, 


[2-20] <у2 


м (Ζ-ζρ)ῦ 
€(z)=Egt 12 - 
_ 2-20)’ 

560 


+84 


6(2) 


|5, | < 002 
[62| «0 000; 
[53| < 002 
le,| < 2002 


10 19 2.0 29 4 
Рис. 18.14. 2. 


Коэффициенты ряда Лорана для $, 2’ uw ζ 


(Cm = 0 для т нечетных) 


Точные значения Cor 


1/20 

1/(3 - 203) = 1/1200 

2/(3- 13. 203) = 1/156000 

5/(3 - 13. 17: 204) = 1/21216000 

2/(33- 13. 17: 205) = 1/(31824 x 105) 
10/(33- 132. 17. 209) = 1/(4964544 x 105) 
4/3. 132. 17. 29: 207) = 1/(7998432 x 107) 
2453/(34 . 11. 133. 173. 29. 208) = 

= 958203125/(1262002599 x 1019) 
2.5.7: 61/(33. 133. 171. 29. 37: 209) = 
-- 833984375/(18394643943 х 1017) 


| | Приближенные значения Ο,χ 


0.05 

0.83333 ... x 10-3 

0.641025 641025... x 107° 

0.47134 23831 07088 98944 x 10°? 
0.31422 82554 04725 99296 x 105» 
0.20142 83688 49183°32882 x 10°" 
0.12502 45048 02941 37651 x 103 


0.75927 19109 76468 59917 x 10-15 


0.45338 43533 93461 06092 x 10-18 
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Ряды, включающие SY 


Обращенный ряд для больших [2| 


“ : 3 4 

18.14.29. 2 = (фи | К И 

5. 6 | 26. 186 

Bw | 231we 429? | 195w® 121555. 
8 400 464 128 4736 
4 A6189W0 own]: 
10496 
где 

18.14.30. $-2/8 и 2 лежит в фундаментальном тре- 


угольнике о ρας. 18.13), если Y имеет соответствующее 
значение. 


Ряды в окрестности Zo | 
3 5 | 
18.14.31. 232 = —x + ee 4 


где й 
18.14.32. x = (z — 2»)?/2. 


18.14.33. x = — E И ἔν. об» ' 
5 7 195 
где и = 27 
Ряды в окрестности ω 
18.14.34. (A —е!) = viv =o <a + + ae 
22ν5 . . 64y7 
+ в О ο) 
75 325 ἘΠ 
где 
18.14.35. у = (z — ®)?/2. 
2 3 4 
18.14.36. v = γ | а ἜΈν.. 
5 5 75: 
52? 1064γ᾽ 
‘ee ^ 15 195 
где | 
18.14.37. у = (P — ει). 
Ряды, включающие SP’ 
Обращенный ряд для больших || 
18.14.38. z= Aull — 2 — — + x as ος]. 
и = {ΡΘΗ ene 
где 


18.14.39. А = 213, у = Au4/6 и 2 лежит в фундаменталь- 
ном треугольнике (см. рис. 18.13), если Y’ имеет соответ- 
ствующее значение. 


Ряды в окрестности Zo 
18.14.40. 


a“ 


P= > (z — z0)|—1 θε. a ΣΕ τε οὔθ, 


где 
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18.14.41. w = (z — 20)1/20. 


| og 2 
@—2)=29'[1 es ++ 


_ 18.14.42. 
84и3 
+ +0 “| 
| 13 
где 
18.14.43. и = 43". 
Ряды в окрестности ‹ 
΄ { κια ΓΘ ει а 
18.14.44. A’ = хех |--Χ'---χ 
Ὅς 10° 15 
+ aL x10 4+ 06 . 
.... 200 
где | 


18.14.45. x = (2— о). 


5 7 
18.14.46. χ-9’-9» + А _ == 
„ 19P™ 
of ees, 
3 8 
Ряды, включающие ζ 
Обращенный ряд для больших | ζ| 
3 3 
18.14.47. 2 = С [ ο 
a 7 1001 
1349y4 + oy]. 
9163. 
где 
18.14.48. у = €-*/12. 
Ряды в окрестности 2% 
- 18.14.49. (ζ — %) = 
as ee Е + OW) |, 
4 3 7 се о = 
где | 
18.14.50. у = (2 — 20)*/20. 
Ряды в окрестности © 
3 5 7 9 
ТУ. eh a a es НИЕ 
я 6 20` 70 240 
11 -- $ 
м йо 01”), 
825 31200° 9750 
где 
18.14.52. x = (z — ω) 
3 5 я 
ТА 
‚35.580; 68 5 2..4 
2 9 11 3 
929%?  194wit | 942883” + Ow"), 
4536 891 3 891 888 
где 
18.14.54. и = — 2(ζ -- η). . 


18.15. ПСЕДВОЛЕМНИСКАТНЫЙ СЛУЧАЙ 


Ряды, включающие с 
25 3529 3. 23213 


2.51 RRO! ....23-13| 
3. 107217 -' 3.7 723.375: ψ 313-5035 


18.14.55. σ = 2 — 


=> 
, να 25. 21! 25. 25! 
4.7. 29 
_ 34:7-6859732°° | O(c), 
| 27. 291 
ere a | 
14.56. z =o + ——— + + 
2943-5 :29.3:7 
17.113 o — 122051017 
218. 34.7. 11.13 219.35. 72. 11-17 
5. 13071 


223. 33. 11.19 
Аппроксимация многочленами (0<х< 1.86) 
6 
18.14.57. х?(х) = Σ anx*® + ε(χ), 
0 


| | e(x)| < 2: 10-7, 
ао = (—1)9.99999 98, аз = (—8) 4.81438 20, 


~ + Ο(ο). 


a, = (—2)4.99999 62, as = (—10)2.29729 21, 
аз = (—4)8.33352 77, ав = (—12)4.94511 45. 
аз = (—6)6.40412 86, 


6 
18.14.58. x®P’(x)= Σ απχ"'' + =(х), 
0 


| e(x) |< 4: 107’, 


а = —2.00000 00, а = (—7)6.58947 52, 
a, = (—1)1.00000 02, as = (—9)5.59262 49, 
аз = (—3)4.99995 38, ав = (—11)5.5417769. 


аз = (—5)6.41145 59, 
6 

18.14.59, χζ(χ) = Yyanx*™ + =(х), 
0 


| =(х)| < 3: 10-8, 


а = (—1)9.99999 99, аа = —(—9)2.57492 62, 
ay = —(—2)1.66666 74, as = —(—11)5.67008 00, 
аз = —(—4)1.19036 70, ав =(— 13)9.70015 80. 


аз = —(—7)5.86451 63, 


18.15. ПСЕВДОЛЕМНИСКАТНЫЙ СЛУЧАЙ (¢, = —1, σι = 0) 


Если g.<0 uw g,=0, то соотношения однородности 
позволяют свести функцию Y к Y(z; —1, 0). Так, 


18.15.1. P(z; δα, 0) = | 82|? (2| #214; —1, 0). 


Аналогично поступают и с функциями Y’, С и в. Учитывая 
сходство с лемнискатным случаем, случай gg = —1, g, = 0 
назовем псевдолемнискатным. Он играет ту же роль при 
А < 0 (отношение периодов равно единице), что и лем- 
нискатный случай при А > 0. 


Og = J 2х (действительный полупериод для лемнискат- 
ного случая) = @ (лемнискатная константа — см. 18.14.7). 


Рис. 18.15. 


Частные значения и формулы 


18.15.2. Л = —1, ρι---]..ρι--0, 
18.15.3. Hy = — И ¥2, На = 1/2, Hs = if ¥2, 


т = 1/2, q = ie™/?, 


18.15.4. 9.(0) = Κλ1!4εΐπ!8 9. (0) = Re'™/8, 


94(0) = Κε-ΐπ|5, 


где 


18.15.5, В = ψω; ψ2|π. 


Значения в полупериодах 


| р | р’ ζ σ 
18.15.6. 
1 ’ — {πτ|. | 
(Ὁ = © i/2 0 2 (ηα πη 72) e tel ore] 8 (91/4) 
18.15.7. 
Ge 0 0 Ὢα = π/λωα е”! 2 
18.15.8. 


Е 
| 
ὅ 
i 
Г 
== 


| : | 
> (He + No) εἴπ! се’ (2114) 


We 0 0 12 = —Й ἰσ(ωρ) 


Связь с лемнискатным случаем 
18.15.10. A(z; —1, 0) = iP(ze'™/*; 1, 0). 
18.15.11. P’(z; —1, 0) = εὖτ (ге; 1, 0), 
18.15.12. ζ(Ζ; —1, 0) = ее" ζ(σοΐπί΄. 1, 0). 
18.15.13. σ(Ζ; —1, 0) =е "Мо(2е"\; 1, 0). 
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ПРИМЕРЫ 


Пример 1. Лемнискатный случай. 


(а) Дано z=x+iy в фундаментальном треугольнике. 
Найти [2’, С, σ] с большей точностью, чем это можно 
сделать графически (см. конформное отображение). 


Для с — всюду в фундаментальном треугольнике ис- 
пользуется ряд Маклорена (18.14.55). Пять членов ряда 
дают по крайней мере шесть значащих цифр, шесть членов 
— десять значащих цифр. 


Для $, ζ — в окрестности нуля используются ряды Ло- 
рана (18.5.1—18.5.5; таблица коэффициентов ряда Лорана, 
см. стр. 448). Если |2| < 1, то четыре члена ряда дают по 
крайней мере восемь значащих цифр для $, девять — для 
С; пять членов ряда — по крайней мере десять значащих 
цифр для $, одиннадцать — для С 

В малых окрестностях точек Zp и ὦ целесообразно ис- 
пользовать ряды Тейлора (18.14.31, 18.14.34, 18.14.49, 
18.14.51). В других областях, не обслуживаемых непосред- 
ственно указанными разложениями, для получения P(x + 
+iy) и Cx +iy) предварительно вычисляются P(x), P(x) 
и C(x), a также 2(ἰν), (iy) и Civ) либо с помощью рядов 
Лорана, либо с помощью рядов Тейлора (18.14.34, 18.14.44 
и 18.14.51) с последующим использованием формул 
18.14.25 —18.14.27 или 18.14.1—18.14.3 и формул сложения 
(18.4.1—18.4.3). Если достаточно семи восьми значащих 
цифр, то для вычисления значений вспомогательных функ- 
ций на действительной оси можно использовать аппрокси- 
мации многочленами (18.14.57—18.14.59). 

Для 3’ — в окрэстности нуля используется ряд Лорана 
(18.5.4; таблица коэффициентов ряда Лорана, см. стр. 448). 
Если |2| < 1, то чэтыре члена ряда дают по крайней мере 
шесть значащих цифр, пять членов ряда — по крайней 
мере восемь значащих цифр. В других областях исполь- 
зуются либо аппроксимация многочленами 18.14.58, фор- 
мула 18.14.26 или 18.14.2 и формула сложения 18.4.2, либо 
формула 3”? = 433 — $, где ImY’ > 0. 

(6) Дано 3[?’, 6, σ], соответствующее точке в фунда- 
мэнтальном трэугольнике. Вычислить 2 с большей точно- 
стью, чем это можно сделать графически. 

Любой из обращенных рядов (18.14.29 и далее) дает 
лишь несколько значащих цифр. Исключение составляет 
малая окрестность точки разложения. Для получения боль- 


шей точности следует использовать обратную интерпо- 
ляцию. 


Пример 2. Эквиангармонический случай. 


(а) Дано 2 =x +iy в фундаментальном треугольнике 
Найти 3$’, С, σ] с большей точностью, чем это можно 
сделать графически. 

Для с — всюду в фундаментальном треугольнике ис- 
пользуется ряд Маклорена (18.13.65). Четыре члена ряда 


дают по крайней мере одиннадцать значащих цифр, пять 
членов ряда — более двадцати одной. 

Для Y,C —B окрестности нуля используются ряды 
Лорана (18.5.1, 18.5.5; таблица коэффициентов рядаЛорана, 
см. стр. 448). Если |2| < 1, то четыре члена ряда дают по 
крайней мере 10S для $ и 11$ для С; пять членов ряда — по 
крайней мере 13S для Y и 14$ для С.В других областях 
для получения P(x + iy) и C(x +iy) предварительно вы- 
числяются P(x), P(x) и C(x) с помощью аппроксимаций 
многочленами (18.13.67—18.13.69), если достаточно семи- 
восьми значащих цифр, а также 3(1), 32”) и Ciy) πο 
рядам Лорана. Затем используются соответствующие фор- 
мулы сложения (18.4.1, 18.4.3). 

Для 3’ — в окрестности нуля используется ряд Лорана 
(18.5.4). Если |2| < 1, точетыре члена ряда дают по крайней 
мере 85, пять членов ряда — по крайней мере 115. В дру- 
гих областях следует поступать, как в случае $ и C, или 
использовать формулу PP” = 433 — 1, где Па 2’ > 0. 


(Ὁ) Дано 3[?’, 6, в], соответствующее точке в фунда- 
энтальном треугольнике. Вычислить zc большей точ- 
ностью, чем это можно сделать графически. 
Любой из обращенных рядов (18.13.39 и далее) дает 
лишь несколько значащих цифр. Исключение составляет 
малая окрестность точки разложения. Для получения боль- 


шей точности следует использовать обратную интерпо- 
ляцию. 


Пример 3. Дзэно отношение периодов а. Найти пара- 
метры т и а (см. гл. 16). Как в случае A > 0, так и в случае 
А <0 отношение периодов равно К”’(т)/К(т) (см. 18.9). 
Так как K’/K дано, το при 0.3 < K’/K <3 для нахождения 
т используется табл. 17.3; если К’/К < 0.3 или K’/K > 3, 
то используется метод примера 6 гл. 17. 

Другой мзтод состоит в использовании табл. 18.3 для 
получения необходимых промежуточных значений (фор- 
мула 18.2.44) с последующими вычислениями по формулам 


т = (е› — ез)/(е! — ος) в случае А >00, 


т = > — 3е/4 Но в случае А<0. 

Как в случае A >> 0, так и в случае Δ < 0 отношение перио- 
дов определяет показательную функцию для g(q=e ™, 
если А > 0, иа= [εΤα! ы если А < 0). Следовательно, 


по табл. 4.16 (е`_"*, x = 0(0.01)1) получим необходимые 
результаты (иногда нужно выполнить умножение, как, 


например, ϱ-1-12π κ (e~™)4 (= °'®)). 


Определение значений в полупериодах, инвариантов и связанных значений по данным периодам (табл. 18.3) 


A>0O 


Даны ὦ и w’; находим w’/iw и входим в табл. 18.3 
(стр. 439). Чгобы найти искомые значения, полученные 
из таблицы рэзультаты умножаем на соответствующие 
степзни ὦ (см. сноску в табл. 18.3). 


Пример 4. 
Даны ὦ = 10, w’ = 111; найти 


εἰν И Δ. 


A<0 


Даны о и 5; находим w,/iw, и входим в табл. 18.3 
(стр. 491). Чтобы найти искомые значения, полученные 
из таблицы результаты умножаем на соответствующие 
степени во (см. сноску в табл. 18.3). 


Пример 4. 
Даны во = 10, we = 111; найти 


εἰ, δὶ Ἡ Δ. 
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Здесь w’/iw =1.1, так что непосредственная выборка из 
табл. 18.3 дает 


е1(1) = 1.6843 041, 

ез(1) = —0.2166 258(= —e1, — es), 
ез(1) = —1.4676 783, 

&2(1) = 10.0757 7364, 

ga(1) = 2.1420 1000. 


А >0 


Умножая на соответствующие степени ὦ = 10, окон- 
чательно найдем 


ει = 0.01684 3041, 

ез = —0.00216 6258, 

ез = —0.01467 6783, 

22 = 1.0075 77364: 10-3, 
θα = 2.1420 1000: 10-6. 

Следовательно, 
A = 8.9902 3191: 10-19, 
А >0 
Пример 5. 


Даны w = 10, w’ = 55; найти 
η, 7’, σ(ω), σ(ω’), 
σ(ωα). 


Формируя ω'/|ἰω = 5.5 и входя в табл. 18.3 найдем таблич- 
ные значения 


= 0.82246704, 
o(1) = 0.96045 40. 


А >0 
Используя соотношение Лежандра (см. сноску в табл. 
18.3), по найценному табличному значению 7, получим 


η’ = no’ — τ = 2.9527 723i. 


Так как интерполяция в табл. 18.3 для σ(ω’) и o(wWs) 
затруднена, то следует использовать формулы 18.3.15— 
18.3.17 совместно с формулами 18.3.4—18.3.6. Значения 
2,93 И е, можно непосредственно выписать из таблиц с 
85, езс 55. 

Zo = 8.1174 243, 
$3 = 4.4508 759, 
Ει = 1.6449 341, 
—0.82247. 
Используя 18.3.6, найдем 
Нз = 0.00174 69, 


Hz = 0.00174 691. 


| 


ез 


Здесь w,/iw, = 1.1, так что непосредственная выборка из 
табл. 18.3 дает 


ει(1) = —0.2166 2576 + 3.0842 5891, 
е2(1) = 0.4332 5152 = —2 Ве (ει), 
ез(1) = е1(1), 

52(1) = —37.4874 912, 

53(1) = 16.5668 099. 


А <0 


Умножая на соответствующие степени W, = 10, окон- 
чательно найдем 


Ει = —0.00216 62576 + 0.03084 25891, 

ез = 0.00433 25152, 

ез = Εἰ, 

δα = —3.7487 4912: 103, 

23 = 1.6566 8099. 105. 
Следовательно, 


A = — 6.0092 019: 10-3. 


А <0 

Пример 5. 

Даны w, = 1000, w, = 10047; найти 
72, No» σ(ω»), 
σ(ω)), σ(ω΄). 


При w,/iw, = 1.004 интерполяцией по четырем точкам 
в табл. 18.3 получим 


ne = 1.5626 756, 
ny = — 1.5726 664i. 


А <0 
σ(ω») == 1.1805 028, 
(62) = 1.1901 521, 
σ(ωή) = 0.4750 84 + 0.4767 177. 


Умножая полученные результаты на соответствующие 
степени We, найдем 


2 = 0.00156 26756, 

No = —0.00157 266641, 
0(«2) = 1180.5028, 
σ(ωἑ) = 1190.152i, 
σ(ω’) = 475.084 + 476.717i. 
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г. _ Продолжение примера 5 
A>0 | ite A <0 
Применяя формулы 18.3.15—18.3.17, получим 
o(w’)/i = 0.0071 177, σ(ωχ) = — 0.002016 — 0.0105 51. 
Умножая все вышзнайденные Значения на соответствующие степени w, определим 


η = 0.08224 6704, . σ(ω’) = 0.07117 Τι, 


n’ = 0.29527 723i, o(w2) = —0.02016 — 0.10551. 


σ(ω) = 9.60454 0, 


Определение периодов по заданным инвариантам (табл. 18.1) 


A>0 <9 
Даны g, >0 и σι >0 такие, что A = g3 — 2703 >0 Даны δὲ и 2; >0 такие, что A = 28 — 27g2< 0 (если 
(если g, = 0, |w’| = <, то см. лемнискатный случай); по #3 = 0, | ὠρ| = @e, то см. псевдолемнискатный случай); по 
ним вычисляется ним вычисляется | 
Bs = 818373. | _ Ва = 8153'/3. 
А >0 А <0 
Из табл. 18.1 находим Из табл. 18.1 находим 
ogy’ и 685, ©2836 002836, 
а затем Ὁ и ὠ΄. т | а затем Oe H ὠς. 
Пример 6. | Пример 6. 
Даны g,= 10, #8 =2; Ἢ Даны go = —10, g, = 2; 
найти w ww’. При . найти We и Ws. При 
δα = 82032/3 = 6.2996 05249 | δα = 82253?/3 = —10/1.5874 0105 = —6.2996 053 
из табл. 18.1 получим οὔ | | из табл. 18.1 получим 
ως — 1.1267 806, 6222116 = 1.5741 349, 
w’gi/® = 1.2324 2951. | 0586 = 1.7124 396. 
Следовательно, Следовательно, 
@ = 1.003847, - | ©, = 1.40239 48, 
ω’ = 1.097970i. и ow, = 1.52561 021. 
Пример 7. Пример 7. 
Даны go = 8, 23 = 4; Даны go = 7, 83 = 6; 
A >0 | А <0 
найти @ πω’. При найти ὡ; HU ws. При 
δα = £293°/3 = 3.1748 02104 δα = #2252! 3 = 7/3.3019 2725 = 2.119974 
из табл. 18.1 получим | из табл. 18.1 получим о 
836 = 1.2718 310, © 6281! 6 = 1.3423 442, 
ω΄α)/6 = 1.8702 4257. ев = 3.1441 1411. 
Следовательно, Следовательно, 
ω = 1.0094 53, ὠς = 0.99579 976, 


ω΄ = 1.4844 131. и = 2:33241 831. 
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‚ Вычисление 32, 2’ или С при заданном 2 и произвольных 2, 83 


(или произвольных периодах, по которым можно найти go и δα) периоды 
должны быть известны по крайней мере приближенно) 


Сначала задачу сводим (если несбходимо) к случаю, 
когда точка 2 лежит в фундаментальном прямоугольнике, 
используя соответствующие формулы из 18.2. 


Первый метод (с заданной точностью). Если х 


и у «малы» (точка 2 находится в дважды заштри- 
хованной области), то непосредственно используется ряд 
Лорана. Если x или у «велики», то используется ряд Лорана 
по х и по ус последующим применением формул сложения 
(для 3’ предварительно вычисляется Y, а затем исполь- 
зуется формула 3’? = 4533 — 2.32 — ga, см. 18.8). 


до 


Второй метод (только для Y и ΘΛ. Вычисляем 
ei =1,2,3) (если заданы только go И δη, то используем 
табл. 18.1 для получения периодов, а затем табл. 18.3 для 
нахождения е;; если также даны периоды, то табл. 18.3 
используется непосредственно). Ἢ 

В любом случае вычисляется 


т = (е› — ез)/[(е1 — ез); 


отсюда функции Якоби 
sn (2* | m), сп (2*| т); dn (z*| т). 


по формулам из 16.4 и16.21 π΄» или 2’ из 18.9.11, 18.9.12. 
Третий метод (точность HEME TEPYSTER ‘способом 
получения периодов). 


Получаем периоды, их отношение аиа=е"“. От- 
сюда находим 9:(0) (i=2, 3, 4) по рядам 18.10.21 —18.10.23. 


A>0 


Вычисляем соответствующие 9 функции при 2 =хи 
z= ly, а затем P(x), P(x) и Cx), у), Ων) и ζ(ἰγ) и 
применяем теоремы сложения (если х или у «малы», то 
можно использовать непосредственно ряды Лорана). 


Пример 8. 
Даны 2 = 0.07 + 0.11, 
83 a 10, 83 я 2; 
иайти $. 
Непосредственно используем ряд Лорана при 


&А> 09 
εως {1.3 


с; = 0.07142 85714 
с. = 0.08333 33333 
Cs; = 0.00974 02597 
z? = —22.97193 820 — 63.06022 25} 
+ oz" = —0.00255 000 + 0.00700 001. 
+ οφ! = —0.00001 214 — 0.0000 102i 
+ с. 28 = +0.00000 024 — 0.00000 01: 
P(z) = —22.97450 010 — 63.05323 281 


А-Я A<J 
у 
2 
ря 
Z 


Рис. 18.16. 


A<0 


Второй метод (только для Y и Y’). Вычисляем е? 
и H, (если заданы только 8. и δη, то используем табл. 18.1 
для получения периодов, а затем табл. 18.3 для нахождения 
6ο) если также даны периоды, то табл. 18.3 используется 
непосредственно). 

В любом случае вычисляется 


1 


т = > 5 a 360/4Ηο; 


отсюда функции Якоби 
sn (Ζ’| т), сп (2’| т), ἀπ (Ζ’ | т) 


по формулам из. 16.4 и 16.21 и 3 или Y’ из 18.9.11, 18.9,12. 
Третий метод. (точность лимитируется так же, 
как и в случае А > 0). Получаем периоды, их отношение 
аи а? = е-п 4/2, 
Далее поступаем, как и в случае Δ» 0, используя 
соответствующие формулы. 


д <0 
Пример 8. 
Даны 2 = 0.1 + 0.033, 
8a = — 10, 88 = 2; 
найти 3. 
Непосредственно используем ряд о при 
~~ A <0 
C2 = —0.5 


сз = 0.07142 85714 
с. = 0.80333 33333 


2? = 76.59287 938 — 50.50079 960i 
+ с22? = —0.00455 000 — 0.00300 0001 
+ csz* = +0.00000 334 + 0.00000 780i 
+ са28 = —0.00000 002 + 0.00000 011i 
P(z) = 76.58833 270 — 50.50379 169i 
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А >0 


Пример 9. 
Даны 2 = 15 + 734 2. = 8, 2. = 4; найти $. 
Из примера 7 берем 


= 1.009453, 
w’ = 1.4844131. 


По табл. 18.3 ει = 1.61803 37, e, = —0.99999 96, откуда т = 
= 0.14589 79. 

Используя 18.2.18 при М =7, М = 24, найдем AUS + 
+ 730 = 2(0.867658 - 1.748176). 

Tak как 2 лежит в К», то, применяя соотношение 18.2.31, 
получим Y(15 + 732) = 93(0.867658 + 1.220657). 

При z* = 1.40390 + 1.975051 из 16.4 найдем sn (z*|m) = 
= 2.46550 + 1.965271. 


Используя 18.9.11, окончательно имеем (15 + 737) = 
= —0.57743 + 0.067797. 


J 


IIpumep 10. 


Даны ὦ = 10, w’ = 20i; найти C9 + 197), используя. 


тэта-функции, формулы из 18.10 и формул сложения. 

По отношению периодов а = ω'/ἱω =2 найдем 4 = 
=е`_2" = 0.00186 74427. 

Используя ряды 18.10.21 —18.10.23, вычислим значения 
тэта-функций с нулевым аргументом. По формулам 
16.27.1 —16.27.4 вычислим тэта-функции для аргументов 
у, в которых 2 = x 2 = iy. Далее, по формулам 18.10.5— 
18.10.7 совместно с формулами 18.10.9 и 18.10.18 получим 


ζ(9) = 0.09889 5484, 
ζ(191) = —0.00120 01554, 
8(9) = 0.01706 9647, 


А >0 
P’(9) = —0.00125 8460, 
P(19i) = —0.00861 2615, 
P’(19i) = —0.00003 757i. 


Используя формулу сложения 18.4.3, окончательно 
найдем 


С (9 + 191) = 0.07439 49 — 0.00046 881. 


A <0 


Пример 9. 
Даны 2 = 1.75 + 3.6], ρο = 7, ©. = 6; найти Y. 
Из примера 7 берем 


ωχ = 0.99579 98, 
cog = 2.33241 831. 


Используя 18.2.18 при М =1, N=1, найдем Y(1.75 + 
+ 3.6ἱ) = A(—0. 24159 96 --1 0648 36!) = P(0.24159 96 + 


+ 1.0648 36%). 
При A< 0 из табл. 18.3 получим ει = —0.81674 362 + 
+ 0.50120 907, e, = 1.63348 724, e, = —0.81674 362 — 


— 0.50120 901, откуда 
m = 0.01014 3566, 
НУ? = 1.58144 50, 


так что 2’ = 2zH}/2 = 0.76415 29 + 3.3679 591. 


Из 16.4 найдем 
сп (Ζ’ | т) = 4.00543 66 — 12.32465 691. 


Применяя формулу 18.9.11, окончательно имеем ‘(1.75 + 
+ 3.67) = 0.960894 — 0.383068i. 


Пример 10. 

Даны оо = 5, ws = 7i; найти 2'Ω + 27), используя тэта- 
функции, формулы из 18.10 и формулы сложения. 

Учитывая формулу 18.10.2, найдем а = @°”" = 
= 0.11090 127841. 

Тэта-функции с нулевым аргументом вычисляются с 
помощью формул 18.10.21—18.10.23; тэта-функции для 
аргументов νι и у», соответствующих 21 + 2. = 2, по фор- 
мулам 16.27.1 —16.27.4. 

Используя формулы 18.10.5—18.10.6 совместно с фор- 
мулой 18.10.10, получим 


70) = 0.10576 946, 

P(2i) = —0.24497 773, 
$ (3) = —0.07474 140, 
220 = —0.25576 0074. 


А <0 


Применяя формулы сложения 18.4.1 и 18.4.2, окончательно 
получим 


3 (3 + 24) = 0.01763 210 — 0.07769 187i, 
PS + 2i) = — 0.00069 182 + 0.04771 3051. 


Вычисление 2, 2’ и © для частных значений отношения периодов с использованием табл. 18.2 


Если задача сведена к вычислению Y, 3’ и Св фунда- 
ментальном прямоугольнике, то для случаев, когда дейст- 
вительный полупериод равен единице, а чисто мнимый 
полупериод равен ia, при некоторых значениях а можно 
непосредственно использовать табл. 18.2. Для примера 
рассмотрим функцию 3. Если |2| «мало», то для вычисления 
2(2) непосредственно используется ряд Лорана (инварианты 
даны в табл. 18.3). 

Если х «велико» и у «мало», то используется табл. 18.2 
для получения x*P(x)u хз3”(х); отсюда находятся P(x) и 


Р”(х). Для получения 52 (1) и 52ἐν) используются ряды Лора- 
на и наконец — формула сложения 18.4.1. 

Для «малых» х и «больших» у следует поступать на- 
оборот: по переменной х использовать рядЛорана, по пе- 
ременной у—табл. 18.2. В случае, когда ихи у «велики», 
используется табл. 18.2 для получения P(x), 2), Pliy) и 
Y(iy); затем применяется формула сложения 18.4.1. 

Подобные процедуры используются и при вычислении 
φ’ и С. Для $’ вначале вычисляется 3, затем PP? = 433 — 
-- goP — δα (для выбора знака $” см. 18.8). 
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А >0 


Пример 11. 

Вычислить Y(0.8 + 7), если а = 1.2. 

Используя табл. 18.2 или ряды Лорана 18.5.1 —18.5.4 
при 


Ze = 9.15782 851, 
Zs = 3.23761 717, 
найденным по табл. 18.3, получим 
(0.8) = 1.92442 11, 
2*(0.8) = —2.76522 05, 
Р(Р) = —1.40258 06, 
(г) = — 1.19575 581. 


Используя формулу сложения 18.4.1, 
будем иметь 


32(0.8 + i) = —0.381433 — 0.1493611. 


окончательно 


2—0 
Пример 12. 
Вычислить (С (0.02 + 3) при а = 4. 


Используя табл. 18.2 или ряды Лорана 18.5.1—18.5.5 
при 


δα = 8.11742 426, 
Z3 = 4.45087 587, 
найденным по табл. 18.3, получим 
ζ(0.02) = 49.99999 89, 
(0.02) = 2500.00016, 
΄0.02) = —249999.98376, 
C(3i) = 0.89635 173i, _ 
2(31) = —0.82326 511, 
P’(3i) = —0.00249 8291. 


Применяя формулу сложения 18.4.3, окончательно най- 
дем 


ζ(0.02 + 31) = 0.016465 + 0.896351. 


A <0 


Пример 11. 

Вычислить Y(0.9 + 0.17), если а = 1.05. 

Используя табл. 18.2 или ряды Лорана 18.5.1 — 18.5.4 
при 


go = —42.41653 54, 
23 = 9.92766 62, 


найденным по табл. 18.3, получим 
Φ(Ο.9) = 0.34080 33, 
(0.9) = —2.164801, 
Φ(0.11) = —99.97876, 
Φ(Ο0.11) = —2000.4255i. 


Используя формулу сложения 18.4.1, 
будем иметь 


«(0.9 + 0.11) = 0.231859 — 0.215149. 


окончательно 


А <0 
Пример 12. 
Вычислить Y’(0.4 + 0.91), если а = 2. 


Используя табл. 18.2 или ряды Лорана 18.5.1--18.5.4 
при 


$2 = 4.54009 85, 
δα = 8.38537 94, 
найденным по табл. 18.3, получим 
32 (0.4) = 6.29407 07, © 
0.4) = —30.99041, 
Φ(0.Θ1) = —1.225548, 
0.91) = —3.19127 031. 


Применяя формулы сложения 18.4.1 и 18.4.2, оконча- 
тельно найдем 


"(0.4 + 0.91) = 1.10519 76 — 0.56489 001. 


Вычисление с при заданном 2 и произвольных ©2И 23 


(илл произвольных периодах, по которым можно найти δ» и 2.; периоды должны быть известны 
по крайней мере приближенно) 


Вначале сведем задачу (если необходимо) к вычислению с(2) в точке 2, лежащей в фундаментальном прямоугольнике 
(см. 18.2). Далее, под точкой 2 понимаем точку, лежащую в фундаментальном прямоугольнике. 


А >0 


Если Ве2> ὠ/2 или 1 2 >w’/2, то используем фор- 
мулу удвоения 18.4.8: 


o(z) = —P"(z/2)o* (2/2), 


в которой o(z/2) вычисляется по ряду Маклорена, а Θύ(2/2) 
методами, изложенными в приведенных выше примерах. 
В противном случае для вычисления (2) используется 
непосредственно ряд Маклорена. 


А <0 


Если Ве 2 > ὠρ/λ или Im 2 »ωἑ/4, то используется фор- 
мула удвоения, как и в случае А > 0. В противном случае 
для вычисления 0(2) используется непосредствевео ряд 
Маклорена. 
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Иначе с(2) можно вычислять с использованием тэта-функций (см. 18.10), определяя сначала 4, а затем 90) (i = 2, 3, 4). 


А >0 


Пример 13. 
Вычислить (0.4 + 1.31) для go = 8, 2. = 4. 
Из примера 7 следует 


w = 1.009453, 
w’ = 1.4844137. 
Так как Im 2> w’/2, то по ряду Маклорена 18.5.6 находим 
σ(Ζ/2) = σ(0.2 + 0.651) = 0.19543 86 + 0.64947 281; 
по ряду Лорана 18.5.4 вычисляем 
P'(0.2 + 0.657) = 5.02253 80 — 3.56066 931. 


Окончательно по формуле удвоения 18.4.8 найдем 
σ(0.4 + 1.31) = 0.278080 + 1.272785i. 


Пусть дано o[Y, $’, ζ], соответствующее точке 2, лежа- 
щей в фундаментальном прямоугольнике, а также Yo и 
23 или эквивалентные им величины; найти 2 

При использовании обращенных рядов из 18.5 в общем 
случае можно получить лишь несколько значащих цифр; 
исключение составляет малая окрестность точки разло- 
жения. Для получения большей точности следует применять 
методы обратной интерполяции. 

Если данное значение функции не соответствует точке 
из фундаментального прямоугольника (см. конформные 


A> 
Пример 14. 
Даны A(z) = 1 — i, ®› = 10, ©. = 2; найти 2. 


Используя первые три члена разложения 18.5.25, полу- 
чим 


21 & 0.727 + 0.42371. 
Ряд Лорана 18.5.1 дает 
Φ(Ζι) = P(0.727 + 0.4237) = 0.825 — 0.895}, 
(22) = Y(0.697 + 0.39317) = 0.938 — 1.0381. 
Обратная интерполяция приводит к результату 
20 = 0.707 + 0.3807. 
Повторное использование этой процедуры дает 
2 = 0.706231 + 0.3798931, 


А >0 


А <0 


Пример 13. 
Вычислить (0.8 -|- 0.47) для go = 7, ©: = 6. 
Из примера 7 следует 


© = 0.99579 976, 
«о = 2.33241 831. 
Так как Im 2> 05/2, то по ряду Маклорена 18.5.6 находим 
o(z/2) = o(0.4 + 0.21) = 0.40038 019 + 0.19962 0171; 
по ряду Лорана 18.5.4 вычисляем 
P’'(0.4 + 0.21) = —3.70986 70 + 22.2185441. 


Окончательно по формуле удвоевия 18.4.8 найдем 
σ(0.8 + 0.47) = 0.81465 765 + 0.38819 4737. 


отображения), TO, используя соответствующие формулы 
приведения из 18.2, задачу можно свести к случаю, когда 2 
лежит в фундаментальном прямоугольнике. Этот процесс 
относительно прост для (2). Например, если А > 0и A(z) = 


= а -- , где В > 0, то берем значение Y = a — Фи находим 
соответствующее ему 2, из К; (см, рис. 18.1). Затем вычис- 
ляем, исходя из 18.2.31, 2. = 2. + 20’. Эта точка принад- 
лежит Κα и соответствует заданному значению функции 3. 
Для других функций этот процесс более сложен. 


Пример 14. | 
Даны Y(z) = 1 + i, δα = —10, 2. = 2; найти 2. 
Из примера 6 берем | 

We = 1.40239 48, в = 1.52561 021. 


Так как Ь >0, то аргумент 2 лежит в К. и вычисляется 
через 3. Используя 18.5.25 ς a = —1.25, a3 = 0.25, и = 
=[(Y)"]}'? и коэффициентами со ис. из примера 8, получим 


2и = 1.55377 3973 + 0.64359 424931, 
сви? = 0.08044 9281 — 0.19422 174661, 
сзИ? = — 0.01961 9359 + 0.00812 660471, 


си? р 
------ = —0.10115 7160 — 0.04190 066731. 
А <0 
Ограничившись членом cu’, найдем 2, 5 0.81 + 0.237. При- 
нимая Az = —0.03 — 0.0171 и используя 18.5.1, получим 


(0.81 + 0.237) = 0.91410 95 — 0.86824 371, 
P(0.78 + 0.227) = 1.03191 60.— 0.91795. 221, 
Обратная интерполяция дает 
240 = 0.7725 + 0.24041. 


Повторяя процесс обратной интерполяции, окончательно 
получим _ | | | 


2 = 0.772247 — 0.239258i. 
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Пример 15. . 
Даны С(2) = 10 — 154 ge = 8, δα = 4; найти ΞΖ. 
Используя обращенный ряд 18.5.40, для которого 


А; = —0.13333 333, 
A, = — 0.02857 14286, 
— 0.03076 923076 + 0.04615 3846151, 


il 


u = 


А >0 
Ази? = —0.00000 001402 + 0.00000 0068601, 
Ази? = —0.00000 000004 — 0.00000 0000031, 


получим 


z == 0.03076 921670 + 0.04615 3914721. 


Методы вычисления (Ζ(΄Ρ’, ζ или с) по данным 2, ο» 
и g3 (или их эквивалентам) на электронных 
цифровых вычислительных машинах 


(а) Интегрирование дифференциального уравнения 

Pu 3’ могут быть получены для любого 2 достаточно 
близкого к «известной» точке 2*(32(2*) и 202") предпола- 
гаются известными), интегрированием дифференциального 
уравнения 3” = 65 — g,/2. Программа на SWAC, осно- 
ванная на модифицированном методе Хамера— Холигсвера 
(MTAC, July, 1955, р. 92—96), разработана под руковод- 
ством доктора П. Хенриси в отделе численного анализа 
UCLA (кодовый номер 00600; программа написана У. Л. 
Уилсон). Программа была. тестирована на эквиангар- 
моническом случае при различных шагах интегрирования. 
Например, если начать с точки 2* = we с «шагом инте- 
грирования» (й, К), где hu А— компоненты шага по действи- 
тельной и мнимой осям, принимающим одно из шести 
значений (-Е2й%, 0), (+, Ко), где А, = &,/2000, ky = 
=| 3|/2000, то после 1000 шагов можно ожидать почти 85 
для Фи 7S для Y’, пока точка 2 не слишком близка к 
полюсу. 

(5) Использование рядов 

Сведение задачи к случаю, когда 2 лежит в фундамен- 
тальном прямоугольнике, может быть, очевидно, авто- 
матизировано. Внутри фундаментального прямоугольника 
возможно непосредственное использование рядов Лорана, 
когда отношение периодов а не слишком велико. Однако, 


если а> ψ3 (A>0) или а> 2/3 (А < 0), ряды будут 
расходиться в дальнем углу фундаментального прямо- 
угольника, так что результат здесь можно получить лишь 
с помощью формул удвоения. Иначе, можно вычислять 
функции по осям Ох и Оу, используя затем формулы сло- 
жения. Даже в этом случае ряды будут расходиться при 
2 = а, еслиа > 2(A>0), и при 2 = 1/2, еслиа > 4(A <0). 

Для получения большей точности машина должна вы- 
полнять операции с кратной точностью. Удвоенная точ- 
ность при представлении чисел с плавающей запятой ис- 
пользована в программе вычисления “2, 3’ и ζ на машине 
οὗν Ας. 

При вычислении с наиболее простым является исполь- 
зование ряда Маклорена во всех точках фундаментального 
прямоугольника (ряд сходится для всех 2). 

Ряды, определяющие ®-функции, сходятся при всех комп- 
‘лексных У так, что вычисление 3, $’, Си с с помощью 
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Пример 15. 
Даны σ(Ζ) = 0.4 - 0.11, go =7, gs = 6; найти 2. 
Используя обращенный ряд 18.5.70, для‘которого | 


с = +0.40000 000 + 0.10000 000i, 


γισῦ Е 
ΤΕ = -+ 0.00011 783 + 0.00032 696i, 


Ἐξ = —0.00000 208 + 0.00001[432:, 
A <0 
ue = 0.00000 093 + 0.00000 126i, 
19y2730"7 


a = —0.00000 013 + 0.00000 006, 


получим 


2 = 0.40011 469 + 0.10034 2601. 


формул 18.10.5—18.10.8 может быть легко автоматизиро- 
вано. Ряды для 9-функций обладают быстрой сходимостью 
даже в случае Δ < 0, где |4| < е-"!? (4 < е-", если A>O). 


_ Использование конформных отображений 


Если вычисление 3, 2’, © или с при заданном 2 сведено 
к случаю, когда действительный полупериод равен единице, 
а мнимый — одному из значений, указанных в конформ- 
ных отображениях 18.8, то визуальное считывание с соот- 
ветствующих рисунков будет давать (2) (ζ(Ζ) или σίΖ)) с 
2—35. По формуле 18.6.3 3” вычисляется через $ и знак 
3’ выбирается соответственным образом (см. конформные 
отображения 18.8). 


Вычисление 25 


Даны 5» и 83 (или их эквиваленты). Положив 22$(25) = 0, 
из ряда Лорана получим 


0 =1- cou? + сзи + cut + ..., 


где и = 28. Решаем это уравнение относительно наимень- 
шего по абсолютной величине корня (методом Греффе 
(квадрирования) или иначе). Если имеет место равенство 
20 = ὦ + (АД >0) или 2 = wo, + ἰγρίΔ- 0), το от- 
сюда по |Zo| найдем приближенное значение для Zp. 

Заметим, что уо/х является монотонно убывающей 
функцией от а > 1 (а — отношение периодов) при A >0 
и ограничено: 


1> yo/ > 2 ден /3 (#0.7297). 
τ 


Ρα/ Ὡς является монотонно возрастающей функцией от 
а для А < 0 Ἡ ограничено: 


0 < yolwe 2:2 АН ψ3. 
π 


Дополнительные данные можно получить из табл. 18.2 
и конформных отображений для 9”. 


1) См. книгу Сикорского [18.33], с. 170 и далее. (Прим. 
перев.) | 


482 18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


T аблица 18.1. Таблица для получения периодов по инвариантам 6» и 8; (82 = 8263*/3) 


Дискриминант положительный или равен нулю Ὃ. Дискриминант отрицательный или равен нулю 

me $ ω' μὲ V6 , т 

; 3 `` ἵν ποις. ὅδε... те . —_ 
$ Mg G8) By! ωμ]ειξ «НЕМ: < 

3.00 1.28254 98 1.52168 83 А= 0 _0. 00 2. 62205 76 2. 62205 76 - эх 
3. 05 1.27944 73 1.51892 22 -0, 01 2.62025. 54 2. 62384 98 -100 
3.10 1.27637. 43 1. 51685 48 -0, 02 2. 61693 53 2. 62710\11 - 50 
3-15 1.27333 03 1.51505 45 -0. 03 2. 61258 87 2. 63126 10 - 33 
3.20 1.27031 49 1. 51342 84 -0, 04 2. 60737 43 2.63611 20 Ν᾽ 
2. 25 1.26732 80 1.51193 18 -0. 05 2. 60137 48. 2.64151 34 ος № 
3. 30 1. 26436 90 1. 51053 84 -0. 06 2.59464 00 2. 64735 75 „с TF 
3. 35 1.26143 77 1. 50923 08 -0. 07 2.58720 37 2, 65355 47 - 14 
3. 40 1.25853 38 1.50799 63 -0. 08 2.57909 05 2.66002 55 as 

| _0. 09 2.57032 09 2. 66669 74 .. ΤΙ 

_ ον ЗИ -0.10 2.56091 33 2.67350 25 iLO 

2 ey wh “On Бы ие - ἡ 
3.4 1.25853 38 1. 69 -0, . . - 
nrg? гта. - ΠΠ; 0.13 2.52905 23 2.69409 09° - 8 
3.6 1.24718 42 1.60789 93 -0. 14 2. 51729 09 2. 70081 .77 ree 
3.7 1.24166 45 1. 57451 в 
3.8 1.23624 47 maa a -0,15 2. 50500 11 2. 70738 70 - 7 
3.9 1.23092 23 1. 51978 54 -0. 16 2. 49221 23 2. 71375 03 - 6 

Sis ΕΦ ΕΑΝ τὸ 
4.0 1. 22569 47 1.49672 94 -0. Ἢ а. 31 -. 
41 1.22055 95 147581 86 -0.19 2. 45118 90 2. 73117 52 ыт 
4.2 1.21551 44 — 1.45668 57 -0.20 — 2.43675 29 2.73630 70 - 5 
4.3 1.21055 69 1. 43905 10 
4.4 1.20568 50 1. 42269 63 
4.5 1.20089 62 1. 40744. 84 } } 

:6΄ я 8 1.39316 72 | - ve $ 5 <й > 
4.7 1. 19156 00 1. 37973 79 δ; 28 28: / ~O2 
4,8 1.18700 83 1. 36706 51 -0, 20 1, 62955 49 1, 82987 88 - 5 
4.9 1.18253 18. 1, 35506 88 -0. 25 1. 66926 74 1. 94863 05 - 4 

35 θα RMT 

5. 0 1.17812 83 1.34363 10 -0. 1. . 3 - 3 

5.2 1.16953 35 1.32250 70 -0, 40 1. 69529 14 2.18836 87 - 3 
5.4 1.16120 96 1. 30316 60 

5.6 115314 34 128637 08 -0. 45 1. 69080 53 2.24023 31 ' 4 

‚ 88 1.14532 23 1.26889 69 -0, 50 1. 68433 20 2.28267 03 - 2 

33 χῶμα ИИ τὶ 
6.0 1.13773 46 κ -0. 60 1.6 _ 2. 34701 - 2 
6.2 τ. "АЕ 91 i Saabs a -0. 65 1, 66240 65 2.37174 42 - 2 
Г .4, 9. 1 Е > 
- Е 1 poe ip -0. 70 1. 65555 57 2. 39284 34 -- | 
6.8 1.10950 49 1.20113 41 -0. 75 1. 64914 98 2.41102 56 - 1 

-0. 80 1.64320 > 2.42683 68 mitch 
-0. 85 1, 637 2. 44 ae: 
oe не ΤΙΤΟ os 0.90 1.63264 84 2.45294 88 - 1 
02080005: gat ν.-ἠ] pao ο) -0.95 1,62797 70 2.46384 40 - 1 
7.8 1. 07831 46 1. 14959 65 -1. 00 1.62366 67 2. 47259 62 - 1 
8. 0 1. 07254 63 1.14063 29 
8.2 1.06691 95 1.13203 51 Е 
8, 4 1. 06142 83 1.12377 59 7 1 083 yo, 3—2 
8.6 1.05606 7 1.11583 09 Е. в: αμ п (3-8.) 
‘ 1, 05083 15 1.10817 84 р: 1.62366 ет 3.03954 ” 
9, 1, 158 1.10079 87 -0. 8 1.60646 93 3. 05518 40 
ae | Εν... - ap eee κ «αι ὃ 1. 58820 63 3. 06892 24 
9.4 . 1.03582 65 1, 08678 83 -0. 4 1.56918 06 3. 08070 50 
9,6. 1.03104 44 1.08012 69 -U, 2 1.54967 81 3, 09053 50 
e le «Ὁ т 
№ | 0978 = вет ὃς 0, 0 1. 52995 40 3. 09846 47 
| 0.2 1.51022 67 3.10458 18 
0.4 1.49067° 44 3.10899 55 
| 4_4 0. 6 1.47143 75 3, 11182 48 
Z,-! ugt αὶ ωαὖ 68: + <By> 0, 8 1. 45262 13 3. 11318 95 
0,10 1. 81701 99 1. 89818 01 10 1.0 1. 43430 15 3. 11320 22 
0. 09 1. 82207 90 1. 89119 06 11 "МС. 1. 41652 88 3. 11196 36 
ἜΤΗ; 8.08. 1,82696 90 1.88476 56 13 1.4 1. 39933 41 3.10955 78 
0. 07 1. 83165.87. 1.87888 68 14 1,6 1. 38273 24 3.10604 84 
0. 06 1. 83611 17 — 1.57354 40 17 1. 8 1. 26672. 71. . 3.10147 38 
0, 05 1. 84028 47 1. 86873 53 20 2.0 1.35131 24 3. 09584 00 
0. 04 1. 84412 45 1.86447 02 25 2.2 ‘° 1.33647 63 3. 08910 74 
0. 03 1. 84756 35 1. 86077 37 23 2, 441i; 1532220. 24 3, 08116 35 
0. 0? 1.85050 78 1. 85769 72 50 2.6 1.30847 11 3. 07175 37 
0.01 1.85280 73 1, 85534 90 100 2, 8 1, 29526 10 3. 06025 10 
0.06 — 1.85407 47 1.85407 47 ‚ в 3.0 1.23254 98 3. 04337 67 a=0 
a [С can (-3)3 ва 
10 | 10 10 11 


V6. -0.20412 4145 | | к -0.40894 829 


Таблица 18.2. Таблица для получения P, P’ и С на ОХ и ОУ (положительный дискриминант; действительный Ἢ 


1.00 


να «λα 
0. 00 1.00000 00 
0,05: 1.00000 37 
0. 10 «1.00005 91 
0.15 1.00029 91 
0.20 1.00094 57 
0.25 1.00230 98 
0. 30 1. 00479 35 
0.35 1.00889 27 
0.40 1.01520 23 
0. 45 1.02442 50 
0.50 1.03738 54 
0.55 1.05504 92 
0.60 1.07855 23 
0.65 1.10923 99 
0.70 1.14872 15 
0.75 1.19894 38 
0.80 1.26229 01 
0.85 1.34171 37 
0.90 1.44091 81 
0.95 1.56460 22 
1.00 1.71879 62 
[8] 
8 

σ/ί--γλα 100 
0.00 1.00000 00 
0.05 1.00000 37 
0.10 1.00005 91 
0.15 1.00029 91 
0.20 1.00094 57 
0.25 1.00230 98 
0.30 1.00479 35 
0.35 1.00889 27 
0.40 1.01520 23 
0.45 1.02442 50 
0.50 1.03738 54 
0.55 1.05504 92 
0.60 1.07855 23 
0.65 1.10923 99 
0.70 1.14872 15 
0.75 1.19894 38 
0.80 1.26229 01 
0.85 1.34171 37 
0.90 1.44091 81. 
0.95 1.56460 22 
1.00 1.71879 62 
|: 
1.10 

η 

8 

z/izy\a 1.00 
1.0 1.71879 62 
р. 
1.4 
1: 6 
Ὥ θ᾿ 
2.0 
ist 
2.4 
2.6 
2. 6 
3,0 
3.2 
3.4 
3.6 
» 5 
4,0 


1.05 
1, 00000 
1, 00000 
1.00005 
1. 00027 


1.00086 


1.00212 
1. 00441 
1. 00821 
1. 01408 
1. 02269 


1. 03486 
1. 05152 
1. 07381 
1.10307 
1.14092 


1.18933 
1.25071 
1.32807 
1.42515 
1. 54671 
1. 69885 


ce 


1.05 


1, 00000 
1, 00000 
1.00005 
1. 00027 
1, 00086 


1, 00210 
1, 00435 
1, 00804 


‚ 1. 01371 
_ 1. 02194 


1.03345 
1. 04901 
1. 06955 
1, 09614 
1.13001 


1.17264 
1.22578 


1. 29157. 


1.37264 
1.47224 


1. 59449 
1. 74462 


Py 


1.05 
1. 59449 


89 


полупериод равен единице). 


1.1 


1. 00000 
1, 00000 
1, 00005 
1. 00025 


1. 00081 


1. 00198 
1. 00414 
1. 00772 
1. 01326 


1. 02144. 


1. 03302 
1. 04895 
1. 07036 
1. 09857 


1.13524 


1.18232 
1.24227 
1. 21812 
1.41364 
1.52266 
1. 68430 


ΓΣ 


te 


1, 00000 
1. 00000 
1, 00005 
1, 00025 
1. 00080 


1. 00195 
1. 00403 
1. 00743 
1. 01263 
1. 02016 


“1, 03061 


1. 04466 
1. 06309 
1. 08675 
1.11663 


1.15387 
1.19980 
1.25602 
1.32443 
1.40736 


1. 50769 
1. 62902 


_ 1. 77589 


[7η 


1.1 


1.50769 66 


~1, 04572 


22 P(z) 
1.2 


1.00000 00 
1. 00000 29 
1. 00004 
1. 00023 
1. 00074 


1. 00181 
1. 00379 
1. 00709 
1. 01224 
1. 01985 


1. 03071 


1. 06601 
1. 09291 
1.12807 


1.17348 
1, 23162 
1. 30556 
1, 39912 - 
Ц, 51717 
1. 66592 


re 
1.2 


1. 00000 
1, 00000 
1, 00004 
1. 00023 
1, 00072 


1. 00176 
1, 00362 
1, 00667 
1. 01129 
1. 01792 


2, C2707 
1, 03925 
1, 05504 
1, 07507 
1.10003 


1.13065 
1.16777 
212 
1.26544 
1.22835 


1. 40258 


ΜΚ 
7 

1.2 
1.40258 06 


1.85616 29 


1.4 


1, 00000 
1, 00000 
1. 00004 
1, 00021 
1. 00068 


1, 00167 
1. 00351 
1. 00659 
1. 01140 
1. 01857 


1. 02883 
1. 04309 
1. 06246 
1, 08829 
1. 12222 


1.16627 


1.22292 


$: 29529 
1.38725 
1.50370 


. 1, 65090. 


[8 


8 


1.4 


1.00000 
1.00000 
1, 00004 
1, 00021 
1, 00066 


1, 00160 
1. 00330 
1, 00605 
1, 01020 
1, 01612 


1. 02421 
1. 03488 
1. 04856 
1. 06569 
1. 08671 


1.11207 
1.14221 
1.17761 
1. 21873 
1.26610 


1.32024 


т 


ae 


1.4 


1, 32024 17 
1. 61789 95 
2. 09401 44 


2.0 
1.00000 
1.00000 
1. 00004 
1. 00020 
1. 00056 


1. 00162 
1. 00340 
1. 00640 
1, 01108 
1. 01807 


1. 02810 
1. 04207 
1. 06109 
1, 08650 
1.11995 


1.16346 
1. 21955 
1.29130 
1.28264 
1. 49846 
1. 64507 


Г. 


8 


2.0 


1. 00000 
1, 00000 
1, 00004 
1. 00020 
1.00063 


1. 00154 
1. OO317 
1, 00581 
1, 00978 
1. 01542 


1. 02310 
1. 03319 
1, 04606 
1. 06208 
1, 08160 


1.10494 
1.13243 
1.16435 
1.20095 
1.24247 


1. 28909 


| 


ve 


5.1 


1, 28909 
1, 52970 
1, 86127 
2. 28676 
2. 80921 


3, 43759 


о Если действительный полупериод отличен от единицы (см. соот- 
ношения однородности из 18.2), интерполяция по а затруднена, так 
как шаг по а неравномерный. В этом случае можно использовать 
интерполяционную формулу Эйткена, которая дает около 35. Для 
вычисления $, $’ или С при 2 =x + {у нужно использовать формулы 
сложения из 18.4 (см. примеры 11, 12). 


4.0 


1. 00000 
1.00000 
1. 00004 
1, 00020 
1. 00065 


1. 00162 51 
1. 00340 
1. 00639 
1. 01107 
1. 01806 


1, 02808 
1. 04204 
1, 06105 
1.08646 
1. 11990 


1.16340 
1. 21947 
Е; 29121 
1. 38253 
1. 49834 
1. 64493 


[όν 
4.0 


1. 00000 
1. 00000 
1. 00004 
1. 00020 
1. 00063 


1. 00154 
1. 00317 
1. 00581 
1. 00977 
1. 01540 


1. 02308 
1.03315 
1. 04601 
1.06200 
1. 08148 


1.10478 
1.13220 
1.16404 
1.20053 
1. 24191 


1, 28836 


[η 
4.0 


1.288368 
1.527649 
1. 855916 
2. 273495 
2. 777516 


3. 363868 
4. 028426 
4. 767658 
5. 578809 
6. 459856 


7.409386 
8. 426442 
9. 510400 
10. 660867 
11. 877621 
13. 160574 


81 


484. 


:=а\а 1.00 
0.00 -2. 00000 00 
0.05 -1.99999 26 
0.10 -1. 99988 18 
0.15 -1.99940 16 
0.20 -1. 99810 75 
0.25 -1. 99537 33 
0.30 -1. 99038 23 
0.35 -1.98210 95 
0.40 -1.96928 90 
0.45 -1.95036 1 
0.50 -1, 92339 01 
0. 55 -1. 88593 83 
0.60 -1. 83488 99 
0.65 -1. 76619 53 
0.70 -1.67451 43 
0.80 -1. 39118 65 
0.85 -1.17683 20 
0.90 -0. 89169 81 
0.95 -0. 51095: 87 
1.00 0. 00000 00 

(-2)2 

у 

z/i=y\4 100 
0.00 -2. 00000 00 
0.05 -1,99999 26 
0.10 -1. 99988 18 
0.15 -1. 99940 16 
0.20 -1.99810 75 
0,25 -1. 99537 33 
0.30 -1. 99038. 23 
0.35 -1.98210 95 
0.40 -1. 96928 90 
0.45 -1.95036 13 
0.50 -1.92339 01. 
0.55 -1, 88593 83 
0.60 -1. 83488 99 
0.65 -1. 76619 53 
0.70 -1. 67451 43 
0. 75 -1. 55271 74 
0.85 -1,17683 20 
0.90 -0. 89169 81 
0.95 -0.51095 87. 
1.00 0. 00000 00 
1.05 
1.18 

τ] 

9 

z/i=y\a 1.00 
‘ 00 


eeeee ο eee 


> > > >> > NNNNN soe al ol eel oe 


(положительный дискриминант; действительный полупериод равен едивице) 


0. 00000 


18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


Таблица 18.2. Таблица для получения 9, ?’и Сна ОХи ОУ 


1.05 


-2. 00000 
-1, 99999 
-1, 99989 
-1. 99945 
-1. 99825 


-1, 99572 
-1,99107 
-1. 98332 
-1. 97121 
-]. 95319 


-1. 92730 


_1. 89106 
-1. 77376 
~1, 68307 


-1, 56189 
-1, 40041 
-1, 18536 
-0. 89858 
-0. 51505 

0. 00000 


“а 


1.05 


--2, 00000 


-1. 99999 
-1. 99989 


-1. 99945. 
-1. 99828 


-1, 99581 
-1.99133 
-1. 98398 


-1, 97268 


-1. 95619 


- -1. 93299 | 


—1. 90123 


‚ -1. 85861 


-1. 80221 
-1. 72827 


-1:; 63184 
-1. 50639 
-1. 34312 


-1.13018 


-0. 85145 


—0. 48485 ° 


0. 00000 


es 


9..: 


1.05 
-0, 48485 


79 


1.1 


-2. 00000 
-1, 99999 
-1. 99989 
-1, 99948 
-1. 99836 


-1, 99598 
-1. 99158 
-1. 98420 
-1. 97260 
-1, 95525 


-1, 93016 
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ТАБЛИЦА ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ P,P’ ИС НАОХИ OY 


Таблица 18.2. Таблица для получения ο, 2’ и Сна OX n OY 
(положительный дискриминант; ‘действительный полупериод равен единице) 
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18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


Таблица 18.2. Таблица для получения 3, 3’ и Сна ОХи ОУ 
(отрицательный дискриминант; действительный полупериод равен единице) 
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Если действительный ΠΟΠΥΠΕΡΜΟΠ отличен от единицы (CM. соот- 
ношения однородности из 18.2), интерполяция по а затруднена, так 
как шаг по а неравномерный. В этом случае можно использовать 
интерполяционную формулу Эйткена, которая дает около 35. Для 
вычисления 3, 3’ или С при 2 =x + iy нужно использовать формулы 
сложения из 18.4 (см. примеры 11,12). 
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(отрицательный `дискриминант; 


ТАБЛИЦА ДЛЯ ПОЛУЧЕНИЯ ф, ф’И СНА ОХ И ОУ 


Таблица 18.2. Таблица для получения 2, 2’ и Сна ОХи ОУ 
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-2. 35140 
-2. 40840 
-2. 43241 


-2. 29712 
-2. 26959 
_2. 01105 
-1. 57813 
-0, 92423 
0. 00000 


Gy 


1.05 
-2. 00000 
-2. 00002 
-2. 00042 
-2, 00216 
-2, 00685 


-2. 01677 
-2. 03479 
-2. 06420 
-2. 17036 


-2. 35170 


ra 


1.15 
-2. 00000 
-2, 00002 
-2. 00032 
—2. 00161 
-2. 00502 


-2. 01196 
-2. 02397 
-2. 04247 
-2. 06835 
-2. 10148 


-2. 14013 
-2. 18023 
-2. 21466 
-2. 23248 
-2. 21839 


-2. 15233 
-2. 00933 
-1. 75959 
-1. 36864 
—0. 79716 
0. 00000 


[δη 


1.15 
-2, 00000 
-2. 00002 
-2. 00032 
-2. 00168 
-2. 00540 


-2. 01340 
-2. 02825 
~2, 05319 
-2. 09200 


- -2. 14879 


-2, 22747 
-2, 33108 
-2. 46061 


ra 


23" (г) 


1.3 
-2, 00000 
-2. 00001 
-2. 00019 
-2, 00097 
-2. 00297 


-2, 00694 
~2, 01358 
-2, 02334 
-2, 03614 
-2. 05106 


-2. 06592 
-2, 07692 
-2. 07815 
-2. 01460 


-1, 92378 
-1. 77031 
-1, 18057 
-0, 68374 
0. 00000 


FA 


1.3 
-2. 00000 


-2. 000017 


-2. 00020 
-2. 64340 


` —2. 00859 


-2. 01849 
-2. 03567 


-2. 10597᾽ 


--2, 16805 


-2. 25504 
-&. 52442 


[< 


1.5 
-2. 00000 
-2, 00000 
-2. 00007 
-2. 00037 
-2. 00110 


-2, 00246 
—2. 00448 


-2. 00696 . 


-2. 00922 
-2. 00992 


-2, 00685 
-1. 99665 
—1. 97452 
—1. 93392 
-1. 86620 


—1. 76023 
—1. 60178 
-1. 37288 
~1, 05066 
-0. 60580 

0. 00000 


PF 


-2. 00043 
—2. 00145 


-2. 00378 
-2. 00844 


“2, 01691. 


~2, 03134 


2. 05462 


-2. 09057 
-2.14403 
-2. 22089 
-2. 32798 
-2, 47283 


-2. 66308 


[< 


2.0 


-1, 99999. 


-1. 99995 
-1, 99975 
-1. 99919 


-1, 99793 
-1. 99095 
-]. 98338 
-1. 97120 


-]. 95234 
-1, 92399 
-1. 88246 
-1, 82286 


-1. 73878 


-1. 62181 
-1. 46089 
-]. 24141 
-0. 94387 
-0. 54202 
0. 00000 


действительный полупериод. равен единице) 


[ΠΣ 


9 


2.0 
-2. 00000 
-1. 99999 
-1. 99995 
-1. 99978 
-1. 99935 


-1. 99718 
-1. 99536 
-1. 99323 
-1. 99120 


-1, 99006 
-1. 99107 
-1. 99605 
-2. 00760 
-2. 02919 


-2. 06534 
-2, 12187 
-2. 20596 
-2. 32643 
~2, 49375 
—2. 72008 


[δη 


_ 4.0 
-2. 00000 
-1. 99999 
-1, 99991 
-1. 99958 
-1. 99866 


-1, 99667 
-1, 99294 
-1. 98657 
-1. 97639 
-1, 96084 


-1. 93791 
-1. 90499 
-1. 85865 
-1. 79444 
-1. 70648 


-1. 58702 


_ -1. 42574 


-1. 20881 
-0. 91751 
-0. 52632 

0. 00000 


[η 


4.) 
-2, 00000 
-1. 99999 
-1, 99991 


-1. 99874 


-1. 99698 
-1. 99387 
-1. 98892 
Ὃν а 


-1. 95810 
-1. 91982 
-1. 89440 
-1. 86458 


-]. 83032 
-}. 79170. 
-1. 74889 
-1. 70215 
-1, 65184 
-1, 59838 
ΚΕ“ 

6 


4.0 
-1. 48398 
-1.36337 
-1. 24144 
-1. 12345 
1. 01509 


-0. 92286 
-0, 85472 
-0. 82134 
-0, 83783 
-0, 92645 


[δ 


487 


488. 18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


Таблица 18.2. Таблица для получения 2, 2’ и С на ОХи ОУ 
(отрицательный дискриминант; действительный полупериод равен единице) 


zo (2) 
z=a\a 1.00. 1.05 1.15 . 1 . 13 2.0 4.0 


0.00 1.00000 00 :1,00000 00. 1.00000 00 1.00000 00 1,00000 00 1.00000 00 1.00000 00 
0.05 1.00000 49 1.00000 44 1.00000 34 1.00000 21 1.00000 08 0.99999 95 0.99999 92 
0.10 1.00007 88 1.00007 06 1.00005 43 1.00003 31 1.00001 32 0.99999 24 0.99998 65 
0.15 1.00039 88 1.00035 70 1.00027 40 1.00016 65 1.00006 60 0.99996 10 0.99993 12 
0.20 1.00125 98 1.00112 60 1.00086 16 1.00052 15 1.00020 48 0.99987 51 0.99978 17 


0.25 1.00307 33 1.00274 09 1.00208 94 1.00125 79 1.00048 81 0.99968 98 0.99946 41 
0.30 1.00636 38 1.00566 06 1.00429 54 1.00256 91 1.00098 15 0.99934 32 0.99888. 13 
0.35 1.01176 23 1.01043 07 1.00787 32 1.00467 27 1.00175 16 0.99875 38 0.99791 11 
0.40 1.01999 45 1.01767 00 1.01325 74 1.00779 77 1.00285 61 0.99781 57 0.99640 37 
0.45 1.03186 18 1.02805 07 1.02090 50 1.01217 02 1.00433 47 0.99639 49 0.99417 86 


0.50 1.04821 35 1.04227 15 1.03127 19 1.01799 52 1.00619 68 0.99432 31 0.99102 12 
0.55 1.06990 78 1.06102 21 1.04478 39. 1.02543 63 1.00840 79 0.99139 16 0.98667 79 
0,60 1.09776 14 1.08493 81 1.06180 26 1.03459 22 1.01087 54 0.98734 37 0.98085 06 
0.65 1.13248 70 1.11454 88 1.08258 64 1.04547 13 1.01343 17 0.98186 55 0.97318. 91 
0.70 1.17462 06 1.15021 58 1.10724 776 1.05796 45 1.01581 69 0.97457 57 0.96328 27 


0.75 1.22444 09 1.19206 86 1.13570 79 1.07181 59 1.01765 94 0.96501 30 0.95064 87 
0.80 1.28188 76 1.23993 78 1.16765 25. 1.08659 33 1.01845 50 0.95262 09 0.93471 88 
0.85 1.34648 26 1.29329 24 1.20248 62 1.10165 80 1.01754 41 0.93672 94 0.91482 13 
0.90 1.41726 20 1.35118 37 1.23929 22 1.11613 35 1.01408 58 0.91653 15 0.89015 86 
0.95 1.49272 42 1.41220 03 1.27679 52 1.12887 36 1.00702 73 0.89105 46 0.85977 85 
1.00 1.57079 62 1.47443 48 1.31332 66 1.13842 65 0.99506 76. 0.85912 29 0.82253 59 


Г] [ΠΠ [ΠΠ [5] 5 [ο Γ5Ὶ 


z/i=y\c 1.00 1.05 1.15 1.3 1.5 90 4.0 

0.00 1.00000 00 1.00000 00. 1.00000 00 1.00000 00 1.00000 00 1.00000 00 1.00000 00 
0.05 1.00000 49 1.00000 44 1.00000 34 1.00000 21 1.00000 08 0.99999 95 0. 99999 92 
0.10 1.00007 88 1.00007 08 1.00005 46 1.00003 34 1.00001 35 0.99999 25 0. 99998 65 
0.15 1.00039 88 1.00035 86 1.00027 7 1.00017 04 1.00006 91. 0.99996 24 0. 99993 19 
0.20 1.00125 98 1.00113 51 1.00088 05 1.00054 31 1.00022 22 0.99988 28 0. 99978 57 


0.25 1.00307 33 1.00277 55 1.00216 14 1.00134 04 1.00055 43 0.99971 90 0.99947. 96 
0.30 1.00636 38 1.00576 38 1.00451 03 1.00281 53 1.00117 94 0.99943 06 0.99892. 78 
0.35 1.01176 23 1.01069 02 1.00841 42 1.00529 28 1.00225 03 0.99897 41 0.99802 83 
0.40 1.01999 45 1.01824 62 1.01445 97 1.00917 72 1.00396 67 0.99830 68 0.99666 50 
0.45 1.03186 18 1.02921 31 1.02333 32 1.01496 03 1.00658 42 0.99739 10 0.99470 88 


0.50 1.04821 35 1.04444 39 1.03581 72 1.02322 84 1. 01042 41 0.99619 89 0.99202 03 


0. 55 1.06483 58 1.05277 97 1.03466 71 1.01588 39 0.99471 80 0.98845 10 
0. 60 1.07515 67 1.05006 29 1.02344 73 0.99295 77 0, 98384 63 
0. 65 1. 07029 97 1.03369 45 0.99095 58 0.97804. 63 
0. 70 1. 04730 93 0.98878 64 0,97088 86 
0:75 _ 1.06508 51 0.98656 79 0.96221 00 
0:80 0. 98447 25 0.95184 75 
0.'85 0. 98273 54 0.93964 06 
0. 90, | 0, 98166 56 0.92543. 21 
0, 95 0. 98165 63 0.90906 94 
1. 00 - 0.98319 64 0.89040 57 
[98° ia ea ie | [бе (-4)2 (-4)3 
L 6 6 6 | 6 6 6 5 

z/i=y\a 4.0 

3:2 0. 84561 98 
1.2 0. 79003 67 
1,3 0. 72274 36 
1.4 0. 64295 89 
1.5 0. 55003 38 
1.6 0. 44345 14 
1.7 0. 32282 70 
1.8 .0. 18790 92 
1.9 +0. 03858 90. 
2,0 -0.12508 40 


ι 419 
6 


Таблица 18.3. Инварианты и значения в полупериодах 
(дискриминант положителен или равен нулю; действительный полупериод равен единице) 


a=o'/? ae 93 е1 = 2 (1) ез= P(w’) n= $ (1) π’/ἰ--ζ(ω')/1 
‚1.00 11.81704 500 Ο,00000 000 1.71879 64 -1.71879 64 0.78539 816 -0, 78539 82 
1.02 11.37372 384 0.55318 992 1.71005 96 -1. 66138 15 0.78979 718 -0. 76520 32 
1.04 10.98419 107 1.03485 699 1.70235 77 -1. 60783 69 0.79367 192 -0. 74537 75 
1.06 10.64177 347 1.45484 521 1.69556 79  -1,55787 59 0.79708 535 -0. 72588 58 
1.08 10.34065 794 1.82151 890 1.68958 18 -1,51123 63 0.80009 279 -0. 70669 61 
1.10 10.07577 364 2.14201`000 1.68430 41 -1.46767 83 0.80274 283 -0. 68777 92 
1.12 9. 84269 185 2.42241 937 1.67965 08 -1.42693 19 0.80507 817 -0. 66910 88 
1.14 9. 63754 049 2.66798 153 1.67554 80 -1. 38894 48 0.80713 637 -0. 65066 09 
1.16 9.45693 072 2.88320 000 1.67193 04 -1. 35338 12 0.80895 045 -0. 63241 38 
9. 29789 413 3.07195 918 1.66874 05 -1.32011 96 0.81054 949 -0. 61434 79 


9. 15782 851 3.23761 717 1.66592 77 -1.28900 20 0.81195 906 -0. 59644 54 
9. 03445 117 3.38308 317 1.66344 74 -1.25988 23 0.81320 168 -0. 57869 03 
8. 92575 843 3, 51088 223 1.66126 03 -1.23262 55 0, 81429 717 -0. 56106 78 
8. 82999 055 3.62320 977 1.65933 17 -1.20710 65 0.81526 299 -0. 54356 50 
8. 74560 138 3.72197 756 1.65763 09 -1.18320 95 0, 81611 453 -0. 52616 97 


8. 67123 169 3.80885 265 1.65613 11 -1.16082 70 0.81686 533 -0, 50887 14 
8. 60568 628 3.88529 056 1.65480 86 -1.13985 91 0.81752 732 -0. 49166 03 
8. 54791 374° 3.95256 351 1.65364 22 -1.12021 33 0.81811 103 -0. 47452 75 
8. 49698 890 4. 01178 462: 1.65261 37 -1.10180.31 0.81862 572 -0. 45746 53 
8. 45209 746 4.06392 870 1.65170 67 -1.08454 85 0.81907 958 -0. 44046 65 


8. 41252 263 4.10985 014 1.65090 68 -1.06837 47 0.81947 977 -0. 42352 46 
8. 37763 305 4.15029 819 1.65020 13 -1.05321 20 0.81983 269 -0. 40663 39 
8. 34687 283 4.18593 045 1.64957 92 -1. 03899 58 0.82014 389 -0. 38978 91 
8. 31975 228 4.21732 438 1.64903 06 -4.02566 55 0.82041 831 -0. 37298 56 
- 8. 29583 997 4.24498 728 1.64854 68 -1. 01316 45 0.82066 031 -0. 35621 91 


8. 27475 580 4.26936 502 1.64812 02 -1.00144 04 0.82087 370 -0. 33948 58 
8. 25616 484 4.29084 965 1.64774 39 -0.99044 37 0.82106 191 -0.32278 22 
8. 23977 191 4.30978 602 1.64741 20 -0.98012 84 0.82122 787 -0. 30610 54 
8. 22531 684 4.32647 752 1.64711 94 -0. 97045 19 0.82137 423 -0.28945 25 
8. 21257 036 4.34119 120 1.64686 13 -0. 96137 37 0.82150 329 -0.27282 11 


8. 20133 033 4.235416 210 1.64663 38 -0. 95285 64 0.82161 711 -0.25620 90 
8. 17870 308 4.38026 291 1.64617 54 -0. 93379 17 0.82184 628 -0,21475 00 
8. 16217 907 4.39931 441 1.64584 08 -0.91752 88 0.82201 364 -0.17337 32 
8. 15011 147 4.41322 294 1.64559 63 -0.90365 18 0.82213 589 -0,13205 85 
8. 14129 812 4.42337 818 1.64541 78 -0. 89180 82 0.82222 516 -0. 09079 10 


8. 13486 127 4.43079 368 1.64528 73 -0. 88169 76 0.82229 038 -0. 04955 91 
8. 13016 001 4.43620 896 1.64519 21 -0. 87306 52 0.82233 800 -0. 00835 41 
8. 12672 634 4.44016 375 1.64512 25 -0. 86569 37 0.82237 281 +0. 03283 07 
8.12421 844 4.44305 205 1.64507 17 -0. 85939 82 0.82239 820 0. 07400 01 
8.12238 671 4.44516 152 1.64503 45 -0.85402 10. 0.82241 676 0. 11515 80 


8. 12104 883 4.44670 219 1.64500 74 -0.84942 78 0.82243 032 0. 15630 73 
8. 12007 164 4,44782 746 1.64498 76 -0. 84550 41 0.82244 022 0. 19745 01 
8.11935 791 4.44864 934 1.64497 32 -0. 84215 20 0.82244 745 0, 23858 81 
8. 11883 660 4.44924 963 1.64496 26 -0. 83928 80 0.82245 274 0.27972 23 
8.11845 $583 4.44968 808 1.64495 49. -0. 82684 11 0,82245 659 0, 32085 38 


8, 11797 459 4.45024 222 1.64494 5] -0, 82296 37 0,82246 146 — 0.40311 12 
8, 11771 785 4.45053 785 1.64494 00 -0, 83013 28 0.82246 406 0. 48536 28 
'8.11758 087 4.45069 555 1.64493 71 -0.82806 54 0,82246 546 0. 56761 39 
8. 11750 782 4.45077 969 1.64493 57 -0.82655 58 0.82246 619 0. 64986 24 
8. 11746 884 4.45082 457 1.64493 49 -0.82545 33 0.82246 659 0.73211 01 


8. 11744 804 4.45084 852 1.64493 45 -0. 82464 81 0.82246 680 0. 81435 74 
8. 11743 694 4.45086 130 1.64493 43 -0.82406 01 0.82246 691 ᾿ 0.89660 44 
8. 11743. 103 4.45086 811 1.64493 42 -0.82363 06 0.82246 698 0. 97885 13 
8. 11742 787 4.45087 174 1.64493 41 -0, 82331 68 0.82246 701 1. 06109 81 
8. 11742 619 4.45087 368 1.64493 41 -0.82308 78 0.82246 702 1.14334 48 


8. 11742 529 4.45087 472 1.64493 41 «Ὁ, 82292 04 0,82246 703 1.22559 16 
8. 11742 481 4.45087 528 1.64493 41 -0.82279 82 0.82246 703 1. 20783 83 
8. 11742 455 4.45087 556 1.64493 41 -0.82270 89 0.82246 703 1.39008 50 
8. 11742 441 4.45087 572 1.64493 41 -0. 82264 37 0.82246 704 1.47233 17 
8: 11742 434 4.45087 581 1.64493 41 -0. 82259 61° 0.82246 704 1.55457 84 


8. 11742 430 4.45087 585 1.64493 41 -0. 82256 13 0.82246 704 1. 63682 51 
8. 11742 426 4.45087 587 1.64493 41 -0.82253 59 0.82246 704 1.71907 18 


о 811742 426 4.45087 590 1.64493 41. -0, 82246 10° 0.62246 704 δ πη 
[πο] [28] [ete iy | Κρ E ы 


5 
При а = ι ἃν δα = ω΄, ga = 0, Qj = ©? 2, e3 = — ©? /2, 9} = π/4, η΄ /{ зат --π|4. 
При а = ©: #2 = 14/12, δὲ = 79/216, ει = 77/6, ез = --π}/|12, y = 77/12, т’ = ου. 
ὠὡ = 1.85407 4677 является действительным полупериодом в лемнискатном случае из 18.14.) При 4 < а< © для получения 
7’ используется соотношение Лежандра 7’ = nw’ — пИ2. Для получения ‘значений протабулированных величин, когда 
действительный полупериод ὠ-έ 1, нужно умножить 2 на w “, 23 Haw 6, ее нах? ина © 1. 
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490 ° 18. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 


Таблица 18.3. Инварианты и значения в полупериодах 
(дискриминант положителен или равен нулю; действительный полупериод равен единице) 


ии’ σ(1) 2) (+2) Че (ыз) 
1.00 0. 94989 88 0. 949899 1.182951 1.182951 
1. 02 0. 95114 80 0. 967481 1.170397 1.218650 
1. 04 0. 95224 92 0. 984884 1.157316 1.253864 
1. 06 0. 95321 98 1.002097 1.143695 1.288619 
1.08 0. 95407 54 1.019107 1.129522 1.322935 
1.10 0.95482 97 1.035904 1. 114782 1.356827 
1.12 0. 95549 47 1.052476 1, 099457 1. 390301 
1.14 0. 95608 10 1.068811 1. 083531 1. 423362 
1.16 0. 95659 79 1.084899 1. 066989 1. 456007 
1.18 0. 95705 36 1.100727 1. 049814 1.488231 
1.20 0. 95745 55 1.116285 1. 031991 1.520022 
46 22 0.95780 98 1.131562 1, 013507 1.551369 
1.24 ‚0. 95812 22 1.146546 0. 994349 1. 582254 
1.26 0. 95839 77 1.161227 0. 974506 1.612657 
1.28 0. 95864 07 $. 175594 0.953970 1. 642557 
1.30 0.95885 49 1.189636 0. 932733 1, 671930 
1.32 0. 95904 38 1.203344 0.910790 1. 700750 
1.34 0.95921 04 1.216707 0. 888138 1. 728989 
1, 36 9. 95935 73 1.229716 0. 864776 1. 756618 
1.38 0.95948 68 1.242361 0. 840704 1. 783607 
1.40 0, 95960 10 1.254633 0. 815927 1. 809925 
1.42 0. 95970 18 1.266522 0. 790449 1. 835542 
1.44 0. 95979 06 1.278021 0. 764278 1. 860425 
1. 46 0. 95986 89 1.289120. 0. 737425 1. 884541 
1.48 0. 95993 80 1.299811 0. 709900 1.907860 
1. 50 0. 95999 90 1.310087 0. 681719 | 1.930348 
]. 52 0. 96005 27 1. 319941 0. 652896 1.951974 
1.54 0. 96010 01 1.329364 0. 623452 1.972707 
1.56 0. 96014 19 1.338351 0. 593404 1.992515 
1.58 0, 96017 87 1. 346895 0. 562777 2. 011370 
1.60 0. 96021 13 1.354990 0. 531593 2. 029242 
1.65 0.96027 67 1. 373224 0, 451372 2. 069439 
1. 70 0. 96032 45 1. 388539 0. 368286 2. 102914 
1.75 0. 96035 94 1. 400869 0. 282840 2. 129313 
1, 80 0.96038 49 1.410170 0. 195588 2. 148344 
1.85 0.96040 35 1. 416408 0. 107125 2. 159783 
1.90 0.96041 71 1. 419573 +0. 018074 2. 163478 
1.93 0. 96042 70 1.419665 -0, 070918 2. 159353 
2. 00 0, 96043 43 1.416707 -0. 159199 2. 147412 
2. 05 0.96043 96 1.410733 -0. 246114 2.127732 
2.10 0.96044 35 1.401800 -0. 331019 2. 100473 
у he 0.96044 63 1.389977 -0, 413290 2. 065864 
2.20 0.96044 84 1.375349 -0. 492330 2. 024211 
2. 25 0, 96044 99 1. 358018 -0. 567579 1. 975882 
2.30 0.96045 10 1.338098 -0,; 638522 1. 921308 
2.4 0, 96045 24 : 1. 291016 -0. 765682 `]. 795415 
2.5 0, 96045 31 -, : 1,235264 | -0, 870782 | 1. 650936 
2.6 0.96045 35 .Т, 172151 -0, 951807 1, 492779 
2.7 0.96045 37 1.103091 -1. 007808 1. 326086 
2. В 0. 96045 38 = ΝΤΑ... ἄν -1. 038896 1. 155967 
и) 0. 96045 39 . 0.953025 -1. 046157 ‚ 0. 987255 
- №: 0.96045 40 `’ 0.874937 -1. 031530 0. 824296 
а 0. 96045 40 0. 796655 -0. 997636 0. 670787 
3.2 0. 96045 40 0. 719428 —0. 947586 0. 529666 
3.3 0. 96045 40 0. 644360 -0. 884775 0. 403050 
3.4 0.96045 40 0. 572395 -0. 812687 0. 292246 
3.5 0. 96045 40 0. 504299 -0. 734720 0. 197780 
3.6 0.96045 40 0. 440663 -0. 654024 0. 119493 
3.7 0.96045 40 0. 381903 -0, 573398 0. 056643 
3.8 0. 96045 40 0. 328268 -0. 495196 +0. 008033 
3.9 0.96045 40 0. 279851 -0, 421291 -0, 027857 
4.0 0.96045 40 0. 236623 -0, 353075 -0, 052740 
7 0 0, 96045 40 0.000000. 0. 000000 0, 000000 


τ [5 м [. 
ва = 1+ ©’, ез = ACL + wo’) = --(ει + вез), 2 = C1 + wo’) = 4+ 7. 


При а = 1: o(1) = в"/824] %, o(e’) = 10(1), a(t) = Κ|2επ!4ρίπ!4|ῳ, При а = 00: o(1) = 2c%/4/1, o(w’) = 0, σ(ω») = 0. 
(ω = 1.85407 4677 является действительным полупериодом в. лемнискатном случае из 18.14.) Для получения. значений 
протабулированных величин, когда действительный  полупериод -ὡ 5^ 1, нужно. умножить св на ὠ. Sune 


Таблица 18.3. Инварианты и значения в полупериодах 
(дискриминант положителен или равен нулю; действительный полупериод равен еливице) 


Же, = Че = 

a=v5/i 9 93 “2 (5-2) 92-2) «Ὁ π/-τώ 
1.00 -47.26818 00 — 0,00000 00 0.00000 000 3.43759 29 1.57079 63 -1.57079 63 
1.02 -45.35272 19 4.41906 00 -0. 04867 810 3.36827 69 1.53091 63 -1,58005 81 
1.04 -43,40071 30 8.23156 58 -0. 09452 083 3.29802 68 1.49282 30 -1.58905 67 
1.06 -41.42954 84 11,49257 28 -0.13769 202 3.22711 39 1.45647 87 -1.59772 52 
1.08 -39. 45420 53 14.25448 26 -0.17834 547 3.15578 40 1.42184 01 -1.60600 53 
1.10 -37.48749 12 16,56680 99 -0.21662 576 3.08425 89 1.38885 99 -1. 61384 68 
1.12 -35.54027 17 18.47603 08 -0.25266 894 3.01273 84 1.35748 74 -1.62120 68 
1.14 -33. 62168 02 20.02550 17 -0.28660 315 2.94140 17 1.32766 96 -1.62804 93 
1.16 -31.73930 91 21.25543 a2 -0.31854 915 2.87040 90 1.29935 18 -1. 63434 46 
1.18 -29. 89938 64 22,20294 45 -0,34862 086 2.79990 29 1.27247 81 -1. 64006 85 
1.20 -28.10693 45 22.90208 34 -0.37692 571 2.73000 96 1.24699 24 -1. 64520 18 
1.22 -26. 36591 62 23.38397 82 -0. 40356 512 2.66084 07 1.22283 32 -1. 64973 00 
1.24 -24. 67936 58 23. 67693 85 -0.42863 481 2.59249 39 1.19995 95 -1. 65364 28 
1.26 -23. 04950 83 23.80660 45 -0.45222 513 2.52505 44 1.17830 09 -1. 65693 36 
1.28 -21.47786 60 23.79610 09 -0.47442 139 2.45859 58 1.15780 77 -1. 65959 88 
1.30 -19.96535 52 23.66620 08 -0. 49530 414 2.39318 14 1.13842 65 -1. 66163 82 
1.32 -18. 51237 16 23,43548 95 -0.51494 941 2.32886 49 1.12010 52 -1. 66305 38 
1.34 -17,11886 71 23.12052 98 -0. 53342 897 2.26569 11 1.10279 31 -1. 66384 99 
1.36 -15, 78441 82 22.73602 29 -0.55081 058 2.20369 72 1.08644 09 -1. 66403 31 
1.38 -14.50828 67 22.29496 60 -0.56715 817 2.14291 32 1.07100 10 -1.66361 13 
1.40 -13.28947 27 21.80880 22 -0.58253 209 2.08336 24 1.05642 75 -1. 66259 42 
1.42 -12.12676 19 21.28756 31 -0. 59698 926 2.02506 27 1.04267 61 -1. 66099 26 
1.44 -11. 01876 70 20,74000 36 -0. 61058 339 1.96802 64 1.02970 43 -1.65881 85 
1.46 - 9.96396 40 20.17372 81 -0. 62336 513 1.91226 13 1.01747 14 -1. 65608 44 
1.48 - 8.96072 32 19.59530 70 -0. 63538 226 1.85777 09 1.00593 83 -1. 65280 40 
1.50 - 8.00733 71 19,01038 59 -0. 64667 980 1.80455:50 0.99506 76 -1.64899 13 
1.52 - 7.10204 35 18, 42378 52 -0. 65730 023 1.75261`00 0.98482 36 -1. 64466 08 
1.54 - 6.24304 63 17.83959 12 -0. 66728 357 1.70192 94 0.97517 21 -1, 63982 76 
1.56 ›-5. 42853 20 17.26123 98 -0.67666 751 1.65250 41 0.96608 09 -1. 63450 65 
1.58 - 4.65668 53 16. 69159 27 -0. 68548 761 1.60432 26 -0.95751 90 -1.62871 26 
1.60 - 3.92570 12 16,13300 57 -0. 69377 734 1.55737 16 0.94945 69 -1.62246 17 
1.65 - 2.26537 64 14,79653 23 -0.71238 375 1.44527 36 0.93130 88 -1.60493 31 
1.70 - 0.82241 58 13.56033 77 -0.72831 198 1.34049 21 0.91571 53 -1.58487 67 
1.75 +0. 42844 48 12.43388 94 -0.74194 441 1.24271 21 0.90232 74 -1:56251 97 
1. 80 1.51045 44 11.41927 28 -0. 75360 961 1.15159 40 0.89084 07 -1.53807 94 
1.88 ` 2,4447] 18 10,51370 92 -0,76358 973 1.06678 48 0.88099 10 -1.51175 93 
1. 90 3.25015 81 9.71138 21 -0.77212 691 0.98792 73 0.87254 91 -1.48374 94 
1.95 3. 94365 25 9.00473 54 -0.77942 883 0.91466 65 0.86531 67 -1, 45422 51 
2. 00 4.54009 85 8.38537 94 -0.78567 351 0.84665 46 0.85912 29 -1.42334 69 
2. 05 5. 05259 79 7.84470 38 -0. 79101 353 0.78355 46 0.85382 00 -1. 39126 17 
2.10 5. 49261 57 7.37428 09 -0. 79557 957 0.72504 25 0.84928 11 -1.35810 23 
2.15 5. 87014 76 6.96611 56 -0. 79948 352 0.67080 91 0.84539 69 -1.32398 93 
2.20 6.19388 05 6.61278 90 -0. 80282 119 0.62056 06 0.84207 37 -1.28903 05 
2. 25 6. 47134 49 6.301752 86 -0.80567 458 0.57401 95 0.82923 09 -1.25332 31 
2.30 6.70905 42 6.04422 78 -0.80811 383 0.53092 40 0.83679 93 -1.21695 43 
2.4 7. 08692 59 5.62231 14 -0.81198 137 0.45410 32 0.83294 16 -1.14253 28 
2.5 7.36377 30 5.31058 54 -0.81480 718 0,38831 56 0.83012 09 -1.06629 03 
2.6 7.56643 61 5.08099 59 °-0, 81687 167 0.33200 75 0,82805 92 -0.98863 87 
2.7 7.71470 39 4.91228 49 -0.81837 985 0.28383 23 0.82655 25 -0.90990 09 
2.8. 7. 82312 83 4.78851 39 -0.81948 158 0.24262 75 `0.82545 16 -0, 83032 82 
2.9 7.90239 07 4.69782 05 -0.82028 636 0.20739 21 0.82464 72 -0.75011 58 
3.0 ` 7.96032 11 4.63142 26 -0.82087 422 0.17726 58 0.82405 96 -0. 66941 39 
3.1 8. 00265 32 4.58284 25 -0.82130 361 0.15151 09 0.82363 03 -0.58833 87 
3.2 8. 03358 32 4.54731 53 -0.82161 725 0.12949 50 0.82331 67 -0.50697 92 
3.3 8. 05618 01 4.52134 25 -0.82184 634 0.11067 62 0.82308 77 -0, 42540 32 
3.4 8. 07268 80 4.50235 93 -0.82201 368 0.09459 10 0.82292 04 -0.34366 33 
3.5 8. 08474 69 4.48848 72 -0. 82213 590 0.08084 29 0.82279 82 -0, 26179 91 
3.6 8. 09355 57 4.47835 14 -0. 82222 517 0.06909 25 0.82270 89 -0.17984 06 
3.7 8. 09999 01 4.47094 62 -0.82229 038 0.05904 97 0.82264 37 -0.09781 10 
3. 8 8.10469 00 4.46553 65 -0,82233 800 0,05046 65 0.82259 61 -0.01572 75 
3.9 8.10812 30 4.46158 47 -0.82237 279 0.04313 08 0.82256 13 +0.06639 64 
4. 0 8.11063 05 : 4.45869 80 -0,82239 820 0.03686 13 0.82253 59 +0.14855 08 
2 9.12742 43 4.45087 59 -0,82246 703 0.00000 00 0, 82246 70 со 

2-0 (-2)3 (-2)8 νη] CP | ise | iw 

9 8 7 | 6 6 6 
При а = 1: gg = --4ω", gs = 0, Re ει = 0, πι в: = в, Hy = π|2, 12/1 = — π|2. При а = oo: ва = 24/12, ρα = 79/216, 


Re ¢, = — п*/12, Im ey =0, ηρ--π’/12, 75/1 == 00 (ω = 1.85407 4677 является действительным полупериодом в лемнискатном 
случае из 18.14.) При 4< а< © для получения Ἢρ используется соотношение Лежанлра 7’, = Yow, — πὶ. Для полу- 
чения значений протабулированных величин, когда действительный полупериод we 5 1, нужно умножить &. на Wz", δὲ 
на 05°, εἰ на W327 и 1 на wy. .1 1; 
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Таблица 18.3. Инварианты и значения в полупериодах 
(дискриминант отрицателен или равен нулю; действительный полупериод равен единице) 


a=05/i (1) o(w5) fi Ἄσ(ω Ga(w') 
1. 00 1.18295 13 1.182951 0. 474949 0. 474949 
1.02 1.17091 79 1. 219157 0. 475654 0.483826 
1. 04 1.15940 62 1, 255842 0. 476433 0. 492792 
1, 06 1.14841 45 1. 292964 0. 477275 0. 501851 
1. 08 1.13793 68 1.330480 0. 478169 0. 511006 
1.10 1.12796 39 1. 368342 0. 479107 0. 520259 
1.12 1.11848 38 1. 406502 0. 480078 0. 529611 
1.14 1.10948 26 1.444910 0. 481074 0. 539064 
1.16 1.10094 49 1.483513 0. 482085 0, 548616 
1.18 .1. 09285 44 1.522257 0. 483104. 0. 558268 
1.20 1.08519 40 1. 561089 0. 484122 0. 568019 
lawe 1. 07794 61 1. 599952 0. 485132 0. 577866 
1.24 1.07109 31 1.638790 0. 486126 0. 587809 
].26 1.06461 72 1.677548 0. 487098 0. 597843 
1.28 1. 05850 11 1. 716167 0. 488041 0. 607968 
1, 30 1.05272 75 1. 754591 0. 488949 “0, 618179 
1, 32 1. 04727. 97 1.792765 0. 489817 0. 628474 
1.34 1.04214 12 1.830630 0. 490639 0. 638850 
1, 36 1. 03729 63 1. 868133 0. 491410 0. 649302 
1, 38 1. 03272. 96 1. 905218 0. 492126 0. 659828 
1. 40 1. 02842 64 1. 941832 0. 492783 0. 670422 
1:42 1: 02437 26 1. 977922 0. 493376 0. 681082 
1.44 1.02055 48 2. 013437 0, 493902 0. 691804 
1. 46 1. 01696 00 2. 048327 0. 494357 0. 702582 
1. 48 1. 01357 57 2. 082544 0. 494727 0. 713414 
1.50 1. 01039 05 2.116040 0, 495045 0. 724295 
1. 52 1. 00739 28 2.148771 0. 495272 0. 735221 
1,54 1. 00457 23 2. 180693 0. 495418 0. 746189 
1.56 1. 00191 88 2. 211766 0. 495480 0. 757192 
1.58 0. 99942 27 2. 241950 0. 495458 0. 768229 
1. 60 .0. 99707 51 2.271208 0. 495348 0. 779295 
1.65 0.99179 98 2340071 0. 494687 0. 807059 
1.70 0. 98727 79 2. 402437 0. 493456 0. 834917 
1.75 0. 98340 36 2. 457895 0. 491645 0. 862812 
1:80 0. 98008 56 2. 506120 0. 489246 0. 890687 
1. 85 0.97724 49 2. 546866 0. 486255 0. 918490 
1.90 0. 97481 36 2. 579972 0. 482673- 0..946170 
1.95 0.97273 30 2. 605345 0. 478503 -0. 973680 
2, 00 0. 97095 31 2.622973 0. 473748 1, 000975 
2. 05 0. 96943 05 2. 632902 0. 468417 1, 028011 
2.10 0.96812 82 2. 635245 0. 462516 1. 054750 
2.15 0.96701 46° 2. 630169 0. 456054 1, 081151 
2.20 0, 96606 23 2. 617892 0. 449041. 1.107179 
2.25 0, 96524 80 2. 598678 0, 441488 1. 132799 
2,30 0.96455 19 2, 572828 0, 433405 1, 157978 
2.4 0. 96344 79 2. 502604 0, 415693 1, 206881 
2.5 0; 96264 13. 2. 410244 0, 395997 1, 253647 
2.6 0.96205 18 2, 299090 0. 374417 1, 298044- 
2.7 0. 96162 12 2. 172666 0, 351055 1, 339858 
2,8 0, 96130 65 2. 034544 0, 326022 1.378884 
2.9 0.96107 67 1. 888235 ‚0, 299435 1, 414929 
3.0 0.96090 89 1. 737097 0, 271420 1, 447812 
3.1 0.96078 62 1. 584242 0, 242114 1. 477367 
3.2 0, 96069 67 1. 432486 0. 211664 1. 503441 
3,3 0. 96063 12 1, 284291 0, 180224 1, 525899 
3.4 0.96058 34 1.141740 0, 147962 1, 544621 
3.5 0. 96054 86 1. 006520 0.115052 1, 559512 
3.6 0, 96052 31 0. 879924 0. 081678 1. 570495 
= 2. 0. 96050 44 0. 762869 0. 048028 1. 577518 
3..8 .0. 96049 08 0. 655914 +0. 014297 1. 580552 
3.9 0.96048 09 0. 559298 -0, 919318 1. 579595 
4.0 0. 96047 37 0. 472982 -0; 952618 1, 574671 
‘i 0. 96045 40 0. 000000 0. 000000 0. 000000 
4=0 5 59] [<] ea) (-4)5 
‘ti 6 6 4 5 
ое as ао | ties, Pat. a δ Ge + τον 
у. 5x" 2 2 р Г 2 2 2 


Tipu а =1: σ(]) = οπίὀ/ω, σ(ωῤ)-Ξ io(1), σ(ω’) = ο.!ἑρίπ/4/21!4-), При а = 00: σ(1) = 2еп? 134 | т, 6(65) = 0, σ(ω') = 0. 
(ω = 1.85407 4677 является действительным полупериодом в лемнискатном случае из 18.14.) Для получения значений 
протабулированных величин, когда действительный полупериод we -Ε 1, нужно умножить с на We. 
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Таблица 19.2. Wa, К EO RY hin оао каз прин eee 3? 
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19.1. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА. ВВЕДЕНИЕ 


Эти функции представляют собой решения дифференци- 19.1.3 d*y x = 
ального уравнения ὗν. Ἔ ΡΝ =. 
а?у | τ Ν 
19.1.1. a + (ах + bx +c) y=), | Если одна из функций 
x ͵ 


| 19.1.4. у(а, x), γία, —х), γί--α, ἰχ), y(—a, —ix) 
записываемого в следующих двух стандартных формах: 


2 м А: | является решением уравнения 19.1.2 или уравнения 19.1.3, 
19.1.2. и ау = 0, то все остальные функции также являются решениями 
dx 7 этого уравнения. 


1)Иногда эти функции называют функциями Вебера. (Прим. перев.) 
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Заменой а на —ia их Ha xe'™/4 можно преобразовать 
19.1.2 в 19.1.3. Если y(a,x) — решение уравнения 19.1.2, 
то 19.1.3 имеет решения 


19.1.5. y(—ia, хе"), γ(--ἰα — хе" м), 
γ(ία, —xe-"™!4), γ(ἰα, хе"), 


Вообще, переменная х и параметр а могут принимать про- 
извольные комплексные значения. 

Но для практических приложений особенно важны 
действительные решения уравнений в действительной 


УРАВНЕНИЕ 


области, поэтому особое внимание уделяется именно таким 
решениям. Как правило, формулы приводятся отдельно 
для каждого из уравнений 19.1.2 и 19.1.3. 

Важным следствием изложенных выше свойств этих 
уравнений является тот факт, что функция, симметричная 
относительно оси у, в большинстве случаев является ли- 
нейно независимым решением. Поэтому таблицы можно 
составлять либо только для положительных значений Xx, 
либо только для одного решения уравнения 19.1.2 или 
19.1.3. 


d*y — 
---- --]-- +a]ly=0 
ах” J» 


4 


19.2. РАЗЛОЖЕНИЯ В СТЕПЕННОЙ РЯД ПО x 


Четное и нечетное решения уравнения 19.1.2 задаются 
формулами 19.2.1—19.2.4. 


2 1 1 x? 
а. >] - 
ia Е 4 2 


` 2 4 
aye OFS) и ++ в. +. 
2] 2! 2 2] 4! 


2 
19.2.2. γι =e” Μ в. к Мы № 
a ee: 2 


2 4 
= etl ee. а | att 
212! 2 2) 4! 


2 3 3 x 
19.2.3, уз = хе “М (5 а =) on 
a дэ 


2 
9 5 
=e № ΠΣ т [+ [+] + 
2] 3! 2 2] 5! 
2 
19.2.4. иже" м[- +. Е at 
2° 1 2 


8 5 
= elt + (a—5)2 + [#5] [@- 551+ 
233! 2 a) 3 


Все эти ряды сходятся для любых значений x (функции 
Μία, с, 2) см. в гл. 13). Te же решения можно задать и дру- 
гим способом: 


2 
19.2.5. ты 


6! 8! 
21la\ x? 
а? + 25α7 + —— ы 
+ | . 
x Вт 
19.2.6. уз =ха— - ea 
| 3! + 2) 5! 
9 
и ты + Tat +) δ 
2 μὰ 9! 


x” 
где не равные нулю коэффициенты при = (обозначим их 
п! 


через ап) связаны соотношением 


19.2.7. dny2 = aan + τ i= Days, 


19.3. СТАНДАРТНЫЕ РЕШЕНИЯ 


В качестве стандартных были выбраны решения с асимп- 
тотическим поведением, описанным в 19.8. Первое пред- 
ставляет собой функцию Уиттекера (19.8, 19.9) в более 
симметричных обозначениях: 


19.3.1. U(a, x) = D-gap(x) = 


= [eos п ΕΒ + 5] 7 — [sin п Β 4+ al Yo, 
| 4 2 + й 


19.3.2. V(a, x) = 
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tae Ι | 2α/211/4 sin п [3 4 5) 
а 
1 x 2 am я | 19.3.6. V(a, 0) = ————____ » 
aS В Г [+ Кв. 
ψπ 24/2+1/4 4 2 
| а 
sec π|------ 
i | 4 τι | | а 
-- ух ЩИ Ут, 1 μα α |; -- 3 
2а/2+1/4 Я -- A γ΄(α, 0) a. 4 = 
4 я. Г 1 а 
Г & = a 4 2 
19.3.4. У. = κ Е. : ya = 
\ > Е а В хорошо известных обозначекиях Уиттекера (Ои(х)) 
cosec п и pl al оО 
4 Δ, 


ра /3-1/1Τ' [- Ἔ 7) 19.3.7. U(a, x) = D-a-1)2(x), 


4 у: 
19.3.8. V(a, x) >: 
19.3.5. U(a, 0) = ——— ИЕ seg 
ра [241/47 Е re a | I 
4 у. == — Г [5 -- a| {sin ка) D_a-1)2(X) Е D_a rao} . 
[- п и. 
aj TC 
U’(a, 0) = — ———— 
Я 24/2—1/4] Ge 4. Al 
4 2 
19.4. ВРОНСКИАН И ДРУГИЕ СООТНОШЕНИЯ 
a 3 ot. | 
19.4.1. W{U, V} = | ΤΠ. — = sin π Ε +- | 
τ | 194.56; --- --------------------γι 
19.4.2. кИ(а, x) = т 29/514 


7 [Ξ + “| {(sin πα) ζία, x) + Иа, --χ)}. = feos [ + “}] У, = а, x) — Иа, --»). 
7 ree 


19.4.3. Г Е Ἔ “| U(a, x) = — 1 
- 19.4.6. ψ2πζ(--α, --ἰχ) = Г Ε -- a} Χ 
= n(sec? πα) {V(a, —x) — (sin πα) V(a, x)}. ᾽ 


—im(2@—1) 4 im(2Q—1)/4 К 
г[+- 5] << [т x fe ζία, +x) +e U(a, + x)} 
19.4.4 --- yi = | =, 1 
це 19.4.7. Ν2πζ(α, +x) =T Б = a| x 
Ν 3 а 
= 7 sin п & -- al У, = U(a, x) + U(a, —x). | 
4 2 х {етот (а, -Lix) + етот“ (в, Fix)}. 
19.5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
Подробное исследование см. в [19.11], п. 4. | 19.5.2. U(a, 2) = 
Здесь приведены интегральные представления только 
для О(а, 2). Другие представления можно получить при Г 1 
помощи соотношений из 19.4. > — @ 
1 ame \ e "(2 -- 1)9-4? αμ, 
Г Ε не “| 271 
О ИЯ РА a 
2πὶ 


α «% и В — контуры, изображенные на рис. 19.1 и 19.2. 


19.2—19.15. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 


§ -/2MOCKOCINID t ~10CKOCIIN 


Puc. 19.2. 
—nm<arg(z+t) < п. 
Когда а + 1/2 принимает целые положительные зна- 


чения, эти интегралы не имеют смысла; в этом случае 
со 


Рис; 19.1, 
—п <args < п. 


1 


Е 55 κ a} 0 
2 
19.5.4. U(a, 2) = ἘΞ er \ eS +5912 5-12 dy, 
= 
elt | ot +8712 5-a—1/2 ds. 
=з 
eels \ er +5712 s- 4-12 ds, 


24 
=, Е; И =, показаны на рис. 19.3 и 19.4. 


19.5.3. U(a, 2) = 


е(@-Н 2) 
195.5, U(a, 2) оба ааа 
Ν2πὶ 


e~ (4-1/2) rt 
19.5.6. U(a, 2) 2 


211 


S-/27QCHOCTIIB S-/WVOCHOCTTIG 


ξ 


Pac. 15.3. 
--π/2 <args< 7/2. 


Puc. 19.4. 


Ha =; 7/2 < args < 37/2. 
Ha =. --3π|2 < args< —7/2. 
19.5.7. U(a, z) = 
Ἕ-3 
ο. «НИЕ. 37414 а[2—3/4(1 _ 4)-@/2-3/4 
= ai \ et 4. 10912-31 — ῃ dt. 
(G1) 


# 


eo wa —o2 
e 27/4 e 68--5 [2 а-1/2], 


ау 1 
ia (и το} -ο 497 
19.5.8. U(a,.z) = 
f= 
_ 4 2 z 72 @/2—3/4 [72 —а/2—3/4 
в 24/318/4πτ] \ 2 5 Ἔ 7 (= a | sa 


1 


19.5.2. UG, ἃ) = 


bal ae ( 


2 5514 а [21/4 2-1] 
24/2451 4 7 2 ΘΗ κε 


Та 


19.5.10. U(a, 2) = 


| ξ 4 
[1-|-- — — 
4 2 7 22 ~G/2-1/4 f 72 а[2—1/4 
γα} [1-} “ 


1 


Контур С, таков, что (27/4 + у) изменяется от сое" 
до сое! п; при этом точка у = 27/4 остается вне контура. 
= 9}. 
Функция (27/4 — v)~*/2-3/4 принимает свое главное зна- 
чение. 


Аналогично, контур 7): таков, что (22/4 — у) изменяется 
от се" до сое-й; при этом точка у = — 22/4 остается в 
области, расположенной вне этого контура 1). 


Контуры (ζι) и (71) получаются из (С, ит: при помощи 
замены у = 2714. 


Выражения 19.5.7 и 19.5.8 теряют смысл при а = 3/2, 
7/2, 11/2,...; для этих значений имеем 


19.5.11. U(a, z) = 


[» Φ) 
roe — ze~*'l* \ ergs sae" J. 25)-%/2-3/4 ds. 
a 
Г E + — 0 
4 2 
В: ражения 19.5.9 и 19.5.10 также теряют смысл при а = 
= 1/2, 5/2, 9/2,...; для этих значений имеем 


19.5.12. U(a, x) = 


со 
με — Pm i \ e-Ss@/2-1/4(72 + 25)-4/2-1/4 dy, 
ΠΝ 
4 2 


Интегралы типа Барнса 


_ aya +o% Г(5)Г Ε +a— ο | 
----------------- (4/22) 945 (|argz| < 3п/4), 


19.5.13. U(a,z) = es z-a-1/2 


-- J Г Е + “| 
Ρ; 


контур отделяет нули функции 1 (5) от нулей функции Г (2 fh > -- 2 . 


Аналогично, 


5 27/4 
19.5.14. Ψί(α,Ζ) = \2 ы 29—12 \ 


в 2щ 


2 
1) Рисунки этих контуров см. в [19.11]. (Прим. перев.) 


32 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


1 
ан ее 


—— (4/22) cosstds ([41οΖ|- 7/4). 
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19.6. РЕКУРРЕНТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


, 1 
19.6.1. U’(a, x) + = U(a, x) + (2 + Z| ζ(α + 1, χ) = 0. 19.6.7. 2V’(a, x) —V(a 1-1, x) -[‹ — 3|"e- 1. π]--Ώ. 
2 
19.6.2. U’(a, x) -- Е U(a, x) + U(a — 1, χ) = 0. 19.6.8. xV(a, x) — Μία + 1, x) +(a -- 5-1, x)=0. 
19.6.3. 2U"(a, x) ab. U(a os 1,x) +(4 ab 7) ζ(α-ἠ-1,Χ)-Ξ0. Эти же соотношения справедливы и для функции 


U(a, x)/T [5 — ‘| . 
19.6.4. xU(a, x) -- U(a — 1, x) +(a + О(а-+ 1, x)=0. 


1 | 
19.6.9. y,(a, x) + — yi(a, x) = (2 + 7 у2(а + 1, x). 
Этим же соотношениям удовлетворяет функция 2 2 


, x 1 
Г Е ни “| V (a, x). 19.6.10. yi(a, x) — г γιία, x) = (2 — = yea — 1, x). 
7 | 
19.6.5. V’(a, x) — τ Ρία, x) — [2 — 4 Иа — 1, x)=0. 19.6.11. yo(a, x) + = ola, x) = yila + 1, x). 
19.6.6. V’(a, x) + = V(a, x) — а+1 x)= 0. 19.6.12. y,(a, x) — - у2(а, x) = ука -- 1, x). 


АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


19.7. РАЗЛОЖЕНИЯ, СОДЕРЖАЩИЕ ФУНКЦИИ ЭЙРИ 


Если а — большое и отрицательное, то для 0 < х< ©, При хг20, а» -ο0 


полагая x = 2 ψ|α|ξ, t = (4| а] т, имеем 19.7.3. U(a, x) ~ 


3 2/3 
19.7.1. t= — |-- 5. , | а t 
2 аа -ат Ε 2 τ | ale Ai(t), 
4 ΣτΕ] 
1 
1 —— 1 1 ey 
93 = — \ V1 — stds = — агссоз E——& 1 — Е 19.7.4. T (+ а Via, x) ~ 
ya 4 4 2 : 
у 5 
(2 = | 1 
= 3 2/3 —2-Н4-а/2 [Г fF oa [| Fan | a Bi () 
19.7.2. τ = + & De , 4 2] 122 — 1 
Е 
1 1 ae 1 Табл. 19.3 содержит значения τ как функции от ἕξ. 
9. = ry \ 55 — 1 45 = . ξ J 22 — 1 — ут arch &, Другие разложения см. в [19.5]. 
1 
(Е>1). 


19.8. РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ x И УМЕРЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ а 


(х>|а]) 


+=), e+ aller dle a} 6+3) 
μμ. Use ри 


x 


2 
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19.8.2. V(a, x) ~ 


x 


(e-a)le-a}le- a) a) | 


(x + +00). 


ae 
a 1 + ХМ = в 
к 


ax 


Эти разложения служат основой выбора стандартных 


решений в 19.3. 


Первое разложение справедливо для комплексных х в 


смысле Ватсона (см. [19.6]) при larg x| < π/2, хотя в смысле 


Пуанкаре оно справедливо для более широкого интервала 


изменения |аго х|. 
Второе разложение справедливо только для действи- 


тельных положительных х. 


19.9. РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ |а| И УМЕРЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ x 


(1) а>0 


Если а > x*, то, обозначая р = Να, получаем 
> 


19.9.1. U(a, x)= 3 = 


a ee: ee) 
2a/24+1/4p я -- a 
4 


2 


19.9.2. U(a, —x) = soa (243) exp (px + νο)» 


γα/911/4Τ᾽ Я + а 
4 2 
где 
τ 
31а 2 
19.9.3. Vis Vo — Ἔ η ВЫ μῶν (2p)? = 
= ня 2 ΗΙ 16 ΕἸ и = it | 
о 2 
2 512 4 3 2 7 
(2p) (2p)! ‚ (2p) 
(а + +00). 


Верхний знак относится к первой функции, а нижний знак 
— ко второй. 


(2) а<0 


Если —а > х?, To, обозначив р = \/—а, получаем 


19.9.4. U(a, x) + il [5 sa a} V(a, x) = 


git (1/4402) Г [+ = =| 
| 4 2 
= ——______-_____—* ες exp (vy + iv), 


24/2+1/4 Jt 


где 
19.9.5. ν, ~ 
2} 22} °G)-36) 
2 2 2 3 |2 
+ а + aa 5 
(2Ρ)᾽ (2ρ)' (2p)° 
2 Bi a (=) 
2 2 $12 
τα — 
2p (2p)? 
16 Е , Ат 
πείς 


Другие разложения аналогичного типа см. в [19.11]. 


19.10. РАЗЛОЖЕНИЯ ДАРВИНА 


(1) а > 0, х* + 4a — большое 


Введя обозначения 


19.10.1. Х = «/χ3 + 4a, 


x 


x er 
= — x? + 4а + arsh ------ 
te, ata “ΝΡ 


(значения 91 см. в табл. 19.3), получаем 


(2n)¥4 


==. 
2 
— Cay" exp {8 + νία, -х)}, 


19.10.2. U(a, x) = exp {--0 + v(a, x)}, 


19.10.3. U(a, —x) = 


где 


1 dss 

19.10.4. v(a, x) ~~ — —In X+ -1}---- 
ие 

(а > 0, χ᾽ + 4а > +00), 


а 4.; выражаются формулами 19.10.13. 
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(2) а <0, χ᾽ + 4а — большое и положительное 
Введя обозначения 


19.10.5. Х = 4x2 — 4] al, 


0 = ат, [ 


rai) 


x 
1 \ View — Fal 
2 ἈΝ 4 
2 У|а| 


me ψχ3 — 4 la| + aarch ее 
4 2 ψ1α| 


(значения 92 см. в табл. 19.3), получаем 


ΤΙ. δ) 
19.10.6. U(a, x) = ono exp {--0 + v(a, x)}, 
π 
19.10.7. V(a, x) = 
2 
-Ώθπγτῶῷ-α OPO τ.» 
где снова 

19.10.8. у(а π.μ (—1)5 2 

.10.8. v(a, : > = 


s=1 
(а <0, χ᾽ + 4a -» +00), 
а dzg выражаются формулами 19.10.13. 


(3) а— отрицательное и большое по модулю, a x 
принимает умеренные значения 


Введя обозначения 


19.10.9. У = 4|α|--χ», 


0 = ат [ τη) = 


2 /1а| 


[> = г — 33 см. в табл. 193], получаем 


19.10.10. U(a, x) = 


19.10.11. V(a, x) = 


2 
ΞΞ------------------------ ey sin а сабы. 
т 4° 3 


ο.» τ Ε — αὶ 


где 
19.10.12. ν, -ο — Е InY— ae 4: din _ Ра 
2 y® γι 
а а 
зи — ae +... (x? + 4a + —00). 


Коэффициенты dzy выражаются формулами 


3 
19.10.13. d, = + Ρ + 3): 
а 148 a 


a-1(-tw-Ler- 


diy = = x4 — 186ax? + 8047, 


Значения 415, ..., 42а CM. в [19.11]; в другой форме см. 
в [19.5]. 


19.11. МОДУЛИ И ФАЗЫ 


Еслиа< On |х| < 2V lal, то функции Ци Г! являются 
колеблющимися и их иногда записывают в более удобной 
форме: 


| 
19.11.1. U(a, x) + Г Ε = a} V(a, x) = 
= F(a, x) εἰχία, *), 
19.11.2. U'(a, x) + iD Ε = “| у (а, x) = 


= —G(a, x) εὐψία, *), 


При a< ди |а| > χ᾽ имеем 


itm) 
19.11.3. Е = НР 


| 
L= Ε РЕ я в + px + и, 


где Vr, у; вычисляются по формулам 19.9.5; здесь р = 
= —а. 


С другой стороны, если р = Vial, —a > x*, To 


= фа) у=0 501 


19.2—19.15. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ai 


Если x? + 4a — отрицательное и ΟΟΠΡΙΠΟΕ по модулю, 
/4| αἱ — x’, получаем 


1 а a 
Г РЕ" χϑ > ы то, обозначив У = 
19.11.4. Ε-- ΣΤ ΕΓ - 
о ης (4 (4ρ) 1 
i x® — 144? 1.118. f=] 
See a 
(ape oe 
4 Y= —+— +04 %, 
= 4 
19.11.5. y~ = ee i n+ px |1 — πο где 6, у; и у; вычисляются по формулам 19.10.9 и 19.10.12. 
| 2 4 (4p)? Другая форма асимптотических соотношений: 
ты | (1 -- 3 5a 
ЕЕ ТЕ 19.11.9. F~ = ( + fe eo 
(4p) (4р)* | (nyt yy о 
621 
3 а a ΕΝ. + + | (χ᾽ + 4a -» — 00), 
Г [7 a 7) ~ “ο” 32 уз 
19.11.6. O~ ава Е Se ee Г ыы 
2 π (4p)" 4ρ) «ντ | : oe 5 
7 χο 176x2 mab Ga! kt [ Е τ. 
2 (2πγι/4 Αγ! ув 
Е 6 eooll y 
(4p) = 835 И | ΠΣ + Aa > — 00). 
a 32Y8 
19.11.7. ф — | 2. 1) =e pe Е = При этом { и χ связаны соотношением 
2 4 (4p)? 14a 
ALA. ф-т S| iia 
— yy 4. 16 т Е 2 р? 6у* в 
Pas ee 14 483 
о о ΜΡ 2 -- 4а — --οο). 
ΠΣ; ἄρ rh | (x? + da + —00) 


СВЯЗЬ С ДРУГИМИ ФУНКЦИЯМИ 


19.12. СВЯЗЬ С ВЫРОЖДЕННОЙ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЕЙ (см. гл. 13) 
19.12.3, U(a, + x) = 


19.12.1. U(a, +x) = 
ΠΝ Νπ 2-1/4-α/|8»-α1/|4 ΠΕ x 1 2 =) -- 
жена . η} +=) ΤΕ 
ва“ Е И 
= Meas, -11 [5 Ἔ 4 2 
ΠΝ 
4 2 ψπ 21/4-α/1χρ-α3/4 [5 ΠῚ Ε; Е = 
τ(; 1 a 2 4 2 2 
4 2 
д 21-4/2,-1/2 2 
Ῥ ὑπ = M_aje, 1/4 (5) 19.12.4. U(a, x) = 2-}!4-α!3 ϱ-21 4 υ[ + = , - , :)- 
(7 1 τὴ 2 Е. МЕ" 2 
4 2 
— 2-3/4-4]3 .-ρ-Φ1|4 [5 р 3 7 3 ' = | 
Z a 2 я. 


Формулы для функции V(a, x) можно получить из этих 


19.12.2. U(a, x) ==. gate ХИ Иа, -1/4 в . 
у соотношений при помощи 19.4.2. 
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19.13. СВЯЗЬ С МНОГОЧЛЕНАМИ И ФУНКЦИЯМИ ЭРМИТА 


Если п принимает целые неотрицательные значения, то где Ηπ(χ) и Hen(x) — многочлены Эрмита (см. гл. 22), а 
1 функции He; и Н*(х) имеют вид 
19.13.1. υ[- n—-—, *| = 
2 * —22/2 а” x2/2 г) 1 
" 19.133. Hez(x)= ee (—i)" Ηεη(ίχ), 
-- e— 3/4 Hen(x) — 2-1/2 9-2/4 Hn (=5) о ах 
ψ2 | 
1 d® 
19.13.2. Vint+—>» x]= 19.13.4. Hy(x) = ε-Ώ’ —— ей = (—i)” H,(ix). 
2 dx™ 
= /2 et*/4 Не*(х) = 2-2/2 exr/4 μΧ Fa, , Этими формулами дается одно элементарное решение 
п J y уравнения 19.1.2 в случае, когда 2a — целое нечетное. 


19.14. СВЯЗЬ С ИНТЕГРАЛОМ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И С ИНТЕГРАЛОМ ДОСОНА (см. гл. 7) 


Если, как и в [19.10], ввести обозначения 19.145. V κ мВ - x| τ 


19.14.1. Hh_,(x) = е-=*/?, 
% sin — 


co 
19.14.2. Hha(x) = { Hhy_,(t) dt= — е-=1/4 fewer(—n $ a : | OP sch ceased 
x 2 ΡΕ + ] 
ΜΝ 2 
\ (t—x)"et/2dt (n> 0), (n > 0). 
x 


0 
1 
Функция Vi — р" ‚ x] тесно связана с интегралом До- 


i 
п! 


то 
x 
19.14.3. U [ + > , Ἴ = εν !4 Нри(х) (n> —1). сона \ εἴ" dt. 
0 
Соответственно, Эти соотношения дают второе решение уравнения 
-- 19.1.2, когда 24 принимает нечетные целые значения. В 
19.14.4. v(4 | τ] τ |2 е214, этом случае второе решение нельзя получить из U(a, x) 
2 отражением относительно оси у. 
19.15. ВЫРАЖЕНИЯ ЧЕРЕЗ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ, КОГДА 2а — ЦЕЛОЕ 
3 5/3 
μα 19.15.7, ΥΩ, x) = > Η (2Ριμ — ЗЕ и + Ел). 
19.15.1. In — In = es sin nt* Kn, oa 
κ 19158. ΥΩ, x) = = В и в ἩΠῚ 


19.15.2. Г.в + In = соз пп: ἔῃ, 


получим 19.15.3— 19.15.22 (здесь аргументом всех моди- 19159, U(0, x) = м Ea ws о 
фицированных бесселевых функций является х?/4). αι ᾽ 7 /4 


м x 13 3/2 
19.15.3. U(1, x) = 2 1? В (Ка + Κα,α). 19.15.10. U(—1, x) = 7”? В (Κι} + Κα). 

2 x 153 5/2 
19.15.4. U(2, x) = oS п 1? я (2Κι | — 19.15.11. U(—2, x) = wl? В (2Ky;4 + ЗКз/а— Και). 


ΒΚ Κε). 
19.15.5, U(3, x) = 8/4 + Κπα) 19.15.12. U(—3, x) = 


2 2 x 1145 —1/2[ x = 
lt 3 τ man] (—5К1/а + 9Кз/а— 5К5/а-+ Koj). om. a 2 (5Κι/α + 9K 3,4 — SKsyq — Κιμ). 
Е. 
у, 


x 3/2 1 x 1/2 
19.15.6. V(1, x) = (= iia = Fen). 19.15.13. V(0, x)= ni Fin. 
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19.15.14. V(—1, x) = 


— 


х 3/2 
я (та Вы. 


2 x \5/2 
19.15.15. γ(--2, χ) = 3 (3) (2Е1 ла se ЗЕз ла --- Ε5/α). 


19.15.16. V(—3, x) = 


x 7/2 
ae Se В (5Е1уа + ЭЕз/а — SF5;4 — Γτ/α). 


19.15.17. Ч т, | = | 22 1/2 


9.15.18 > -1|2[.} 
19.15.18. U με ο ΙΝ ρα К 2Κι/α. 


τ 3 
19.15.19. υ[-- 5. } x| = \2 (=) (5Kij2 — Kaj). 


> | *| a Я аа 


19.15.20. У | 
3 27 
19.15.21. V > .х| = > (2112 + 21-112). 


19.15.22. V =. x 


3 
= Е (5112 + 51-112 хе [3/2 final I_3/2). 


19.16. РАЗЛОЖЕНИЯ В СТЕПЕННОЙ РЯД ПО x 


Ч-тные и нечетные решения даются формулами 19.2.1— 
19.2.4, если в них вместо а написать —ia, авместо x написать 
хе"!4, Ряды содержат комплексные величины, но мнимая 
часть суммы тождэственно равна нулю. 


4 
161. r= 1+a 2 [@- 5] + 
2! 2] 4! 
6 
[а [пе ci 
2 6! 8! 
10 
+ (af — 2508 + = | 
10! 
τ 5 2 
62. | 
— ΠΠ a 


В 19.16.1, 19.16.2 не равные нулю коэффициенты при 


x” 

— (обозначим их через An) связаны рекуррентным COOT- 
п! 

ношением 


19.16.3. an+e = a* an — а (п = 1) Яп-—2. 


19.17. СТАНДАРТНЫЕ РЕШЕНИЯ (см. [19.4]) 


(ch πα)! 


19.17.1. Иа, +x) =-— = (Gin 26). 
2 απ π 


19.17.2. W(a, +x) =2 3/4 [= yw + iE ”) : 
G σι 


Вл, 19.172 


19.17.3. С: = | Г 5 -- :) 


При х = 0 имеем 


- 

4 Gi 
19.17.4. μία, 0) = 53/4 eS a Ἠκι΄ — 3/4 (5 a 
᾿ Г & -- = - G3 


1/2 


4 7. 
19.17.5. W’(a,0) = — ни aan 
4 


ae 
ee tee 
5 


es |<. 
21/4 σι 


Комплексные решения 
19.17.6. E(a, x) = К "Иа, x) + ik’? Wa, —х). 
19.17.7. E*(a, x) =k? Wa, x) — ik’? Wa, —х). 
B 19.17.6, 19.17.7 


19.17.8. К = V1 πάπα — = J] + εὗπά |. ета, 


К 
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Выражая через функцию U(a, x), из 19.3 получаем причем берется та ветвь, для которой Ф. == 0 при а = 0. 
Имеем также 
19.17.9. Ε(α, x) = \/2 етим нфия Оба, хе-йи4), 19.17.11. 2m О(а, хе-йма) = 
где 


ть Ε — м) {67412-14 U(—ia, хейи“) + 


19.17.10. ®, = arg Г - + ἰα]» 
2 + ο-πα/!11ἰπ|4 U(—ia, -- χοΐπ!4 


19.18. ВРОНСКИАН И ДРУГИЕ СООТНОШЕНИЯ 


19.18.1. W{Wa, x), Wa, --χ)) = 1. 7 И 
19.18.2. W {(E(a, x), E*(a, χ) = —2i. 19.18.5. | cl. + м) Е*(а, х) = 


19.18.3. all + εἼπα Е(а, x) = e™* E*(a, x) + iE*(a, —х). 1 
= e-t/4 || T'| — — ia] E(—a, ix). 
19.18.4. E*(a, x) = e-'(O2t"/4) Е(—а, ix). ᾿ 


19.19. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


Эти представления для уравнения 19.1.3, так же как для 19.1.2, даны в 19.5 (общий комплексный аргумент). 


АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 


19.20. РАЗЛОЖЕНИЯ, СОДЕРЖАЩИЕ ФУНКЦИИ ЭЙРИ 


| Пусть а— большое положительное, 0 < х< oO, x= Тогда для x > 0, а-—> + co имеем 
--2γαξ, t= (4а) ти 
1 
3 9/3 1 ре 1/4 t 
19.20.1. < = | = νι] ϑα---- Jl—stds= 19.20.3. Wa, x) ~V 7 (4а)-ИЧче-па! al Bi (—4), 
2 2 = 
ξ 
= ~ arceos Е 7 ЕЮ (<1, 19.20.4. W(a, —x) ~ 
2/3 ona 1/4 t 14. 
О --.-.-τῃ- ыы | НИ 
2 2 2 2 } Е ars 1 
1 
да Е. Е ΝΖ a pe 1 атсь & (& > 1). Табл. 19.3 содержит значения τ как функции отё. Другие 
4 4 разложения см. в [19.5]. 


19.21. РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ х И УМЕРЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ а 


Если x > |αἰ, то 19.21.3. W(a, —x) = 
CY 2 
19.21.1. E(a, x) — ΙΕ ехр { {5 — ala x = Φ, + 7 οἷ. 
x 4 2 4 2 τ [κ π Φ, 
al ἡ si(a, x) sin ατα In x se Ῥ > + 
δία, x), τ 
19.11.2. Ва. x)= о 
ΤΕ + sa, x) cos [^ —alnx+ 242 
2k ое τ τ η μα, "ἀν᾽ 
el г 51(а, x) cos oe ain x + 7 Ἔ 


χ8 где Ф, опрэделяется формулой 19.17.10 и 
τ soa, x) sin (= —ainx + = 4 }᾽ 
4 4 19.21.4. s(a, x) = 5ι(α, x) + ἰδία, x), 


2 1 
19.16—19.26 РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 2 + (+ xt — a) у = 0 


Уз Uy, 
19.21.5. s,(a, x) ο 1 + = = 
к 1121: 2128χ4 
= Ve Ug 
31236 4124.8  ^” 
U2 V4 
19.21.6. 55(а, x) a δα -- 
Ив Уз 
πα 9% 


ааа Τ (4 505 
1 ᾿ 
Г ( + ΤΊ 5 Ὁ м) 
19.21.7. и; + ivy = И a . 
τ [5 + i] 
2 
Функцию 5(а,х) можно записать в виде 
19.21.8. σία, x) ~ 
р Г [2 + x + м) 
1 
о ease 
πόας Г [5 = м) rix 


19.22. РАЗЛОЖЕНИЯ ДЛЯ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ a И УМЕРЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ x 


(1) а>0 
Если а > х?, то, обозначив р = γα, получаем 
19.22.1. W(a, x) = W(a, 0)ехр (-рх + νι), 
19.22.2. W(a, —х) = И(а, 0)ехр (px + v2), 
где W(a, 0) задается формулой 19.17.4 и 


19.22.3. νι, ν;-- 


(5) ΒΙ x = Fl 
2 2 2 


2p (2p)? (2p)° 
4 16[х \° 4 [х)? 
91.“ έως Πω НЙ Tascl 
2}, sla) +=(#} | 
(2ρ)' (2p)° 


(a—> + 00), 


Верхний знак относится к первой функции, а нижний знак 
— ко второй. 


(2) а< 0 
Если — а > χ᾽, то, обозначив р = \/—а, получаем 


19.22.4. И’(а, x) + iW(a, —х) = 


= {2W(a, 0) exp 1» Г i(ox rey vt 


где W(a, 0) задается формулой 19.17.4 и 


19.22.5. ν, ~ 
4 2 6 
(3) 3) +513) 
А+ 


ΠΟΝΟΣ (2p)° 7 
не 7 
18 
vim — 
2р 
ΕΝ as) ан] a el 
В Е + 3 712 ae ees 
(2p)° (2p)° 


Другие разложения такого типа можно найти в [19.3]. 


19.23, РАЗЛОЖЕНИЯ ДАРВИНА 


(1) а>0, х* — 4а>0 


Положив 


19.23.1. Х = x2 — 4a, 


2ψα 
ee ae ae MS = 
4 2ψα 
2 gh ae па a 
4 2ψα 


(значения 9. см. в табл. 19.3), получаем 


19.23.2. И’(а, x) = ψ2Κ evr cos( = + 6+ "] , 


19.23.3. W(a, —х) = \2 "al sin( = + 9+ »} : 


где 


19.23.4. у, > — <In Х-— de ne dig _ 


(x* — 4a > οο) 


и dz, вычисляются по формулам 19.23.12. 
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(2) а>0, 4a—-x*>0 
Положив 


19.23.5. У= .[4α-- х 


3 


ах = < xY + а arcsin = 


2\/а 


|| 
ь | -- 
= —3 
me 


(значения 9. = = п — 93 см. в табл. 19.3), получаем 


19.23.6. W(a, x) = ехр{—0 -+ νία, χ)), 
19.23.7. W(a, —х) = exp {0 Ἴ- "а, --χ)), 
τπε 
19.23.8. νία, x)~ — - In Y + ds — θε -- ds Ἔ aes 
2 у? ты τ 
(x? — 4a > — oo) 
и d3, вычисляются по формулам 19.23.12. 


(3) а<0, x*—4a>0 


Положив 


19.23.9, Х = 4 а|, 


; x 
= чаю [| ae (ха = 
21 Jal 2} 
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ХХ _ 
2γ]α| 


=; + qa] — a anh - 


2\/а| 


ов 
4 


(значения 9, см. в табл. 19.3), получаем 


19.23.10. Wa, x) = 2k ο. Cos Ε --0- ") , 


19.23.11. W(a, —х) = || е”' sin [7 4.62 | , 


где у, и у вычисляются по формулам 19.23.4. 


Всюду коэффициенты 4. задаются формулами 


3 
19.23.12. 4: = — ar Е - ax) 
a\48 2 
de = επ x + 2a, 


dy = oleae See + 
a®\ 5760 320 


iia ἀκ}. = a®x? + 190s] , 


dip = = x + 186ax” Ἓ 804". 


Значения dys, ..., da, см. в [19.11]. В другой форме их можно 
найти в [19.5]. 


19.24. МОДУЛИ И ФАЗЫ 


Если а >0, то при х<—2 au x>2a функция 


W(a, x) является колеблющейся. Если а < 0, то она являет- 


ся колеблющейся при всех х. В этих случаях иногда удобно 
ввести обозначения (x > 0): 


19.24.1. К \?И/(а, х) + Иа, —х) = 
= E(a, x) = Fe'*, 


19.24.2. κα“)ία, χ) | даа, -χ) 
dx dx 


= Ea, x)= Ge, 
Тогда при χ᾽ > |а| будем иметь 


Ε] а . 10a2—3 . 30a°—47a 
19.24.3. rm 2{14 μ᾽ + a eae + ar aa - 


2 2_ 
(4A es ein ee Е. 3 
5 2 4 8х2 


я 2 
19.24.6. ψ-ξ -ашх+ 2-24 4a* + 5 


-- 
4 8a" 
Δα) + 29a 
τρ... Ἀν πᾶ... ΚΡ 
8х“ 


где Ф, определяется формулой 19.17.10. 


Нсли а< 0, |а| > х’, To 


19.24.7. F~ (2 Wa, 0)е", 


где у; задается формулой 19.22.5, причем р = af --ᾱ. 
Кроме того, имеют место 19.24.8—19.24.11. 


19.24.8. F~ 


ἵ 4 


= x! + 152х2 


1 
УР (4p)? (ρ)' (4p)° 


3 1 
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19.24.9. χ ~ = os 


+ px 1+ 3 Ἐπ ee ..-- --- 
(4ρ}᾽ (4p)* (4p)° 
19.24.10. G~ 
3 x4 -|- Ε1 
Ἐς 7 oe 2 хе 168χ’ κ 
(4p)? (4p)* (4p)° 
2 at 16 
π 3 
2h 0 Pe 
4 (4ρ)᾽ (4p) 
4 в _ 3202 
x аи 
(4p)° 


Далее, если а<0, x*—4a>0, то, обозначив Х = 
= 4x2 + 4| αἱ, получаем 


19.24.12. F~ /2е", х = а +O+ и, 


где 6, у, и у; задаются формулами 19.23.4 и 19.23.59. 


При а> 0 uw x? — 4а — co имеем 


19.24.13. F~ | : ( a ee, 6 


Yl ам χν πχ, 
1371а _ 
т дую -.. 


Sy Ta 835 _ 
a ΝΡ 5 к 
№ 1729а |, 


19.24.14. G~ \4 | 11 


где ф и χ связаны соотношением 
п х 47 214а 
19.24.15. ane ко ea ee -- Ta ( ee ee ae 

ы а Ш 


14483 |, 


19.25. СВЯЗЬ С ВЫРОЖДЕННОЙ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ И БЕССЕЛЕВЫМИ 
ФУНКЦИЯМИ 


τ Gi 3 а | 
БЕЙ 3/4 ---....φ..------ῃ, 1. 
19.25.1. ]γ(α, 1-χ)--2 Ve Н | 45а: 
26. 1 ex } | 

an i ed | да 


где 
19.25.2. H(m, п, x) =е "Е (т + 1 — т; 2т+ 2; 2), 


19.25.3, Н(т, п, х)=е"Мт-+1— т; 2m + 2; 2ix), 


19.25.4. wo, + x) = 2 Vif Fay (5) = oe 


2 
+ Ла я (х>0), 


19.25.5. в И’(0, +x) = 
dx 


a {i Η Ἔνι +}! (x > 0). 


19.26. НУЛИ 


Решения U(a, x), VQa,: x) уравнения 19.1.2 имеют нули 


только при |x|< 2 в. когда а отрицательно. Однако 
общее решение может иметь один исключительный нуль 
при любом а. Ни одно из решений U(a,x) и V(a,x) не 
имеет нулей при х> 0. 

Приближения для нулей можно получить обращением 
рядов для ψ (или в случае нулей производных), приведен- 
ных в 19.11, которые дают для { (или χ) значения, кратные 
π/2, причем с нечетным множителем для О(а,х) и чет- 
ным для V(a,x). Беря 


в качестве приближения для нуля функции или 


r a 1 
р Е 2 "I 


в качестве приближения для нуля производной, получаем 
для соответствующих нулей с или с’ выражения 


3 5... 3 
19261, cn © 2 4 520 — 2405 Ie 
Ρ 48p° 7680p® 


5 5 ἘΝ 
he gs ΓΡ... 
р 48рз 7680Ρ» 


тэ 


где —а = p*. 


Однако в окрестности переходной точки х == 2 а эти 
разложения не представляют большой ценности. В этом 
случае первое приближение можно получить при помощи 
формул из 19.7. Если ав есть нуль (отрицательный) функции 
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Ai(t), то приближенное значение соответствующего нуля 
с функции U(a, x) можно получить из уравнения 


ее — 
19.26.3. 9. = Е {агссо$ & — Е 4/1 — 22} = с ; 
4 6 lal 


c=2 ale, а<0. 


Для этого нужно использовать табл. 19.3, считая 9. аргу- 
ментом. Для вычисления нуля функции V(a, x) нужно заме- 
нить ап на нуль В» функции ВК). Более подробно об этом 
см. в [19.5]. 


Решения W(a, x), И’(а, —х) уравнения 19.1.3 имеют нули 
при |x| >2 Ja, когда а положительно, однако общее pe- 
шение может иметь один простой нуль между --2ψα и 


+2 al a. Нсли а отрицательно, TO расположение нулей не 
ограничивается какими-либо условиями. 


Приближения для нулей можно получить обращением 
рядов для Ф (или χ) из 19.24. Пусть—а=р*, « = 
й 1 r 1 
= & -- 7) п, B= Ε + 7) п, ИГ>0 есть нечетное 
2 4 2 4 
целое число для И’(а,х) или ее производной и четное 
целое для И’(а, —х) или ее производной. Тогда нули с, 
с’ вычисляются из разложений 


203 — 3a 


525 — 2403-- 315“ : 


19.26.4. сх 
48 р? 7680p? 


ыы 
Pp 
3 5 < ЕЕ 
19.26.5. с’ = В _ 28 +38 | 528 +2808 2858 6 
р (48 р? 7680p° 


Если х велико, а принимает умеренные значения, TO 
можно обратить ряды 19.24.4 или 19.24.6, полагая « = 
κο (=- = ®,) 6 = 5+ ~ 9). г — нечетное 

2 2 2 2 
или четное, как и выше. Наличие в этих рядах члена с лога- 
рифмом делает их неудобными для формального обра- 
щения. 


Если х находится в окрестности точки 2 Jlal, TO pa3- 
ложения 19.26.4 и 19.26.5 не годятся. 


Если а положительно, то нуль с функции W(a, — x) можно 
получить приближенно, решая уравнение 


19.26.6. 9, =< {ЕЕ — 1 — Arch £} = (=an)" 


6a 
с=2 ψαξ (a> 0) 


при помощи табл. 19.3. Для нахождения нуля функции, 
W(a, x) нужно заменить аз через by. Если а отрицательно, 
то можно решить, опять при помощи табл. 19.3, уравнение 


( 7 4, i 
19.26.7. 9, = — {Е У ΓΙ + Arsh & = - “7, 
4 4|а| 


ο--2|α|ξ (—а > 0), 


где п =1,2,... для приближенного нуля функции W(a,—x) 
и n= 112, 3/2, 5|2,... для приближенного нуля функции 
W(a, x). Более подробно об этом см. в [19.5]. 

Любое из полученных выше приближений для нулей 
можно улучшить следующим образом. 


Пусть с — нуль функции у, а с’— нуль функции у’, 
где у есть решение уравнения 


19.26.8. у’ — Гу = 0. 
Здесь Г=а & х’/4, I’ = Bx/2, Г’ = 41/2; но метод 
является общим и можно использовать следующие фор- 


мулы всегда, когда [”’ = 0. Если y, γ΄ -- приближения для 
нулей с, си 


19.26.9. и = 71} „УМ, 
Ус Гус) 


где I = [(\) или I = I(y’) соответственно, то 


19.26.10. cw y — u — 2 Tu? + = Ι’μ’ — 
3 13 
— Ε Ι΄ + = г) и? + τ Ши + ..., 
5 90 


19.26.11. у’(с) ~ у’) | = - ips — и 


6 


τ [5 yj” 4: x Pig + 7 Πρ -|- of 
24 8 60 


19.26.12. ς΄ -- γ΄ — Iv — > Wy? + 


+ Ε ΓΙ’ — 15 ие ") уз + 
6 2 3 
кз Е [3]’1” — 2 TI’? ΜΝ 3 nr} y! - 5 η 
12 8 12 


19.26.13. у(с’) ~ 
ste ft~ teehee 
2 6 


= & By? — 1 И 1 п) γα + af. 
8 24 8 


В случае необходимости процесс можно повторять, 
используя каждый раз подходящее количество членов. 


Приведем некоторые соотношения для нулей: 


Je 


19.26.14. U’(a, с) = — 


V(a, c) 
|| 
TT 
19.26.15. V’(a, с) = , 
U(a, c’) 
19.26.16. W’(a, с) = — НОВ. ИР 
W(a, —c) 
1 1 


19.26.17. W(a, с’) = = ний 
— (а, —х 
tae” 


x ’ 


+= с 
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19.27. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ПОРЯДКОВ +-1/4, 13/4 КАК ФУНКЦИИ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Многие приложения этих функций относятся к случаям, 
когда функции параболического цилиндра являются более 
подходящими. 

Имеем 


ΣῊ 


19.27.1. λει “= ven _x) = WO, 0}, 


19.27.2. Jaga «)- “Ww, x) £W(0, —x)}. 


x Ἔ πχ 
Функции других порядков можно получить при помощи 


рекуррентного соотношения 10.1.22, которое в данном 
случае принимает вид 


x x x x x? 
19.27.3. — Л —} — 2-Е — -ι}--]-- 0. 
; ΠΗ͂ {5) ; ΠΗ 


Далее, 


x? 
19.27.4. lanl 4 ΠΠ μις: ΜΗΝ. αὖ, 
x 


> x? Az Е 
19.27.5. v2 hale τ г. 1-1 а ΕΝ πα 


>| 5, 
— 
|] 


2 
= === (0, x), 
al mx 
19.27.6. I я Ех (+ ВЕ 
e oVe —3 с os 3 — = — — — ь Е к 
ml a 4 xx ах 


19.27.7. v2 2 kel] = 


>|“, 

: 

εὖ 

> 
"αὶ 
>|“, 
eee” 

| 

- 

oe 

> 
EE, 
4-| %, 
——7 

| 


x ΜΙ πχ ах 
Как и выше, функции Бесселя других порядков можно 


получить, используя рекуррентное соотношение 10.2.23, 
которое в данном случае записывается в виде 


x2 x2 2 
19.278. © Ives (= ) + 20(% re —|=0, 
ο 4 4 4 


2 2 2 2 2 
19.27.9. > Κν,, Я = QuRy [5) ПЕ ВА a Se 
4 4 4) 4 4 
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Значения U(a, x), Г (а, x) и W(a, x) интерполированием по 
х при помощи 5- или 6-точечной интерполяционной фор- 
мулы Лагранжа можно почти всюду получить с пятью 
знаками. При |а| < 1 при помощи 5- или 6-точечной интер- 
поляции по переменной а можно получить точность при- 
мерно такого же порядка. 


При |а| >1 значения U(a, x) u V(a,x) можно получить 
по рекуррентным формулам, исходя из двух начальных 
значений, найденных при помощи интерполирования при 
|а| < 1. Для функции Wa, &x) такой метод неприменим 
при |а| >1. 

В тех случаях, когда непосредственное использование 
рекуррентных формул для возрастающих значений пере- 
менной а (рекуррентный процесс «вперед») не позволяет 
получить результат с достаточной точностью, обычно 
можно достичь большей точности, используя ту же ре- 
куррентную формулу в обратном направлении («назад»). 
В этом случае процесс начинают с произвольных началь- 
ных значений (чаще всего 1 и 0) для двух значений а, боль- 
ших искомого значения. 


Рекуррентное соотношение является линейным одно- 
родным разностным уравнением второго порядка, которое 
имеет два линейно независимых решения. Если при изме- 
нении а искомое решение убывает, в то время как другое 
решение возрастает, то в убывающем решении происходит 
потеря точности из-за накопления ошибки округления. 
Переменой направления изменения можно поменять ролями 
эти два решения, чтобы искомое решение возрастало, а 
ненужное решение убывало. Начиная достаточно далеко от 
последнего значения а, для которого вычисляется функция, 
ненужным решением можно пренебречь. Однако из-за 
произвольности начальных значений мы получим искомое 
решение с точностью до неизвестного множителя. Вычис- 
ления проводятся до тех значений а, у которых |α| < 1, 
когда можно будет определить этот множитель доста- 
точно точно (см. также 9.12, пример 1). 


Пример 1. Вычислить U(a,5) для а = 5, 6,7, ..., ис- 
пользуя 19.6.4. 


(+5) О(а + 1, x) + xU(a, x) — U(a — 1, x) = 0. 


Рекуррентная 
формула 
«вперед» 


Рекуррентная 
формула 
«назад» 


Окончательные 
значения 


3 |(— 6) 5.2847*) |(12)1.59035 (-- 6)5.2847**) 
4 \(— 7) 9.172*) |(11)2.76028 (— 7)9.1724 
S \(— 7) 1.5527 1(10)4.67131 (— 7)1.55227 
6 |(— 8) 2.5609 | (9)7.72041 (— 8)2.5655 
7 (— 9) 4.1885 | (9)1.24785 (— 9)4.1466 
8 (—10) 6.2220 | (8)1.97488 (— 10)6.5625 
9 \(—10)4+1.2676 | (7)3.06369 (— 10)1.01806 
10 ((—11)—0.1221 (6)4.66352 (— 11)1.5497 
11 ((—11)+1.2654 | (0) 697082 (—12)2.3164 
12 |(—12)—5.6079 102444 (—13)3.404 
13 |(—12)+3.2555 14789 (— 14)4.91 

14 2111 (—15)7.01 

15 297 (— 16)9.7 

16 42 

17 5 

18 ΠΠ 

19 0***) 


*) Из таблиц. 


**) Это значение было использовано для полу- 
а _ (—6) 5.2847 
k* (12) 1.59035 


= (—18) 3.32298 для обращения предыдущего столбца 
в данный. 


***) Начальные значения. 


чения постоянного множителя 
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Рекуррентная формула «вперед» (см. второй столбец) 
начинается со значений при а=3 и а=4, взятых из 
табл. 19.1. Рекуррентная формула «назад» начинается со 
значений 0 и 1 при а = 19 иа = 18 

Данные третьего столбца U(a, x) пропорциональны зна- 
чениям функции Са, x). Коэффициент пропорциональности 
зависит от выбора начальных значений и от ошибки округ- 
ления. Величина 1/k* вычисляется посредством деления 


известного значения U(3,5) на значение U(3, 5). Умножая 
на эту величину числа третьего столбца, получаем соответ- 
ствующие значения U(a, x), помещенные в четвертом столб- 
це. Сравнивая с табличным (из табл. 19.1) значения U(5, 5) 
из второго и четвертого столбцов, убеждаемся, что послед- 
нее точнее. 

Так как функции U(a, x), Г(а,х) и И’(а,х) удовлетво- 
ряют дифференциальным уравнениям, часто бывают нужны 
значения их производных. 

Производные. Но здесь производные не табулированы. 

Для всех функций уравнения имеют второй порядок, в 
них отсутствуют первые производные, поэтому вторые 
производные можно легко получить по значениям самой 
функции. 

Первые производные для U(a,x) и V(a, x) можно полу- 
чить при помощи рекуррентных соотношений 19.6.1, 19.6.2. 
Если не нужна большая точность, то их можно найти при 
помощи средних центральных разностей функций U(a, x), 
V(a, x) и W(a, x) по формуле 


hu’ = yee = pou — Е. μδϑι + = ибби — ..., 

dx 6 30 
где h=0.1. По этой формуле обычно можно получить 
значение du/dx с 3 — 4 значащими цифрами. 

Если производная dW(ax)/dx требуется с большей 
точностью, то можно сначала вычислить d*W/dx* при 
помощи дифференциального уравнения, которому удов- 
летворяет И’, а затем численно проинтегрировать эту вто- 
рую производную. При этом потребуется одно точное 
значение производной dW/dx, чтобы использовать его 
в качестве исходного при интегрировании. Опишем два 
метода получения этого значения. Оба метода основаны 
на использовании разности между двумя довольно отдален- 
ными значениями W, например, отстоящими друг от друга 
на 5 или 10 табличных шагов. 

(1) Обозначая W(a, χο + rh) и первые две ее производ- 
ные соответственно через fy, f;, / г, найдем [ο по формуле 


ны 
hf, = — — [ω) — — п) (+ - Л) -- 
if o >. Ча f-n) on r t 
ἃ a ee 
-. Ἐ ae Pt Bai n —fon)—- 
2n{12 240 60 480 
1 11 191 ic 
ee ee pat — 1 
i 720‘ 60480 ь 
(2) Рассмотрим решение у дифференциального урав- 
нения для И’(а, x), а именно уравнения у” =| — +4] Ῥ, 


Если заданы значения у и γ' ΠΡΗ x == Χρ, ΤΟ, полагая Tp = 
(п) 
= Н® = , Та=То=0, можем вычислить последо- 


п! 
вательно Ть, Га, Τι»... при помощи рекуррентного соотно- 
шения, полученного из этого дифференциального урав- 


нения: 

H? x3 | 
ο. 27. eee 
μα | ΡΟΗ 


1 
— κ НхоТл-1 ΕΕ Нет, » 
у 4 


Эти значения вычисляются с фиксированным числом деся- 
тичных знаков. Вычисления прекращаются, когда вели- 
чиной Ty уже можно пренебречь. Получим 


yoo + Н) = То Τι + Та + Т.+ о... 


Пусть H=rh, й — табличный шаг, г — небольшое 
число, например, г =5. Применим полученную формулу 
к решениям у = γι, у = у»: 


Ρι(κο) = Wa, Хо), У1(хо) ᾽ W*'(a, Хо), 
Уз(хо) = 0, Yo(Xo) ыы L, 


где И’*а, хо) есть приближенное значение И’_а, Xo), не 
обязательно достаточно хорошее, полученное, например, 
при помощи разностей. Таким образом, получаем γι(χο +H) 
и у(х, №Н). Предположим теперь, что 


И’ (а, χο) = Πα, хо) + A; 
тогда для всех х имеем 
И’(а, x) = yix) + λγε(α) 
и, в частности, 
И’(а, Xo - Н) = γι(χο + Η) + λγι(χο + Η). 


Значения W(a, х, + Н) можно получить из таблиц и вычис- 
лить A двумя независимыми способами. Тогда мы полу- 
чим с достаточной точностью 


И’ (а, χο) = W*’'(a, хо) + A. 
Пример 2. Вычислить W’(—3,1) при г = 5. В табл. 


19.2 находим W(—3, 0.5) = — 0.05857, W(—3,1) = 
= —0.61113, W(—3, 1.5) = —0.69502. 
(1) Применим первый метод. 
х И’(—3, x) w’(—3, x) ὃ 52 53 
0.4 + 0.07298 — 0.22186 
0.5 — 0.05857 + 0.17937 + 131 
0.6 — 0.18832 0.58191 
0.7 — 0.31226 0.97503 
0.8 — 0.42646 1.34761 
34081 
0.9 — 0.52722 1.68842 
29775 — 1095 
1.0 — 0.61113 1.98617 
24374 — 1032 
| — 0.67522 2.22991 
17941 
1.2 — 0.71706 2.40932 
1.3 — 0.73488 2.51513 
1.4 — 0.72761 2.53936 
| Be — 0.69502 2.47601 —9129 
1.6 — 0.63774 2.32137 


Пятый десятичный знак в значении W’(—3,x) является 
запасным. Разности вычислены только необходимые. 
Имеем 


(3, 1) = + (—0.69502 + 0.05857) — 
10 10 


-.-1 (10.38874) — τ. (2.29664) — 
1000 1000]12 
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> (- 0.09260 ~ JF (0.54149) — 
240 100124 


ees (-οο212η} = —0.0636450 — 
1440 


— 0.0103887 — 0.0001918 — 0.0002272 = 
= —0.0744527. 


Таким образом, W’(—3, 1) = —0.74453. Это значение 
может теоретически иметь погрешность, не превосходящую 
3/2 единиц последнего знака, в действительности оно 
точно с 5 десятичными знаками. 

(2) Используя второй метод и полагая 


у1(1) = W(—3, 1) = -— 0.61113 с 5D, 
yi(1) = —0.745 с 3D, 
получим при Н = 0.5 следующие результаты: 


nr Уз W(—3, x) = νι + Лу 

То — 0.61113 0.0000 | При х = 1.5 

Τι — 0.37250 +0.5000 | x — 0.695223+0.4323A= 
= — 0.69502 

T2 +0.248272 0.0000 | A = 0.000203/0.4323 = 

Тз + 56809 — 677 = 0.000470 

Τι — 14074 — 26 | Таким образом, 

Η(--3, 1) = 

= —0.745 +A = 
= —0.744530 

τ. — 2793 + 24 | При x = 0.5 

ΤΩ + 134 + 2 = 0.058363 — 0.4371A= 
= —0.05857 

Τ᾽ — 54 λ = 0.000207/0.4371 = 

Ts + 5 = 0.000474 


y(1.5) | —0.695223 - 0.4323 | Таким образом, 
y(0.5) | —0.058363 — 0.4371 Η(--3, 1) = 
—0.745+A = 
— 0.744 526 


Следовательно, с точностью в 5 десятичных знаков 
W’(—-3, 1) = —0.74453. 


Пример 3. Вычислить положительный нуль Функ- 
ции U(—3,x). Для получения первой аппроксимации ис- 
пользуем формулу 19.7.3 (см. 19.26.3). Приближенное 
значение нуля функции Αἱ (0) равно 

t= (4| al)? + = — 2.338, 


откуда 
= = — (2.338). (12)-8/ = —0.4461. 


В табл. 19.3 находим ἕξ = 0.3990 и получаем приближенное 


значение нуля: х = 2 J |а| & = 1.382. Уточним это значение, 
используя разложение 19.26.10. Но в качестве приближения 
возьмем значение x = 1.4; тогда значение О можно полу- 
чить прямо из таблиц. U’ можно вычислить описанным 
выше способом. Находим 


U(—3, 1.4) = 0.02627, U’(—3, 1.4) = 2.0637. 
Тогда по формуле 19.26.9 найдем 
и = a -- 0.012730, 
U’ 


[= —2.51, I’ = 0.7, Г” = 0.5, 
= 1.4 — 0.012730 + 0.000002 = 1.38727. 


Последнее значение имеет 5 верных десятичных знаксв, 
По формуле 19.26.11 получаем 


У’(с) = 2.0637(1 + 0.000203)= 2.0641, 


а точное значение равно 2.06416. 
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1.9846 
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-3.0617 
-2.9073 
-2.6435 
-2.2824 


-1.8394 
-1.3321 
-7.7961 
-2.0142 
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9.5635 
1.5015 
2.0048 
2.4545 
2.8422 


3.1620 
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3.6963 
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ЕЕ 
3.2781 
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Таблица 19.1. О(а, x) и Via, x) 


4.0,х) 


1.1869 
8.0608 


+3.9325 
-0.3518 


‚9731 


1 

1 
-2.0368 
-2.1578 

2 

7. 


1.2432 


1.6604 
1.9373 
2.1696 
2.3548 
2.4921 


2.5823 
2.6273 
2.6304 
2.5957 
2.5279 


2.4320 
2.3134 
2.7 
2.0282 
1.8714 


1.7108 
1.5502 
1.3927 
1.2408 
1.0967 


9.6165 
8.3683 
1.2211 
6.1969 
5.2750 


4.4586 


U (—3.5, τ) 


-1 
-1 
-1 


0 
0 
0 
0) -1.3061 
0) -1.1162 
| 
1 
1 
1 
1 
1 


0.0000 
-2.9825 
-5.8611 
-8.5358 
0)-1.0915 


0)-1.2917 
0) -1.4477 
0) -1.5544 
-1.6088 
-1.6097 


-1.5576 
-1.4550 


-8.9198 


-6.4101 
-3.7121 
-0.9080 
+1.9218 

4.7004 


7.3576 
9.8317 
1.2071 
1.4035 
1.5694 


1.7031 
1.8039 
1.8721 
1.9089 
1.9164 


1.8972 
1.8543 
1.7910 
1,7109 
1.6175 


1.5142 
1.4043 
1.2906 
1.1760 
1.0626 


9.5241 
8.4694 
7.4740 
6.5463 
5.6918 


4.9134 
4.2117 
3.5852 
3.0311 
2.5455 
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0)-0.8721 
0)-1.0103 
0)-1.1183 
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-1.2322 


в 
1.2018 
-1.1336 
-1.0329 
-9.0285 


-7.4764 
-5.7190 
-3.8076 
-1.7956 
+0.2627 


2.3147 
4.3106 
6.2053 
7.9592 
9.5394 
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1.4027 
1.3567 
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1.2985 
1.2306 
1.1553 
1.0749 
9.9150 


9.0701 
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7.4107 
6.6219 
5.8733 


5.1716 
4.5215 
3.92565 
3.3849 
2.8991 


2.4665 
2.0848 
1.7507 
1.4608 
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-1 
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-1 
-1 


-1 
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0 
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и 


и 
ый 


-1.0000 
-9.8753 | 
-9.5045 
-8.8975 
-8.0706 


о. 
1) 2.8492 
-4.5120 
-3.0677 
-1.5517 


0.0000 
-1) 1.5518 
-1) 3.0698 
-1) 4.5223 
-1) 5.8812 


1.1223 
8.2258 
9.1766 
9.9648 
1.0585 


| 
1.1036 
1.1323 
1.1451 
1.1431 


1.1276 


1.1005 
1.0628 
1.0166 
9.6347 
9.0514 


8.4319 
7. 7913 


И(-2.0, x) 


=} 
2} 


6.084 4 
-5.1516 
a 1190 
-3.0046 
-1.8308 


-0.6213 
+0.6004 
1.8107 
2.9871 
4.1087 


5.1567 
6.1146 
6.9691 
7.71095 
8.3285 


8.8221 
9.1890 
9.4313 
pe eB 
9.5616 


9.4652 
9.2742 
9,0001 
8.6549 
8.2510 


7.8009 
9.2167 
6.8097 
6.2905 
5.7687 


9.292] 
4.7497 
4.2658 
3.8056 
ale? 


2.9700 
2.5987 
2.2595 
1.9525 
1.6768 


1.4313 
1.2144 
1.0242 
8.5874 
7.15278 


5.9314 
4.8867 
4.0029 
3.2603 
2.6403 


U (—1.5, 5) 


| 
! 
| 
| 
! 
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0.0000 
-1)0.9975 
-1)1.9801 
-1)2.9333 
-1)3.8432 


4.6971 
5.4836 
6.1929 
6.8172 
1) 7.3502 


7.7880 
8.1287 
8.3721 
8.5203 
1)8.5768 


8.5467 
8.4367 
8.2541 
1)8.0074 
1) 7.7055 


7.3576 
6.9728 
6.5603 
1) 6.1288 
1) 5.6863 


5.2403 
4.7975 
4.3638 
3.9440 
-1) 3.5424 


3.1620 
2.8052 
2.4738 
2.1684 
1.8896 


1.6370 

1.4099 

1.2073 
) 
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1)1.0280 
2) 8.7028 


7.3263 
6.1328 
5.1052 
2) 4.2261 
2) 3.4791 


2.8484 
2.2192 
1.8780 
15155 
1.2116 


3)9.6523 


(Ка, x) в Иа, x) 51 3 


Таблица 19.1. (а, х) и Ρία,χ) 


2 $V(-5.0,7) V(-4.5,2) V(-4.0,2) V(-3.5,2) Ψί-8.0,α᾽ ί-2.5,α) Ῥι-2.0,α) Ψί-1.5, 2) 
0.0 (-2)-5.8311 0.0000 (-1) 1.3071 (-1) 2.6596 (-1) 2.6240 0.0000 (-1)-4.5748 (-1)-7.9788 
01 (-2)-4.3898 (-2) 2.6397 (-1) 1.5417 (-1) 2.6132 (-1) 2.1296 (-1)-0.7946 (-1)-5,1829 (-1)-7.9191 
0.2 (-2)-2.7299 (-2) 5.1612 (-19 1.7149 (-1) 2.4757 (-1) 1.5714 (-1)-1.5693 (-1)-5.6877 (-1)-7.7409 
03 (-2)-0.9344 (-2) 7.4519 (-1) 1.8199 (-1) 2.2520 (-2) 9.6646 (-1)-2.3051 (-1)-6.0796 (-1)-7.4476 
0.4 (-2)+0.9074 (-2) 9.4102 (-1) 1.8527 (-1) 1.9503 (-2)+3.3275 (-1)-2.9840 (-1)-6.3515 (-1)-7.9444 
0.5 (-2) 2.7045 (-1) 1.0950 (-1) 1.8125 (-1) 1.5812 (-2)-3.1080 (-1)-3.5896 пе “1-6-5385 
0.6 (-2) 4.2687 ἰ-1) 1.2007 (-1) 1.7011 (-1) 1.1580 (-2)-9.4527 (-1)-4.1079° (-1)-6.5220 (-1)-5.9387 
0.7 -2) 5.8194 (-1) 1.2536 (-1) 1.5234 Е 6.9534 (-1)-1.5523 (-1)-4.5275 (-1)-6.4186 (-1)-5.2553 
0.8 (-2) 6.9875 (+1) 1.2518 (-1) 1.2869 (-2)+2.0926 (-1)-2.1149 (-1)-4.8397 Е -6.1959 (-1)-4.4995 
0.9 (-2) 7.8188 (-1) 1.1958 (-1) 1.0010 (-2)-2.8383 (-1)-2.6176 (-1)-5.0388 (-1)-5.8594 (-1)-3.6835 
1.0 (-2) 8.2767 (-1) 1.0887 (-2) 6.7728 (-2)-7.6762 (-1)-3.0472 (-1)-5.1225 (-1)-5.4177 (-1)-2.8197 
а [-2 8.3429 (-2) 9.3549 (-2)+3.2819 (-1)-1.2266 (-1)-3.3933 (-1)-5.0912 (-1)-4.8813 (-1)-}.9206 
1.2 (-2) 8.0189 (-2) 7.4311 (-2)-0.3303 (-1)-1.6465 (-1)-3.6481 (-1)-4.9482 (-1)-4.2621 (-1)-0.9984 
1,3 (-2) 7.3241 (-2) 5.2005 (-2)-3.9309 (3 -2.0148 (-1)-3.8069 (-1)-4.6995 (-1)-3.5731 “Lent. cess 
1.4 (-2) 6.2954 (+2) 2.7584 (-2)-7.3916 (-1)-2.3214 (-1)-3.8677 (-1)-4.3533 (-1)-2.8278 (-1)+0.8696 
1.5 (-2) 4.9836 (-2)+0.2057 (-1)-1.0594 ИЕ о Е, "ν᾽ fe 1.7953 
1.6 Ё 3.4514 (-2)-2.3553 (-1)-1.3434 (-1)-2.7203 (-1)-3.7025 (-1)-3.4103 (-1)-1.2222 -1) 2.7043 
1,7 (-2) 1.7690 (-2)-4.8261 (-1)-1.5824 (-1)-2.8047 “ab ti -1)-2.8375 (-1)-0.3880 (-1) 3.5902 
1.8 (2 +0.0110 (-2)-7.1155 (-1)-1.7697 (-1)-2.8113 (-1)-3.1904 (-1)-2.2142 tt +0.4512 (-1) 4.4484 
1.9 (-2)-1.7477 (-2)-9.1435 (-1)-1.9008 (-1)-2.7426 (-1)-2.8250 (-1)-1.5535 (-1) 1.2852 (-1) 5.2761 
2.0 -2)-3.4354 (-1)-1.0844 (-1)-1.9731 ие -1)-2.4003 (-1)-0.8679 γι 2.1053 By 6.0723 
2.1 (-2)-4.9863 (-1)-1.2166 (-1)-1.9864 (-1)-2.3979 (-1)-1.9277 (-1)-0.1692 (-1) 2.9044 (-1) 6.8384 
2.2 -2)-6.3439 (-1)-1.3076 (-1)-1.9423 (-1)-2.1357 (-1)-1.4184 (-1)+0.5320 -1) 3.6777 it 7.5775 
2,2 -2)-7.4620 te -1.3558 (-1)-1.8442 (-1)-1.8247 (-2)-8.8371 (-1) 1.2264 -1) 4.4221 -1) 8.2948 
2.4 (-2)-8.3067 (-1)-1.3610 (-1)-1.6967 (-1)-1.4739 (-2)-3.3411 (-1) 1.9066 (-1) 5.1367 (-1) 8.9975 
2.5 (-2)-8.8568 (-1)-1.3246 gow -1)-1.0927 (-2)+2.2080 (-1) 2.5667 (-1) 5.8227 (-1) 9.6950 
2.6 -2)-9.1035 (-1)-1.2495 (-1)-1.2784 (-2)-6.9034 (-2) 7.7266 (-1) 3.2030 -1) 6.4834 0) 1.0399 
27 -2)-9.0496 (-1)-1.1392 (-1)-1.0214 (-2)-2.7540 (-1) 1.3145 (-1) 3.8134 Е 7.1242 0) 1.1122 
2.8 (-2)-8.7090 (-2)-9.9858 mA -7.4214 (-2)+1.4424  (-1) 1.8411 (-1) 4.3982 (-1) 7.7525 ( 0) 1.1882 
9 -2)-8.1043 (-2)-8.3257 (-2)-4.4770 (-2) 5.6176 (-1) 2.3486 (-1) 4.9594 (-1) 8.3779 0) 1.2697 
3.0 (-2)-7.2651 (= -6,4659 (-2)-1.4470 4 9.7155 (-1) 2.8352 (-1) 5.5010 = 9.0120 ( 0) 1.3588 
Bok -2)-6.2264 (-2)-4.4605 (-2)+1.6090 (-1) 1.3693 (-1) 3.3007 (-1) 6.0291 -1) 9.6689 0) 1.4582 
3.2 (-2)-5.0260 (-2)-2.3612 (-2) 4.6402 (-1) 1.7522 (-1) 3.7466 (-1) 6.5514 ( 6)-1.0365 (0) 1.5708 
3.3 (-2)-3.7030 | -0.2157 (-2) 7.6054 (-1) 2.1187 (-1) 4.1761 (-1) 7.0778 ра 1.1119 (0) 1.7001 
3.4 (-2)-2,.2954 (-2)+1.9344 (-1) 1.0474 (-1) 2.4688 (-1) 4.5942 (-1) 7.6202 ( 0) 1.1954 ( 0) 1.8502 
3.5 (-2)-0.8391 (-2) 4.0539 (-1) 1.3228 (3 2.8040 (-1) 5.0074 i 8.1924 | 4 1.2896 ( 0) 2.0262 
3.6 (-2)+0.6339 (-2) 6.1158 (-1) 1.5859 (-1) 3.1270 (-1) 5.4239 (-1) 8.8110 ( 0) 1.3975 {0 2.2339 
3.7 (-2) 2.0962 (-2) 8,1014 (-1) 1.8370 (-1) 3.4421 (-1) 5.8535 (-1) 9.4951 ( 0) 1.5228 ( 0) 2.4806 
3.8 {-2 3.5259 (-1) 1.0000 (-1) 2.0775 (-1) 3.7545 (-1) 6.3080 4 1.0267 ( 0) 1.6699 ( 0) 2.7751 
3.9 (2) 4.5072 (-1) 1.1811 (-1) 2.3101 (-1) 4.0712 (-1) 6.8012 ( 0) 1.1153 ( 0) 1.8439 ( 0) 3.1285 
4.0 (-2) 6.2301 (-1 1.3540 (-1) 2.5382 (-1) 4.4004 — 7.3492 ( 0) 1.2186 о) 2.0513 (0) 3.5541 
4.1 (-2) 7.4913 (-1) 1.5202 (-1) 2.7664 (-1) 4.7517 (-1) 7.9710 ( 0) 1.3401 70) 2.2999 (0) 4.0690 
4.2 (-2) 8.6933 (-1) 1.6819 (-1) 3.0002 (-1) 5.1365 (-1) 8.6890 ( 0) 1.4846 ( 0) 2.5993 (0) 4.6942 
4.3 (2) 9.8444 (-1) 1.8422 (-1) 3.2465 (-1) 5.5683 (-1) 9.5300 ( 0) 1.6575 ( 0) 2.9616 (0) 5.4567 
4.4 (-1) 1.0959 (-1) 2.0048 (-1) 3.5131 (-1) 6.0629 ( 0) 1.0526 ( 0) 1.8657 ( 0) 3.4019 ( 0) 6.3903 
4.5 (2) 1.2056 (-1) 2.1743 (-1) 3.8093 (-1) 6.6389 ( 0) 1.1717 г 2.1178 (0) 3.9393 (0) 7.5384 
4.6 (-1) 1.3161 (-1) 2.3561 (-1) 4.1462 (-1) 7.3192 ( 0) 1.3150 ( 0) 2.4244 ( 0) 4.5978 (0) 8.9563 
4.7 (-1) 1.4305 (-1, 2.5567 (-1) 4.5368 (-1) 8.1309 (0) 1.4885 ( 0) 2.7989 (0) 5.4083 (1) 1.0715 
4.8 (-1) 1.5525 (-1) 2.7834 (-1) 4.9967 (-1) 9.1078 ( 0) 1.6998 {9 3.2584 ( 0) 6.4102 ( 1) 1.2908 
4.9 (-1) 1.6863 (-1) 3.0454 (-1) 5.5449 ( 0) 1.0291 ( 0) 1.9582 ( 0) 3.8246 ( 0) 7.6545 (1) 1.5653 
50 (-1) 1.8270 (-1) 3.3533 (-1) 6.2047 ( 0) 1.1734 ( 0) 2.2757 (0) 4.5254 (0) 9.2067 ( 1) 1.9107 
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514 19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Таблица 19.1. ζ(α, x) и Ρία, x) 


r ((-—1.0,х) ἰ/(--0.9,χ) ((-—0.8,х) U(—0.7,2) U(—0.6, 2) U(-—0.5, 2) U(—0.4,z) 
0.0 -1)5.8137 (-1)6.8058 (-1)7.7241 (-1)8.5642 (-1)9.3233 -( 0)1.0000 о} 1.0594 
0.1 -1)6.3918 -1)7.2692 -1)8.0677 -1)8.7853 -1)9.4211. -1)9.9750 0)1.0448 
0.2 -1) 6.9062 -1) 7.6673 -1) 8.3471 -1) 8.9453 -1) 9.4626 -1)9.9005 1.0261 
3.3 -1)7.3523 -1) 7.9973 -1)8.5606 -1)9.0436 -1)9.4483. (-1)9.7775 0)1.0035 
0.4 (-1)7.7267 -1)8.2572 -1)8.7077 -1) 9.0807 -1)9.3796 -1)9.6079 1)9.7698 
0.5 -1)8.0270 71) 8.4062 в: 8.7886 Е 9.0580 -1)9.2584 -1)9.3941 -1)9.4700 
0.6 -1)8.2522 8.5646 8.8049 -1)8.9776 -1)9.0874 -1)9.1393 -1)9.1382 
0.7 -1)8.4023 -1)8.6136 1)8.7586 -1)8.8425 -1)8.8702 -1)8.8471 -1)8.7781 
0.8 -1)8.4788 -1)8.5958 1 8.6531 Е 8.6563 -1)8.6107 -1)8.5214 -1) 8.3937 
0.9 (-1)8.4842 (-1)8.5144 -1)8.4923 -1)8.4235 -1)8.3133 -1)8.1669 -1)7.9892 
1.0 (-1)8.4220 -1)8.3737 (-1)8.2808 ἀτή τη -1)7.9828 -1)7.7880 (-1)7.5689, 
1.1 -1)8,2967 -1)8.1787 (-1)8.0238 ~1) 7.8374 ~1) 7.6245 ~1) 7.3897 ~1) 7.1372 
1.2 ~1) 8.1136 ~1) 7.9348 -~1) 7.7269 aK bes -1) 7.2435 ~1) 6.9768 ~1) 6.6986 
1.3 -1)7.8786 (-1)7.6480 -1) 7.3960 -1)7.1269 (-1)6.8451 -1)6.5541 ке 
1.4 (-1) 7.5982 (-1) 7.3248 -1)7.0371 ~1) 6.7392 (-1)6.4345 -~1) 6.1263 -1)5.8173 
1.5 -1)7.2789 (-1)6.9716 -1)6.6565 -1)6.3372 -1)6.0168 -1)5.6978 (-1)5.3826 
1.6 -1)6.9279 -1)6.5948 -1)6.2600 -1)5.9266 -1)5.5968 -1)5.2729 -1)4.9566 
т. -1)6.5519 -1)6.2008 -1)5.8535 -1)5.5123 -1)5.1791 -1)4.8554 Ё 4.5424 
1.8 -1)6.1577 -1)5.7958 -1)5.4424 -1)5.0993 -1)4.7676 -1)4.4486 -1) 4.1429 
1.9 -1)5.7517 (-1)5.3855 (-1)5.0319 ~1) 4.6918 -1) 4.3662 (-1)4.0555 (-1)3.7603 
2.0 -1)5.3401 (-1)4.9754 (-1)4.6264 . (-1)4.2938 -1)3.9779 (-1)3.6788 -1) 3.3965 
2.1 -1) 4.9285 (-1) 4.5701 -1) 4.2301 -1) 3.9086 -1) 3.6054 -1) 3.3204 -1) 3.0532 
2.2 -1)4.5219 (-1)4.1741 ~1) 3.8466 -1)3.5391 -1)3.2511 -1)2.9820 -1)2.7312 
> Ἀν. = 4.1247 (-1)3.7910 -1)3.4788 ~1) 3.1876 -1)2.9165 ~1) 2.6647 -1) 2.4313 
2.4 -1)3.7407 (-1)3.4238 ~1) 3.1292 ~1) 2.8559 -1) 2.6029 -1)2.3693 (-1)2.1538 
2.5 -1)3.3732 (-1)3.0751 -1)2.7995 (-1)2.5453 -1)2.3112 (-1)2.0961 (-1)1.8987 
2.6 -1) 3.0246 -1)2.7467 -1)2.4912 -1)2.2566 -1)2.0418 -1)1.8452 -1)1.6657 
τ." -1)2.6968 -1)2.4399 -1)2.2049 -1)1.9903 -1)1.7945 -1)1.6162 -1)1.4541 
2.8 -1)2.3911 -1)2.1556 -1)1.9412 -1)1.7462 -1)1.5691 -1)1.4086 -1)1.2632 
2.9 -1)2.1084 (-1)1.8942 (-1)1.7000 -1)1.5241 -1)1.3651 -1)1.2215 (-1)1.0920 
3.0 (-1)1.8488 -1)1.6555 -1)1.4809 -1)1.3234 -1)1.1816 (-1)1.0540 (-2)9.3934 
3.1 -1)1.6124 -1)1.4391 -1) 1.2832 -1)1.1432 -1)1.0175 -2)9.0491 ен 
ae -1)1.3985 -1)1.2443 -1)1.1061 -2)9.8240 -2) 8.7182 -2) 7.7305 -2)6.8492 
a2 -1)1.2064 -1) 1.0701 -2)9.4842 -2)8.3989 -2) 7.4318 -2)6.5710 -2)5.8055 
3.4 -1)1.0351 -2)9.1545 -2) 8.0899 -2) 7.1436 -2)6.3032 -2)5.5576 -2) 4.8967 
3.5 .(-2)8.8335 ~2) 7.7900 -2) 6.8646 -2) 6.0447 -2)5:3190 -2) 4.6771 -2) 4.1098 
3.6 -2)7.4981 -2)6.5939 -2) 5.7946 -2)5.0887 -2) 4.4657 -2) 3.9164 -2) 3.4324 
3.7 -2)6.3306 -2)5.5521 -2) 4.8660 -2)4.2619 -2) 3.7304 -2) 3.2631 -2) 2.8525 
3.8 -2)5.3165 -2)4.6503 -2) 4.0651 -2) 3.5512 -2) 3.1004 -2)2.7052 -2)2.3589 
3.9 -2) 4.4411 -2) 3.8747 -2) 3.3784 -2)2.9439 -2)2.5638 -2)2.2315 -2) 1.9411 
4.0 (-2)3.6903 -2) 3.2115 -2)2.7932 οκ 4280 -2)2.1094 -2)1.8316 -2) 1.5895 
4.1. . (-2) 3.0502 -~2) 2.6480 -2)2.2975 2)1.9923 -2)1.7268 -2)1.4958 -2) 1.2951 
4.2 -2)2.5079 -2) 2.1720 -2)1.8800 2)1. 6265 -2)1.4064 -2)1.2155 -2)1.0500 
4.3 -2)2.0512 -2) 1.7723 -2)1.5305 - 3.3231 аа -3)9.8282 -3)8.4709 
4.4 -2)1.6688 -2)1.4386 (-2)1.2396 2)1.0676 3)9.1898 -3)7.9071 (-3)6.8002 
4.5 -2)1.3507 -2)1.1618 (-3)9.9881 -3) 8.5831 -3) 7.3725 -3)6.3297 (-3)5.4320 
4.6 -2)1.0875 -3)9.3333 (-3)8.0067 -3)6.8657 -3)5.8847 -3)5.0418 -3)4.3177 
4.7 -3)8.7099 ~3) 7.4594 3} 6.3856 ~3) 5.4641 -3) 4.6736 -3) 3.9958 -3) 3.4150 
4.8 -3)6.9398 i 5.9310 а Ἔ as 3266 -3) 3.6931 -3) 3.1511 -3)2.6876 
4.9 -3)5.5007 -3)4.6914 (-3) 3.9996 3) 3.4085 -3)2.9036 -3)2.4726 -3)2.1047 
5.0 (-3)4.3375 (-2)3.6919 (-3)3.1412 (-3)2.6716 (-3)2.2714 (-3)1.9305 (-3)1.6401 


3 


οσο эоооо 
о оо оо о ee © e ee 


U(a, x) и Va, x) 515 


Таблица 19.1. Об, x) и Va, x) 


» » 
oul 1» ο «οοο-συοι HLWNFO 


HM eee 


о CONAN BWHHKO ФОН BWNHKHO хоча BWHKHO Фо 


» 


V(-1.0,z) γί -- 0.9, x) γί--0.8,χ) У(-—0.1,х) У: 0.6, х) У( — 0.5, х у( -0.4,х) 
-1)-6.5600 -1)-5.5730 -1)--4.3852 -1)-3.0307 -1)-1.5522 0.0000 -1)1.5701 
-1)-5.8422 | -4.7818 (-1)-3.5487 -1)-2.1784 -1)-0.7135 -1)0.7972 -1)2.3012 
-1)-5.0662 (-1)-3.9477 -1)-2.6839 -1)-1.3109 -1)+0.1294 -1)1.5905 -1) 3.0232 
-1)-4.2400 -1)-3.0785 -1)-1.7980 -1)-0,4343 -1) 0.9716 -1)2.3760 -1) 3.7334 
-1)-3.3725 ti -2.1823 -1)-0.8980 (-1)+0.4451 -1) 1.8082 -1)3.1502 -1) 4.4296 
-1)-2.4725 -1)-1.2674 -1)+0.0088 -1) 1.3217 -1) 2.6347 -1) 3.9099 -1)5.1099 
[1 -1.5494 [5] -0.3418 Е 0.9156 -1) 2.1900 -1) 3.4471 -1)4.6526 -1)5.7729 
(-1)-0.6122 (-1)+0,5867 -1) 1.8159 -1) 3.0449 -1) 4.2420 -1)5.3763 -1)6.4182 
-1)+0.3305 -1) 1.5106 -1) 2.7040 (-1) 3.8823 -1) 5.0167 "Ἐ 6.0797 ее «Ц 
-1) 1.2704 {3} 2.4234 (735 3.5749 (-1) 4.6988 -1) 5.7694 -1)6.7626 -1) 7.6563 
-1) 2.2004 -1) 3.3194 7) 4.4245 (- 5.4920 -1) 6.4993 (-1)7.4254 -1)8.2519 
-1) 3.1139 -1) 4.1939 -1) 5.2498 -1) 6.2606 -1) 7.2065 Ня -1)8.8353 
-1) 4.0057 -1) 5.0435 -1) 6.0492 (-1) 7.0044 -1) 7.8924 -1)8.6982 -1)9.4101 
-]\ 4.8721 1) 5.8660 th} 6.8220 {С 7.7246 -1) 8.5594 жи [ὁ 9.9812 
-1) 5.7105 ii 6.6605 (-1) 7.5693 -1) 8.4234 -1) 9.2113 -1)9.9240 0)1.0555 
-1) 6.5198 (-1) 7.4279 -1) 8.2931 -1) 9.1046 -1) 9.8533 0)1.0532 0)1.1138 
-1) 7.3008 -1) 8.1704 8.9974 9.7734 1.0492 0)1.1148 0)1.1739 
-1) 8.0557 -1) 8.8917 9.6875 1.0437 1.1134 0)1.1778 0)1.2369 
-1) 8.7883 -1) 9.5974 1.0370 1.1102 1.1791 0)1.2436 Ri eee 
-1) 9.5044 0) 1.0295 1.1054 1.1780 1.2472 0) 1.3132 0)1.3762 
0) 1.0211 0) 1.0992 (0) 1.1749 1.2482 1.3191 0)1.3881 0)1.4554 
0) 1.0918 0) 1.1701 0) 1.2468 1.3222 1.2964 0)1.4699 0)1.5435 
0) 1.1637 0) 1.2434 0) 1.3225 1.4015 1.4806 0)1.5607 ( 0)1.6424 
0) 1.2380 0) 1.3205 0 1.4037 1.4879 1.5740 ONL Free ( ο ἄρον 
0) 1.3163 0) 1.4032 0) 1.4922 1.5837 1.6787 0)1.7781 ( 0)1.8830 
0) 1.4005 0) 1.4936 ο 1.5902 1.6912 1.7975 ты (0)2.0311 
0) 1.4925 0) 1.5939 0) 1.7005 1.8134 1.9338 0)2.0631 0} 2.2020 
0) 1.5949 0) 1.7068 (0) 1.8259 1.9535 2.0911 0)2.2404 | 0)2.4032 
0) 1.7104 0) 1.8355 0) 1.9700 } 2.1557 2.2741 0)2.4474 ( 0)2.63/8 
0) 1.8424 0) 1.9837 0) 2.1371 2.3045 2.4881 ( 0)2.6902 ( 0)2.9136 
0) 1.9948 0) 2.1558 m2 ο. 3λε1 2.5258 2.7396 а. 0) 3.2392 
0) 2.1722 0) 2.3571 0) 2.5609 2.7864 3.0365 0)3.3147 0)3.6249 
0) 2.3801 (0) 2.5940 0) 2.8310 3.0945 3.3882 0) 3.7163 0) 4.0834 
0) 2.6253 9) 2.8740 ἱ о} B.A Stk 3.4604 3.8066 ( 0)4.1947 0) 4.6395 
0) 2.9159 0) 3.2066 0) 3.5319 3.8966 4.3061 0) 4.7667 0)5.2855 
0) 3.2618 (0) 3.6032 0) 3.9868 4.4183 4.9045 ( 0)5.4531 ( 0)6.0726 
0) 3.6752 0) 4.0781 0) 4.5323 5.0449 5.6242 0)6.2797 ( и 
0) 4.1712 0) 4.6487 0) 5.1887 5.8003 6.4930 0)7.2790 ( 0)8.1716 
οὶ 4.7686 οὶ 5,3314 οὶ 5.9818 | 6.7138 7.5458 `°0)8.4920 0)9.5693 
0) 5.4910 0) 6.1706 0) 6.9437 7.8238 8.8266 0)9.9703 ЕН 
0) 6.3680 ( о} 7.1841 (0) 8.1149 ( 9;3775 1.059} 1)1.1779 1)1.3367 
0) 7.4368 0) 8.4212 9) 9.5470 1.0835 1.2311 1)1.4002 1)1.5942 
0) 8.7448 0) 9.9377 1) 1.1305 1.2875 1.4676 1)1.6747 1)1.9127 
1) 1.0352 (1) 1.1805 3 1.3474 ( 1.5394 1.7604 1)2.0149 1)2.3082 
1):1.2334.. (.1} №43. 69) 2.6408. { 1.8520 2.1243 1)2.4386 ( 1)2.8017 
1) 1.4797 (1) 1.6981 1) 1.9502 2.2417 2.5787 1)2.9687 1)3.4202 
1) 1.7862 1) 2.0559 1) 2.3680 2.7297 3.1489 1)3.6350 1)4.1991 
1) 2.1698 1) 2.5044 1) 2.8928 3.3437 3.8676 ИЕН: ( 1)5.1846 
1) 2.6520 1) 3.0694 1) 3.5549 | 4.1199 4.7777 1)5.5441 1)6.4372 
1) 3.2611 1) 3.7844 1) 4.2944 5.1058 5.9359 ПО WE πείς 
1) 4.0344 (1) 4.6937 (1) 5.46239 ( 6.3641 7.4168 ( 1)8.6484 ( 2)1.0090 


516 19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Таблица 19.1. Са, x) и Va, x) 


х 0(—0.3,2) ζ(-0.2,α) ζ(--0.1,α) ζ/(9,α) U(0.1,z) U(0.2, 2) U(0.3, α) 
0.0 0)1.1105 0)1.1535 0)1.1887 0) 1.2163 0)1.2366 0)1.2500 0)1.2570 
0.1 0)1.0843 0)1.1161 091.1406 0) 1.1581 0)1.1691 0)1.1740 0) 1.1732 
0.2 0) 1.0548 0) 1.0764 0) 1.0914 0) 1.1000 0) 1.1029 0)1.1004 0)1.0930 
0.3 0) 1.0223 0) 1.0347 0) 1.0412 0) 1.0421 0) 1.0379 0) 1.0291 0)1.0161 
0.4 (-1)9.8697 (-1)9.9120 {-1)9.9016 (-1)9.8431 (-1)9.7411 (-1)9.6004 (-1)9.4255 
0.5 (-1)9.4906 (-1)9.4609 (-1)9.3856 (-1)9.2695 (-1)9.1173 (-1)8.9333 (-1)8.7218 
0.6 (-1)9.0890 (-1)8.9968 (-1)8.8661 (-1)8.7018 (-1)8.5082 `(-1)8.2895 (-1)8.0498 
0.7 (-1)8.6684 (-1)8.5228 (-1)8.3458 (-1)8.1419 (-1)7.9153 (-1)7.6699 (-1)7.4093 
0.8 (-1)8.2324 (-1)8.0421 (-1)7.8273 (-1)7.5920 (-1)7.3400 (-1)7.0750 (-1)6.8000 
0,9 (-1)7.7849 (-1)7.5583 (-1)7.3135 (-1)7.0542 (-1)6.7838 (-1)6.5055 (-1)6.2220 
1.0 (-1)7.3298 (-1)7.0747 (-1)6.8072 (-1)6.5307 (-1)6.2482 (-1)5.9622 (-1)5.6753 
Ll (-1)6.8710 (-1)6.5946 (-1)6.3111 (-1)6.0235 (-1)5.7343 (-1)5.4457 (-1)5.1597 
1.2 (-1)6.4124 (-1)6.1212 (-1)5.8278 (-1)5.5346 (-1)5.2436 (-1)4.9566 (-1)4.6753 
1.3 (-1)5.9576 (-1)5.6576 (-1)5.3596 (-1)5.0655 (-1)4.7769 (-1)4.4953 (-1)4.2217 
1.4 (-1)5.5101 (-1)5.2066 (-1)4.9087 (-1)4.6178 (-1)4.3352 (-1)4.0619 (-1)3.7986 
1.5 )5.0730 (-1)4.7706 (-1)4.4769 (-1)4.1927 (-1)3.9191 . —1)3.6565 (-1)3.4055 
1.6 )4.6492 (-1)4.3519 (-1)4.0657 (-1)3.7912 (-1)3.5288 ° (-1)3.2790 (-1)3.0417 
1.7 ) 4.2412 (-1)3.9524 (-1)3.6765° (-1)3.4139 (-1)3.1647 (-1)2.9290 (-1)2.7065 
1.8 13510 (-1)3.5734 (-1)3.3102 (-1)3.0613 (-1)2.8266 (-1)2.6060 (-1)2.3990 
1.9 3.4805 (-1)3.2162 (-1)2.9673 (-1)2.7334 (-1)2.5142 (-1)2.3093 (-1)2.1181 
2.0 (-1)3.1309 (-1)2.8816 (-1)2.6482 (-1)2.4302 (-1)2.2270 (-1)2.0381 (-1)1.8627 
2.1 (-1)2.8032 (-1)2.5700 (-1)2.3529 (-1)2.1513 (-1)1.9643 (-1)1.7913 (-1)1.6315 
2.2 (-1)2.4980 (-1)2.2816 (-1)2.0812 (-1)1.8960 (-1)1.7252 (-1)1.5678 (-1)1.4232 
2.3 (-1)2.2155 (-1)2.0162 (-1)1.8326 (-1)1.6637 (-1)1.5086 (-1)1.3665. (-1)1.2363 
2.4 (-1)1.9556 (-1)1.7734 (-1)1.6064 (-1)1.4534 (-1)1.3136 (-1)1.1859 (-1)1.0695 
2.5 (-1)1.7179 (-1)1.5526 (-1)1.4017 (-1)1.2640 (-1)1.1387 {-1)1.0248 -2) 9.2134 
2.6 (-1)1.5020 (-1)1.3529 (-1)1.2174 (-1)1.0944 (-2)9.8278 (-2)8.8172 (-2)7.9031 
2.1 (-1)1.3069 (-1)1.1734 (-1)1.0525 (-2).9.4322 (-2)8.4445 (-2)7.5534 (-2)6.1502 
28 (-1)1.1317 (-1)1.0129 (-2)9.0579 (-2)8.0925 (-2)7.2235 (-2)6.4422 (-2)5.7406 
2.9 (-2)9.7528 (-2)8.7027 (-2)7.7589 (-2)6.9114 (-2)6.1513 (-2)5.4703 (-2)4.8608 
3.0 (-2)8.3643 (-2)7.4416 (-2)6.6151 (-2)5.8757 (-2)5.2146 (-2)4.6244 (-2)4.0978 
3.1 (-2)7.1389 (-2)6.3330 (-2)5.6137 (-2)4.9721 (-2)4.4006 (-2)3.8918 (-2)3.4393 
3.2 (-2)6.0636 (-2)5.3640 (-2)4.7415 (-2)4.1881 (-2)3.6967 (-2)3.2606 (-2)2.8739 
3.3 (-2)5.1253 (-2)4.5215 (-2)3.9860 (-2)3.5114 (-2)3.0912 (-2)2.7194 (-2)2.3907 
3.4 (-2)4.3112 (-2)3,1932 (-2)3.3351 (-2)2.9302 (-2)2.5730 (-2)2.2577 (-2)1.9799 
3.5 (-2)3.6089 (-2)3.1669 (-2)2.7772 (-2)2.4340 (-2)2.1318 [1 1.8659 (3 1.6322 
3.6 (-2)3.0063 (-2)2.6314 (-2)2.3018 (-2)2.0122 (-2)1.7580 (-2)1.5351 (-2)1.3396 
37 (-2)2.4921 (-2)2.1759 (-2)1.8986 (-2)1.6558 (-2)1.4431 (-2)1.2571 (-2)1.0944 
3'8 (-2)2.0558 (-2)1.7906 (-2)1.5587 (-2)1.3560 (-2)1.1791 (-2)1.0247 (-3)8.9001 
3.9 (-2)1.6876 (-2)1.4664 (-2)1.2735 (-2)1.1053 (-3)9.5887 (-3)8.3139 (-3)7.2048 
4.0 (-2)1.3786 (-2)1.1951 (-2)1.0355 (-3)8.9669 (-3)7.7613 (-3)6.7143 (-3)5.8057 
4.1 (-2)1.1207 (-3)9.6928 (-3)8.3792 (-3)7.2400 (-3)6.2526 (-3)5.3973 (-3)4.6568 
4.2 (-3)9.0656 (-3)7.8234 (-3)6.7481 (-3)5.8179 (-3)5.0135 (-3)4.3184 (-3)3.7179 
4.3 (-3)7.2976 (-3)6.2839 (-3}5.4085 (-3)4.6529 (-3)4.0011 (-3)3.4390 (-3)2.9546 
4.4 (-3)5.8457 (-3)5.0228 (-3)4.3139 (-3)3.7034 (-3)3.1779 (-3)2.7259 (-3)2.3371 
4.5 (-3)4.6596 (-3)3.9954 (-3)3.4243 (-3)2.9336 (-3)2.5122. (-3)2.1504 (-3)1.8400 
4.6 (-3)3.6961 (-3)3.1626 (-3)2.1050 (-3)2.3127 (-3)1.9765 (-3)1.6885 (-3)1.4419 
4.7 {-3)2.9173 (-3)2.4912 (-3)2.1265 (-3)1.8145 (-3)1.5477 (-3)1.3195 (-3)1.1246 
4.8 (-3)2.2914 (-3)1.9528 (-3)1.6637 (-3)1.4168 (-3)1.2061 (-3)1.0263 (-4)8.7305 
4.9 (-3)1.7909 (-3)1.5233 (-3)1.2952 (-3)1.1009 (-4)9.3540 (-4)7.9449 (-4)6.7457 
5.0 (-3)1.3929 (-3)1.1825 (-3)1.0035 (-4)8.5136 (-4)7.2201 (-4)6.1210 (-4)5.1875 
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δ. -δ..Ρ» δ. -ϱ» 
в 9 Θ © 


— ΓΛ ΠΑ ΓΓΑ ΛΓ ————— мым МАМАМ Мм— ААА πω πω ees ee 


wn > > > > > 


У(-—0.3,х) 


3.0993 
3.7442 
4.3780 
4.9991 
) 5.6064 


-1) 6.1992 
) 6.7773 
7.3412 
7.8922 
8.4321 


8.9640 
9.4914 
1.0019 
1.0553 
1.1100 


1.1668 
1.2267 
1.2908 
1.3603 
1.4368 


1.5220 
1.61.78 
1.7267 
1.8513 
1.9950 


2.1614 
2.355) 
2.5818 
2.8478 
3.1612 


3.5318 
3.9715 
4.4950 
5.1205 
5.8704 


6.7730 
7.8635 
9.1860 
1.0797 
1.2766 


1.5185 
1.8169 
2.1864 
2.6464 
3.2213 


3.9432 
4.8541 
6.0085 
7.4787 
9.3598 


2) 1.1778 


! 
о © ooo ‘ 
———— 


el αι... ὦ. ὦ. ο, ο. νη, ὦ... Ἐν"... «ιν "ο, ΝΗ’ "αν "πμ 


i i ti ol 


ee γ-4-4 ee ee --нооо ooo°”e ооо ооооо ооо 


i i id 


— 0.2, т) 


4.5280 
5.0724 
5.6069 
6.1307 
6.6436 


7.1460 
7.6386 
8.1229 
8.6009 
9.0756. 


9.5505 
1.0030 
1.0521 
1.1028 
5.155» 


1.2125 
1.2734 
1.3400 
1.4136 
1.4958 


1.5886 
1.6941 
1.8149 
1.9541 
2.1133 


2.3028 
2.5218 
2.7785 
3.0803 
3.4366 


3.8584 
4.2596 
4.9572 
5.6722 
6.5308 


7.5658 
8.8182 
1.0240 
1.2196 
1.4470 


1.7268 
2.0725 
2.5016 
3.0366 
3.7065 


4.5494 
5.6148 
6.9677 
8.6937 
1.0906 


ce 


5.7994 
6.2358 
6.6661 
7.0905 
7.5093 


7.9238 
8.3353 
8.7460 
9.1588 
9.5771 


1.0005 
1.0449 
1.0913 
1.1406 
1.1936 


1.2513 
1.2147 
1.2853 
1.4645 
1.5542 


1.6563 
1.7734 
1.9082 
2.0645 
2.2459 


1.2715 


2)1.6073 


U(a, x) и Г(а, x) 


Таблица 19.1. Ula, х)и 


V(0, 2) 


-1) 6.8621 
~1)7.1901, 
-1)7.5184 
-1) 7.8474 
-1)8.1782 


8.5124 
8.8519 
9.1994 
9.5583 
9.9325 


1.0327 
1.0747 
1.1200 
1.1693 
1.2236 


1.2839 
1.3515 
1.4277 
1.5142 
1.6130 


1.7265 
1.8572 
2.0085 
2.1841 
2.3887 
2.6278 
2.9080 
3.2376 
3.6263 
4.0864 
) 


4.6326 
5.2835 
6.0617 
6.9957 
8.1210 


9.4818 
1.1134 
1.3149 
1.5616 
1.8649 


2.2395 
2.7041 
3.2829 
4.0073 
4.9179 


6.0680 
7.5270 
9.3866 
1.1768 
1.4831 
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2) 1.8791 


V(a, x) 
V0.1, xz) 


-1) 7.6731 
-1) 7.9000 
-1) 8.1349 
-1)8.3788 
-1) 8.6331 


8.8994 
9.1803 
9.4787 
9;:7982 
1.0143 


1.0519 
1.0932 
1.1389 
1.1898 
1.2470 


1.3115 
1.3848 
1.4683: 
1.5639 
1.6738 


1.8005 
1.9470 
2.1171 
2.3149 
2.5457 


2.8159 
3.1330 
3.5064 
3.9474 
4.4790 


5.0914 
5.8328 
6.7208 
7.7882 
9.0763 


1.0637 
1.2535 
1.4854 
1.7699 
2.1203 


2.5539 
3.0927 
3.1653 
4.6086 
5.6708 


7.0147 
8.7230 
1.0904 
1.2703 
1.7309 


> —— > ыы ыы ———> —— Ων. «αν. .ᾱ.. i ti .ᾱ.. ee i i ὦ... ὦ wee ee ee” 


2)2,1979 


V (0.2, x) 


-1)8.2008 
-1) 8.3406 
-1) 8.4974 
~1) 8.6720 
-1) 8.8660 


9.0813 
9.3205 
9.5867 
9.8840 
1.0217 


1.0591 
1.1013 
1.1490 
1.2032 


1.3353 
1.4160 
1.5085 
1.6150 
1.7379 


1.8799 
2.0446 
2.2360 
2.4589 
2.7195 


3.0247 
3.3834 
3.8063 
4.3064 
4.8998 


5.6065 
6.4510 
7.4640 
8.6838 
1.0158 


1.1948 
1.4130 
1.6799 
2.0080 
2.4130 


2.9150 
3.5401 
4.3219 
5.3040 
6.5433 


8.1143 
1.0115 
1.2674 
1.5964 
2.0211 


2.5720 


Мом го г += ры ыыы ноооо Ал ооо рощи Όοσοοὄσσο 


nN 


1.2649 


)1.3569 
41.4466 


(о 
0: 
( 0 
( 0 
(0 
0 
0 
1-0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


| 
4 
ie 


NNN Pee ee 


V(0.3, г) 


8.4269 
8.5002 
8.5993 
8.7250 
8.8790 


) 9.0632 
) 9.2803 


9.5336 
9.8273 


) 1.0166 


1.0556 
1.1005 
1.1520 
1.2110 
1.2789 


1.5499 
1.6692 
1.8070 


} 2.9124 


2.7486 


3.3300 
4.0554 
4.9644 
6.1085 
7.5550 


9.3921 
1.1726 
1.4740 
1.8608 
2.3611 


2) 3.0112 
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Таблица 19.1. U(a, x) и Vea, x) 


у U(0.4, 2) U(0.5,2) U(0.6, α) U(0.7, 2) U(0.8, x) U(0.9, x) U(1.0, т) 
0.0 0)1.2579 0)1.2533 0)1.2436 0)1.2292 0)1.2106 0)1.1883 0) 1.1627 
0.1 0)1.1672 0)1.1564 0)1.1413 0)1.1223 0)1.1000 0)1.0746 0)1.0467 
0.2 0)1.0811 0)1.0652 0)1.0458 0)1.0233 (-1)9.9813 (-1)9.7063 (-1)9.4122 
0.3 (-1)9.9946 (-1)9.7955 и 9.5680 (-1)9.3162 (-1)9.0440 Hy 8.7588 -1) 8.4523 
0.4 (-1)9.2205 (-1)8.9898 (-1)8.7372 (-1)8.4665 (-1)8.1811 (-1)7.8843 (-1)7.5790 
0.5 (-1)8.4870 ат -1)7.9624 (-1)7.6795 (-1)7.3870 (-1)7.0879 (-1)6.7845 
0.6 (-1)7.7928 (-1)7.5219 (-1)7.2403 (-1)6.9511 (-1)6.6567 (-1)6.3597 (-1)6.0622 
0.7 (-1)7.1368 (-1)6.8555 (-1)6.5683 (-1)6.2776 (-1)5.9857 (-1)5.6945 (-1)5.4060 
0.8 (-1)6.5181 (-1)6.2318 (-1)5.9437 (-1)5.6558 (-1)5.3699 (-1)5.0877 {-1)4.8105 
0.9 (-1)5.9358 (-1)5.6493 (-1)5.3643 (-1)5.0826 (-1)4.8057 (-1)4.5347 (-1)4.2709 
1.0 (-1)5.3894 (-1)5.1064 (-1)4.8280 (-1)4.5553 (a 4.2896 (-1)4.0318 (-1)3.7826 
1.1 (-1)4.8780 (-1)4.6019 (-1)4.3327 (-1)4.0713 (-1)3.8187 (-1)3.5753 (-1)3.3417 
1.2 (-1)4.4008 {-1)4.1343 (-1)3.8765 (-1)3.6282 (-1)3.3898 (-1)3.1618 (-1)2.9443 
1.3 (-1)3.9571 (-1)3.7022 (-1)3.4575 (-1)3.2235 (-1)3.0003 (-1)2.7881 (-1)2.5870 
1.4 (-1)3.5459 (-1)3.3042 (-1)3.0739 (-1)2.8550 (-1)2.6475 (-1)2.4514 (-1)2.2665 
1.5 (-1)3.1663 (-1)2.9390 (-1)2.7238 (-1)2.5204 (-1)2.3288 (-1)2.1487 (-1)1.9797 
1.6 (-1)2.8171 (-1)2.6050 (-1)2.4053 (-1)2.2177 (-1)2.0419 (-1)1.8774 (-1)1.7240 
1.7 (-1)2.4972 (-1)2.3007 '-1)2.1167 (-1)1.9447 (-1)1.7844 (-1)1.6351 (-1)1.4965 
1.8 (-1)2.2054 (-1)2.0246 (- -1)1.8561 (-1)1.6994 (-1)1.5540 (-1)1.4193 (-1)1.2948 
1.9 (-1)1.9402 (-1)1.7749 (-1)1.6216 (-1)1.4798 (-1)1.3487 (-1)1.2278 (-1)1.1165 
2.0 (-1)1,7003 (-1)1.5501 (-1)1.4115 (-1)1.2838 (-1)1.1664 (-1)1.0585 (-2)9.5952 
2.1 (-1)1.4842 (-1)1.3486 (-1)1.2240 (-1)1.1097 (-1)1.0050 (-2)9.0923 (-2)8.2173 
2.2 (-1)1.2904 (-1)1.1687 (-1)1.0574 (-2)9.5563 (-2)8.6280 (-2)7.7820 (-2)7.0122 
2.3 (-1)1.1174 (-1)1.0088 (-2)9.0985 (-2)8.1979 (-2)7.3793 (-2)6.6361 (-2)5.9622 
2.4 (-2)9.6358 (-2)8.6728 (-2)7.7984 (-2)7.0055 (-2)6.2874 (-2)5.6377 (-2)5.0506 
2.5 (-2)8.2754 (-2)7.4258 (-2)6.6573 (-2)5.9630 (-2)5.3363 (-2)4.7714 (-2)4.2627 
2.6 (-2)7.0773 (-2)6.3320 (-2)5.6603 (-2)5.0555 (-2)4.5115 (-2)4.0227 (-2)3.5839 
2.7 (-2)6.0272 (-2)5.3770 (-2)4.7930 (-2)4.2689 (-2)3.7990 (-2)3.3782 (-2)3.0017 
2.8 (-2)5.1111 (-2)4.5470 (-2)4.0418 (-2)3.5900 (-2)3.1863 (-2)2.8258 (-2)2.5042 
2.9 (-2)4.3157 (-2)3.8288 (-2)3.3942 (-2)3.0068 (-2)2.6615 (-2)2.3543 (-2)2.0810 
3.0 (-2)3.6284 (-2)3.2104 (-2)2.8384 (-2)2.5078 (-2)2.2142 (-2)1.9535 (-2)1.7224 
3.1 (-2)3.0372- (-2)2.6803 (-2)2.3636 (-2)2.0830 (-2)1.8344 (-2)1.6144 (-2)1.4199 
3.2 (-2)2.5313 (-2)2.2281 (-2)1.9598 (-2)1.7228 (-2)1.5134 (-2)1.3287 (-2)1.1658 
3.3 (-2)2.1004 (-2)1.8441 (-2)1.6181 (-2)1.4189 (-2)1.2434 (-2)1.0890 (-3)9.5318 
3.4 (-2)1.7351 (-2)1.5196 (-2)1.3301 (-2)1.1636 (-2)1.0172 (-3)8.8881 (-3)7.17615 
3.5 (-2)1.4270 (-2)1.2468 (-2)1.0887 (-3)9.5009 (-3)8.2868 (-3)7.2238 (-3)6.2937 
36 (-2)1.1683 i 1.0184 (-3)8.8715 (-3)7.7243 (-3)6.7217 (-3)5.8462 (-3)5.0820 
3.7 (-3)9.5224 (-3)8.2810 (-3)7.1975 (-3)6.2525 (-3)5.4288 (-3)4.7111 (-3)4.0863 
3.8 (-3)7.7263 {-3)6.7038 (-3)5.8136 (-3)5.0391 (-3)4.3655 (-3)3.7801 (-3)3.2716 
39 (36.2406 (-3)5.4026 (_3)4.6749 (-3)4.0432 (_3)3.4952 (_3)3.0200 -3) 2.6082 
4:0 (-3)5.0176 (-3)4.3344 (-3)3.7425 (-3)3,2298 (-3)2.7861 (-3)2.4023 (-3)2.0704 
4,1 (-3)4.0160 | 3.4617 (-3)2.9826 (-3)2.5686 (-3)2.2111 (-3)1.9025 (-3)1.6363 
4.2 (-3)3.1995 (-3)2.7521 (-3)2.3663 (-3)2.0336 (-3)1.7470 (-3)1.5001 (-3)1.2876 
4.3 (-3)2.5373 (-3)2.1781 (-3)1.8689 (-3)1.6029 (-3)1.3742 (-3)1.1776 (-3)1.0088 
4.4 (-3)2.0029 {3 1.7158 (-3)1.4693 (-3)1.2577 (-3)1.0761 (-4)9.2036 (-4)7.8686 
4.5 (-3)1.5738 1.3455 {1 1.1499 (-4)9.8235 (-4)8.3889 (-4)7.1610 (-4)6.1105 
4.6 (-3)1.2308 (-3)1.0503 (-4)8.9583 (-4)7.6382 (-4)6.5103 (-4)5.5468 (-4)4.7242 
ΔΊ (-4)9.5815 (-4)8.1601 (-4)6.9470 (-4)5.9121 (-4)5.0295 (-4)4.2772 (-4)3.6361 
4.8 (-4)7.4240 (-4)6.3107 (-4)5.3625 (-4)4.5551 (-4)3.8680 (-4)3.2833 (-4)2.7861 
4.9 И 4)5.7255 (-4)4.8579 (-4)4.1203 (-4)3.4935 (-4)2.9611 (-4)2.5090 (-4)2.1252 
5,0 (-4)4.3948 (-4)3,7221 (-4)3.1512 (-4)2.6671 (-4)2.2566 (-4)1.9086 (-4)1.6138 
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(ах и Г(в, 5. 


Таблица 19.1. ζ(α, x) и Va, x) 


ΟΟΟΟΟΟΟ 
о о о © 
> > г © 


ee ee. 
о © — ^^ ‹л 


ocooo 


Lod πια καὶ. ,-1 1-1 1-5 ἐ-1 1-2 
NOW 5!’ Οο 


οὖν юм Bee ee 


e . a 9 


wn haALHA LH ο ο δω ἕω ἕν WWW WwW Ww WWW WwW Ww AWS BO 


V (0.4, 2) V0.5, x) V (0.6, x) V(0.7,2) V(0.8, x) V(0.9, г) У(1.0, 
-1) 8.3485 (-1)7.9788 ит -1) 6.4988 (-1)5.4912 (-1)4.3932 (-1) 3.2800 
-1) 8.3808 (-1)7.9988 (-1)7.3851 (-1)6.5836 (-1)5.6492 (-1)4.6453 (-1)3,6401 
-1) 8.4468 (-1)8.0590 (1) 7.4675 (-1)6.7147 (-1)5.8526 (-1)4.9394 (-1}4 0368 
-1)8.5475 (-1)8.1604 (16 7'5954 -1) 6.8936 (-1)6.1035 (-1)5.2785 (-1) 4.4742 
-1)8.6844 (-1)8.3045 (-1)7.7707 (-1)7.1224 (-1)6.4046 (-1)5.6664 (-1) 4.9575 
-1)8.8595 (-1)8.4934 (-1)7.9958 (-1)7.4039 (-1)6.7596 (-1)6.1076 (-1)5.4924 
-1)9.0753 (-1)8.7302 (-1)8.2739 (-1)7.7419 (-1)7.1730 (-1)6.6077 (-1) 6.0858 
-1)9.3364 (-1)9.0186 (-1)8.6092 (-1)8.1412 (-1)7.6504 на -1) 6.7457 
-1)9.6460 (-1)9.3633 (-1)9.0068 (-1)8.6076 (-1)8.1984 (-1)7.8124 (-1)7.4814 

0)1.0010 (-1)9.7698 (-1)9.4730 (-1)9.1481 (-1)8.8253 (-1)8.5344 (-1)8.3040 

0)1.0434 ( 0)1.0245 0)1.0015 (-1)9.7713 (-1)9.5408 (-1)9.3507 (-1)9.2267 

0)1.0926 ( 0)1.0797 0)1.0643 0)1.0488 ( 0)1.0357 0)1.0275 0}1. .0265 

0)1.1495 0)1.1436 ( 0)1.1367 0)1.1309 0)1.1287 0)1.1323 0) 1.1437 

0)1.2151 | 0)1.2174 0)1.2200 0)1.2251 0)1.2348 01.2514 0) 1.2765 

0)1.2908 0)1.3024 ( 0)1.3158 01.3330 ( 0)1.3561 ( 0)1.3870 ( 0)1.4276 

0)1.3779 ( 0)1.4003 0)1.4260 1.4952 ( 0)1.4949 ( 320 ( 0)1.5999 

0)1.4784 0) 1.5132 0)1.5528 0)1.5992 ( 0)1.6542 0)1.7196 ( 0)1.7973 

0)1.5943 0)1.6433 ( 0)1.6989 о 1.7629 0)1.8373 0)1.9238 0)2.0243 

0) 1.7281 0)1.7936 ( 0)1.8675 0)1.9518 0)2.0484 0)2.1592 ΠΗ 2862 

0)1.8829 0)1.9674 ( (2.0625 0) 2.1703 0)2.2926 ( 0)2.4317 ( 0)2.5896 

0)2.0622 ( 0)2.1689 ( 0)2.2886 (.0)2.4236 0)2.5760 0)2.7481 0)2.9424 

0)2.2705 | 0)2.4030 | 0)2.5514 0)2.7182 0)2.9058 0) 3.1169 0) 3.3542 

0)2.5130 0)2.6757 0)2.8578 0) 3.0620 о. .2911 0) 3.5483 0) 3.8368 

0)2.7961 0)2.9943 ( 0)3.2160 0)3.4644 0) 3.7428 0)4.0548 -( 0)4.4044 

ϱ) 3.1275. ( 0)3.3676 ( 0) 3.6363 0)3.9371 ( 0)4.2741 0) 4.6517 0)5.0747 

0) 3.5166 0) 3.8065 ( 0)4.1310 ο) 4.4948 0)4.9015 ( 0)5.3578 9) δ. .8692 

0) 3.9749 0)4.3241 ( 0)4.7153 0)5.1536 0) 5.6451 0)6.1963 0) 6.8146 

0)4.5165 0) 4.9368 0) 5.4079 0) 5.9365 0) 6.5297 0) 7.1959 OF 73440 

0)5.1589 0) 5.6644 0) 6.2320 0) 6.8696 0) 7.5862 0)8.3921 ( 0)9.2985 

0)5.9235 0)6.5320 ( 0)7.2162 0)7.9862 ( 0)8.8529 ( 0)9.8292 ( 1)1.0929 
0) 6.8368 0) 7.5701 | 0) 8.3962 0) 9.3274 1)1.0378 ( 1)1.1563 ( 1)1.2900 

0) 7.9320 0) 8.8172 0) 9.8164 1) 1.0945 1)1.2220 ( 1)1.3662 1)1.5293 

0)9.2504 1)1.0321 1)1.1533 1)1.2903 1)1.4455 1).1.6214 1) 1.8207 

1)1.0844 1)1.2142 1)1.3615 1)1.5284 1)1.7178 1) 1.9329 1)2.1773 
1)1.2777 1)1.4357 1)1.6151 1)1.8190 ( 1)2.0509 1)2.3148 ( 1)2.6153 
1)1.5132 1)1.7060 1)1.9253 ен: ей | 1] 61449 1) 3.1555 
1) 1.8014 1) 2.0373 1) 2.3064 1) 2.6137 1) 2.9646 1) 3.3658 1) 3.8346 

1) 2.1555 1) 2.4452 1) 2.7765 155 1)3.5896 ( 1)4.0868 ( 1)4.6566 

1)2.5923 1)2.9495 er 1) 3.8282 η 4.3669 | 1 4.9853 1)5.6956 
1)3.1336 1) 3.5756 1) 4,0833 1) 4.6667 1) 5.3377 1)6.1098 ( 1)6.9986 

1) 3.8072 1) 4.3563 1) 4.9884 1) 5.7165 Ес 1) 7.5232 1) 8.6395 

1) 4.6493 1) 5.3341 1) 6.1242 1) 7.0364 1) 8.0899 1) 9.3073 2) 1.0715 

1) 5.7065 1) 6.5642 1) 7.5559 1) 8.7031 2)1.0031 2)1.1569 2) 1.3351 

1) 7.0397 | 1) 8.1183 1)9.3682 2)1.0817 ИН 2)1.4449 2) 1.6714 

1)8.7286 2)1.0091 2)1.1673 2} 1.3511 ( 2)1.5647 2)1.8131 | 2)2.1022 

2)1.0878 ( 2)1.2605 2)1.4616 РЕЯ: ( 2)1.9684 2) 2.2861 2)2.6566 

2)1.3624 2)1.5826 2)1.8392 2)2.1387 ( 2)2.4882 2)2.8963 2) 3.3731 

2)1.7151 2)1.9968 2)2.3259 2) 2.7106 2) 3.1606 2) 3.6870 2) 4.3032 

2)2.1701 2)2.5321 2 2.9559 2) 3.4524 2) 4.0341 2) 4.7161 2) 5.5160 

292.7596 ( 2)3.2270 (¢ 2)3.7752 2)4.4187 ( 2)5.1742 2) 6.0616 _ ar ices 

2)3.5270 ( 2)4.1331 ( 2)4.8456 ( 2)5.6833 ( 2)6.6688 ( 2)7.8285 ( 2)9.1938 
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Таблица 191. ζ(α, x) и Via, x) 


x (4.5, x) U (2.0, χ) U (2.5, 2) _(0(3.90, 2) U (3.5, x) U(4.0,2) U(4.5,9) . U(5.0,z) 
0.0 ( 0)1,0000 (-1)8.1085 (-1)6.2666 (-1) 4.6509 52.2333 -Р) 2.3167 (-1)1:5666 (-1)1.0335 
0.1 (-1)8.8187 (-1)7.0232 -1)5- 3409 (-1)3.9060 (-1)2.7615 (-1)1.8950 (-1)1:2662 (-2)8.2588 
0.2 (-1)7.7700 (-1)6.0787 4.5492 (-1)3.2786 (-1)2.2867 (-1)1.5494 (-1)1.0230 (-2)6.5971 
0.3. (-1)6.8389 (-Г)5.2566 [13 8719 (-1)2.7501 (-1)1.8924 (-1)1.2662 (-2)8.2604 (-2)5.2673 
0.4 (-1)6.0120 (-1)4.5410 (-1)3.2925 (-1)2.3050 (-1)1.5650 (-1)1.0340 (-2)6.6663 75} 429032 
0.5 {-1}5.2778- (-1)3.9182 {-1}2.1969 (-1)1.9302 (-1}1.2931 (-2}8.4374 -2)5.3758 “33329518 
0.6 (-1)4.6262 (-1)3.3763 (-1}2.3731 {-1)1.6146 (-1)1.0674 {-2)6.8788 (-2)4.3316 (-2)2.6707 
0.7 (-1)4.0482 (-1)29051 (-1)2.0109 (-1)1.3490 ἰ-2)8.8019 (-2)5.6025 (-2)3.4869 (-2)2.1262 
0.8 (-1)3.5360 ({-})2.4957 (-1)1,Τ015 (-1)1.1256 (-2)7.2491 (-2)4.5579 (-2)2.8040 ао 
0:9. (-1)3.0825- 121403 (191.437 (29.3788 ἱ 259624 (_2)3.7035 (22.2523 ἱ 241 3434 
1.0 (-1)2.6816 (-1)1.8321 (-1)1.2124 (-2)7.8022 (-2)4.8971 (-2)3. 0053 -2) 1. 8068 (-2)1.0660 
1.1 (-1)2.3276 (-1)1.5651 (-1)1.0208 {-2)6.4802 (-2)4.0160 (-2)2.43 2)1.4475 (-3)8.4479 
1.2. (-1)2.0157 1.3343 (-2)8.5773 (-2)5.3727 (-2)3.2880 (-2)1. 9701 2 1.1579 (-3)6.6856 
1.3 (-1)1.7412 ) 1.1350 1-5 7.1928 (-2)4.4461 (-2)2.6872 (-2)1.5913 (-3)9.2486 (-3)5.2831 
1.4 (-1)1.5003 349° 6317 (-2)6.0190 (-2)3.6721 (-2)2.1922 (-2)1.2831 (-3)7.3749 (-3)4.1683 
1.5 (-1)1.2893 (-2)8.1541 (-2)5.0255 (-2)3.0265 (-2)1.7849 (-2)1.0327 (-3)5.8705 {-3 3.2833 
1.6 (-1)1.1049 26. 8857 (-2)4.1862 (-2)2.4890 (-2)1.4503 (-3)8.2953 (-3)4.6645 (-3)2.5816 
1.7 (-2)9.4412 5.7994 (-2)3.4786 (-2)2.0423 (-2)1.1759 (-3)6.6500 (-3)3.6991 (-3)2.0262 
1.8 +(-2)8.0438 24 8712 (-2)2.8833 (-2)1.6718 (-3)9.5127 (-3)5.3198 3 2.9276 (-3)1.5873 
1.9 (-2) 6.8324 4.0801 (-2)2.3837 (-2)1.3652 (-3)7.6780 (-3)4.2463 (-3)2.3122 (-3)1.2409 
2.0 (-2)5.7853 (-2)3.4076 (-2)1.9653 (-2)1.1120 (-3)6.1823 (-3)3.3818 (-3)1.8222 (-4)9.6810 
2.1 (-2)4.8830 (-2)2.8375 (-2)1.6159 (-3)9.0339 (-3)4.9656 (-3)2.6869 (-3)1.4328 (-4)7.5364 
2.2 (-2)4.1080 (-2)2.3556 (-2)1.3248 {37.3193 (-213.9782 (-3 2.1296 (-3}1.1240 (-4)5-8538 
2.3 (-2)3.4444 1.9495 (-2)1.0829 {-3)5.9138 (-3)3.1787 (-3)1.6837 (-4)8.7960 (-4)4.5364 
2.4 (-2)2.8782 2116082 -3) 8.8560 (-3)4.7646 (-3)2.5331 (-3)1.3277 (-4)6.8665 (-4)3.5071 
2.5 (-2)2.3966 (-2)1.3223 (-3)7.1710 (-3)3.8275 (-3)2.0129 (-3)1.0442 (-4)5.3467 (-4)2.7047 
2.6 (-2)1.9886 (-2)1.0837 (-3)5.8081 (-3)3.0655 (-3)1.5951 (-4)8.1895 (-4)4.1523 (-4)2.0806 
27 (-2)1.6441 (-3)8.8509 (-3)4.6891 (-3)2.4478 (-3)1.2603 (-4)6.4052 (-4)3.2161 (-4)1.5964 
28 (-2)1.3544 (-3)7.2040 (-3)3.7734 ¢-3)1.9484 (-4)9.9277 (-4)4.9954 (-Δ)2.4841 (-4)1.2216 
2.9 (-2)1.1116 (-3)5.8431 (-3)3.0264 (-3)1.5460 (-4)7.7967 (-4)3.6845 (-4)1.9134 (-5)9.3228 
3.0 (-3)9.0885 (-3)4.7224 (-3)2.4191 (-3)1.2228 (-4)6.1042 (-4)3,0117 (-4)1.4695 (-5)7.0950 
3.1 (-3)7.4028 (-3)3.8030 (-3)1.9270 (-4)9.6394 (-4)4.7641 (-4)2.2279 (-4)1.1253 (-5)5.3843 
3.2 (-3)6.0067 (-3)3.0513 (-3)1,5296 (-4)7.5735 (-4)3.7062 (-4)1.7938 (-5)8.5914 (-5)4.0742 
3.3 (-3)4.8549 (-3)2:4392 (-3)1.2099 (-4)5.9301 (-4)2.8738 (-4)1.3778 (-5)6.5394 (-5)3.0738 
3.4 (-3)3.9086 (-3)1.9426 (-4)9,5361 (-4)4.6274а (-4)2.2210 (-4)1.0550 (-5)4.9621 (-5)2.3121 
3.5 (-3)3.1342 (-3)1.5412 (-4)7.4887 (-4)3.5982 (-4)1.7107 (-5)8.0514 (-5)3.7534 -5) 11338 
3.6 (-3)2.5032 (-3)1,2181 (-4)5.8592 (-4)2.7880 (-4)1.3131 (-5)6.1244 (-5)2.8300 (-5)1.2961 
3.7 (-3)1.9912 (-4)9.5895 (-4)4.5672 (-4)2.1526 (-4)1.0045 (-5)4.6430 (-5)2.1269 (-6)9.6590 
3.8 (-3)1.5775 (-4)7,5202 (-4)3.5468 (-4)1.6559 (-5)7.6567 (-5)3.5080 (-5)1.5932 (-6)7.1749 
3.9 (-3)1.2446 (-4)5.8741 (-4)2.7439 (-4)1.2692 (-5)5.8157- (-5)2.6413 (-5)1.1894 (-6)5.3123 
4.0 (-4)9.7788 (-4)4.5702 (-4)2.1146 (-5)9.6913 (-5)4.4015 (-5)1.9818 (-6)8.8495 (-6)3.9203 
41. (-4)7.5513 (-4)3.5414 (-4)1.6233 (-5)7.3727 (-5)3.3191 (-5)1.4817 (-6)6.5617 (-6)2.8834 
4.2 (-4)5.9616 (-4)2.7331 (-4)1.2413 (-5)5.5875 (-5)2.4937 (-5)1.1039 (-6)4.8485 (-6)2.1136 
41 (-4)4.6255 (-4)2.1007 (-5)9.4547 ἰ-5)4,2185 (-5)1.8667 (-6)8.1946 (-6)3.5701 (-6)1.5440 
4.4 (-4)3.5736 (-4)1.6081 (-5)7.1727 (-5)3.1726 (-5)1.3920 (-6)6.0609 (-6)2.6194 (-6)1.1240 
4.5 (-4)2.7491 (-4)1.2259 (-5)5.4198 (-5)2.3767 (-5)1.0342 {6 4.4663 (-6)1.9150 (-7)8.1539 
4.6 (-4)2.1058 (-5)9.3061 (-5)4.0787 (-5)1.7736 (-6)7.6538 (-6)3.2790 (-6)1.3949 (-7)5.8942 
4.1 (-4)1.6061 (-5)7.0352 (-5)3.0571 (-5)1.3183 (-6)5.6428 (-6)2.3983 (-6)1.0124 (-7)4.2455 
4:8 (-4)1.2197 (-5)5.2961 sat 2819 (-6)9.7593 (-6)4.1440 (-6)1.7475 (-7)7.3205 (-7)3.0469 
49 (-5)9.2216 .(-5)3.9701 (-5)1.6964 (-6)7.1961 (-6)3.0315 (-6)1.2685 (-7)5.2737 (-7)2.1788 
5,0 (-5) 6,9418 iF 5) 2.9634 (-5}1, ( т 2847 — ( τν 1724 (-7)3.7849 (-7)1.5523 
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Таблица 19.1. U(a, x) и Via, x) 


V(1.5, г) V(2.0, 7) V(2.5, 27) V(3.0, 2) V(3.5, χ) У(4.0, г) V(4.5,2) V(5.0,¥) 


0.0000 (-1}3.4311 (-1}7.9788 (-1) 4.9200 0.0000 ( 0)0.8578 ( 0)2,3937 | 0)1.7220 
-1)0'7999 (-1)3.9591 (-1)8.0788 (-1)5.8561 (-1)2.4076 ( 0)1.0483 { 0)2.4477 { 0)2.1545 
“191.6118 (-1)4.5665 (-1)8.3814 (-1)6.9684 (-1)4.8999 { 0)1.2810 { 0)2.6124 ( 0)2.6952 
-1)2.4481 (-1)5.2660 5 8.8948 (-1)8.2911 (-1)7.5647 { 0)1.5652 ( 0)2.8954 |7. .3715 
-1)3.3218 (-1)6.0721 (-1)9.6332 (-1)9.8651 ( 0)1.0497 ( 0)1.9126 ( 0)3.3098 ( 0)4.2178 
-1) 4.2467 (-1)7.0024 ( 0)1.0617 ( 0)1.1740 ( 0)1.3802 ( 0)2.3376 ( 0)3.8751 ( 0)5.2778 
-1)5.2381 (-1)8.0774 ( 0)1.1873 ( 0)1.3975 ( 0)1.7600 ( 0)2.8579 { 0)4.6180 ( 0)6.6060 
~1) 6.3130 (-1)9.3217 ( 0)1.3438 ( 0)1.6644 ( 0)2.2033 ( 0)3.4955 ( 0)5.5736 ( 0)8.2721 
-1) 7.4906 ¢ 0)1.0764 ( 0)1.5356 ( 0)1.9833 ( 0)2.7266 ( 0)4.2777 { 0)6.7880 ( 1)1.0364 
-1) 8.7928 ( 0)1.2440 ( 0)1.7683 ( 0)2.3652 ( 0)3.3501 ( 0)5.2386 ( 0)8.3200 ¢ 1)1.2993 

0)1.0245 ( 0)1.4390 ( 0)2.0490 ( 0)2.8230 ( 0)4.0980 ( 0)6.4206 ( 1)1.0245 ( 1)1.6301 
01.1877 ( 0)1.6665 ( 0)2.3862 ¢ 0)3.3729 ( 0)5.0002 ( 0)7.8765 ( 1)1.2659 ( 1)2.0469 
0)1.3724 ( 0)1.9325 ( 0)2.7905 ( 0)4.0346 ( 06.0933 ( 0)9.6727 ( 1)1.5683 ( 1)2.5728 
0)1.5826 ( 0)2.2442 ¢ 0)3.2748 ( 0)4.8322 ( 0)7.4224 ( 1)1.1892 ( 1)1.9473 { 1)3.2373 
0)1.8234 ( 0)2.6104 ( 0)3.8551 ( 0)5.7959 ( 0)9.0439 ( 1)1.4640 ( 1)2.4227 ( 1)4.0782 
0)2.1005 ( 0)3.0418 ( 0)4.5511 ( 0)6.9626 31.1028 1)1.8048 ( 1)3.0195 ( 1)5.1442 
0)2.4211 ( 0)3.5514 ( 0)5.3869 ( 0)8.3782 ( 1)1.3461 ( 1)2.2284 ( 1)3.7699 ( 1)6.4978 
0)2.7936 ( 0)4.1551 ( 0)6.3925 ( 1)1.0100 ¢ 1)1.6454 ( 1)2.7558 ( 1)4.7150 ( 1)8.2198 
0)3.2284 ( 0)4.8722 ( 0)7.6047 ( 1)1.2199 ( 1)2.0145 ( 1)3.4139 ( 1)5.9076 ( 2)1.0415 
0)3.7380 ( 0)5.7267 ( 0)9.0697 ( 1)1.4765 ( 1)2.4708 ( 1)4.2370 ( 1)7.4155 ( 2)1.3218 
0) 4.3378 ( 0)6.7480 ( 1)1.0844 ( 1)1.7910 ( 1)3.0264 ( 1)5.2689 ( 1)9.3262 ( 2)1.6806 
0)5.0463 ( 0)7.9725 ( 1)1.3009 (ὶ 1)2.1774 ( 1)3.7393 ( 1)6.5656 ( 2)1.1753 ( 2)2.1408 
0)5.8865 ( 0)9.4452 ( 1)1.5626 ( 1)2.6535 ( 1)4.6150 ( 1)8.1989 ( 2)1.4841 5} 2.7325 
0)6.8869 ( 1)1.1222 ¢ 1)1.8834 ( 1)3.2418 ( 1)5.7092 ( 2)1.0262 { 2)1.8781 2) 3.4948 
0) 8.0823 μη 1)2.2765 ( 1)3.9709 ( 1)7.0801 ( 2)1.2873 ( 2)2.3822 ( 2)4.4794 
0)9.5162 ( 1)1.5987 ( 1)2.7597 ( 1)4.8771 ( 1)8.8025 ( 2)1.6189 ( 2)3.0285 ( 2)5.7544 
1)1.1243 ( 1)1.9172 ( 1)3.3555 ( 1)6.0069 ( 2)1.0973 ( 2)2.0411 ( 2)3.8596 ( 2)7.4093 
1)1.3329 ( 1)2.3068 ( 1)4.0926 ( 1)7.4199 ( 2)1.3716 ( 2)2.5801 ( 2)4.9310 ( 2)9.5631 
1)1.5860 ( 1)2.7849 оО 1)9.1925 ( 2)1.7193 ( 2)3.2701 ¢ 2)6.3162 ( 3)1.2374 
1)1.8943 ( 1)3.3738 ( 1)6.1466 ( 2)1.1423 ( 2)2.1614 ( 2)4.1562 ( 2)8.1119 ( 3)1.6051 
1)2.2710 ( 1)4.1018 ( 1)7.5701 ( 2)1.4240. ( 2)2.7252 ( 2)5.2976 ( 3)1.0447 ( 3)2.0877 
1)2.7333 ( 1)5.0049 ( 1)9.3551 ( 2)1.7809 ( 2)3.4467 ( 2)6.7721 ( 3)1.3491 ( 3)2.7227 
1)3.3028 ¢ 1)6.1295 { 2)1.1601 ( 2)2.2345 ( 2)4.3729 ( 2)8.6829 ( 3)1.7474 ( 3)3.5606 
1)4.0070 ( 1)7.5350 ( 2)1.4437 ( 2)2.8131 { 2)5.5657 ( 3)1.1167 32-2698 3) 4.6697 
1) 4.8812 - ( 1)9.2982 ( 2)1.8032 ( 2)3.5537 ( 2)7.1071 ( 3)1.4407 { 3)2.9574 ( 3)6.1422 
1)5.9708 ( 2)1.1519 ( 2)2.2604 ( 2)4.5048 ( 2)9.1055 ( 3)1.8646 ( 3)3.8650 ( 3)8.1029 
1)7.3343 ( 2)1.4325 ( 2)2.8441 (.2)5.7308 ( 3)1.1705 ( 3)2.4212 ( 3)5.0672 ( 4)1.0722 
1)9.0472 ( 2)1.7887 ( 2)3.5920 ( 2)7.3166 ( 3)1.5100 ( 3)3.1543 ( 3)6.6645 ( 4)1.4232 
2)1.1208 ( 2)2.2424 ( 2)4.5540 ( 2)9.3755 ( 3)1.9547 ( 3)4.1233 ( 3)8.7939 ( 4)1.8950 
2)1.3945 ( 2)2.8227 ( 2)5.7960 ( 3)1.2058 ( 3)2.5393 ( 3)5.4084 ( 4)1.1642 ( 4)2.5313 
2)1.7425 ( 2)3.5678 (.2)7.4057 ( 3)1.5567 ( 3)3.3108 ( 3)7.1188 ( 4)1.5465 ( 4)3.3924 
2)2.1870 ( 2)4.5283 ( 2)9.5001 ( 3)2.0173 ( 3)4.3324 ( 3)9.4032 Чета 4) 4.5614 
2)2.7569 ( 2)5.7716 ( 3)1.2236 ( 3)2.6243 ( 3)5.6903 ( 4)1.2465 ( 4)2.7570 ( 4)6 1538 
2)3.4909 ( 2)7.3873 ( 3)1.5823 ( 3)3.4272 ( 3)7.5019 ( 4)1.6584 ( 4)3.7005 { 4)8 3306 
2)4.4399 ( 2)9.4956 ( 3)2.0545 ( 3)4.4934 ( 3)9.9277 ( 4)2.2145 ( 4)4.9845 ( 5)1 1316 
2)5.6724 ( 3)1.2258 ( 3)2.6786 (`3)5.9146 ( 4)1.3188 ( 4)2.9680 ( 4)6.7384 ( 5)1.5426 
2)7.2797 ( 3)1.5893 ( 3)3.5069 ( 3)7.8166 ( 4)1.7588 ( 4)3.9929 и 5. 1425 ( 5)2.1103. 
2)9.3849 ( 3)2.0695 ( 3)4.6106 ( 4)1.0372 ( 4)2.3547 ( 4)5.3922 ( 5)1.2450 : 2. 8973 
3)1.2154 ( 3)2.7065 ( 3)6.0871 ( 4)1.3819 ( 4)3.1649 ( 4)7.3096 ( 5)1.7018 ( 5)3.9923 
3)1.5812 ( 3)3.5553 ( 3)8.0706 ( 4)1.8487 ( 4)4.2708 ( 4)9.9472 ( 5)2.3348 ( 5)5.5212 
3)2.0666 ( 3)4,6909 ( 4)1.0746 ( 4)2.4833 ( 4)5.7864 ( 5)1.3589 ( 5)3,2156 ( 5)7.6639 
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о OONCW AWNKO «οοοὐ-συ SaWNE © © © 1 ^^ п 


W(— 5.0, т) 


0.47348; 
0.35697 
0.22267 
+0.07727 
-0.07200 


-0.21764 
-0.35231 
-0.46911 
-0.56198 
-0.62597 


-0.65752 
-0.65470 
-0.61732 
-0.54700 
-0.44716 


-0.32290 
-0.18077 
-0.02851 
+0.12535 

0.27194 


0.40253 
0.50907 
0.58468 
0.62416 
0.62438 


0.58460 
0.50668 
0.39507 
0.25669 
+0.10057 


-0.96260 
-0.22123 
-0.36354 
-0.47850 
-0.55672 


-0.59128 
-0.57849 
-0.51836 
-0.41490 
-0.27601 


-0.11306 
+0.05995 
0.22741 
0.37359 
0.48406 


0.54726 
0.55583 
0.50770 
0.40664 
0.26226 


0.08936 


eal 


W( - 4.0, χ) 


0.50102 
0.39190 
0.26715 
+0.13172 
-0.00899 


0.14933 
-0.28362 
-0.40634 
-0.51236 
-0.59713 


-0.65688 
-0.68881 
-0.69121 
-0.66357 
-0.60670 


-0.52270 
-0.41495 
-0.28803 
-0.14758 
-0.00009 


+0.14739 
0.28751 
0.41299 
0.51702 
0.59364 


0.63810 
0.64722 
0.61968 
0.55625 
0.45985 


0.33555 
0.19042 
+0.03320 
-0.12614 
-0.27701 


-0.40886 
-0.51196 
-0.57820 
-0.60177 
-0.57982 


-0.51295 
-0.40534 
-0.26474 
-0.10210 
+0.06923 


0.23443 
0.37847 
0.48758 
0.55059 
0.56028 


0.51440 


er] 


W(-—3.0,2) W(-—2.0,z) 


0.53933 
0.43901 
0.32555 
0.20231 
+0.07298 


-0.05857 
-0.18832 
-0.31226 
-0.42646 
-0.52722 


-0.61113 
-0.67522 
-0.71706 
-0.73488 
-0.72761 


-0.69502 
-0.63774 
-0.55733 
-0.45625 
-0.33785 


-0.20633 
-0.06661 
+0.07581 
0.21503 
0.34495 


0.45960 
0.55333 
0.62119 
0.65920 
0.66463 


0.63631 
0.57472 
0.48225 
0.36312 
0.22333 


+0.07050 
-0.08654 
-0.23816 
-0.37452 
-0.48622 


-0.56500 
-0.60443 
-0.60059 
-0.55252 
-0.46263 


-0.33674 
-0.18393 
-0.01604 
+0.15314 

0.20893 


0.43707 


[| 6] 


0.60027 
0.51126 
0.41203 
0.30453 
0.19088 


+0.07334 
-0.04569 
-0.16377 
-0.27838 
-0.38697 


-0.48704 
-0.57617 
-0.65204 
0.71255 
-0.75583 


-0.78031 
-0.78484 
-0.76869 
-0.73166 
-0.67412 


-0.59707 
-0.50217 
-0.39174 
-0.26879 
-0.13696 


-0.00946 
+0.13603 
0.26749 
0.38872 
0.49459 


0.58021 
0.64123 
0.67411 
0.67637 
0.64681 


0.58576 
0.49519 
0.37883 
0.24205 
+0.09180 


-0.06370 
-0.21535 


-0.35365. 


-0.46937 
-0.55413 


-0.60118 
-0.60601 
-0.56693 
-0.48549 
-0.36666 


-0.21874 


ea 


Таблица 19.2. W(a,4x) 


0.47348 
0.56641 
0.63113 
0.66435 
0.66434 


0.62099 
0.56583 
0.47199 
0.35408 
0.21799 


+0.07061 
-0.08044 
-0.22724 
-0.36189 
-0.47700 


-0.56602 
-0.64634 
-0,58147 


-0.49661 
-0.38212 
-0.24445 
-0.09171 
+0.06678 


0.22095 
0.36067 
0.47637 
0.55973 
0.60434 


0.60627 
0.56451 
0.48124 
0.36184 
0.21471 


+0.05079 
-9.11714 
-0.27544 
-0.41066 
-0.51073 


-0.56615 
-0.57098 
-0.52367 
-0.42750 
-0.29056 


-0.12531 
+0.05237 
0.22465 
0.37342 
0.48233 


0.53861 


er] 


Значения Wa, x) при целых значениях а взяты из книги [19.12]. 


19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


0.50102 
0.59017 
0.65576 
0.69515 
0.70666 


6.68972 
0.64485. 
0.57370. 


0.47898 
0.36441 


0.23458 
+0.09483 
-0.04897 
-0.19063 
-0.32 388 


-0.44262 
-0.54122 
-0.61480 
-0.65945 
-0, 67250 


-0.65271 
-0.60042 
-0.51764 


- -0.40802_ 
-0.27680 


-0.13062 
+0.02276 
0.17482 
0.31672 
0.43980 


0.53615 
0.59915 
0.62397 
0.60808 
0.55155 


0.45725 
0.33088 
0.18074 
+0.01731 
~0.14737 


-0.30058 
-0.42985 
-0.52406 


-0.57448 


-0.57571 


-0.52643 
-0.42982 
-0.29363 
-0.12977 
+0.04660 


0.21827 


Pl 


0.53933 
0.62350 
9.68900 
0.73381 
0.75649 


0.75622 
0.73285 
0.68690 
0.61955 
0.53268 


0.42880 
0.31103 
0.18303 
+0.04890 
-0.08688 


-0.21962 
-0.34454 
-0.45694 
-0.55237 
-0.62680 


-0.67684 
-0.69989 
-0.69432 
-0.65962 
-0.59652 


-0.50704 
-0.39454 
-0.26363 
-0.12008 
+0.02936 


0.17727 
0.31588 
0.43747 
0.53481 
0.60167 


0.63325 
0.62663 
0.58111 
0.49849 
0.38313 


0.24189 
+0.08387 
-0.08010 
-0.23812 
-0.27804 


-0.48847 
-0.55975 
-0.58492 
-0.56059 
-0.48753 


-0.37095 


ce 


И’ (-—5.0,-2) W(—4.0,-z) W(-3.0,-z) W(-2.0,—z) 


0.60027 
0.67730 
0.74078 
0.78939 
0.82206 


0.83798 
0.83665 
0.81785 
0.78173 
0.72875 


0.65975 
0.57594 
0.47890 
0.37059 
0.25333 


0.12978 
+0.00294 
-0.12397 
-0.24749 
-0.36405 


-0.47006 
-0.56198 
-0.69061 
-0.72184 


-0.72830 
-0.70889 
-0.66340. 
-0.59265 
-0.49853 


-0.38404 
-0.25332 
-0.11153 
+0.03530 

0.18042 


0.31672 
0.43701 
0.53447 
0.60305 
0.63793 


0.63597 
0.59605 
0.51937 
0.40960 
0.27290 


+0.11769 


-0.04573 


-0.20576 
-0.35036 


-0.54818 


ce 


x W(2.0,z) 


ooooo 


-1 
Е 5.2271 


e 
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4.3456 


4.0402 
3.7524 
3.4763 
3.2064 
2.9379 


2.6664 
2.3883 
2.1007 
1.8015 
1.4891 
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WWW ww 


-2.1815 
-2.0914 
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Об интерполировании см. 19.28. 


| 
! 
. 


И! (3.0, z) 


| 
| 
! 
: 
| 
| 
| 


4.3233 
3.6879 


3.0231 
2.3283 
1.6058 
0.8609 


+0.1023 


-2.7786 
-3.3622 


-1.9179 ( -3) - 3.8449 (-4)-1.4564 


Йа, + x) 


Таблица 19.2. Wa, & x) 
W (2.0, —7) 


W (4.0, z) 


- 


1.0407 


7.6160 
6.5875 


5.7281 
5.0088 
4.4055 
3.8984 
3.4711 


3.1099 
2.8032 
2.5414 
2.3163 
2.1209 


1.9491 
1.7956 
1.6558 
1.5256 
1.4014 


1.2800 
1.1586 
1.0349 
9.0706 
7.7357 


6.3364 
4.8704 


W (5.0, χ) 


-1) 4.7348 
-1) 3.7888 
-1)3.0330 
-1)2.4291 
-] 1.9466 


-1)1.5611 
-1)1.2530 
-1)1.0067 
-2) 8.0964 
-2) 6.5197 


2)5.2572 
2) 4.2455 
2) 3.4340 
2)2.7825 
2)2.2590 


.0035 


-4)2.2847 
-4)2.0210 
-4)1.7468. 
-4) 1.4595 


- 27841 


| 
] 
EE 


-1) 
-1 
-1 
-1 
0 


0 


(=) 


о 
ere 


ооо 
—— 


6.0027 
6.8986 
7.9324 
9.1243 
1.0497 


1.2075 
1.3888 
1.5967 
1.8345 
2.1061 


2.4156 
2.7674 


3.1662 
53.6369 - 
4.1247 


4.6948 
5.3324 
6.0424 
6.8296 
7.6980 


8.6507 


9.6899 


1.0816 
1.2027 
1.3319 


1.4686 
1.6117 
1.7597 
1.9108 
2.0626 


2.2123 
2.3564 
2.4910 
2.6116 
2.7132 


2.7908 
2.8386 
2.8513 
2.8234 
2.1502 


2.6275 
2.4523 
2.2234 
1.9410 
1.6079 


1.2294 
8.1345 


| 


W (3.0, -χ) 


5.3933 
6.4061 
7.6114 
9.0448 
0)1.0748 


1.2770 
1.5168 
1.8008 
2.1368 
.22д5 


.0013 
5517 
1980 
9554 
.8406 


.8726 
.0723 
4626 
1069 
.2917 


.5037 
7457 
0209 
3322 


0749 
.5113 
9937 
5230 
.0992 


7210 
3856 
0882 
.8218 
«9768 


«3410 
1.0099 
1.0833 
1.1520 
1.2137 


1.2657 
1.3050 
1.3286 


2 
3 
3 
4 
4 
5 
6 
8 
9 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
5 
5 
6 
7 
7 
8 
9 


eT Ne Cad aT oT `` a a a eee et ee ee “чи Reg αν. ο. ως ... ee ee ee ο ee ee ee ee ee” ια. i it - 


1.3167 


1.2758 
| 2086 
1.1138 
1) 9.9105 
1) 8.4104 


PO RDA PO BO RO RO BO NM NMA bat at at bet pt — м tt OOO ΟΟΟΟΟ ооо 


1.3334. 


| 


Μ'(Α4.0Ο, —x) 


5.0102 
6.1154 
7.4658 
9.1150 
1.1128 


М 4.1 ! 
и 


2) 5.9283 
2)6.1317 
2)6.2561 
2)6.2853 
2)6.2040 


-4)1.1577 ( 0)-9.6664 ( 1)6.6590 ( 2)5.9987 


И’ (5.0, --α) 


4.7348 
5.9185 
7.3991 
1)9.2505 
0)1.1564 


)1.4454 
1.8059 
2.2555 
2.8155 
3.5123 


4,3782 
5.4528 
6.7844 
8.4318 
1.0466 


1.2975 
1.6060 
1.9845 
1)2.4487 
1) 3.0155 


1) 3.7062 
1)4.5455 


Γ 

| 0 

0 

0 

| 0 

0 

0 

0 

0 

0 

1) 

1 

1 

1 
1)5.5623 
1)6.7904 
1)8.2686 
2) 1.0042 

| 2}1.2161 
2)1.4683 

2) 1.7672 

2) 2.1198 

2 

2} 017 

2) 3.5801 

2) 4.2298 

2) 4.9757 
у 

2)6.7902 

| 2) 7.8732 


2)9.0802 
3) 1.0413 


3)1.1370 
3)1.3446 
3)1.5128 
3)1.6899 
3)1.8733 
НЫ 
3) 2.2445 
3) 2.4229 


3) 2.5885 
3)2.7344 


( 3)2.8528 


2.5340 


5.8266 


523 


524 19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Ta6nuua 19.2. Wa, tx) 


ч 


W(-1.0,2) И(-0.9,х) И(-0.8,5х) W(-0.7,72) W(-0.6,2) W(-0.5,2) W(-0.4,z) 


0.0 0.73148 0.75416 0.77982 0.80879 0.84130 0.87718 0.91553 
0.1 0.65958 0.68457 0.71267 0.74421 0.77940 0.81803 0.85912 
0.2 0.58108 0.60881 0.63980 0.67441 0.71281 0.75477 0.79925 
0.3 0.49671 0.52750 0.56175 0.59981 0.64187 0.68766 0.73610 
0.4 0.40726 0.44133 0.47908 0.52089 0.56693 0.61696 0.66984 
0.5 0.31359 0.35102 0.39240 0.43811 0.48837 0.54293 0.60054 
0.6 0.21659 0.25734 0.20233 0.35200 0.40658 0.46584 < 0.52866 
0.7 0.11723 0.16111 0.20958 0.26311 0.32198 0.28601 0.45409 
0.8 +0.01657 +0.06324 0.11490 0.17206 0.23506 0.30379 0.37715 
0.9 -0.08429 -0.03529 +0.01912 +0.07954 | 0.14637 0.21956 0.29811 
1.0 ~0,18412 -0.13342 -0.07684 -0.01369° +0.05650 0.13380 0.21727 
1.1 -0.28164 -0.23002 -0.17198 -0.10679 -0.03384 +0.04704 0.13503 
1.2 -0.37549 -0.32384 -0.26523 -0.19880 -0,12386 -0.04009 +0.05185 
1.32 -0.46422 -0.41357 -0, 35538 -0.28870 -0.21269 -0.12687 -0.03172 
1.4 -0.54635 -0.49783 -0.44119 -0.37536 -0.29933 -0.21246 -0.11502 
1.5 -0.62034 -0.57517 -0.52130 -0.45753 ~0.38270 -0.29594 -0.19728 
1.6 -0.68464 -0.64409 -0.59431 0.53393 -0.46162 -0.37627 -0.27764 
1.7 -0.73771 -0.70310 -0.65875 -0.60317 -0.53480 -0.45231 -0.35510 
1.8 -0,77808 -0.75070 -0.71317 —0.66382 -0.60091 -0.52280 -0.42857 
1.9 -0.80439 -0.78547 0.75611 -0.71446 -0.65854 -0.58645° 0.49684 
2.0 -0.81541 -0.8061.0 -0.78618 -0.75365 -0.70628 -0.64186 -0.55864 
2.1 -0.81014 -0.81144 -0.80212 0.78003 -0.74273 -0.68765 -0.61261 
2.2 -0.78787 -0.80054 -0.80282 -0.79238 : -0.76654 -0.72243 -0.65738 
2.3 -0.74822 -0.77279 ~0.78741 -0.78960 °-0.77649 -0.74486 -0.69156 
2.4 -0.69124 -0.72790 -0.75531 -0.77089 --0,.77152 -0.75373 -0.71385 
2.5 -0.61743 -0.66601 -0.70633 -0.73570 -0.75086 -0.74799 -0.72301 
2.6 -0.52785 -0.58777 -0.64071 -0.68391 `-0.71398 -0.72686 -0.71801 
2.7 -0.42412 -0.49436 -0.55918. -0.61582 -0.66079. -0. 68984 -0.69802 
2.8 -0.30847 -0.38753 -0.46303 0.53224 -0.591 64. -0.63684 -0.66256 
2.9 -0.18374 -0.26968 -0.35416 -0.43455 -0.50739 -0.56821 —-0.61149 
3.0 -0.05335 -0.14378 -0.23596 -0.32474 -0.40948 -0.48485 -0.54517 
3.1 +0.07873 -0.01339. -0.10884 -0.20540 ‘-0.29995 -0.38820 -0.46444 
2.6 0.20811 +0.11743 +0.02083 -0.07973 -0.18146 -0.28034 ‘-0.37075 
2.3 0.23006 0.24412 0.14977 —+0.04850 -0.05729 -0.16395 -0.26614 
3.4 0.43974 0.26198 0.273407 0.17504 +0.06875 -0.04232 -0.15327 
3.5 0.53233 0.46613 0.38695. 0.29527 0.19236 +0.08071 -0.03541 
3.6 0.60334 0.55184 0.48557 0.40440 0.20891. 0.20083 +0.08365 
3.7 0.64885 0.61476 0.56460 0.49761 0.41360 0.31342 0.19963 
3.8 0.66575 0.65118 0.61986 0.57035 0.50168 0.41373 0.30797 
3:9 0.65207 0.65834 0.64786 0.61858 0.56868. 0.49706 0.40397 
4.0 0.60721 0.63466 0.64616 0.63904 0.61072 0.55906 0.48303 
4.1 0.53214 0.58002 0.61356 0.62958 0.62476 0.59598 0.54088 
4.2 0.42952 0.49593 0.55042 0.58939 0.60892 0.60496 0.57391 
4.3 0.20382 0.28565. 0.45874 0.51923 0.56270 0.58437 0.57944 
4.4 0.16115 0.25422 0.34234 0.42158 0.48725 0.53398 0.55599 
4.5 +0.00918 +0.10831 0.20677 0.30072 0.38544 0.45522 0.50355 
4.6 -0.14329 -0.04397 +0.05918 0.16266 0.26194 0.35129 0.42375 
4.7 -0.28674 -0.19348 -0.09193 +0.01497 +0.12315 0.22716 0.31998 
4.8 -0.41153 -0.32057 -0.23720 -0.13360 -0.02310 +0.08947 0.19740 
4.9 -0.50861 -0.44572 -0.36694 -0.27352 -0.16782 -0.05374 +0.06277 
5.0 -0.57025 -0.53023 -0.47182 -0.39516 -0.30146 -0.19341 -0.07580 
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Таблица 19.2. Wa, 4х) 
α W(-1.0,=z2) W(-0.9,-2) W(-0.8,-z) W(-0.7,-z) W(-0.6,-z) W(-0.5,+z) W(-04,-2) 


οῃ 0.73148 0.75416 0.77982. 0.80879 0.84130 0.87718 0.91553 
af 0.79607 0.81697 0.84073 0.86771 0.89814 0.93193 0.96827 
=. 0.85267 0.87241 0.89490 0.92053 0.94958 0.98201 1,0171} 
«3 0.90067 0.91990 0.94182 0.96682 0.99522 1.02707 1.06178 
‚4 0.93946 0.95892 0.98099 1.00612 1.03467 1.06677 1.10197 
a 0.96849 0.98892 1.01192 1.03797 1.06749 1.10070 1.13729 
05 0.98722 1.00940 1.03413 1.06191 1.09323 1.12843 1.16736 
.7 0.99521 1.01990 1.04713 1.07745 1.11143 1.14951 1.19170 
«8 0.99202 1.01997 1.05048 1.08414 1.12160 1.16343 1.20981 
«9 0.97734 1.00923 1.04374 1.08151 1.12325 1.16966 1.22114 
«Ὁ 0.95092 0.98738 1.02655 1.06912 1.11589 1.16769 1.22511 
ol 0.91262 6.95418 0.99859 1.04657 1.69904 1.15695 rae У) 
а 0.86244 0.90952 0.95962 1.01355 1.07228 1.13693 1.20855 
«3 0.80955 0.85341 0.90954 — 0.96978 1.03523 1.10714 1.18680 
4 0.72729 0.78603 0.84835 0.91515 0.98766 1.06714 1.15529 
«0 0.64322 0.70774 0.77623 0.84963 0.92923 1.01659 1.11351 
6 0.54911 0.61912 0.69355 0.77341 0.86006 0.95525 1.06102 
Г 0.44603 0.52099 0.60091 0.68684 0.78025 0.88304 0.99750 
.8 0.33528 0.41443 0.49914 0.59053 0.69014 0.80004 0.92281 
«9 0.21849 0.30081 0.38936 0.48532 0.59032 0.70659 0.83697 
0 +0.09757 0.18179 0.27298 0.37236 0.48166 0.60326 0.74025 
2% 0.02528 +0.05934 0.15171 0.25309 0.36531 0.49090 0.63319 
«Ὁ -0,14758 -0.06427 +0.02758 0.12930 0.24278 0.37070 0.51665 
«3.  -0.26660 -0.18651 -0.09709 +0.00305 +0.11588 0.24419 0.39182 
.4  -0.37941 -0.30459 -0.21967 -0.12323 -0.01322 +0.11327 0.26028 
— -0.48297 -0.41552 -0.33731 -0.24685 -0.14203 -0.01983 +0.12398 
.6 -0.57415 -0.51623 -6.44698 -0.36487 -0.26774 -0.15248 -0.01472 
.7 -0,.64990 -0.60356 ~0.54551 ~0.47416 -0.38730 -0.28178 -0.15309 
8 -0.70733 -0.67449 ~0.62975 -0.57149 -0.49748 -0.40451. -0.28802 
9  -0.74387 -0.72615 -0.69663 -0.65363 -0.59492 -0.51729 -0.41615 
Ὁ -0.75737 -0,75605 -0.74331 -0.71748 -0.67629 -6.61660 -0.53384 | 
ol -0.74633 -0.76219. -0.76738 -0.76019 © -0.73841 -0.69897 `-0.63739 
«2 -0.70996 -0.74323 -0.76692 0.77937 -0.77841 ~0.76108 -0.72310 
.3 -0.64841 -0.69863 -0.74077 -0.77320 -0.79386 -0.79994 -0.78743 
4  -0.56281 -0.62881 -0.68862 -0.74065 -0.78300 -0.81309 -0.82721 
9 -0.45542 -0.53525 -0.61114 -0.68160 -0.74490 -0.79874 -0.83985 
.6 -0.32961 -0.42059 -0.51016 -0.59701 -0.67961 -0.75603 -0.82349 
«1. -0.18992 -0.28860 ~0.38867 -0.48899 -0.58833 -0.68515 -0.77725 
.8 -0.04191 -0.14423 ~0.25086 -0.36092 -0.47349 -0.58750 -0.70141 
«9. 40.10799 +0.00657 -0.10208 -0.21739 -0.33883 -0.46582 -0.59756 
«0 0.25266 0.15702 +0.05134 -0.06416 -0.18934 -0.32421 -0.46872 
a 0.38471 0.29976 0.20225 +0.09203 -0.03124 -0.16811 -0.31938 
ok 0.49679 0.42722 0.34303 0.24366 +0.12831 -0.00420 -0.15545 
м. 0.58208 0.53205 0.46597 0.38285 0.28140 +0.15987 +0.01587 
.4 0.63477 0.60759 0.56372 0.50171 0.41981 0.31572 0.18634 
act 0.65055 0.64841 0.62979 0.59285 0.53543 0.45473 0.34702 
«6 0.62708 0.65075 0.65910 0.64997 0.62083 0.56851 0.48877. 
«7 0.56440 0.61301 § 0.64846 0.66833 0.66982 0.64950 0.60280 
.8 0.46513 0.53614 0.59705 0.64531 0.67800 0.69154 0.68125 
. 0.33464 0.42379. 0.50672 0.58085 0.64328 0.69050 0.71794 
.0 0.18091 0.28240 0.38215 0.47771 0.56635 0.64481 0.70889 
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bh 1-4 bs 5-4 


— 
eo e e e e e © es 


W( —0.3, χ) 


0.95411 
0.90030 
0.84377 
0.78461 
0.72293 


0.65878 
0.59225 
0.52341 
0.45236 
0.37924 


0.30421 
0.22751 
0.14946 
+0.07042 
-0.00912 


-0.08857 
-0.16725 
-0.24435 
-0.21894 
-0.38999 


-0.45633 
-0.51674 
-0.56989 
-0.61444 
-0.64903 


-0.67233 
-0.68311 
-0.68033 
-0.66313 
-0.63097 


-0.58369 
-0.52157 
-0.44541 
-0.35655 
-0.25697 


-0.14924 
-0.03654 
+0.07742 
0.18846 
В.Е 9е1> 


0.38382 
0.45904 
0.51364 
0.54413 
0.54793 


G,52370 
0.47151 
0.39312 
0.29197 
0.17327 


0.04376 


eal 


19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Й’( — 0.2, χ) 


0.98880 
0.93725 
0.88381 
0.82851 
0.77137 


0.71237 
0.65150 
0.58875 
0.52410 
0.45756 


0.38918 
0.31906 
0.24734 
0.17425 
0.10007 


+0.02522 
-0.04982 
-0.12443 
-0.19788 
-0.26933 


-0.33779 
-0.40219 
-0.46135 
-0.51400 
-0.55882 


-0.59448 
-0.61966 
-0.63315 
-0.63385 
-0.62088 


-0.59365 
-0.55190 
-0.49584 
-0.42613 
-0.34402 


-0.25134 
-0.15050 
-0.04453 
+0.06302 

0.16814 


0.26651 
0.35370 
0.42535 
0.47744 
0.50658 


0.51029 
0.48726 
0.43762 
0.36308 
0.26703 


0.15455 


ro 


Таблица 19.2. Wa, + x) 


W(-0.1,2) 


1.01364 
0.96381 
0.91299 
0.86116 
0.80828 


0.75426 
0.69902 
0.64245 
0.58445 
0.52493 


0.46383 
0.40111 
0.33677 
0.27090 
0.20361 


0.13514 
+0.06577 
-0.00407 
-0.07387 
-0.14299 


-0.21066 
-0.27600 
-0.33802 
-0.39560 
-0.44755 


-0.49261 
-0.52947 
-0.55686 
-0.57356 
-0.57846 


-0.57063 
-0.54943 
-0.51451 
-0.46594 
-0.40427 


-0.33055 
-0.24643 
-0.15413 
-0.05645 
+0.04330 


0.14132 
0.23354 
0.31572 
0.38368 
0.43357 


0.46212 
0.46690 
0.44663 
0.40138 
0.33274 


0.24393 


ie 


W(0,x) 


1.02277 
0.97388 
0.92496 
0.87595 
0.82673 


0.77719 
0.72716 
0.67647 
0.62496 
0.57244 


0.51877 
0.4638) 
0.40744 
0.34961 
0.29032 


0.22960 
0.16760 
0.10454 
+0.04073 
-0.02340 


-0.08731 
-0.15034 
-0.21170 
-0.27048 
-0.32569 


-0.37619 
-0.42082 
-0.45833 
-0.48749 
-0.50710 


-0.51607 
-0.51344 
-0.49851 
-0.47084 
-0.43039 


-0.37754 
-0.31318 
-0.23871 
-0.15612 
-0.06794 


+0.02278 
№1125: 
0.19762 
0.27395 
0.33764 


0.38503 
0.41300 
0.41921 
0.40237 
0.36248 


0.20095 


| τ; 
5 


_ И’ (0.1,х) 


1.01364 
0.96480 
0.91691 
0.86984 
0.82344 


0.77753 
0.73192 
0.68637 
0.64067 
0.59459 


0.54790 
0.50038 
0.45186 
0.40217 
0.35118 


0.29883 
0.24510 
0.19006 
0.13384 
0.07667 


+0.01891 
-0.03902 
-0.09655 
-0.15300 
-0.20756 


-0.25934 
-0.30731 
~0.35040 
-0.38745 
-0.41729 


-0.43878 
-0.45085 
-0.45256 
-0.44315 
-0.42215 


-0.38941 
-0.34517 
-0.29013 
-0.22549 
-0.15299 


-0.07486 
+0.00615 
0.08689 
0.16386 
0.23342 


0.29194 
0.33601 
0.36270 
0.36981 
0.35608 


0.32145 


| 
9 


W (0.2, χ) 


0.98880 
0.93920 
0.89145 
0.84540 
0.80084 


0.75757 
9.21322 
0.67388 
0.63296 
0.59228 


0.55160 
0.51063 
0.46915 
0.42691 
0.38374 


0.33945 
0.29393 
0.24713 
0.19904 
0.14975 


0.09941 
+0.04828 
-0.00327 
~0.05478 
-0.10567 


-0.15523 
-0.20267 
-0.24709 
-0.28749 
-0.32283 


-0.35203 
-0.3740] 
-0.38777 
-0.39239 
-0.38713 


-0.37148 
-0.34523 
-0.30852 
-0.26190 
-0.20639 


-0.14349 
-0.07518 
-0.00389 
+0.06754 

0.13597 


0.19809 
0.25059 
0.29037 
0.31476 
0.32171 


0.31009 


Peo 


W (0.3, x) 


0.95411 
0.90311 
0.85480 
0.80896 
0.76536 


0.72375 
0.68386 
0.64540 
0.60809 
0.57163 


0.53573 
0.50010 
0.46446 
0.42854 
0.39209 


0.35491 
0.31679 
0.27761 
0.23725 
0.19569 


0.15296 
0.10917 
0.06450 
+0.01926 
-0.02617 


-0.07129 
-0.11551 
-0.15811 
-0.19829 


-0.23518 


-0.26783 
-0.29526 
-0.31648 
-0.33055 
-0.33663 


-0.33401 
-0.22218 
-0.30091 
-0.27027 
-0.23072 


-0.18313 
-0.12880 
-0.06948 
-0.00733 
+0.05511 


0.11504 
0.16948 
0.21549 
0.25027 
0.27144 


0.27719 
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W(—0.3, --χ) 


0.95411 
1.00506 
1.05296 
1.09759 
1.13868 


1.17589 
1.20884 
1.23706 
1.26006 
1.27725 


1.28802 
1.29171 
1.28761 
1.27501 
1.25320 


1.22150 
1.17926 
1.12596 
1.06115 
0.98458 


0.89620 
0.79618 
0.68503 
0.56357 
0.43300 


0.29492 
0.15140 
+0.00489 
-0.14168 
-0.28503 


-0.42150 
-0.54722 
-0.65815 
-0.75027 
-0.81974 


-0.86311 
-0.87754 
-0.86098 
-0.81248 
-0.73233 


-0.62227 
-0.48559 
-0.32717 
-0.15346 
+0.02771 


0.20739 
0.37594 
0.52351 
0.64069 
0.71919 


0.75259 


ral 


W(—0.2, —2) 


0.98880 
1.03835 
1.08581 
1.13097 
1.17362 


1.21344 
1.25007 
1.28307 
1.21193 
1.332606 


1.35480 
1.36744 
1.37321 
1.37129 
1.36083 


1.24098 
1.31091 
1.26983 
1.21705 
1.15200 


1.07426 
0.98365 
0.88026 
0.76448 
0.63710 


0.49932 
0.35277 
0.19959 
+0.04242 
-0.11563 


-0.27098 
-0.41967 


-0,55742 


-0.67978 
-0,78229 


0.86067 


-0.91101 
-0.93010 
-0.91559 
-0.86631 


-0.78249 
-0.66595 
-0.52024 
-0.35070 
-0.15437 


+0.03014 
0.22299 
0.40359 
0.56113 
0.68534 


0.76721 


ie 
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Таблица 19.2. W(a,+x) 


И(-0.1, —2) 


1.01364 
1.06245 
1.11016 
1.15665 
1.20172 


1.24510 
1.28645 
1.22534 
1.26129 
1.29368 


1.42185 
1.44504 
1.46241 
1.47304 
1.47598 


1.47020 
1.45469 
1.42841 
1.39039 
1.33973 


1.27565 
1.19757 
1.10510 
0.99819 
0.87711 


0.74256 
0.59571 
0.43825 
0.27241 
+0.10100 


-0.07258 
-0.24442 
-0.41011 
-0.56487 
-0.70368 


-0.82147 
-0.91331 
-0.97470 
-1.00185 
-0.99193 


-0.94343 
-0.85640 
-0.73270 
-0.57611 
-0.39249 


-0.18962 
+0.02291 
0.23414 
0.43218 
0.60494 


0.74090 


[ο] 


W (0, --α) 


1.02277 
1.07165 
1.12050 
1.16924 
1.21771 


1.26568 
1.21285 
1.25884 
1.40315 
1.44521 


1.48433 
1:51974 
1.55054 


БУ: 


1.59429. 


1.60502 
1.60672 
1.59813 
1.57800 
1.54509 


1.49825 
1.43644 
1.25882 
1.26478 
1.15405 


1.02673 
0.88342 
0.72523 
0.55388 
0.37173 


+0.18182 
-0.01213 
-0.20574 
-0.29404 
-0.57158 


-0.732.59, 
-0,87118 
-0.98158 
1.05844 
-1.09719 


1.09434 
-1.04786 
-0.95753 
-0.82515 
-0.65483 


-0.45301 
-0.22843 
+0.00810 


0.24408 
0.46598` 


0.65996 


В τι] 


И (0.1, --αχ) 


1.01364 
1.06348 
1.11435 
1.16622 
1.21899 


1.27248 
1.32644 
1.38053 
1.43429 
1.48719 


1.53855 
1.58760 
1.62341 
1.67498 
. 1.71193 


1.74059 
1.76201 
1.77390 
1.77474 
1.76299 


1.73709 
1.69557 
1.63706 
1.56041 
1.46471 


1.34942 © 


1.21444 
1.06021 
0.88776 
0.69887 


0.49606 
0.28264 
+0.06279 
-0.15855 
0.37567 


-0.58228᾽ 


-0.77162 
-0.93674 
-1.07077 
-1.16728 


-1.22069 
-1.22662 
-1.18240 
-1.08743 
-0.94350 


-0.75508 
-0.52942 


+0.25940 


0.51219 


ae 


W (0.2, —х) 


0.98880 
1.04037 
1.09399 
1.14968 
1.20741 


1.26706 
1.32845 
1.39129 
1.45520 
1.51968 


1.58412 
1.64775 
1.70967 
1.76885 
1.82408 


1.87401 
1.91713 
1.95181 
1.97628 
1.98870 


1.98714 
1.96968 
1.93446 
].87972 
1.80390 


1.70575 
1.58440 
1.43949 
1.27129 
1.08078 


0.86979 


0.64105. 


0.39827 
+0.14618 
-0.10952 


-0:36221 


-0.60449 
-0.82836 
-1.02554 
-1.18779 


-1.30732 
-1.37730 
-1.39231 
-1.34891 


--1,24610 


-1.08573 
-0.87285 
-0.61582 
-0.32626 
-0.01876 


+0.28970 


[62] 


W (0.3, —х) 


0.95411 
1.00797 
1.06483 
1.12477 
1.18782 


1.25396 
1.32307 
1.39494 
1.46928 
1.54567 


1.62356 
1.70224 
1.78087 
1.85841 
1.93366 


2.00522 
2.07150 
2.13042 
2.18093 
2.22000 


2.24569 
2.25565 
2.24752 
2.21894 
2.16770 


2.09177 
1.98946 
1.85956 
1.70140 
1.51507 


1.30151 
1.06267 
0.80159 
0.52249 
+0.23083 


-0.06670 
-0.36232 
-0.64721 
-0.91187 
-1.14634 


-1.34070 
-1.48554 
-1.57256 
-1.59514 
-1.54901 


-1.43285 
-1.24877 
-1.00271 
-0.70462 
-0.36835 


-0.01132 
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W (0.4, x) 


0.91553 
6.86271 
0.81331 
0.76709 
0.72376 


0.68304 
0.64462 
0.60820 
0.57347 
0.54011 


0.50782 
0.47630 
0.44523 
0.41435 
0.38338 


0.35206 
0.32018 
0.28752 
0.25395 
0.21934 


0.18363 
0.14682 
0.10899 
' 0.07029 

+0.03094 


-0.00872 
~0.94827 
-0.08719 
-0.12486 
-0.16058 


-0.19356 
-0.22295 
-0.24788 
-0.26746 
-0.28033 


-0.28722 


-0.23598. 


-0.27664 
-0.25895 
-0,23299 


-0.19913 
-0.15813 
-0.11115 
-0.05975 
-0.00585 


+0.04828 
0.10016 
0.14714 
0.18659 
0.21607 


0.23350 
(= 3)2 
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19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


И/(0.5,х) 


0.87718 
0.82232 
0.77155 
0.72456 
0.68104 


0.64064 
0.60305 
0.56793 
0.53495 
0.50380 


0.47414 
0.44567 
0.41808 
0.39108 
0.36438 


0.33771 
0.31084 
0.28354 
0.25561 
9.22689 


0.19726 
0.16665 
0.13504 


0.10248. 


0.06908 
0.03504 


+0.00063 


-0.03378 


-0.06773 


-0,10069 


-0.13202 


-0.16105 
-0.18700 
-0.20910 
-0.22656 


-0.23861 
-0.24455 
-0.24381 
-0.23596 


-0.22079 


-6.19835 
-0.16901 
-0.13343 
-0.09266 
-0.04811 


-0.00149 
+0.04518 
0.08968 
0.12967 
0.16286 


0.18712 


ita 


Таблица 19.2. Wa, +x) 


W (0.6, αχ) 


0.84130 
0.78433 
0.73205 
0.68408 
0.64007 


0.59964 
0.56244 
0.52810 
0.49629 
0.46666 


0.43859 
0.41266 
0.28765 
0.36358 
0.34015 


0.21709 
0.29416 
0.27111 
0.24773 
0.22284 


0.19927 
0.17390 
0.14767 
0.12054 
0.09255 


0.06378 
0.03440 
+0.00466 
-0.02513 
-0.05457 


-0.08319 
-0.11043 
-0.13568 


_-0.15826 


-0.17749 


-0.19265 
-0.20307 


-0.20814 


-0.20735 
-0.20033 


-0.18692 
-0.16717 
-0.14143 
-0.11032 
-0.07481 


-0.03614 
+0.09411 
0.04416 
0.08203 
0.11567 


0.14307 


i cin 


W (0.7, x) 


9.80879 
0.74973 
0.69590 
0.64687 
0.60222 


0.56155 
0.52446 
0.49058 
0.45952 
0.43095 


0.40452 
0.37992 
0.35682 
0.33494 
0.31399 


0.29379 
0.27382 
0.25410 
0.23433 
0.21430 


0.19384 
0.17280 
0.15107 
0.12857 
0.10528 


0.08121 
0.05645 
0.03113 


+0.00547 


-0.02025 


-0.04569 
-9.07041 


‚-0.09392 


-0.11569 
-0.13511 


-0.15158 
-0.16446 
-0.17317 
-0.17718 
-0.17604 


-0.16946 
-0.15730 
-0.13955 
-0.11684 
-0.08947 


-0.05843 
-0.02485 
+0.00985 
0.04406 
9.07604 


0.10399 


Ё и] 
4 


W (0.8, x) 


0.77982 
0.71874 
0.66339 
0.61328 
0.56794 


0.52692 
0.48979 
0.45614 
0.42558 
0.39774 


0.37228 
0.24888 
0.32720 
0.30697 
0.28790 


0.26973 
0.25219 
0.23506 
0.21812 
0.20115 


0.18398 
0.16644 
0.14841 
0.12976 
0.11045 


0.09043 
0.06972 
0.04840 
0.02659 
+0.00447 


-0.01769 
-0.03960 
-0.06087 
-0.08106 
-0.09969 


-0.11623 
-0.13014 
-0.14088 
-0.14793 
-0.15084 


-0.14922 
-0.14284 
-0,13152 
-0.11566 
-0.09531 


-0.07112 
-0.04392 
-0.01477 
+0.01506 

0.04414 


0.07092: 


— 4)7. 
| р + 


И/(0.9,х) 


0.75416 
0.69116 
0.63436 
0.58321 
0.53718 


0.49578 
0.45853 
0.42499 
0.29476 
0.36745 


0.34271 
0.3202C 
0.29960 
0.28063 
0.26299 


0.24643 
0.23071 
0.21559 
0.20085 
0.18629 


0.17173 
0.15700 
0.14195 
0.12647 
0.11045 


0.09385 
0.07662 
0.05879 
0.04042 
9.02163 


+0.00259 
-0.01649 
-0.03531 
-0.05355 
-0.07080 


-0.08664 
-0.10061 
-0.11222 
-0.12101 
-0.12652 


-0.12836 
-0.12624 


-0.11996 


-0.10948 
-0.09494 


-0.07669 
-0.05525 
-0,03141 


-0.00614. 


+0.01943 
0.04399 


Тс 
4 . 


W (1.0, x) 


0.73148 
0.66667 
0.60852 
0.55639 
0.50970 


0.46791 
0.43051 
0.39703 
0.36704 
0.34013 


0.21594 
0.29412 
0.27435 
0.25634 
0.23981 


0.22451 
0.21019 
0.19662 
0.18361 
0.17094 


0.15845 
0.14595 
0.13331 
0.12038 
0.10707 


0.09330 
0.07900 
0.06416 
0.04879 
0.03296 


0.01677 
+0.00038 
-0.01602. 
-0.03216 
-0.04774 


-0.06242 
-0.07581 
-0.08750 
-0.09707. 
-0.10411 


-0.10824 


-0.10912 
-0.10653 
-0.10030 
-0.09046 


-0.07716 
-η,06075 
-0.04174 
-0.02086 
+0.00100 


0.02281 


[#9 


х W0.4,—2)- 


0.91553 
0.97201 
1.03235 
1.09671 
1.16520 


1.23789 
1.31475 
1.39567 
1.48046 
1.56879 


1.6602 
1.7541 
1.8497 
1.9460 
2.0418 


2.1358 
2.2263 
2.3115 
2.3891 
2.4570 


2.5125 
2.5529 
2.5754 
2.5770 
2.5548 


2.5961 
2.4283 
2.3192 
2.1772 
2.0013 


1.7914: 
1.5484 
1.2745 
0.9733 
0.6496 
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+0.3098 
-0.0381 
-0.3848 
-0.7198 
-1.0317 


-1.3084 
-1.5382 
-1.7095 
-1.8124 
-1.8391 


-{7844 
-1.6469 
-1.4292 
-1.1387 
-0:7876 


-0. 3927 


[5] 
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W(0.5, —х) 


0.87718 
0.93642 
1.00031 
1.06911 
1.14300 


1.22215 
1.30664 
1.39648 
1.49158 
1.59174 


1.6966 
1.8057 
1.9184 
2.0337 
2.1506 


2.2677 
2.3833 
2.4956 
2.6023 
2.7009 


2.7886 
2.8623 
2.9188 
2.9546 
2.9660 


2.9496 
2.9018 
2.8196 
2.7001 
2.5413 


2.3419 
2.1015 
1.8213 
1.5038 
1.1529 


0.7746 
+0.3767 
-0.0314 
-0.4385 
-0.8319 


-1.1977 
-1.5216 
-1.7893 
-1.9871 
-2.1032 


-2.1283 
-2.0567 
-}.8870 
-1.6231 
-1.2742 


-0.8557 


"| 


Таблица 19.2. Wa, 
W (0.7, --α) 


W (0.6, --χ) 


0.84130 
0.90331 
0.97072 
1.04386 
L,12308, 


1.20846 
1.20040 
1.39896 
1.50419 
1.61602 


1.7343 
1.8586 
1.9884 
2.1230. 
2.2613 


2.4020 
2.5437 
2.6843 
2.8216 
2,927 


3.0752 
3.1853 
3.2793 
323532 
3.4030 


3.4241 
3.4124 
3.3634 
-3.2734 
3.1389 


2.9573 
2.7270 
2.4478 
2.1206 
1.7487 


1.3369 
0.8923 
+0.4244 
-0.0553 
-0.5332 


-0.9940 
21.4209 
-1.7966 
-2.1039 
-2.3268 


-2.4513 
-2.4663 
-2.3670 
-2.1513 
-1.8252 


‚-1.4010 


Gal 


34 — под ред. В. А. Диткина, Л. H. Кармазиной 


Wa, ++) 


0.80879 
0.87352 
0.94433 
1.02166 
1.10591 


1.19746 
1.29663 
1.40371 
1.51888 
1.64225 


1.7738 
1 
2.0603 
2.2144 
2.3746 


2.5397 
2.7083 
2.8785 
3.0480 
3.2141 


3,3732 
Jota 
3.6583 
3.7748 
3.8678 


2.932. 
3.9626 
3.9538 
3.9007 
3.7984 


3.6430 
3.4312 
3.1612 
2.8324 
2.4466 


2.0074 
1.5210 
0.9962 
+0.4445 
-0.1199 


-0.6804 
-1.2184. 
-1.7136 
-2.1453 
-2.4930 


-2.7376 
-2.8632 
-2.8579 
-2.7153 
-2.4359 


-2.0281 


ь =] 


+x) 


W (0.8, --χ) 


0.77982 
0.84714 
0.92122 
1.06258 
1.09173 


1.18917 
1.29538 
1.41079 
1.53574 
1.67051 


1.8153 
1.9700 
2.1345 
2.3083 
2.4909 


2.6811 
2.8777 
3.0788 

3.2823 

3.4854 


3.6849 
3.8770 
4.0573. 
4.2209 
4.3624 


4.4760 
4.5555 
4.5944 
4.5863 
4.5251 


4.4050 
4.2211 
3.9697 
3.6486 
3.2576 


2.7987 
2.2767 
1.6994 
1.0779 
+0.4263 


-0.2378 
-0.8941 
“1.5199 
-2.0907 
-2.5817 


-2.9685 
-3.2291 
-3.3452 
-3.3040 
-3.0995 


-2.7346 


| а 


И/(0.9.-х). 


0.75416 
0.82396 
0.90115 
0.98636 
1.08022 


1.18338 
1.29644 
1.42000 
1.55459 
1.70068 


1.8586 
2.0286 
2.2107 
2.4048 
2.6102 


2.8264 
3.0520 
3.2856 
3.5249 
3.7674 


4.0097 
4.2479 
4.4775 
4.6931 
4.8889 


5.0582 
521940 
5.2887 
5.3346 
5.3240 


5.2495 
5.1041 
4.8822 
4.5794 
4.1934 


3.7241 
3.1746 
РВ 
1.8636 
1.1259 


+0:3558 
-0.4249 
-1.1915 
-1.9160 
-2.5692 


-3.1213 
-3.5437. 
-3.8110 
-3.9027 
-3.8054 


-3.5149 


[554 


И/(1.0.—х) 


0.73148 
0.80361 
0.88375 
0.97265 
1.07106 


1.17975 
1.29949 
1.43106 
1.57519 
1.73254 


1.9037 
2.0891 
2.2891 
2.5037 
2.7327 


2.9756 
3.2316 
3.4991 
3.7762 
4.0605 


4.3487 
4.6368 
4.9201 
5.1930 
5.4490 


5.6811 
5.8811 
6.0405 
6.1502 
6.2008 


6.1832 
6.0883 
5.9081 
5.6359 
5.2669 


4.7985 
4.2315 
3.5700 
2.8225 
2.0016 


1.1251 
+0.2152 
-0.7013 
-1.5936 
-2.4280 


-3.1692 
-3.7818 
-4.2326 
-4.4924 
-4.5392 


-4.3599 
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19. ФУНКЦИИ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ЦИЛИНДРА 


Таблица 19.3. Вспомогательные функции 


Функции 931, 8», 9, — из 19.10 и 19.23, которые используются в разложениях Дарвина, и, аналогично, 
функция т — из 19.7 и 19.20. | 


ca 


ie 


ra 


τω 


2. axe и 
т, а потом использовать формулы 8; = — τοί; или 9; = — (—т)3/?, 
3 3 


[φῇ 


При интерполировании значений 9. и 9. по & вблизи единицы лучше интерполировать значения 


ё 91 д. т ё δι δ) τ 
0.0 0.00000 0.39270 -0.70270 5. 0 6.9519 — 5.55% — 4.1079 
0.1 0.05008 0.34278 -0,64181 5. 1 7. 2093 5. 7981 4, 2291 
0.2 0.10066 0.29337  -0. 57855 5.2 7.4716 6.0507 4351] 
0.3 0.15222 0.24498 -0.51304 5. 3 7. 7388 — 6. 3084 4 4738 
0.4 0.20521 0.19817 -0- 44540 5.4 8.0109 6.5712 4.5972 
0.5 0.26006 0.15355 -0,37574 5.5 8.2880 6.8391 4. 7213 
0.6 0.31713 0.11182 -0, 30415 5.61: Β 5700 7. 1120 4.8461 
0.7 0.37678 0.07387 -0. 23071 5.7 8. 8569 7. 3901 4. 9716 
0.8 0.43929 0.04088 -0.15549 5.8 9.1487 7. 6732 5. 0977 
0.9 0.50492 0.01468 -0.07857 5.9 9. 4454 7. 9614 5. 2246 
ё 91 vo т t 9 δ. ’ 
1.0 0.57390 0.00000 0. 00000 6.021359: 7471 8. 2546 5. 3521 
1.1 0.64640 0.01513 0. 08015 6.1 10.0537 8.5530 5. 4803 
].2 0.72261 0.04342 0. 16185 6.2 10. 3652 8. 8564 5. 6092 
1.3 0.80265 0.08086 0. 24502 5. 41: 530: 6817 9. 1649 5. 7387 
1.4 0.88666 0.12617 0. 32964 6.4 11.0031 9.4784 5. 8688 
1.5 0.97473 0.17866 0.41566 6, 55 dle 3295 = 8.7970 5. 9996 
116 1.06696 0.23786 0. 50304 6.6 11.6608 10.1207 6. 1310 
1'7 1.16344 0.30347 0. 59175 6.7 11.9970 10. 4494 6. 2631 
18 1.26422 0.37527 0. 68175 6.8. 12.3382 ° tp. 1832 6. 3958 
19 1.36937 0.45309 0. 77300 6.9 12.6843 11.1220 6.5290 
2.0 1.47894 0.53679 0. 86549 7.0 13.0354 11, 4659 6. 6629 
21 1.59299 0.62626 0. 95917 71 133914 118148 6. 7974 
22 1.71155 0.72142 1. 05403 7.2 13.7524 12.1688 6.9325 
23. 1.83466 0.82220 1. 15004 7.3. ` 37451183 12'5278 — 7.0682 
2.4 1.96236 0.92853 1. 24716 7.4 14 4892 12.8919 7. 2045 
2.5 2.09467 1.04036 1. 34539 7.52: ` 14. 8651 13.2610 «7,414 
7.6 2.23163: 1.15768 1. 44470 7.655: 1552459: 1% 6352 7. 4789 
27 2.37325 1.28034 1.54506 7.7 15.6316 14.0144 76169 

228 2.51956 1. 40843 1. 64646 7.8 ¢226,0223 214 3987 7.7555 
2.9 2.67058 1.54187 1. 74888 7.9 16.4180 14.7880 7. 8947 
3.0 2.82632 1.68063 1. 85229 8.0 ‹ 16.8186 515.1823 8. 0344 
3.1 2. 98681 1.82470 1. 95669 81 17.2242 15.5817 8. 1747 
3.2 3.15205 1.97406 2. 06206 82 17. 6348 15.9861 8. 3155 
3.3 3.32207, 2.12867 2. 16837 83. 18. 0503 16. 3956 8.4569 
3.4 3.49688 2.28853 22756» 8.4 184706 16.8101 8. 5989 
3.5 3.67648. ὃ, 45363 2, 38378 8.5 18.8962 17.2296 8.7413 
3.6 3.86089 2.62394 2. 49285 8.6 °°°19'3266. 17 6542 8. 8844 
31 405011 2.79946 2. 60281 8.7 19.7620 18.0838 9. 0279 
3.8 4.24416 2.98017 2. 71365 8.8 202024 18.5184 9. 1720 
3.9 4.44305 3.16606 2. 82536 89 20.6477. 18.9581 9. 3166 
4.0- -4. 64678: - 3. 35712 2. 93791 9.0 21.0980 19,4028 9.4617 
A ^ 4 85557 { 3.55398 3. 05131 9.3.65 02155532 11928525 ΩΓ ΚΩΔ 
4.2 5.06880 3.75474 3 16554 9-2υο-22:0135 «90. 1073 9. 7535 
4.3 5.28711 3.96127 3. 28058 9.3 22.4787 20. 7671 9. 9002 
4. 4 5.51028 4. 17295 3. 39643 9.4 22. 9488 21.2319 10. 0474 
4.5 5. 73833 4. 38976 3. 51308 с Ἀπ 23. 4240 2]. ΤΟ} 10, 1951 
446 5.97126 4.61169 3. 63051 9-6 rci2e 9041. 22.1966 .... τα, 33 
4.7 6. 20908 4. 83875 3. 74872 97 24. 3892 22. 6565 10. 4920 
4.8 6. 45178 5. 07093 3. 86770 9.8 24. 8792 23.1414 10.6411 
4.9 6.69938 5. 30822 3.98743 9.9 25.3742 23.6314 10, 7908 
5.0 6.95188 5.55062 4. 10792 100 25.8742 24.1264 10.9410 
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Ἃ 


15. 


N принимает значения, при которых в пределах 
принятой точности D,(x) = 0. 


e~**/4 D(x); —х = 0(0.01)5, — = 0.0001(0.000) 


я |- 


или 0.001)0.2, р = — 1(0.1)1; 7D 
D,{ix) то ар(х) я ibp(x), e-*f4 арх, Μά Бр(х), х = 


= 0.(0.01)5, = =N(0.001) 02; 70. 
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Четные решения 


τ ΕΝ ΧΗ 
ar, се’(0, 4), се; я a): ces & i): (4¢q)"°ger(q), (4q)"fe.r(q). 


Нечетные решения 


br, 5е,(0, 4), Ser Η i): Se; Ε ’ a) (49)""" Чо (а), (44а), 


7 


а = 0(5)25, 8D или 85; 


dy + 24 -- (4r + 2) fq, br + 24 — (4; — 2)\1, 
4"? = 0.16( — 0.04)0, 8D; 
pm 0, 1.3.5 13: 
Таблица: 20.2: Коби An и Big oo oes sicieaw «Reyne nab каноне ионная 556 
g:= 5,25: r = 0, 1, 2, 5, 10, 15,35. 
TODA Е ое so a de а они 557 


20.1. УРАВНЕНИЕ MATBE 


Каноническая форма дифференциального уравнения Связь уравнения Матье с волновым уравнением 
в координатах эллиптического цилиндра 
2 
20.1.1. ae + (a — 24 cos 22) y= 0. 
dz Волновое уравнение в декартовых координатах имеет 
вид 
Модифицированное дифференциальное уравнение Матье 
ow Cw δ᾽} м 
ay . 20.1.3. - - + я + АТИ = 0. 
20.1.2. р — (a — 2асВ 2и) f=0 (z=iu, y=/f). ах oy θα» 
и 


20.2. СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


Решение И’ получается методом разделения перемен- 
ных в эллиптических координатах. Пусть 


х = рсВ исо$ у, у = рз|В изу, 2=2, 


© — положительная константа. Тогда 20.1.3 примет вид 


a 2 ΕΠ ow 
ди? ду? 


oH м 
e*(ch 2u — cos 2) 


Предполагая, что решение записывается в форме 


W = 9(z) f(y) gv) 


и подставляя это выражение в 20.1.4, получаем после деле- 
ния на W: 


2 
и 
ф dz 
где 
2 2 
а 41 Ни 
ρ επ 2u—cos2v) [ἀμ f dv g 


Так как 2, и, у — независимые переменные, TO 


20.1.5. 


где с — постоянная. 
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Далее, из того факта, что С =си что ии у — незави- 
симые переменные, следует 


1 
Л 

2 2 
РИ. + (8-0) со 2ν, 


ау? 


2 2 
20.1.6. a = af + (k? —c) Е. ch 2u, 
du? 2 


где а — постоянная. Полученные уравнения эквивалентны 
20.1.2 и 20.1.1. Постоянные с и а часто называют постоян- 
ными разделения согласно той роли, которую они играют 
в 20.1.5 и 20.1.6. 

Для некоторых важных физических задач функция © 
должна быть периодической, периода п или 2п. Можно 
показать, что для уравнения 20.1.1 существует бесконечная 
счетная последовательность собственных значений а = 
== а,(4), отвечающих четным периодическим решениям; 
существует также бесконечная счетная последовательность 
собственных значений а = Ь,(4), отвечающих нечетным 
периодическим решениям. 

Известно, что существуют периодические решения 
периода kn, где К — любое положительное целое число. 
В дальнейшем, однако, термин «собственное значение» 
будет относиться только к значениям, связанным с реше- 
ниями периода п или 2π. Эти собственные значения играют 
большую роль в общей теории дифференциального урав- 
нения Матье для произвольных параметров а и (. ` 


Алгебраическая форма уравнения Матье 
2 
20.1.7. (1 — 2) 97 —t dy + (a + 2а- 4qt?) y=0 
dt® dt 
(cos z = {). 
Связь со сфероидальным волновым уравнением 


2 
20.1.8. (1 — py «7 —2(b+1)t 5. + (с -- 4415) у = 0. 
ἀρ dt 


Таким образом, уравнение Матье есть частный случай 
уравнения 20.1.8 при b = —1/2, с=а-+ 24. 


20.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 


Решение уравнения 20.1.1, имеющее период п или 2π, 
записывается в форме 


со 


20.2.1. у = 2 (Am cos mz + Bm sin mz), 
m=0 


где можно положить Ву = 0. Подставляя это решение в 
20.1.1, получим 


co 
20.2.2. +> [(α — т?) Am — q(Am-2 + Ат) Cos mz + 


m= —2 


[» ὁ) 


т=—1 
А-т, Вт =0 (m> 0). 


Из уравнения 20.2.2 можно получить следующие четыре 
типа решений: 


[» ο) 
20.2.3. yo = 2) Agm+p COS (271 + р)2 (р=0 или 1), 
т= 


[ ὁ) 
20.2.4. γι = > Bom+p Sin (2m + p)z (p= 0 или 1). 
т =0 


Если р = 0, решение имеет период п; если р = 1, pe- 
шение имеет период 27. 


Рекуррентные соотношения для коэффициентов 
Четные решения периода π: 
20.2.5. aAo — 4А3 = 0, 
20.2.6. (а — 4) А. — а(2Аь + Аа) = 0, 
20.2.7. (а — т?) Am — q(Am-2 + Am+2) = 0 (т > 3). 
Четные решения периода 27: 
20.2.8. (а — 1) А! — α(4ι + Аз) = 0, 


для т > 3 имеет место 20.2.7. 
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Нечетные решения периода 7: 
20.2.9. (a — 4) В, — аВ, = 0, 
20.2.10. (а — т?) Bm — q(Bm-2 + Bmie) = 0 (т > 3). 


Нечетные решения периода Зе: 
20.2.11. (a — 1) By + q( By — Bs) = 0, 


для т > 3 имеет место 20.2.10. 
Пусть 


20.2.12. Сет = Ат/Ат—о, Gom = Bm/Bm-2, 
20.2.13. Vin = (a — m’)/q. 


Тогда рекуррентные соотношения 20.2.5—20.2. Ih могут 
быть записаны в виде 


20.2.14. σε; = Vo, Gey = У. — 2/06. 

(для четных решений периода п); 
20.2.15. Ges = Vi — 1 

(для четных решений периода 27); 
20.2.16. σοι = V2 

(для нечетных решений периода п); 
20.2.17. σοι = И + 1 

(для нечетных решений периода 2π); 
20.2.18. Gm = 1/Vm — Ст+) (m > 3). 


Здесь и ниже, во всех случаях, когда соотношения спра- 
ведливы как для четных, так и для нечетных решений, 
употребляется символ Gm вместо Сет или Gom. 

Последнее трехчленное рекуррентное соотношение для 
коэффициентов показывает, что Ст может быть разложено 
в два типа непрерывных дробей: 


20.219. Gn = ——t—__ 1 I 


πι — Gm-+e Vin — Vintg — Vinta— 


20.2.20. Gig = Va — Gm = 


1 1 Фо 
Vora + Ф1 


= Vin — 


Ут = Ут ee 


где 
ф1 = 4 = 0,`фо =2, — если Ст == Gem (т четно); 
фл = а = Фо = 0, если Ст = σθηι (т четно); 


Сет (т нечетно); 


9, = —1, Po=d=1; если Ст 


ф1 = а = Фо =1, если Ст = Сот (т нечетно). 

Четыре набора значений параметров фи, Фе, d соот- 
ветствуют четырем типам решений 20.2.3, 20.2.4. Из 20.2.19 
можно показать, что собственные значения а,(4) и b,(q) 
уравнения 20.1.1 являются корнями следуюших четырех 
типов непрерывных дробей: 


20.2.21. Vo — и Е: J ... == 0, корни: Aor; 
Ve ет Μι — Ve a 
1 1? 1 
20.2.22. 7 Е 1 — So ты νῶι “<= 0, корни: 
Vg —-И;-— Г. - 


Яог+1, 


Рис. 20.1. Собственные значения ar, by, Г= 0,1 (1) 5. 


1 
20.2.23. 7. os 1 i Sear eo = 0, корни. ber: 
Μι - Ve Le 7; <> 
4 1 
20.2.34. Иова иь = 0, корни: Бата. 
| та V; τ V. ony 


Если а есть корень одного из уравнений 20.2.21 —20.2.24 
для произвольного комплексного значения 4, то соответ- 
ствующее решение существует и является целой функцией 
2. Это решение принято обозначать через ce,(z, 4) (четное 
решение, отвечающее собственному значению Ὡς) или через 
5е;(2, 4) (нечетное решение, отвечающее собственному зна- 
чению Dry). 

Пусть 4 — действительное число. Согласно теории 
Штурма—Лиувилля для линейных дифференциальных урав- 
нений второго порядка имеем: 

а) Для фиксированного действительного 4 # 0 собст- 
венные значения а, и ВБ, действительны и различны; при 
этом, если а > 0, то 


а < by < ay < by < а..., 
и если g <0, το. 
аа < Gs < bg δεν. 


и a,(q) и b-(g) стремятся κ᾽ при gq > 0. 


Ъ) Решение уравнения 20.1.1, отвечающее собственному 
значению а, или собственному значению by, имеет г нулей 
в интервале 0 < 2<т (4 — действительное). 


с) Из формул 20.2.21 и 20.2.23 следует, что если а» — 
корень уравнения 20.2.21 и g #0, то а» не может быть 
корнем уравнения 20.2.23; аналогично, корень уравнения 
20.2.22 не может быть корнем уравнения 20.2.24. 

Из других соображений можно показать, что для пары 
значений а, 4,4 -ἐ 0, может существовать не более одного 
периодического решения периода п или 2π. Это не отно- 
сится к решениям периода st, 5 > 3; в этом случае все 
решения периодичны, если одно из них периодично. 
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Степенные ряды для собственных значений 


аа 74а 29° 68687} 
20.2.25. ae ИЯ ково a РИ 
ао) 2 + Tog 2304 " 18874368 
‘4? 43 φἱ 
w= ο--... 
а1(—4) (а) а 8 64 1536 
114? oi Le 8348 
36864 589824 9437184 — 35389440 { 
2 504 28995 
bq) = 4- + + =< _- — 
12 13824 79626240 
213914 
458647142400 i 
502? 760! — 100240148 
αφ) = А 
12 13824 — 79626240 
1669068401} 
458647142400 ᾿ 
"о опен 135 
аз(—а) = Бз(а) == —+ 
(9 = bala) 16 64 20480 
5q° _1961q° 60947 κ 
16384 23502960 104857600 - 
2 | 9 6 
Mia 2 Г. ый _ 100499" 
30 864000 2721600000 
2 433q4 5701q° 
a,(q) = 161 -ᾱ--------------- 
30 4364000 2721600000 
4? 114% 
a,(—q) = 5 (а) = 25+ 4 4 — -- 
ь 4 48 — 774144 
5 37 6 
Им q ΡΊ 
147456 ' 891813888 
᾿ 187’ 


о ea 
70 43904000 


__ 58616334° _ 
— 92935987200000 °“” 
а, (4) = 36 + г. №. 
70 ‘° 43904000 
__ 67436174" __ 
92935987200000 


Для г > 7Ти |q| не слишком большого а; приблизитель- 
но равно by и для них может быть использовано следующее 
приближение: 


2 2 4 
Ви а 
by 2(r? — 1) 32(r? — 1)? (г? — 4) 
(9r* + 5875 + 29) 48 
64(r? — 1)° (r? — 4) (7? — 9) 
В этой формуле нужно ограничиться членами, не содержа- 
шими 7? — 13 в знаменателе. Слелующие члены разложения 


можно получить методом, предложенным Матье [20.27]. 
Малхоланд и Гольдштейн [20.38] вычислили собственвые 


числа для чисто мнимых значений 4 и нашли, что сущест- 
вует такое значение 4о(|4о| & 1.468), для которого а и 
а. — равные действительные числа. Баукамп [20.5] вычис- 
лил это значение go с 8 знаками после запятой: до = 
---ῃ 7: 1.46876852. Для значений |4| > [40| ао и а — комп- 
лексно сопряженные числа. Радиус сходимости ряда 20.2.25, 
определяющего а, не больше, чем |qo|. В работе [20.36] 
показано, что радиус сходимости рядов для агв(а), п > 2, 
больше 3. Кроме того, 


ἂς — by = О(а'/[""-*) при г -+ ©. 


Заметим, что разложение 20.2.26 применимо не только 
к целым значениям г. Оно дает хорошую аппроксимацию 
для собственных значений уравнения Матье при г = п -|- 
+ 1/2, где п — целое. Этим значениям отвечают решения 
с периодом 4к. 


Степенные ряды по 4 для периодических функций 
сег(2, 9) и 5е,(2, 4) (при достаточно малых 4) 


20.2.27. сео(2, ἡ) = 


aoe ale | 4 con 22 +¢"( aes 5) τ 
2 32 16 
i a poi ЗЫ ] 
1152 128 i 


се1(2, 4) = cos z— - cos 32 + 


= ———— жж eee => 


ih ἐπ᾽ 5Ζ το53Ζ = | 


192 64 128 
= \ Sais _ cos5z _ ©0832. rid ; 
9216 1152 3072 512 
q 


sex(Z, а) = sin z — р sin 32 + 


192 ы 64 128 


8 | sin 72 δ sin 52 sin 32 sin 2 | 
Pm Wer ae + Say ae erg 


ca | sin 52 sin 32 sin 2 | 


9216 1152 3072 512 


сез(2, 9) = cos 22 — {= _ 7) + 


12 4 
a "(5 62 _ 19 cos я ее 
384 288 
ΜΚ sin 42 
5е2(2, 4) = sin 2z —4 + 
12 
Fi adie 6z _ sin я + 
384 288 
20.2.28. 2. 
сен» 9) | = cos (72 — ρπ|2) — 
5ег(2, 4) 
{ cos [(r + 2) 2 — рп/?] _ cos[(r — 2)z — ρπ|2] | νὴ 
О A(r — 1) 


ΠΗ ‘| cos [(r + 4) z — ρπ|2] cos [(r — 4) z — Ρπ|7] τ 
δ πα; 32r — Tr — 2) 
cos [rz — pr/2] | 2(r?. + 1) | | 
— и +... 
32 (r? — 1) 
где р = 0 для ce,(z, 4), p= 1 для se,(z, 4) (г> 3). 
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се» 


-10 


Рис. 20.3. Нечетные периодические функции Матье, 
порядки 1 — 5, 4 =1. 


Рис. 20.2. Четные периодические функции Матье, по- 
рядки 0 — 5, 4 = 1. 
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Рис. 20.4. Четные периодические функции Матье, Рис. 20.5. Нечетные периодические функции Матье, 
порядки 0—5, 4 = 10. порядки 1—5, 4 = 10 
Для соответствующих коэффициентов имеют место A ane Ат; | (r—s— 1)! 94° Cha 
--94 = «..9 
соотношения τ BY og ЕР 4 r 
20.32.29. AXO) = 3, 47(0) = BIO) = 1 (r > 0), где rs > 0, С! равно А" или ВУ. 
AX, = [(— 1) g*/(s!s!2%-] 40 +... (5> 0), Асимптотические разложевия собственных 
значений при g > 1 
At 
rk. | = [(— 17° ^198/(4° (г +s)! sD] CE --., Пусть w= 1+1, 4= wo, 9— действительное ππ- 
1428 сло. Тогда 
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29.1.30. а; ~ bras = 24+ 2walg — 


3 
и? +] | :) OAs ἃ 42 
τ 8 $ 27 Vo Е: 220 is: 2173/2 ee 
ds Ча Ἢ 
5 250} - 235 95/2 ыы 
о. | 
и ий 


33 410 405 
а == ΤΕΙ ре Е 

и из из 

63 1260 2943 486 
- ΜΡ : ий и/в и wt | 

S27 15617 69001 41607 
аа = —+ + . 

зи и w? w? 


20.2.31. Бил — а, 24515 [паче 4 М9 |1 (а 00) 
(дано в [20.36] без доказательства). 


20.3. ТЕОРЕМА ФЛОКЕ И ЕЕ СЛЕДСТВИЯ 


Так как коэффициенты уравнения Матье 
20.3.1. γ΄ + (a — 24 cos 22) y= 0 


являются периодическими функциями 2, то из общей теории 
уравнений такого типа следует существование решения в 


форме 
20.3.2. F(z) = е*Р(2), 


где у зависит от а и 4; Р(2) — периодическая функция 
того же периода, что и коэффициенты в 20.3.1, а именно п 
(теорема Флоке; ее более общую форму см. в [20.16] или в 
[20.22]). Постоянная у называется характеристическим по- 
казателем. Если функция 20.3.2 удовлетворяет уравнению 
20.3.1, то функция 


20.3.3, F(—z) = e-** P(—z) 


также удовлетворяет этому уравнению. Функции F,(z) и 
F,(—z) обладают свойством 


20.3.4. y(z + kx) = C*y(z), 
где у = F(z) или у = F(—2), 
Ο -- εἴνπ для F(z), 
С -- εΓἰνπ для Е(—2). 


Решения, обладающие свойством 20.3.4, будут в даль- 
нейшем называться решениями Флоке. Если Е/(2) и Fy(—z) 
линейно независимы, то общее решение уравнения 20.3.1 
может быть записано в форме 


20.3.5. у = АБ(2)+ ΡΕγ(--2). 


Если АВ -Ε 0, то это решение не будет решением Флоке. 
Позднее из метода определения у при данных а ид будет 
показано, что у определяется неоднозначно: у может быть 
заменено на у-- 2k, где К— целое. Это происходит по- 
тому, что добавление множителя exp(2ikz) в 20.3.2 не 
нарушает периодичности функции. 

Если а = а, или а = by, то v = 0 или у— целое. Удобно 
положить у =r для а,(4) и у =—r для 6,(а) (см. [20.36]. 
В этом случае функции F(z) и Е,‚(—2) пропорциональны; 
тогда второе независимое решение уравнения 20.3.1 можно 
записать в форме 


со 
20.3.6. уз = 2се,(2, 4) + к Чэкр sin (2k + p)z 
k=0 ! 
(соответствует сех(2, 4)); 


fe @) 
20.3.7. γα = Ζεει(Ζ, а) + >> faryp Cos (2k + ϱ) Ζ 
| ᾱ--0 


(соответствует se;(z, q)). 


Коэффициенты dori» и fexyp зависят соответственно от 
коэффициентов Am и Bm (см. 20.2), а также от аи 4. Более 
подробно этот вопрос см. в [20.30], гл. (7.50) — (7.51) и в 
[20.58], гл. У. 

Если у— нецелое, то решения Флоке F,(z) и Е(—2) 
линейно независимы. Очевидно, что 20.3.2 может быть 
записано в форме 


со 
20.4.8. гу бен, 


k=—o 


Из 20.3.8 следует, что если у— правильная дробь м/т, 
то каждое решение уравнения 20.3.1 периодично, спериодом 
27g. Это согласуется с результатами, полученными в 
20.2: оба независимых решения периодичны, если одно 
периодично и если его период отличен от п и 2π. 


Метод получения характеристического показателя 


Рассмотрим два линейно независимых решения урав- 
нения 20.3.1 при фиксированных а и а, определенных следу- 
ющими начальными условиями: 


20.3.9. γι(0) ae ly γι(0) = 0, уз(0) = 0, 7.0) om 1 
Можно показать, что 
20.3.10. cos пу — γι(π) = 0, 


20.3.11. cos mv — 1 — 2y, (7) γι (7) =0. 


Таким образом, у может быть получено, если известны 
у1(п) или γ!(π|2) и γι(π/2). Для вычислительных целей более 
удобно соотношение 20.3.11 ввиду более короткого интер- 
вала интегрирования и, следовательно, меньшего накоп- 
ления ошибок округления. Из 20.3.11 очевидно, что ν 
определяется с точностью до знака и слагаемого, крат- 
ного 2. При фиксированном ν коэффициенты 20.3.8 могут 
быть определены с точностью до произвольного множителя, 
который не зависит от 2. 

Если имеется достаточно хорошее первое приближение 


к \, то характеристический показатель может быть вычислен 


из разложения в непрерывную дробь (аналогичного раз- 
ложениям из 20.2). Для систематического табулирования 
этот метод значительно удобнее, чем метод численного 
интегрирования. Подставляя 20.3.8 в 20.3.1, получаем следу- 
ющее рекуррентное соотношение: 


20.3.12. Vencon = Con-2 + Са» 
где. 
20.3.13. Von = [a — (2n + 54 (—00 <n < 9). 


Когда у — комплексное число, коэффициенты Von могут 
быть тоже комплексными числами, 


538 


Из непрерывных дробей 


1 1 


20.3.14. Gn = —— (т > 0), 


Vinse ow eee 
1 1 


У та --. ο.» 


Ρ-πι-ᾳ-- 
можно получить соотношения 
Gm = Cm/Cm-2, Н-т = С-т-э/С-ть Bs 


аналогично TOMY, как это сделано в 20.2. 

Из выражения 20.3.13 и из известных свойств непрерыв- 
ных дробей следует, что для достаточно больших значений 
|т| обе дроби |Gm| и | Н-в| сходятся. Пусть имеются 
значения Gm и H_m для достаточно большого значения т. 
Тогда по рекуррентным соотношениям 20.2.14—20.2.18 
могут быть последовательно вычислены Ст, Ст-» .... Go, 
если они существуют. Аналогично могут быть получены 
Н-т-» Hamas ... ++ Но. Легко показать, что у будет точным 
характеристическим показателем, соответствующим точке 
(а, 4) в том и только том случае, когда НоСо = 1. Если 
полученные значения Ну и Go таковы, что последнее равен- 
ство выполнено с недостаточной точностью, то для уточ- 
нения значения у можно применить итерационный метод, 
предложенный в [20.3]. Затем легко находятся коэффици- 
енты Cj, один из которых может быть выбран произвольно. 
Эти коэффициенты умножаются на множитель, зависящий 
только от а, но не от 2, который выбирается из условия 
нормировки. 

Известно, что непрерывные дроби могут быть выра- 
жены в форме определителя. Действительно, уравнение 
20.3.14 может быть записано в виде определителя с бес- 
конечным числом строк (частный случай определителя 
Хилла). См. [20.19], [20.36], [20.15] или [20.30]. Хотя этот 
определитель использовался в вычислениях на быстро- 
действующих машинах, прямое применение непрерывных 
дробей представляется менее трудоемким. 


Частные случаи (а, 4 — действительные числа) 


Если 4 = 0, то у, = cos(4/az,) Уд == sin (Va 2) и решениями 
Флоке являются функции F(z) = ехр (12) и F(—z)= 
= exp (—iaz). При действительных @ и 4 линии равных 
значений характеристического показателя у(4, а) являются 
кривыми в плоскости (а, а). При этом каждая из линий 
а == а,(4) и а = 6,(49) является границей, отделяющей об- 
ласть, где у — действительные числа от области, где у — 
комплексные числа. В областях, где у действительны, 
все решения уравнения 20.1.1 ограничены. при действитель- 
ных 2. Эти области называются «областями устойчивости». 
При комплексных значениях ν имеются неограниченные 
решения уравнения 20.1.1. Поэтому соответствующие сбла- 
сти получили название «областей неустойчивости». Области 
устойчивости (у действительны) лежат между кривыми: 


Л а= а„(4) πα--εμ(α) (а>0), 


2) а = ανα) иа= 92741 (4) (а < 0), 
3) а = Ве: 1(а) и а = ὂρειΚα) (а < 0); 


области неустойчивости (у — комплексные числа) лежат 


между кривыми: 


Па= b+(q) и а = a,(q) (а > 0), 
2) а = 927 1(9) и а = 6»:.:(4а) (¢ < 0), 
3) а= 6,4) иа=а (а) (q <0) 


20. ФУНКЦИИ МАТЬВ 


В некоторых задачах требуются решения только для 
действительных значений 2. В таких случаях знания харак- 
теристического показателя ν и периодической функции 
Р(2) достаточно для вычисления требуемых функций Для 


комплексных значений 2 ряды, определяющие Р(2), сходятся 


медленно. В следующем разделе будут определены другие 
решения, которые зависят от коэффициентов Cm, получен- 
ных в связи с теоремой Флоке. 


Рис. 20.6. Характеристический показатель. Первые две 
области устойчивости 

y= δε P(x), 
где P(x) —периодическая функция периода п. 


Определение v:B первой области устойчивости 
<v<1, во второй области устойчивости 1 <v <2. 
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Рис. 20.7. Характеристический показатель в первой 
области неустойчивости. Дифференциальное уравнение: 


у’ + (a — 2асо$ 2х) у = 0. 
Решение Флоке у = ее P(x), где P(x) -- периоди- 


ческая функция периода п. В первой области неустой- 
Чивости У = 4; pw задается для а > — 5. 
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Рис. 20.8, Рис. 20.9. Карты характеристических показателей. 
—— 5 = εὖπ =const, в областях неустойчивости, 
— — — v= соп$, в областях устойчивости, —*—*— линии постоянных значений — 4. 
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Рис. 20.10. 


Разложения для малых а (см. [20.36], гл. 2) 
Если у и 4 фиксированы, TO 
gq (Sv? + 7) 4* 
| 2(—1) 32(v? — 1-4 
(9ν! + 582 + 29) φῦ 
64(ν; — 1)5 (v? — 4) (v? — 9) 
Для коэффициентов Cys в разложении 20.3.8 имеем 


20.3.15. а = v? + 


oe sag (vy ~ 1, 2, 3). 


eee 
4(ν + 1) 
РИ 
128 (У + 1) (ν + 2) (ν -- 1) 
(ν ΓΩ 1. 2), 


20.3.16. c2/co = 


Calico = 9*/(32(» + 1) (ν + 2)) +... 
Cos/Co = (-- 1)} а*Г(» + 1)/(2* οἱ Γ(ν -- 5 1- 1))1-... 
20.3.17. F(z) = 
sf ef Ns 
+0 40 —1 


Для малых значений a 


(ν — нецелое). 


2 2_4 | 
20.3.18. cos νπ = ( Е | = 
2 24 


2—2 2 4 2 
| taf! =a) -Ἴ + "> is | + 
4 6 96 256 


20.4. ДРУГИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ МАТЬЕ 


Следуя Эрдейи ([20.14], [20.15]), определим 

20.4.1. фк(2) = [e*™ cos (2 — b)/ cos(z + В]? ЛСР), 
где 

20.4.2. f = 2[4 cos (2 — b) cos(z + В)? 
и Jf) — функция Бесселя порядка А; b — фиксированное, 
произвольное комплексное число. Используя рекуррентные 
соотношения для функций Бесселя, получим 


d* 
20.4.3. i — 2q(cos 22) фк + G(PK-2 + Фк.2) + 
+ А?фк = 0. 


сли формальное решение уравнения 20.1.1 записать в виде 


22 


[» ο) 
20.4.4. у = > Con Pansy» 


= — © 


то получим коэффициенты Con те же, что и в решении Флоке. 
‚Как и прежде, ν может быть комплексным. Для всех зна- 
чений, исключая целые, справедливо следующее соотно- 
шение: 


Pantv+e/ φεπ-ν ^^ P-gn+y/ P-eniv+2 ~ 


-- —4n?/(q cos(z — b)) (п-+ 0). 


Это соотношение легко доказывается из асимптотического 
представления функций Бесселя J,(f). При целых значениях 
у доказательство не проходит для Фф-опу/Ф-2т4у+2. В этом 
случае, используя соотношение 


1-2 Г) = (— 1)” ЛГ), 

получим 

φρηκν-α/Φοπεν ™ —4n*/(q οο5ἵΖ — ϱ)) (п-— οο), 

P-anty/ P-2n+v42 ~~ — 4n”/ (q cos*(z — b)) (п- 00). 
С другой стороны, 

Con/Can-2 ~™ C-2n/C-2ny2 ~~ --α|4π (п - 00). 
Из сказанного выше следует, что при нецелых значениях 

у ряд 20.4.4 сходится абсолютно и равномерно в любой 


замкнутой области, где 


|ςο5(Ζ - b)|>d,> 1. — 


Таким образом, существуют две непересекающиеся области 
сходимости ряда 20.4.4: 


(0 Im(z— b)>d,>0 (соз (2 — δ)!» 41 > 1), 
(II) 1πι(Ζ-- b)< -4. <0 (соз (2 — b)|>d,> 1). 


Если у — целое, то ряд 20.4.4 сходится для всех значений д, 
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Отметим некоторые представления решений уравнения 
Матье, получающиеся при частных значениях 6. 


со 


0, у= οἴπνιὰ УХ con(—1)" Jonyy(2¥g Cos 2) 


п=— © 


|| 


20.4.5. b 


([οο5Ζ|» 1, | arg 2 \/а cos 2|< п), 
20.4.6. δ = πλ. 
2 — 
y= Σ; Cond onyy(2i γα sin 2) 


п=— © 


(jsinz|>1, |arg 2 Мазт шея) 


Если b — ooi, у становится кратным решению 20.3.8.. 


Тот факт, что 20.3.8, 20.4.5 и 20.4.6 являются частными 
случаями 20.4.4, объясняет, почему эти кажущиеся различ- 
ными разложения имеют одни и те же коэффициенты Ст. 


Заменив в 20.4.1 Ji(f) на функции Ханкеля HY(f) 


(}-- 1, 2) мы получим две функции ᾧ % (= 1, 2), которые 
в силу рекуррентных свойств функций Бесселя удовлетво- 
ряют уравнению 20.4.3. Следовательно, в формальном 
решении 20.4.4 уравнения 20.1.1 фк могут быть заменены 
на ψί. 

Итак, пусть 


vi, = [ей cos (2 — b)/cos (z + В]! HY), 


где f определяется 20.4.2 Исследование отношения 


co 
Vonsy/Yonzy-2 показывает, что у = у | ст ФИ является 
п=— © 
решением при условиях |с0$ (2 — b)|>1, |cos(z + b)|>1. 
Эти два условия необходимы даже тогда, когда у — целое. 
При фиксированном b область, в которой решения сходятся, 
может быть легко установлена. 


Аналогично вышесказанному можно получить решения 
в виде рядов по функциям Бесселя Υμίρ). 


Следуя [20.36], положим 


20.4.7. Jp(x) = 2), Υρ() = 2х), 


Hy (x) = Zp"), p(x) = 25 00. 
Тогда решения уравнения 20.1.1, выраженные через функции 


Sif), Укр) или Hi” f)VU -- 1, 2), могут быть записаны в 
единой форме. Например, при / = 1,2, 3, 4 


b = 0, 


co 
yd) = ϱἴπνι8 > con(—1)" 29, (2 1g cos 2) 


n=—0 


(1с0з 2|>1, larg (2 М4 cos z)|< п), 


lee) 
yA = 2. con 794 (21 Yq sin 2) 


п=— © 
(| sin z|>1, jarg (2 Va sin z)|< 7). 


Если в этих формулах 2 заменить на —izZ, TO получим 
решения уравнения 20.1.2: 


20.4.8. γῷ) = > Con(—1)" 2%, (2 а ch 2) 


n=— 0 


(Ich 21> 1, Л= 1, 2, 3, 4), 


[» ὁ) 
20.4.9. 77 (2) = D> con 2+. Vg sh 2) 


й—=— с 


(jah z]> 1: J = 12% 


Связь между yj Oz) и ye 9 (г) может быть определена из 
асимптотических свойств функций Бесселя при больших 
значениях аргумента. Можно показать, что 


(η (Лил .. = tvrey2 
20.4.10. yi '(z)/y3"(z) = [ ЕО, | | е 


(Re z> 0). 


Когда ν — непелое, эти решения He обращаются тождест- 
венно в нуль. Для целых значений у см. 20.6. 


Решения, содержащие произведения функций Бесселя 


20.4.11. γθ(α) = 


в У con(—1)" 28}, (/ае”) Ins е-") 


C28 n=— 


G=1, 2, 3, 4) 


удовлетворяет уравнению 20.1.1, где 20 (и) определяются 
формулами 20.4.7, коэффициенты Con те же, что и в решении 
Флоке, и 5 — произвольное целое число, с»; # 0. Это раз- 
ложение сходится во всей комплексной плоскости 2, если 


Re ᾿ Заменив 2 на —iz, получим решения уравнения 


20.4.12. МК, 4) = 


1 [5 6) 


--- Σ) ἃκ- ὑνΖίθνιιἴαο”) Ins(Vq ο-”) 


Ces n=—0o 


Из 20.4.8 и 20.4.12 можно вывести 


У) _ 
ΜΆΞ, α) 


при условии Cos 5 0. Если Cos = 0, коэффициент при 1/со; 
A nee .4.11 тождественно равен нулю (см. [20.43], [20.15], 
36]). 


Если $ выбрано так, что |с.;| — наибольший из ряда 
коэффициентов |с›;|, то при Ве 2>0 получается быстрая 
сходимость разложения 20.4.12. Нужно иметь в виду, что 
возможна потеря значащих цифр в процессе суммирования 
рядов, особенно тогда, когда 4 велико, а |2| мало. (Если 
7 #1, то нужно определить аргумент логарифмического 
члена, содержащегося в 20.4.12, чтобы сделать функции 
однозначными.) 


20.4.13. = F(0) (Rez> 0) 
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20.5. СВОЙСТВА ОРТОГОНАЛЬНОСТИ И НОРМИРОВКА 


Если αίν + 2р, а), a(v + 25,4) — простые корни урав- 
нения 20.3.10, то соответствующие решения Флоке Fy, ογ(Ζ) 
и 2), 25(2) (р # 5) удовлетворяют условию ортогональности 


4 


20.5.1. | Fyy2p(2) Ενιοιί--ᾱ) dz = 0, 
0 


если p#s, ри 5 — целые. 
Определим 


20.5.2. σο.(Ζ, η) = “ fF(2) +'F(—2)], 


se(z, 4) = τί [2/2) — Е—2). 


При любых у, отличных от целых чисел, функции ce,(zZ, а) 
И 5е,(2, 4) являются соответственно четными и нечетными 
функциями от 2. При целых значениях ν одна из функций 
20.5.2 тождественно обращается в нуль и определение для 
нее теряет силу. Другая функция при этом является реше- 
нием Флоке. Можно показать, что введение функций се,(2, 4) 
и se,(z, 4) в 20.2 не противоречит определению 20.5.2; при 
целых у =r функции се,(2, а) связаны с dy, а «ΘΖ, а) с br. 


Нормировка для целых у и действительных g 


2π 2π 
20.5.3. { [ce,(z, а) dz = \ [se,(z, git dz = п. 
0 0 


Для целых значений ν суммирование 20.3.8 сводится к 
более простым формам 20.2.3—20.2.4; вследствие условия 
20.5.3 коэффициенты Am и Bm (для всех порядков г) обла- 
дают свойством 


20.5.4. 24} + 43 1-...-- AP-+ AB + = 
_ = BP+ BE 4... = В BR+ .. = 1, 


2π 
20.5.5, Αφ’ = «3 \ cca q) dz, 
2π 
0 


Af = - \ core 4) εο5 (12) 42 (n #0), 
π 
0 


2π 
1 
B= — \ sere а) sin (nz) dz (n# 0). 
0 


Для целых значений ν функции ce,(z, 4) и Se,(z, 4) 
образуют полную ортогональную систему на отрезке 
0 = 2< 2п. Каждая из четырех систем сез(2), се +1(2), 
5еэ(2), S€ori,(Z) полна на меньшем отрезке 0 <2<т/2и 
каждая из систем се;(2) и 5е,(2) полна на отрезке 0 < 2< т. 


Если 4 — не действительное число, то существуют 
кратные корни уравнения 20.3.10; для таких частных зна- 
чений а(4) интегралы 20.5.3 обращаются в нуль и поэтому 
вышеуказанная нормировка невозможна. В приложениях 
вид нормировки не имеет большего значения и служит 
только для количественных отношений между решениями 
различных типов. Поэтому здесь не рассматривается нор- 
мировка функций F(z) для произвольных комплексных 
значений а и 4. Заметим, однако, что всегда возможно 
определить решения осе,(2, ἢ) и В5е,(2, а) так, чтобы выпол- 


|= Deeds. a| = 1, Эта 


нормировка принята в [20.59], а также в [20.58], а дается 
обширный табличный материал. Табличные входы в [20.58] 


содержат нормирующие множители А = 1/< и B=1/8 u 
коэффициенты разложений. Переход от одной норми- 
ровки к другой легко осуществляется. 

Нормировка функций 20.4.8 также не будет рассмат- 
риваться. 


нялись условия ace;(0,q) = 1, 


20.6. РЕШЕНИЯ МОДИФИЦИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ МАТЬЕ ДЛЯ ЦЕЛЫХ ν 


(радиальные решения) 


Решения первого рода 


20.6.1. Ceors p(Z, q) = Cer, p(iZ, а) = 


со 
= >> АНН(а) ch (2k + р) 2 
k=0 
(соответствуют Gor, p); 


20.6.2. Sori p(Z, q) = — 156.2, q) = 


со 
= У ВН) sh (2k + р) 2 
k=0 


(соответствуют bers). 
Для краткости запишем 
Аа ) = А 215» 


ВЗР (а) = Berry (р = 0, 1). 


20.6.3, Се»:(2, а) = 


п 
Clear [5 | со 
А > (-- 1)ΤΑ4.κδ(2 γα ch 2) = 
0 k=0 
[ ο) 


Cor(0, а) - 
= и 1 > АокТьк(2 vq sh ελ 


20.6.4. Сет 1(2, q) = 


cern [1 р | ἐς 


- ия GO Aan Jan end = 


— Сета (0, а) 
Е cth 2 Σ (2k + 1) Ака Joka: (2/9 sh 2). 


20.6. МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ MATbE 


20.6.5. 5е»(2, 4) = 


| | th z me № 
Вер > Σο ПЕ 2АВьь Лк УЧ ch 2) = 


ав; Е 


΄ [2 9) Μη 
== 5έχ'{0, 4) cth 2 № Qk Box Jox(2 J q sh 2). 
qBy k= 


ΚΩ 
δέογ 


ΠΤ ps +1 


/ th [с ТЕ 


(2k + 1) Boiss Лек (2 ΝΡ ch 2) = 


20.6.6. бела (2, ὦ) = 


__ 5е 0, 
> = ин (0, 4) 5 >, Вэк 1-72 ok y1(2 vq q sh 2). 
q k=0 


Другие формулы см. в [20.30]. 

Решения второго рода, так же как и решения третьего 
и четвертого рода (аналоги функций Ханкеля), получаются 
из 20.4.12. 


20.6.7. Mc¥(z, а) = 


= Ὁ (-- 1 τε да) [.ε-(αὐ 28 5(и) + 


+ Леш) 2 (ИА), 
здесь иниже 5 — произвольное целое, (соответствует Aor); 
Eo =2, & = 1 ДЛЯ 5 =12,... 


20.6.8. Мс9),1(2, q) = 


= > 1η АНЯ Ла) Zsa (ua) + 
k=0 


(7 
| + Лан) 2 (идИАЕН 
(соответствует dor, 


20.6.9. МУЗ, а) = 


= Σ (-- Пен’ ва) (Jesu) 28 Киз) -- 
k=1 
— Ле) ЕЯ «(αὐ]/Β3 
(соответствует bor). 


20.6.10. Με -1(Z, q) = 
Cc 
Ἂν |= ΠΤ Ва) [Ле-5(из) ZN) κι(“) cae 
k=0 


— Λενεμ(ιὶ) 2 s(us)/ Bett 


(соответствует bor,1), 


siz, An? £0 (p =0, 1). 


\ае-* » Ш = че”, 28+» 
Определение Ζ. 7) см. в 20.4.7. 
Решения 20.6.7—20.6.10 сходятся для всех значений 2, 
когда 4 # 0. Если j = 2,3, 4, то для однозначности функ- 
ций необходимо выбрать ветвь логарифмических членов, 
входящих в функции Бесселя У»„(и.). Это может быть 


сделано так же, как и в [20.58]: 


20.6.11. In (\/а οὔ) = In (4/9) + 2. 
Производные см. в [20.15], [20.36]. 


где uy = 


543 


Другие выражения для радиальных функций 
(справедливые в более узких областях) 


20.6.12. Ме (=, а) = [се (0, η)]-᾽ Σ, (-ПеНх 
αἴ) 22/4 ch 2), 
[ο6ο; 1(0, 4)" Σ (—1)**" x 


x Аа) 21 (24 ch 2). 
20.6.13. МУЙ(е, а) = [sen(0, 9х 


Мс uz, 4) = 


x th > (— 1)" 2k B2r(qg) ZR Vg ch 2), 
k=] 


Μι, 1(2, 4) εἰ 


[5 4) 
x th 2 YS (—1) (2k + 1) Ва) 2,12 УЧ ch 2). 
k==0 
Разложения справедливы при Ке2>0, |chz|>1; если 
7 == 1, они справедливы для всех 2. Эти разложения согласу- 
ются с 20.6.7 —20.6.10, если ветви функций Бесселя выбраны 
соответствующим образом. Пусть, например, 


Vols) = баню Inky 4°90), 
д 


[5651 (0, а * Χ 


где p(u) однозначна для всех конечных значений и. Поло- 
жим и = 241? ch 2; определим 


20.6.14. In(2g"/? ch 2) = In 24? + 2+ Ш > (ГЕЕ”) 


(-=? < arg — (l+e™)< ый 


(если а не положительно, то должен быть также определен 
аргумент In (2412); при этом не должна нарушаться непре- 
рывность функции относительно 2. Если Ут(и) опреде- 
ляется другим выражением, то это определение должно 
быть согласовано с 20.6. 14). 

Если j=1, το Mc$., и Mss, (p =0, 1) являются 
решениями первого рода, пропорциональными Сет. р и 
5ег.р соответственно. 

Таким образом, 


20.6.15. Οοογ(Ζ, а)= 
7 
Се Ε ο сеог(0, а) 
τ σσ. 
‘ п 
CCor+1 (=. α ζθογι(Ό, 4) 
(РП gare = 
΄ , п 
S€or(0, 4) δέον & a} 
5ез(2, ὦ) = — - 
2r\“> ad 
(—1)" qBs’ 
> wT 
δθογ μ(ῦ, 4) S€ors1 (=. a) 


(—1)" Vg Br 
Функциями Матье—Ханкеля являются 
20.6.16. M2(z, η) = М (2, α) + iM (z, 4), 
M;?(z, α) = МИХ2, а) — iM;”(z, 4), 
М = Mc? или МУР. 


Мс» (2, 4), 
Се 1(2, q) ond Мс (2, 4), 
Μορ (2, 4), 


δέον μα(Ζ, 4) = М5 (2, 9). 
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Из 20.6.7 —20.6.11 и из известных свойств функций Бессе- 
ля получаем 


20.6.17. №52 (2 + inz, а) = 
=(-—1)"?[М (2, а) + 2тМЯ 2, а), 
М8 (2 + тт, а) = 
= (—1)"2?[М (2, а) — 
МР (2 + тт, 9 = 
= (—-10"2[МЯ (2, а) + 2πΜί1}γ(α, а), 
М = Mc или М = Ms всюду в этих уравнениях. 


21 М} ›(2, 4), 


Другие свойства собственных функций 
Пусть 4 — действительное число. Рассмотрим 


20.6.18. Χι = Mc®(z, 4) + McS?(—z, η), 
Хз = Ms}(z, 4) = Ms(—z, q). 


5 Meg (2) 


Рис. 20.11. Радиальная функция Матье первого рода. 


JE Ms,” (2, 0) 


Рис. 20.13. Радиальная функция Матье второго рода. 


Поскольку Λι есть четное решение, оно должно быть 
пропорционально Мс‘1(2, 4), так как 20.1.2 допускает 
только одно четное решение (с точностью до произволь- 
ного постоянного множителя). Аналогично, Х›, пропор- 
ционально Ms (z,q). Множители пропорциональности 
Ре, ги рог могут быть найдены следующим образом. Пусть 


20.6.19, Mc?(—z, а) = — ΜοίΘ(α, η) —2fe,rMc}(z, а), 

20.6.20. Му®(—2, а) = Ms(z, η) — 2fo,,Ms(z, η), 
где 

20.6.21. fe.r = — ΜοΐΘ(Ο, α)/ Мс (0, а), 


tor = = Ms(z,q) γα — Μερὺ(α, Φ] 


(см. [20.58]). 

Ряды 20.6.12—20.6.13 сходятся при Ке2< 0 и при 
[ch Ζ| >1, однако они не представляют тех же функций, 
что и 20.6.7 —20.6.10. Поэтому соотношения 20.6.19 —20.6.21 
могут быть использованы для продолжения функций 
20.6.12—20.6.13 на область Rez< 0. 


z=0 


W (7) 
о Mg (2,9) 


Рис. 20.12. Производная радиальной функции Матье 
первого рода. 


я. , (4) 
Jz №52 (2,0) 


o-oo ie 28 GF i ΙΙ ΔΕ τα по. 


Рис. 20.14. Радиальная функция Матье третьего рода. 
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20.7. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Пусть функция 


20.7.1. С(и) = ᾧ K(u, ἢ V(t) dt 
ς 


определена для и из области U и контур С принадлежит 
области Т комплексной {-плоскости, причем ἴ = Yo — Ha- 
чальная точка контура и ¢ =; — его конечная точка. 
Пусть ядро K(u, t) и функция V(t) удовлетворяют уравне- 
нию 20.7.3 и условиям 20.7.2. 

20.7.2. K(u, t) и его две первые частные производные 
по ии ΠΟ { непрерывны: по { Ha контуре С и по и в области 
И; Ги dV/dt непрерывны по ἴ. 


20.7.3. ыы ре к" =o. 
ot dt Yo 
2 
att + (a — 2q cos 2t) V= 0. 
dt? 
Если K(u, t) удовлетворяет уравнению 
OK OK 


20.7.4. + rs + 2q (ch 2u — cos 2t) K = 0, 
t 


ди? 

то G(u) есть решение модифицированного уравнения Матье 
Если К(и, t) удовлетворяет уравнению 

eK OK 


4. 
ou" or? 


20.7.5. + 2q (cos 2u — cos 2t) К = 0, 


то С(и) есть решение уравнения Матье 20.1.1 (в котором 2 
заменено на и). | 


Ядра K,(z, В) и К.(2, t) 
20.7.6. Kx(z, ὃ = Zu) [М(е, ИГУ? (Ве2>0), 
где 
20.7.7. и = \/24(сВ 22 + cos 21), 
20.7.8. M(z, t) = ch (z + it)/ ch (2-й). 
Чтобы сделать функцию ΛΘ однозначной, определим 
20.7.9. ch (2 + ix) = οὐ ch (2), 


ch (2 — ix) = e-*™ch(z), 


M(z, 0)= 1, 
[M(z, π)]Γ"!2 = e+" M(z, 0). 
Пусть 
20.7.10. G(z, q) = = | Kut, t) F,(t)dt (Rez> 0), 
к 
0 


где F,(t) определено формулой 20.3.8. Можно проверить, 
что K,F, удовлетворяет 20.7.3, К удовлетворяет 20.7.2 и 


20.7.4. Следовательно, С является решением уравнения . 


20.1.2 (с заменой и на 2). Можно показать, что К! может 
быть заменена более общей функцией 


20.7.11. Ко(2, t)= 2% ›5(и) [M(z, ЭН +3, 
(η 


5 — любое целое число. Zy+25(u) определяется соотноше- 
ниями 20.4.7. 


35 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 


Из известных разложений для 20), когда Rez ве- 
лико и положительно, следует 


20.7.12. M!(z, а) = 


_ (=) ϱ) (и) Fran ell F(t) dt 


(Re 2» 0, Re (v + 1/2) > 0), 


где м ez, 4) задается разложением 20.4.12, s=0, 1,..., 
Cos 3 0 и F(t) — решение Флоке 20.3.8. 


Ядро K;(z, t; a) 


20.7.13. K,(z, г, a) = evo", 
где 


20.7.14. и = ch zcosacos t+ shZ sina sin ἴ. 


20.7.15. G(z, а, а) = -$ ei Jaw Е (1) dt, 
и 
С 


где F(t) — решение Флоке 20.3.8. 

Путь С выбран так, что G(z, t, а) существует и выпол- 
няются условия 20.7.2 и 20.7.3. Тогда можно доказать, что 
ядро K,(z, Е, а), рассматриваемое как функция 2 и ft, удовлет- 
воряет уравнению 20.7.4, и рассматриваемое как функция 
а и г удовлетворяет уравнению 20.7.5. Следовательно, 
С(2, η, а) = Y(z,q) γία, 4), где Y и у удовлетворяют урав- 
нениям 20.1.2 и 20.1.1 соответственно. 

Выбор пути С. Пути будут определены тремя способами: 


20.7.16. 


Путь Сз: or — dy + ἴοο до dg — 10, dj, 4з действительны, 


—d, < аге [ψα {ch (z+ +1] <п-а,, 
 — 4 < arg[ Jq {ch (2 — ia) + 1 < п- dp. 
20.7.17. 


Путь Cy: от dg — ἴοο до 2x + 1ю — а, (4, ud, те же, 
что ив 20.7.16). 


-ἐνπ/2 


; ; е 
20.7.18. F,(a) М (=, а) = 


$ е? /ЧъЕ (1) dt 
Cy 


| (7 aa a 4), 
где МУ(2, 4) определена в 20.4.12. 


20.7.19. Путь Cy: от --ᾱι + ico πο 2π — а, + io, 


—\п[2 . 
Fla) MPG, 9 = — be Va" Ra) dt 
2π 
Cy 
(см. [20.36], п. 2.68). 

Если у — целое, можно взять более простые пути ин- 
тегрирования, так как в этом случае Е/(В) — периодическая 
функция и интегралы берутся от 0 до 2π. Возможны и 
дальнейшие упрощения, если, кроме того, 2 действительно. 

Далее приводятся наиболее важные интегральные пред- 
ставления периодических функций се,(2, а), 5е,(2, 4) и соот- 
ветствующих радиальных решений. 
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Пусть г = 25 + р, р = 0 или 1. Тогда 


π|2 


20.7.20. cer(z, а) = er (| cos [2 Νά cos 2 cos t — 
0 
р 4 cer(t, 4) dt, 
2 
π/2 
20.7.21. се,(2, 4) = σε \ ch(2 J sin z sin t) x 
| 0 


x [1 — р) + pcos 2 соз ἢ се,(&, а) dt, 
π/|2 
20.7.22. 5е;(2, 4) = er \ sin В Nq cos Ζ cos t + 
0 


+p =] sin 2 sin t δόγ(ί, а) dt, 


1/2 
20.7.23. se,(z, 4) = σε ! sh (2 Vq sin z sin t) x 
0 


x [1 — р) cos 2 cos t + р] se;(t, а) dt, 


где 


20.7.24. pr = 2 Сезз Ε , a} | αΑ(α), если р =0, 
π 


.- π — 
ее Ε | ο | (Мала), 
π 2 
если р =1, 


для функций се;(2, а); 


4 ‚т — ο), 
р: = — т δρα (= , a} |(clasen, если р = 0, 
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тк: ея 
Or = — сез(0, 4)/А}(4), если р = 0, 
Tv 


4 | | 

Or = — се»з41(0, 4)[А3°(4), если р =1, 
и | 

для функций се, (2, 4); 


on - seye(0, а)\/аВ#* (4), если р=0, 


4 - Ἐ ᾶ 
σε = — δ6ζεμ(, 4)/(\/9 В+ Ца), если р =1, 
п » 
для функций 5ех(т, 4). 


Интегралы, включающие ядра с функциями 
Бесселя 
Пусть 
20.7.25. и = ^/2а(сЬ 22 + cos 2} (Rech 22 > 1; 
если j = 1, то допустимо также значение 2 = 0). 
Тогда 


π|2 
ΝΗ —1)2 : 
20.7.26. Mc§?(z, а) = = Z§?(u) cear(t, а) dt, 
7 Ag” 
Μείζ(α, а) = 
iG ΠΣ gef2 
(—1)" 8 Ма chz Ζ{}(μ) cos t 
= Ar ; и Cesar s(t, q) dt, 
20.7.27. Ms%(z, а) = 
1/2 | 
~ 4-41) За sh 22. Z§(u) sin 2t séor(t, а) dt 
5 7 BS и? i 
М5 (2, 4) = 
π/2 


= eee | Set Oe 


7 Bert и 
0 


В вышенаписанных выражениях применяются обозначения 
20.4.7 и функции Мс, М5 определяются 20.6.7—20.6.10 (эти 
решения нормализованы так, что при Re 2 — со они стремят- 
ся к соответствующим функциям Бесселя— Ханкеля). 


Pr = τ. S€2841 Е , | | Bq), ecm p=—i, 
п Zz 
для функций 5е,(2, 4); 


Другие интегралы для Mc(z, 4) и Ms (z, η) 


π/2 
— 5 — 
20.7.28. Mc(z, q) = Be one \ cos (2 γα ch z cost — p = ce,(t, а) dt. 
| псе,(0, а) 2 
0 
п/2 
20.7.29. Mc(z, 4) = т, { (1 — р) + pchzcos Й cos (2 ψ791 z sin 1) ce,(t, а) dt, 
0 


r=2st+p, p=0, 11 ивы [1.4]. если р =0; 
п 


2 р п | 
r= (-- 15} 2 асе» вл (= , ‘| » CCH р = τ. 
п 


π/2 
\ sin (2 vq sh z sin {} Séarii(t, а) dt. 
и 
5е ae + 0 | 
να 2 q 


fe В 
207.30. Ме, gy 2 A 


Tw 
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π/2 


а _ | 
20.7.31. Ms§2}.,(z,q) = ad or. \ cos (2/4 ch 2 ςο5 1) sh 2 sin { seop4i(t, ο) dt. 
0 | 


= ly 


20.7.32. MsiP(z, а) = — ~ fq ( 
S5r(0, q) 


sin (2 aq ch z cos 1) sh z sin t S€or(t, 4) dt. 


π/2 


ΠΠ 
0 


Se, | 
ar 7 Ч 


Далее, положив и’ = СВ 2 с0$ α с0$ Е + shZsin «sin 2, получим 


sin (2 а sh 2 sin t) chzcos Е Séo,(t, а) dt. 


4 
20.7.33. Ms$P(z, а) = - 


2π 
— 15 (7)? ν 1 
20.7.34. cea; α). Μου(α, 4) = τε \ ет се, (1, q) dt. 
и 
0 


2π 
— ре oF 
20.7.35. 5е,(х, q)Ms(z, а) == — ее, (+, 9) at. 
aw т 
Продифференцировав вышенаписанные соотношения по &«, получим 
2π 
__1)\8 (7)\- 2H ,[- 
20.7.36. ce}(«, а)МсЯ’(2, 4) = РО \. ме — cee(t, q) dt, 
0 
2π 
__ 1)84+9¢7)- P41 
20.7.37. 5е,(х, q)Ms(z, а) = (ΡΩΣ Νὰ μ΄ δα ее, 4) dt. 
0 


Интегралы с бесконечными пределами (г = 25+ р) 


В формулах 20.7.38—20.7.41 2 и 4— положительные. 


[» ο) 
20.7.38. ΜΕ(7(Ζ, 4) = Yr sin [2 Vqchzcht+p = Мс (1, а) dt, 
0 
Ἵν = 2Cegs [7 ’ ε]/ ασ, если р = 0; 
фе Doors Е | 7 | (кА), если р= 1. 
[» ο) : | 
20.7.39, М5(2, η) = Yr \ cos (2 Vqchzcht—p =| sh 2 sh { Ms((t, а) dt, 
0 
ae κ. Bie laa Bes as, a 
г 45655 (= ы a} qv Bs ds если р = 0; 
Yr= — 4565541 Е , / (xB), если р =1. 
[-6) 
20.7.40. Mc(z,q)=Yr cos [2 Vqchzcht—p a McM(t, 4) dt, 
0 


Yr = — 2сез Ε , a) | (eA, если р = 0; 


Yr = 2cegs41 Ё , ‘| (π να 435 τη, если р=1. 
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fee) 
20.7.41. Ms (z, η) = Yr | sin (2 qch zcht+p 7) sh zsh { Ms (t, а) dt, 
0 


Pee: 
Yr = — 4560: В , | 


| (ат Bi), если р = 0; 


Ύε = 4S€os44 Ε ’ 1 (свт). если р = L 


Другие формулы см. в [20.30], [20.36], [20.15]. 


20.8. ДРУГИЕ СВОЙСТВА 


Соотнощения между рещениями с параметрами 4 и— 4 


Заменяя в уравнении 20.1.1 2 Ha — — 2, получаем. 


20.8.1. у’ + (а + 24 cos 22) у = 0. 
Отсюда, если и(2)— решение уравнения 20.1.1, то 
π 
и ms — | удовлетворяет уравнению 20.8.1. Можно пока- 
зать, что (у — нецелое). 
20.8.2. α(--ν, а) = a(v, —а) = а(\, 4), 
сзт(—4) = e(— 1)” οἴπι(ά) 


(com определены формулой 20.3.8) и © зависит OT нор- 
мировки; 


F(z, —q) sit реак, (Е + > ‘| РЕ - ο [ а τοι] ° 


20.8.3. Aor(—q) а аэг(4), bor(—q) = ber(q), 


Aer41(—q) = bers1(q), borii(—q) = Aer+1(q) 
для целых у. 


20.8.4. Cer(Z, --ᾳ) = (—1)" Cor Е 7 ο , 
я π 
Сеэг41(2, --ᾳ) = (—1)" зе Ζ -- 2. η]; 
᾿ π 
5е2г41(2, --ᾳ) = (—1)" сеэг4л αφ 


5е(2, —4) = (—1)"* Seay Е — 2, a} ᾿ 


Для коэффициентов, соответствующих вышенаписан- 
ным решениям при целом у, имеем 


20.8.5. 4Σπ(--α) = (--1)”-" Ака), В(—а) = 
= (-1)"" В ка), 
ΑῬπα(--ᾳ) = (—- 0” Вни(а), Виа) = 
= (—1)™" Αδπρ(α). 
Для соответствующего модифицированного уравнения 
20.8.6. γ΄ — (a + 2qch 22) у=0 
имеем 


20.8.7. Μ{Θ(Ζ, —g) = MY? (Е + i= р a): 


— 


M§/(z, 4) определена в 20.4.12. 


Для целых значений у положим 
“ “Ἡ 
20.8.8. Ге»(2,4) = >) (--1}5”5 Agel Zn-s(ua) Ιεµ(ι8) + 
k=0 
+ Tkys(1) Ге-з(и› (Аз =), 
co 
Tosr(z,q) = >) (—1)¥* Boel Tx-o(uts) Ticys(la) — 
k=1 


--Γεμ("ι) In-s(ue)] / Bas, 


I Corsi(Z, 4) — 
со 
τ > (= aie Вэк 1 [1к-з(и1) Г К+841(И2) + 
k=0 
$2 841 (И1) Гк-8(из)]/ Вэз4л, 
105т..1(2, 4) τς 


[ο Φ) 
- δ, (—1)*t8 Ака Гь-8(и1) Геза (И2) — 


— Геза (и) Гь-з(и› ГА 28415 
20.8.9. Кег(2, а) = 
co 


Aox[Tk-s(uy) Кк+з(из) + 


+ Ik4s(U1) Kr—s(ue)]/(Aos€s), 


k=0 


Kos,(z, 4) р 
ce 
= » Β»κ[[κ.-ε(ἠι) Ky4s(ue) oe 
k=0 
— Гиз (и1) Κικ-ε(ἠο)]/Βαε, 
[» Φ) 
Кезт41(2, 4) = >> BorsalTn—s(us) Кк+41(И2) — 
k=0 


—Tk4841(us) Ke-s(ue)]/Bosi1, 


co 
Kooryx(Z, 4) = ) > АзкыЦьк-в(ил) Кунвча(из) + 
k=0 


+ Геза (и1) Кь-5(из)] Лоза, 
Im(x), Km(x) — модифицированные функции Бесселя, и, = 
= Vqe*, из = ge’. Верхние индексы опущены; =; = 2, 
если 5 =0; =; = 1, если 5 = 0. 
Тогда для функций первого рода: 
20.8.10. 
Мср(2, —q) = (—1)" Гезкр, 9), 
Ms3?(z, —q) = (—1)" Ιοχήα, 4), 
Μεοΐρμία, —q) = (—1)" Иежа(2, 9), 
Ms3)1(Z, —4) = (--1 Ποχεμ(α, 9). 
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Для функций Матье — Ханкеля первого рода: 
20.8.11. | 
Μεθία, —9) = (— 1) i = Ken(z, 9), 

У" 


Ms(z, —q) = (--1Υ5 1-2 ко (а, 9), 
”π 


2 
Мс) 1(2, —q) = (-1)"! — Ке2г41(2, 4), 
п 


2 
Μοϑμ(α, —q) sti (— iy moa КО0эг41(2, 4). 
п 
Для Mi Xz, —q)(j =2,4) могут быть использованы 
определения: 
М>, —4) ==. --[Μ{(α, -ᾳ) oat MVP(z, —q)l, 
Mz, —q) = 2MP%z, --ᾱ) — ME, —4), 
где М; = rid или ΜΙ; 2 и 4 — действительные числа. 


Функции mM! ; Xz, —q) при j = 2,4 являются комплексными 
функциями. 


Нули функции при действительных значениях 4 
Более полные результаты см. в [20.36], гл. 2.8. 
Нули функций се,(2, 4), ser(z, 4), 
Мс (2, 4), Μ5Θ(Ζ, а) 


На интервале 0 <2< п функции ce,(z,qg) и 5е,(2,а) 
имеют г действительных нулей. 

Если а > 0, то имеются комплексные нули. 

Если Zo) = χο + ἶγο — произвольный нуль функции ce,(z, 
9) или функции 5е,(2, 4) при — п/2< хо < π|2, то Κπ + 25 
и kn + 20 также являются нулями при А целом. 

В полосе --π/2 < x9 < 7/2 мнимые нули функций 
сег(2, 4) и 5е,(2, 9) являются действительными нулями функ- 
ций Се,(2, 4) и 5е,(2, 4) и поэтому также действительными 
нулями функций Мс(2,49) и М5(2,9) соответственно. 

Для малых 4 большие нули функций Ce,(z,q) и Se,(z, а) 


приближаются кнулям функции J,(2 ΝΤ ch 2). 
Табулирование нулей 
Айнс [20.56] вычислил первые «нетривиальные» нули 
т. е. отличные от 0, >, τ] для се,(2, 4), 5ех(2, α), r=2(1)5 


и для se(z,q) с точностью до SD при а = 0(1) 10(2) 40. 
Он также дает «экстремальные» точки (нули производной) 
и разложение для них при малых 4. Уилтс и Кинг ([20.61], 
[20.62]) вычислили первые два нетривиальных нуля функ- 


ций Мс (2,9) и М5Ю(2, а) и их производных (г = 0, 1, 2) 
для 6 или 7 значений 4, лежащих между 0,25 и 10. На вос- 
производимых здесь графиках указывается их положение. 

Между двумя действительными нулями функций 
Мер, 4) (или Μ5(Ζ, 4)) имеется нуль функции Мс®(2, 4) 
(или М5, q)). Таблиц этих нулей пока нет. 

Имеющиеся таблицы указаны в разделе «Литература». 

Наиболее полные таблицы характеристических чисел Ay, 
by (в несколько других обозначениях) и коэффициентов, про- 
порциональных Am и Bm (см. 20.5.4 и 20.5.5), даются в 
[20.58]. Кроме того, эти таблицы содержат ΠΕΡ связи, 


6 ела которых можно получить значения Mc? (2, а) и 


Ms; Xz, q) и их производных при 2 = 0. Значения функций 
ce,(z, 4) и se,(z,q) до пятого или шестого порядка могут 
быть найдены в [20.56]. В других цитированных книгах 
приводятся менее общирные таблицы, но важные в неко- 
торых аспектах. В данной главе даются только отдельные 
числовые значения различных функций и несколько графи- 
ков. 


Частные значения для аргументов 0 и 7/2 


20.8.12. 
Tv 
Cer & a} = (—1)" ge,er(q) А’ (а) |=, 


Ρ π п 
Сет 1 (=. ο =(— He 8е,2т41(4) A?’ *(q) |= а, 
_ [т π 
δέον = a} =(—1)" go,er(q) Βὲ (4) а \z : 


зе & >, ο -ς Ὁ возни ВР) =. а, 


> | 
ме, =| rasa 


Me, ϱ) = — || дань, 


d 2 
dz [Mc\?(z, qQ)\z=0 co | ξεε(α), 
2 1 


d 
= [Ms Y(z, α)]-.-ο = |2 80 (а)’ 


τ [Ms,>(z, α)]:--ο = [2 авы, 


Е 
Ms (z, 4) = —8o.r(q) |2. 


Функции for, Zor, fer, ет протабулированы в [20.58] 
для 4 < 25. 


20.9. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 


Представления, данные ниже, применимы к собствен- 
ным решениям для действительных значений 4. Показа- 
тель Флоке у определен ниже, как и в [20.36], следующим 
образом: 

в решениях, соответствующих ах: у = 73 

в решениях, соответствующих by: ν = — 7. 

Для функций, определенных формулами 20.6.7—20.6.10, 
имеем 


20.9.1. Mc*(z, а) | 7 
(—1)"Ms;(z, q) 
ϱ2ψ΄ chz — νπ|2 --π|4) Ὁ Dm 


пы (СВ 2 — в)? m=o[—4i /q(ch 2 — с)". 


Коэффициенты Dm можно получить из следующих рекур- 
рентных соотношений, положив D_, = D_-, = 0, Dy = 1: 


20.9.2. (т + 1) Diya + 
i+ т 
+ (m+ я — [m+ чо 2 —а| Dm я. 
-- G — я [16g(1 — σϑ) — 81/4 от] Dm + 


+ 44 (2m — 3) (2m — 1) (1 - 92) Эта = 0. 
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20.9.3. Mc{(z, а) № 
(--1}γΜ5{9 (2,4) 
en 2/4 ch #— νπ|2 — π|4) © dm 
нема ασ: σγία. ο [41 СВ z ~ в) 
Коэффициенты Ят можно получить из следующих рекур- 
рентных соотношений, положив 4-1 = 4-. = 0, dy =1: 
20.9.4. (т + 1) ата + 


12 τα РВВ 
ΠΟΠ + [+] 5 ασ + 29 — al dn + 
+ ["- 5] [1641 — о?) + 81/4 от] хм 


+ 4q(2m — 3) (2m — 1) (1 -- σ᾽) ἆπι-ο = 0. 
В последних формулах Ἢ. | 
--2π < arg vq св 2 < т, 
|chz—oc|>|o+1|, Веё> 0, 


с произвольно. Если о? = 1, то 20.9.2 и 20.9:4 становятся 
трехчленными рекуррентными соотношениями. 

Формулы 20.9.1 и 20.9.3 справедливы для произвольных 
аи q при условии, что у известно; они дают функции, 
кратные функциям 20.4.12, нормированные так, что они 
стремятся к соответствующим функциям Xanxens Hy (J ge”) 
u Hy” (/qe%) при 2 —0o (см. [20.36], раздел 2.63). Формулы 
рекомендуется использовать, если |ch Ζ| — большое, а g — 
не слишком большое; так, если с = —1, то главная часть 
абсолютной величины отношения двух последовательных 
членов разложения есть | 


= а 2) |= о 
т 4 ΄ а 

Если а, 4,2, ν действительны, то действительной и мни- 
мой компонентами функции Мс“3(2, 4) являются Мс (2, 4) 
и Με(Θ(Ζ, 4) соответственно; аналогично для функции 
Ms‘(z, 4). Если параметры комплексны, TO 


1 
20.9.5, Мс (2, а) = = [Mc{(z, а) + Mc*(z, 4], 


20.9.6. Mc(z, 4) = — a [Mc(z, а) — Mc(z, 4). 


(См. также 20.6.16.) 

Заменяя в этих соотношениях с на 5, получим соот- 
ветствующие соотношения для функций М5‘^ (2, 4). 

Ниже даются формулы, в которые параметр а не входит 
ЯВНО. 


Разложения Гольдштейна 
20.9.7. Мс‘3(2, а) ~ М5 (2, 4) я 


55 [Fo(z) — #81(2)] ε""/(π᾽7 ан? (ch 2) 
где 


20.9.8. 9 = 2 ψ 95} 2-- > (27 + 1) arctg sh 2 


(Rez >0, а> 1). 
w 1 
8 /q ch? 2 os 2048q : 
ες 105 »’-22ν} + τ ] > 
ch* 2 - а 1638443/? 


20.9.9. Fo(z) ~ 1 + 


< — (9? + 14? + 33») (Ων + 124, + 1122и) = 


ch? 2 ch? 2 
Зи? + 2903 
+ и” + 290и А 
εἰ 5 
2 
20.9.10. F,(z) = 2 |. eT eee 
ch?z Ll 32/а 5124 
3 
x G + Зи + rae А x 
ch* z 16384q°/* 
6 4 2 
в 1 5 + 34y2 49 — (и’ — 47w* + 667w* + 2835) 4 
12 ch*-z 
(же + 505ν + 12139w? + 10395) 
+ I> 
12 ch‘ z 


где w=2r+ 1. 

Более подробное изложение см. в [20.18]; там дается так- 
же член 45/2; поправка к нему дана в [20.58]. 

Разложение 20.9.7 рекомендуется использовать, когда 4 
велико и 2 не попадает в окрестность нуля. При 2 = 0 даже 
порядок величины Mc?(0, 4) не может быть получен из этого 
разложения. Его можно с успехом использовать при 2 = 
= ix, когда а велико и |cosx| > 0; оно не годится при 
x = 7/2. Если 4 и х действительны, то получим 


ce,(0, giz" ᾿ 
Εο(0) 
x {Wi[Po(x) — Ρι(χ}] + WelPo(x) + Ρι(}7, 
20.9.12. εε;,.(χ, 4) ~ σεχ (0, а) τε Χ 
x {Wi[Po(x) — Pi(x)] — ИРи(х) + Pi(x)]}. 


В последних формулах P,(x) и P,(x) получаются из ЁРо(2) 
и F,(z) в 20.9.9—20.9.10 путем замены ch z Ha COs хи 51 2 на 
sinx: P(x) = Е @х), Р(х)= —iF,(ix); W,,W. и т опреде- 
ляются формулами 20.9.13 и 20.9.14, 


20.9.11. се’(х, а) ~ 


=e 2741 | 
20.9.13. W, = е2\9 5 5 [со Е ++ Al | (cos χγ +1, 


4 
ВН 2r+1 
| -- с 295» sin Ε + 7 | | (cos. 9 ды 
ᾱ.. 4 
2 
20.9.14. try -- 27-2 | |2ν рее ἨΝ 
4 64 J/q 
er |: 
10244 я 


Разложения, относящиеся к ce,(0,q) и 5е, (0,4), даются 
формулами 20.9.23—20.9.24. Когда |соз х| > ψ 47 + 2/ᾳ1, 
то применяются формулы 20.9.11—20.9.12. Аппроксимации 
ухудшаются, когда г увеличивается. 


Разложения по функциям параболического цилиндра 


(Эти разложения рекомендуются для углов, близких к 
п/2, и для больших значений а, особенно когда |6ς05 х| < 
<21/4/g1/8); см. [20.44—20.46]). 


20.9.15. се’(х, а) ~ C,[Zo(a) + Ζι(α)]. 


20.9.16. serii(x, а) ~ S,[Zo(a) — Ζι(α)] sin x, 


я = 24 


COS X. 


k 
Пусть De = Ока) = (—1)* e%”/4 — в ale 
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Тогда Формулы, содержащие функции се, (0, 4) и se,(0, а) 
1 Dr+a 54; == -Ἴ 
Ш Ч 
сео & q 
2 = - 20 +50—D(1) Pret а 9 
16а [ 512 16 2 4 νι. | 
3157 а 
+ Pa ee D | as 5 
4 (5) Ἢ | ID me - 32g fe? VAL — В 
20.9.18. Ζι(α) ~ wo, [5 16 ψα 
1 ЗЕ, ος 
μμ ϱᾳ, и ); 
| [2 (P= 25—30 > р 1284 
oul ое 
164 64 64 се1(0, а) ΜΡ ψ2 να | ΠΠ 3 4, 
= gl : 16 | 
ΜᾺ ΜΕ ἩΓΕ ἘΝ... 45 |’ }»-- + -Ἴ се! [555] vq 
64 4 \ 6 2 ee 
п \1/4 2r+1. + ——-+...]» 
20.9.19. C.~ (7) ат) ("1 | + ae + 256q | 
УИ 26 + 262r + 108 ji Τ᾽”. 9, 4,5 Би ( a ΠΝ 
20484 1638448”? rr (=. ‘ 3 16/4 
fi = 6/8 + 1579 + 128073 + 19057? + 1778; + 572; 47 
νὴ ++}. 
20.9.20. S;~ Е а"'8/(г!) Ё — - = -- 1284 
Ч ᾽ : 
5е1(0, а) ee -9 Ja = 3 _ 
д 4+ 213 — 1217? — 122r — 84 р + \" 20.9.24. aa sar 4q \/2 е 1 И a 
20484 16384481? atid (Eads 
Л = 278 + 5r4 — 41673 — 6297? — 11627 — 476. а |; 
Следует заметить, что 20.9.15 можно также рассматри- 2564 
вать как приближение для 5е,+1(х, 4), но 20.9.16 может 5е3(0, а) π΄ -2 Ja 21 
дать несколько` лучшие результаты (см. [20.4]). τ: ~ —644 /2е as 16 a . - 
Явные представления функций порядков 0и 1 = [7 τ ‘| 
(до членов порядка 4`3/?; 4 — большие) В + |, 
128q 
Zo~ Dp — =e + ——( — 78 τ] + п : “ 16 ψᾳ 
64 \/а 164 8 512 5ез [555] 
аб ( 992. 35. 5.) | | ре } 
6448/? 256 256 24576] ^^” 2564 Ἢ 
Zam | Шт a vat taal Ghd и ee 
164 16 16 64 & (= ) 3 16 ψα 
1 | 61D, 250, 50 
=— — + ... 15 
64q°/? 32 256 10240 ее -| : 
128а 
20.9.22. Для r= 1: | 
р й 3D D Трудности получения этих отношений значительно 
AE | ee ПИ И ИВ | αν. Ie et возрастают с ростом порядка функций. Один из методов 
64 \/а 16а 16 512 получения значений функций в начале координат состоит 
в следующем. Из разложения 20.9.15 вычисляют се,(х, 4) 
1 = 2070, Dy om _ δια. для такого значения xX, для которого справедливо также 
64q3/? 256 64 24576 ss р 20.9.11. Затем решают уравнение 20.9.11 относительно 
се,(0, а). Аналогично можно получить 5е,(0, 4). 
2. = Мы 1 | 157. ο) + Лангером [20.25] были получены другие Ὁ 
Se "πη ἅμα aa ские разложения, справедливые в различных областях комп- 
16 \/ Ч 164 16 64 лексной 2-плоскости, для действительных а и а. Однако 
1 153} 35D D He всегда легко так определить линейную комбинацию 
+ a | - 5 aan Г. fee |, решений Лангера, чтобы она совпадала с данными здесь 


js J | 20. ФУНКЦИИ МАТЬЕ 


20.10. РАЗЛИЧНЫЕ 


20. 
Данная книга [20.58] Га. ties и др. 
Параметры | | а b=a-+ 24 b 
B 20.1.1 а 5 = 44 ε--2ψᾳ9 
ar ber = ay + 24 by = ar + 24 
by bo, = by -- 24 b, = Dr + 2q 
Периодические решения 
уравнения 20.1.1 
Четные се,(2, 9) A’ Se,(s, x) A’SeD(c, cos x) 
_ Нечетные Ser(Z, 4) Β΄ So;(s, x) B’ So, (c, cos x) 
Коэффициенты периоди- 
ческих решений урав- 
нения 20.1.1 
Четные An(q) A’ Den(s) A' Di, 
Нечетные _ Ва) B’ Dot,(s) BFS 
2π 
1 
= \ я dx 1 (А”)-? или (BT)? (Α΄: или (В’)-* 
г 
Π.Σ 
у — стандартное решение 
_уравнения 20.1.1 τ 
Решения Флоке 20.3.8 Е?) ᾿ Μι 
Характеристический пока- 
затель ν и -- ly 
Нормировка решений 
Флоке | Не уточнено 
Решение модифицирован- Ce,(z, 4) Age,r(s) Jer(s, 4) Age,r(s) Jer(c, ch x) 
ного уравнения 20.1.2 5е,(2, 4) Bgo,r(s) Лог(5, а) Bgo,r(s) Лог(с, ch x) 
Я 2 
Mc (z, а) |: Je;(s, 2) | Jer(c, ch 2) 
5+ (2, а) - Jor(s, 2) = Jor(c, ch 2) 
Mc 2 | = 
ooh, @) = Ne;(s, 2) = Ne;(c, ch 2) 
Μ (2) р Е] 
Sy (2, а) = № ,(5, 2) — No,(c, ch 2) 
Множители связи > ΝΗ 
Jz] mero, вы) Jinx 
ες ἢ а (1) Ν2π (0) 
η}... [Ms, (z, ᾳ)]---0 ξο.ε(5) пл, 
к | dz 
| 2. + 
) ( Μας.» ' 
at Mc? (0, 4)/ Мс 20, q) Ser(s) = Κι 
а (2) , 
— М5, (2,4) 2 Кз 
и fo.r(S) ae 
sna (1) 
dz М (2,9) | „0 


Замечания 1. Нормирующие множители A’ и В’ протабулированы в [20.58] вместе с коэффициентами Фурье. 
2. Множители р, и 5, определены в [20.30], приложение 1, гл. 3, уравнения 3, 4, 5, 6 
3. См. [20.59], гл. (5.3) и (5.5). В уравнении (316), гл. (5.5), первый член должен быть со знаком —. 


ОБОЗНАЧЕНИЯ 


[20.36] 
Майкснер и Шефке 


сег(2 > h*) 


me,(z, h?) 


ν 


к 


[ mete, h’) x 
0 


а |-- 


xX me_,(z, h?) 42 = | 
Ce,(z, q) 


Se,(z, q) 

Mc})(z, h) 

Ms (z, h) 

Mc (z, h) 

Ms®(z, h) 

[5 [Mc 0 h) 
у" : ° 


z 


к 


— Мс (0, п) Мс (0, h) 


Как в этой книге 


= у [Ms,(z, В) =0 


а 
— Se ay 
re r(Z, а) 


20.10. РАЗЛИЧНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


[20.30] 


Мак-Лахлан 


а 


q 
ar 
br 


ce,(Z, q) 
S€r(Z, а) 


Bm 


Ce,(z ; q) 


5 ег(2 2 q) 


| ςει(α, 4)/Аве,г(а) 
\2 Ser(z, q)/Bgo,r(q) 

[2 Εεγε(Ζ, q)/Age,r(q) 
|2 Gey,(z, q)/Bgo,r(q) 
(— 10 pr |5: В 


ue 
(—1) Sr [25 


peer h0. 9) 
Ce;(0, а) 


а 
--- Gey,(z, а) 
dz 


z=0 


a о додкддкдкдккдккдк85к—к—к—к—к—————————————— 


[20.15] 
Бейтмен 


h 
0 


Ωγ 
bry 


ce,(Z, 9) 
5ег(2, 9) 


Се, (2, 9) 
Ser(z, 0) 


12 Се, (2, 9)/ Аз. „(а) 
|2 Se,(z, ®)/Bgo.r(q) 
\2 Fey,(z, 9)/Age,r(q) 


| Ξ беук2, @)[Вео (а) 


Как в [20.30] 


Как в [20.30] 


Как в [20.30] 


553 


Примечания 


См. замечание 1 


См. замечание 1 


См. замечание 2 


См. замечание 3 


554 
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Таблица 20.1. Собственные значения, множители связи, некоторые частные значения 


г а a, 
0 0 0.00000 000 -1 
5 - 5.80004 602 -2 
10 - 1293697 996 --ᾱ 
15 - 22.51303 776 -3 
20 - 31.31339 007 -4 
25 - 40.25677 955 -4 
2 0 4.00000 000 
5 7.44910 974 -1 
10 7.71736 985 -1 
15 5.07798 320 -2 
20 + 1.15428 288 -2 
25 - 3.52216 473 -2 
10 0 100.00000 000 
5 100.12636 922 
10 100.50677 002 
15 101.14520 345 
20 102.04891 602 
25 103.23020 480 
9 а, 
1 0 1.00000 000 
5 + 1.85818 754 -1 
10 - 2.39914 240 -2 
15 - 8.10110 513 -2 
20 - 14.49130 142 -3 
25 - 21.31489 969 -3 
5 0 25.00000 000 
5 25.54997 175 
10 27.70376 873 
15 31.95782 125 
20 36.64498 973 т 
25 40.05019 099 -1 
15 0 225.00000 000 
5 225.05581 248 
10 225.22335 698 
15 225.50295 624 
20 225.89515 341 
25 226.40072 004 


Взято из [20.58]. 


q7\r 0 i 
0.16 -0.25532 994 -1.30027 212 
0.12 -0.25393 098 -1.28658 972 
0.08 -0.25257 851 -1:27371 191 
0.04 -0.25126 918 -1,26154 161 
0.00 -0.25000 000 -1.25000 000 


Для ger и [ег см. 20.8.12. 
<q>— ближайшее к 4 целое число. 


Взято из [20.53]. 


Четные решения 


ce,(0, 4) 


7.07106 781 
4.48001 817 
7.62651 757 
1.93250 832 
6.03743 829 
2.15863 018 


1.00000 000 
7.35294 308 
2.45888 349 
7.87928 278 
2.86489 431 
1.15128 663 


1.00000 000. 
1.02599 503 
1.05381 599 
1.08410 631 
1.11778. 862 
1.15623 992 


се,(0, 9) 


1.00000 000 
2.56542 879 
5.25987 478 
1.50400 665 
5.05181 376 
1.91105 151 


1.00000 000 
1.12480 725 
1.25801 994 
1.19343 223 
3.26575 531 
6.10694 310 


1.00000 000 
1.01129 373 
1.02287 828 
1.03479 365 
1.04708 434 
1.05980 044. 


ce,($*, 9) 


(-1) 7.07106 78 
1.32484 87 
1.46866 05 
1.55010 82 
1.60989 09 
1.65751 03 


1.00000 00 
Е. -7.24488 15 
-1)-9.26759 26 
-1.01996 62 
1.07529 32 
-1.11627 90 


-1.00000 00 
-1) -9.75347 49 
-1) -9.51645 32 
-1)-9.28548 06 
-1) -9.05710 78 
-1) -8.82691 92 


се, ($, 9) 


-1.00000 00 
-3.46904 21 
-4.85043 83 
-5.76420 64 
-6.49956 58 
-7.10674 15 


-5.00000 00 
-5.39248 61 
-5.32127 65 
-5.11914 99 
-5.77867 52 
-7.05988 45 


1.50000 00 
1.51636 57 
1.53198 84 
1.54687 43 
1.56102 79 
1.57444 72 


el ek ee ee 


dy, +2q—(4r+2) Ч 


2 
-3.45639 483 
-3.39777 782 
-3.34441 938 
-3.29538 745 
-3.25000 009 


5 
-17.84809 551 
-16.92019 225 
-16.25305 645 
-15.70968 373 
-15.25000 000 


(49) ч., „(а) 


(-1) 7.97884 
1.97009 


2.40237 


2.68433 
2.90011 
3.07743 


1) 1.27661 
1) 2.63509 
1) 7.22275 
2) 1.32067 
2)1.98201 
2) 2.69191 


12) 1.51800 
12)1.48332 
12) 1.45530 
12}1.43299 
12) 1.41537 
12) 1.40118 


(44) rg, ‚(4) 


1.59576 
7.26039 
1.35943 
1.91348 
2.42144 
2.89856 


4.90220 
4.43075 
4.19827 
5.25017 
8.96243 
1.71582 


20) 5.60156 
20) 5.54349 
20) 5.49405 
20)5.45287 
20)5.41964 
20)5.39407 


лъьхфФФ Н-НННЫ 


10 
-76.04295 314. 
-76.84607 855 
-63.58155 264 
-58.63500 546 
-55.25000 000 


(49)"f., „(а) 

56 20 

00 - 3)1.86132 97 
95 - 5)5.54257 96 
53 - 6) 3.59660 89 
25 - 7)3.53093 01 
91 - 8)4.53098 68 
53 1)8.14873 31 
89 2)1.68665 79 
58 1)6.89192 56 
71 1)1.73770 48 
14 4.29953 32 
26 1.11858 69 
43 23)2.30433 72 
54 23)2.31909 77 
39 23) 2.36418 54 
34 23) 2.44213 04 
24 23)2.55760 55 
52 _ 23)2.71854 15 

(49)"f.. ε(α) κ 
91 2.54647 91 
84 1.02263 46 
49 - 2)9.72660 12 
51 - 2)1.19739 95 
01 - 3)1.84066 20 
94. - 4)3.33747 55 
27 8)4.80631 83 
22 8)5.11270 71 
66 8) 6.83327 77 
04 9) 1.18373 72 
97 9) 1.85341 57 
55 9)2.09679 12 
72 40) 2.09183 70 
84 40) 2.09575 00 
67 40) 2.10754 45 
72 40) 2.12738 84 
26 40)2.15556 69 
68 40)2.19249 18 
15 <q> 

- 80.93485 048 39 
-141.64507 841 69 
-162.30500 052 156 
-132.08298 271 625 
-120.25000 000 о 


16 


15 


qr 


0.16 
0.12 
0.08 
0.04 
0.06 


Таблица 


b 


Г 


4.00000 
2.09946 
2.38215 
8.09934 
14.49106 
21.31486 


100.00000 
100.12636 
100.50676 
101.14517 
102.04839 
103.22568 


ΤΝ 


Ь, 
1.00000 
5.79008 

13.93655 
22.51.300 
31.31338 
40.25677 


ЕТ 


25.00000 
25.51081 
26.76642 
27.96788 
28.46822 
28.06276 


225.00000 
225.05581 
225.20335 
225.50295 
225.89515 
226.40972 


1 


-0.25532 994 
-0.25393 098 
-0.25257. 851 
-0.25126 918 
-0.25000 000 


СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ, МНОЖИТЕЛИ СВЯЗИ 


20.1. Собственные значения, множители связи, некоторые частные значения 


000 
045 
824 
680 
325 
062 


000 
922 
946 
ee 
286 
004 


000 
060 
248 
350 
617 
898 


000 
605 
636 


060. 


133 
590 


000. 


248 
698 
624 
341 
004 


Для 8o.r и for см. 20.8.12. , 
(4) — ближайшее к а целое число. 


(-1) 
Е 

-2) 
(-3) 
ΕΞ) 


( 
{ 
( 
| 
( 
( 


Нечетные решения 


_56,(0, а) 


2.00000 
7.33166 
2.48822 


3.102177 
1.60562 


9.73417 


9.44040 


ye hee 5 
8.75554 
8.35267 


) 
рая 
) 
) 


хе, (0, 4) 


1.00000 
1.74675 
4.40225 
1.29251 
5.07788 
2.04435 


5.90000 
8.22957 
3.40722 
2.41166 
1.56889 


1.50000 
1.48287 


2 


-1.20027 164 
1.28658 971 
-1.27371.191 
-1.26154 161 
-1.25000 000 


00 


40 
66 
35 
49 
94 


00 
00 
68 
65 
69 
62 


00 
89 
60 
01 
46 
#2 


5е,(3т, η)' 


-2.00000 
-3.64051 
-4.86342 
-5.76557 
-6.49075 
-7.10677 


1) -1.00000 
1) -1.02396 
1) -1.04539 
1) -1.06429 
1) -1.08057 
1)-1.09413 


зе, (т 


1.00000 
1.33743 
1.46875 
1.55011 
1.60989 
1.65721. 


1.00000 
9.06077 
8.46038 
8.37949 
8.63543 
8.99268 


-1.00000 
9.88960 


5 


-11.53046 855 
-11.12574 983 
-10.78895 146 
-10.50135 748 
-10,25000΄ 000. 


00 
79 
21 
38 
oe 
19 


00 
46 
48 
00 
24 
54 


‚ 9) 


00 
39 
57 
51 


10 


-51.32546 875 
-56.10964 961 
-51.15347 975 
-47.72149 533 
-45.25000 000 


(49) "9, „(а) 


6.28307 65 
1)1.24474 88 
1)1.86133 36 
1)2.42888 57 
ΕΛΟΤ 89 
1)2.44997 83 


1.56344 50 


(49) 9. „(4) 


1.58 Fi 
2.27041 76 
2.63262 99 
2.88561 87 
3.08411 21 
3.24945 50 


( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 


ο κ, τ ον κ κω τ QX QE 


15 


- 55.93485 112 
-108.31442 060 
-132.59692 424 
-114.76358 461 
-105.25000 000 
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(49)"Fo, (9) 


1) 8.14873 
1) 2.24948 

3.91049 
1) 7.18762 
1) 1.47260 
2) 3.33750 


23) 2.30433 
23) 2.31909 
23) 2.36418 
23) 2.44211 
23) 2.55740 
23) 2.71681 


21 
08 
85 
28 
72 
27 


tz 
77 
52 
78 
30 
rh 


(49)"f,, -(9) 


2.54647 


2.82474 


40) 2.10754 


РН 


40)2.15556 
40) 2.19249 
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20. ФУНКЦИИ МАТЬЕ 


Таблица 20.2. Коэффициенты Аж 


m\r 0 2 10 
0 +0.54061 2446 +0.43873 7166  +0.00000 
2 -0.62711 5414 +0.65364 0260 +0.00003 
.4 +0.14792 7090 -0.42657 8935 +0.00064 
6 -0.01784 8061 +0.07588 5673 +0.01078 
8 +0.00128 2863 -0.00674 1769 +0.13767 
10 -0.00006 0723 +0.00036 4942 +0.98395 
12 +0.00000 2028 -0.00001 3376 -0.11280 
14 -0.00000 0050 +0.00000 0355 +0,00589 
16 +0.00000 0001 -0.00000 0007 -0.00018 
18 +0.00000 
20 -0.00000 
22 +0.00000 
m\r 0 2 10 
0 +0.42974 1038 +0.33086 5777 +0.00502 
2 -0.69199 9610 `-0.04661 4551 +0.02075 
4 +0.36554 4890 -0.64770 5862 +0.07232 
6 -0.13057 5523 +0.55239 9372 +0.23161 
8 +0.03274 5863 -0.22557 4897 +0.55052 
10 -0.00598 3606 +0.05685 2843 +0.63227 
12 +0.00082 3792 -0.00984 6277 -0.46882 
14 -0.00008 7961 +0,00124 8919 +0.13228 
16 +0.00000 7466 -0.00012 1205 -0.02206 
18 -0.00000 0514 +0.00000 9296 +0.00252 
20 +0.00000 002$ -0.00000 0578 -0.00021 
22 -0.00000 0001 +0.00000 0030 +0.00001 
24 -0.69000 0001 -0.00000 
26 +0.00000 
28 -0.00000 
m\r 2 10 

2 +0.93342 9442 +0.00003 3444 

4 -0.35480 3915 +0.00064 2976 

6 +0.05296 3730 +0.01078 4807 

8 -0.00429 5885 +0.13767 5120 

10 «0.00021 9797 +0.98395 5640 
12 -0.00000 7752 -0.11280 6780 

14 +0.00000 0200 +0.00589 2962 

16 -0.00000 0004 -0.00018 9166 

18 7 +0.00000 4227 

20 -0.00000 0070 

22 +0.00000 0001 

m\r 2 10 

2 +0.65743 9912 +0.01800 3596 

4 -0.66571 9990 +0.07145 6762 

6 +0.33621 0033 +0.23131 0990 

8 -0.10507 3258 +0.55054 4783 

10 +0.02236 2380 +0.63250 8750 

12 -0.00344 2304 -0.46893 3949 

14 +0.00040 0182 «0.13230 9765 

16 -0.00003 6315 -0.0:2206 3990 

18 +0.00000 2640 +0.00252 2676 

20 -0.00000 0157 -0.00021 3694 

y +0.00000 0008 +0.00001 4079 
24 0.00000 0746 

26 +9.00000 0033 


Для Ат и Вт CM. 20.2.3—20,2,11, 
Взято из [20.58]. 


Ay 
q=5 
m\r 1 
1679 1 +0.76246 
3619 3 -0.63159 
2987 5 +0.13968 
4807 7 -0.01491 
5161 9 +0.00094 
5640 11 -0.00003 
6780 13 +0.00000 
2962 15 -0.00000 
9166 17 +0.00000 
4226 19 
0071 21 
0001 23 
25 
9=25 
m\r 1 
6361 1 +0.39125 
4891 3 -0.74048 
7761 $5 +0.50665 
1726 7 -0.19814 
4391 9 +0.05064 
5658 11 -0.00910 
9197 13 +0.00121 
7155 15 -0.00012 
0893 17 +0.00001 
2374 19 -0.00000 
3672 21 +0.00000 
4078 23 -0.00000 
0746 25 
0032 27 
0001 29 
31 
By 
q=5 
m\r 1 
1 +0.94001 9024 
3 -0.33654 1963 
5 +0.05547 7529 
Я -0.00508 9553 
9 +0.00029 3879 
уз -0.00001 1602 
13 +0.00000 0332 
15 -0.00000 0007 
17 
19 
21 
23 
25 
4=25 
m\r 1 
1 +0.81398 3846 
5 -0.52931 0219 
5 +0.22890 0813 
7 -0.06818 2972 
9 +0.01453 0886 
rt -0.00229 5765 
13 +0.00027 7422 
15 -0.00002 6336 
17 +0.00000 2009 
19 -0.00000 0126 
21 +0.00000 0007 
23 
25 
27 
29 
2] 


3686 
6319 
4806 
5596 
4842 
9702 
1189 
0027 
0001 


+0.05038 
+0.29736 
+0.93156 
-0.20219 
+0.01830 
-0.00096 
+0.00003 
-0.00000 
+0.00000 


+0.30117 
+0.62719 
+0.17707 
-0.60550 
+0.33003 
-0.09333 
+0.01694 
-0.00217 
+0.00021 
-0.00001 
+0.00000 
-0.00000 
+0.00000 


5 
+0.07768 
+0.30375 
+0.92772 
-0.20170 
+0.01827 
-0.00095 
+0.00003 
-0.00000 
+0.00000 


5 


+0.65659 
+0.36900 


‚ 0.19827 


-0.48837 
+0.37311 
-0.12278 
+0.02445 
0.00335 
+0,00033 
-0.00002 
+0.00000 
-0.00000 
+0.00000 


5 


5798 
1030 
8396 
6148 
4579 
9038 
3457 
0839 
0016 


0398 
8820 
8625 
4067 
2810 
1866 
3933 
1335 
9214 
6552 
1661 
0085 
0004 


2462 
5513 
6997 
3638 
5721 
0277 
3493 
0842 
0017 


5 


15 

0.00000 
+0.00000 
+0.00000 
+0.00000 
+0.00014 
+9.00428 
+0.08895 
+0.99297 
-0.07786 
+0,00286 
-0,00006 
+0.00000 
-0.00000 


15 


+0.00000 
+0.00003. 
+0.00032 
+0.09254 
+0.01770 
+0.10045 
+0.40582 
+0.83133 
-0.35924 
+0.06821 
-0.00802 
+0.00066 
-0.00004 
+0.00000 
-0.00000 
+0.00000 


15 


0.00000 
+0.00000 
+0.00000 
+0.00000 
+0.00014 
+0.00428 
+0.08895 
+0.99297 
-0.07786 
+0.00286 
-0.00006 
+0.00000 
-0.00000 


15 


+0.00000 
+0.00003 
+0.00032 
+0.00254 
+0.01770 
+0.10045 
+0.40582 
+0.83133 
-0.35924 
+0.06821 
-0.00802 
+0.00066 
-0.00004 
+0.00000 
-0.00000 
+0,00000 


0000 
0002 
0200 
4227 
8749 
1392 
2014 
4092 
7946 
6409 
6394 
1993 
0013 


3717 
7227 
0013 
0804 
9603 
8755 
7403 
2650 
8830 
6074 
4551 
6432 
1930 
2090 
0086 
0003 
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. Blanch G., Rhodes I. Table of characteristic 


values of Mathieu’s equation for large values of 
the parameter. — J. Washington Acad. Sci., 1955, 
45, № 6, р. 166—196. 

Be,(t) = αν(α) + 24— 2(2r + 1) Vg, Во, (1) = δι(α) + 
+ 24 —'2(2r — 1) \/4, t = (1/2) 9, г = 0(1)15, 

0 < 2< 1, с & и 8*; точность & 8D; допускается 
интерполяция. 


20.54. Brainerd J.G., Gray H.J.. Merwin R. 


20.55 


20.56 


20.57 


Solution of the Mathieu equation.,— Am. Inst. 
Elec. Engres., 1948, 67. 
Характеристический показатель в широком диа- 
пазоне; μ, М для ев = 1(1)10; k = 0.1(0.1)1, 5D; 
g(t), A(t) для Е = 0(0.1)3.1, π, 55; = = 1(1010, k = 
= 0.1(0.1)1, где g(t) и A(t)— решения уравнения 
у’ + ε(1 - А cos Ὁ у=0 при &(0) -- μ΄(0) = 1; 
ε΄(0) = (0) = 0; cos 2πµ = 2ρ(π) (п) -- 1; М = 
= [—g(z) g’(x)/h(x) π(π)]΄". 


.Brainerd J.G, Weygandt С. М. Solutions 


of Mathieu’s equation. — Phil. Mag., 1940, 30, 
p. 458—477. 


. Ince E. L. Tables of the elliptic cylinder functions. — 


Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 1932, 52, р. 355—423; 
Zeros and turning points, Ibid, p. 424—433. 
Собственные значения Qo, @1, ..., ἃς, Вл, be, ..., ви 
коэффициенты для ϐ = 0(1)10(2) 20(4)40; 7D; также 
се (х, 9), se-(x, 0), 0 = 0(1)10, x = 0°(1°)90°; 5D, 
соответствующие собственным значениям в табл. 
ἂς = Ве; — 24; by = bor — 24; 0 =4. 


. Kirkpatrick Ε.Τ. Tables of values of the modi- 


fied Mathieu function.— Math. Comp., 1960, 
14, 70. 


Сек(и, 4), г = 0(1)5, беки, 4), г =_1(1)6; 
и = 0.1(0.1)1; а = 1(1)20. 


20.58. National Bureau of Standards. Tables relating to 
oe functions. — N.Y.: Columbia Univ. Press, 
Собственные значения be,(s), bo,(s) для 0 < 5 < 100 
с δ; интерполяция дает 8D; коэффициенты Фурье 
для функций 5е,(4) и ce,(q) для тех же 5; интер- 
поляция дает 9D; нормирующие множители А и 
В и множители связи s"/?g,,; 571291; ος; 5, 
ς 6°; интерполяция дает 85. Русский пере- 
вод: Таблицы для вычисления функций Матье; 
собственные значения, коэффициенты и множители 
связи.— М.: ВЦ АН CCCP, 1967. — (BMT; Вы. 42). 

20.59. Stratton J. A. Morse P.M., Chu Г. J., 

Hutner Κ.Α. Elliptic cylinder and spheroi- 
dal wave functions.—N.Y.: John Wiley and 
Sons, 1941. 
Теория и таблицы для bo, by, be, bs, by, bi, В, 
b3, δὲ и коэффициенты Фурье для 5е,(5, x) и 
So,(s, x); с = 0(0.2)4.4 0.5(1)4.5; точность до 55; 
ис = 241; by = ap + 24; by = by + 24. 

20.60. Tamir Т. Characteristic exponents of Mathieu 
equations. — Math. Comp., 1962, 16, 77. 
Характеристический показатель у, первых трех 
областей устойчивости; г = 0,1,2; а = 0.1(0.1)2.5; 
а = (0.1); Η- 1, 5D. 

20.61. Wiltse У. С., King М. J. Values of the Mathieu 
functions. — The Johns Hopkins Univ. Radia- 
tion Laboratory Technical Report AF-53. — Bal- 
timore, 1958. 
cén(v, g)/A, sen(v, 4) [В для 12 значений 4 между 
0.25 и 10; от 8 до 14 значений у; = Мс#Хи, 4), 
A π/2 Ms{?(u, а), j =1,2, от 6 до 8 значений g 
между 0.25 и 10 и около 20 значений и, г =0,1,2; 
ψπ|2 Ме (— | ul, 4), π]λμοθ(--|π|, 9), 7=0,1,2 
около 9 значений ии 4; всюду точность 2D — 4D. 

20.62. Wiltse J. C., King М... Derivatives, zeros, and 
other data pertaining to Mathieu functions. — 
The Johns Hopkins Univ. Radiation Laboratory 
Technical Report AF-57. — Baltimore, 1958. 

20.63. ZaroodnyS. J. An elementary review of the Ma- 
thieu-Hill equation of real variable based on nume- 
rical solutions. — Ballistic Research Laboratory 
Memorandum Report № 878. — Aberdeen Pro- 
ving Ground, 1955. 

Чертежи характеристических показателей (CM. так- 
же [20.18]), значения ἀ,, ь, и коэффициенты Фурье 
для cer(x, а), Ser(x, а); а = 40(20)100(50)200; 5D. 
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с = 1(1)5, 45. | 
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т = 0, 1, n=m(1l)m+2; m=n=2, Ё=0, 0.75, 
c = 0.2, 0.5, 0.8, 1(0.5) 2.5, 58. = 
Таблица 21.5. Множители связи для вытянутых функций первого рода’........ .. 50 


m=0, 1, п=тО@фт-+ 2; m=n=2, c= 1(1)5, 4S. 
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21.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 


м ry — Г Уравнение семейства софокусных эллипсов 
21.1.1. gine Tae at oe φ' 2 2 
‘a / 21.1.3. = 4- = =f? (1<Ё < 0). 
ry и г.— расстояния до фокусов семейств софокусных 
эллипсов и гипербол, 2f— расстояние между фокусами. Уравнение семейства софокусных гипербол 
| f 21.1.4. — ——*— =f? (-1<1<1. 
21.1.2. а=/Е, b=f/#—1, e=+; y 1—1 
Е: Соотношения между декартовыми и эллинтическими 
координатами 


а — половина большой оси, b — половина малой оси, е — νύ 
эксцентриситет. | 21.1.5. x = fen, у= Л\/( — ПИ — 1). 


560 21. СФЕРОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 


21.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЫТЯНУТЫХ СФЕРОИДАЛЬНЫХ КООРДИНАТ 


Если система софокусных эллипсов 21.1.3 и гипербол Соотношения между декартовыми и вытянутыми 


21.1.4 и вокруг большой OCH, ΤΟ сфероидальными координатами 
r2 x? r 
rs ee =f", —- = f?, an 
Е | iY te 21.2.2. x = fen, у = fv ( — 1) (1 — 17) cos 9, 
y=rcos9, z=rsing, 0< 9 < 27, 
где ЕЁ, ци > — вытянутые сфероидальные координаты, z=f \ (22 — 1) (1 — 12) sin 9. 


21.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СПЛЮСНУТЫХ СФЕРОИДАЛЬНЫХ КООРДИНАТ 


Если система софокусных эллипсов 21.1.3 и гипербол Соотнощения между декартовыми и сплюснутыми 


21.1.4 м вокруг малой оси, то сфероидальными координатами 
γ᾽ _ £2 ο ЕЕ: ; κκ | 
21.3.1. г р age ee 21.3.2. x = /ξη sin 9, 
Pe eee τη. 
где ξ, у и ф — сплюснутые сфероидальные координаты. у = Л\( — 14 - τῇ), 2= Ла cos 9. 


21.4. ЛАПЛАСИАН В СФЕРОИДАЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ 


я 1 д [Рф д Метрические коэффициенты для вытянутых 
21.4.1. У — — 
hzhnhgo| 98 he дЕ сфероидальных координат 
= . 
+ (ee 2)4 2 (552) 21.4.2. he =f |, in | wt 
η \ hn On Op \ he a 
ax \2 ду 2 az \2 he Be т? 1) (1 Aa η’): 
ΜΟΝΟΙ 
Метрические коэффициенты для сплюснутых 
μὲ = | Ox | Ν | 2 | + | 92 }. сфероидальных координат 
Ὢ Ὢ Ὢ Е: и | oh 
21.4.3. hy -η παῖς, καπ -/| aia μὲ 
8-Е '. 
* (2$ φ φ he = fen. 


21.5. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ В ВЫТЯНУТЫХ И СПЛЮСНУТЫХ СФЕРОИДАЛЬНЫХ 
КООРДИНАТАХ 


Волновое уравнение в сплюсвутых 


Волновое уравнение в вытянутых 
сфероидальных координатах 


сфероидальных координатах 


21.5.2. ФФ, = a Е |+ 


4. oko Oy 
(2 + 1) (1 — τῦ) 29 


д 
ν Е |= - ) Е = |+ 


д ΟΦῚ 272 δῷ [+ 
ее + | κ. 
δη δη (2 - Il — 2 
+ ο(ξ + 77) OD =0 (- χε 
+в-те-о [ε- 2%]. 
2 21.5.2 может быть получено из 21.5.1 с помощью пре- 
образования & -> - ἱξ, с -» $ г. 


21.7. ВЫТЯНУТЫЕ УГЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 561 


21.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ РАДИАЛЬНЫХ И УГЛОВЫХ 
ВОЛНОВЫХ СФЕРОИДАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 


Дифференциальные уравнения для вытянутых функций 


Положим в 21.5.1 


Ф = Rmn(c, ©) Smnle, Ἡ) 
sin 


Тогда радиальное решение Rmn(c, &) и угловое решение 
Smn(c, 1) будут удовлетворять дифференциальным урав- 
нениям 


а 
21.6.1. — 1) — Ажа(с, — 
р = (aa Е Ral 5] 


; т? 
ne [> — СЕ + ΓΝ = Rmr(c, 5) = 0, 


21.6.2. Е @ — 7°) fs Smn(c, 9] + 
dn dn 


+ (rma — ete τσ > δαμίς, 1) = 0, 
ТЕ 


где постоянные разделения (собственные значения) Amn 
определяются так, чтобы Rinn(c, &) и δηιπίς, 1) были конечны 
при & = +1 и при η = +1 соответственно. 


Сравнивая 21.6.1 и 21.6.2, видим, что вытянутые ради- 
альные и угловые сфероидальные функции удовлетворяют 
одному и тому же дифференциальному уравнению, рас- 
сматриваемому на разных интервалах изменения неза- 
висимой переменной. 


Дифференциальные уравнения для сплюснутых функций 


21.6.3. р ] mn 
=a + 1) ee (c, | - 


aa |». ные" = =] Вти(с, &) = 
41)" 


d ae | 
21.6.4. — @ — Ἡ)--- Smalc, 9] + 
41 dy 


2 
+ [mn + ολη — i - Ἢ δπια(ς, 4) = 0. 


21.6.3 может быть получено из 21.6.1 с помощью преобразо- 
ванмя & -» iE, с -» F ic; 21.6.4 может быть получено из 
21.6.2 с помощью преобразовавия с -» F ic. 
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Dy ат" (©) РЕК) 


t= 0,1 
— вытянутая угловая функция первого рода. 
fo @) 
>> dc) опа) 
9 = -— 
— вытянутая угловая функция второго рода. 

P™(n) и О"(1) — присоединенные функции Лежандра 
первого и второго рода соответственно. Для —1<2<1 
P™(z) = (1 — 22)? d™P,(z)/dz™ (см. 8.6.6). Суммирование 
выполняется либо по четным, либо по нечетным значениям 
г в соответствии с четностью 2 — т. 


21.7.1. S2(c, η) = 


21.7.2. S2(c, 1) = 


Рекуррентные соотношения между коэффициентами 
21.7.3. акЧк+о + (Bk — Ата) de + Ὑκάχ-α = 
_ @т ἠ- ἐκ - 2) (πι -- ЕЮ οὗ 


(2m + 2k + 3)(Qm + 2k + 5). 

| +k yl a. 

Вх = (т +k) (m+ k+1)+ 2Am+tk) (т Е!) —2m" = 1 κα 
(2m + 2k — 1) (2m + 2k +3) 


πε 2k — 3) Qm + 2k — 1) 


Трансцендентное уравнение для Ag, 


21.7.4. U(Amn) = ζι(ληιο) + U2(Amn) = 0, 
Ui(Amn) = ΥΓ — Amn — 


Br Broe 


η Е 
Yr—2 — Amn Ye—q — Ama 


ene 4 


U.(2 жи) РЕВ Ве _ Bra ΠῚ 
Yr+2 — Amn - ὙΠ — Amn 
mi_ __ ΚίΚ-- 1) Qm +k) Qm +k — Ὦ οὗ 
"(2m + 2k — 1)? (2m + 2k + 1) (πι + 2k — 3) 
(A > 2), 


Υ 8 = (m+ k)(m+k + 1) + 


1 , 
+ —c} 1 — 
α΄ 


Я 
(2m + 2Κ —1)(2m + 2k + 3) 


(kK > 0). 
(Выбор г в 21.7.4 произволен.) 


Степенное разложение Ama 


fe ο) 
21.7.5, nn = 2. lox СЕ, 
k=0 


if (2m — ΤΗ 


lo = n(n + 1), [gt 
2 (Qn — 1)(2n + 3) 


36 — под ред. В. A. Диткина, Л. Н. Кармазиной 
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2(2n + 1) (π + 3) (Θα + 5) | 
= я Ри 4.9 -1 | 
= мае Bae m+ Рот ит + 
| (Qn — 1) (2n + 1) (20 -+ 3} (2η. + 5) (Qn 4. 7) 
| | 

[5 = 2(4т? — να ο вен 
8 ( ) т 5 Ἴ 
A= т о@стеитт Питт 


—@ ак и юн AAG Ue Riad + 2s 


IN 
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Mis m 'Εγ}χτι (η.-- — т) _т) (n + TB 1 (п -|- т) 


2(2n — 3) (2ῃ — 1} (2. 4 1) 
+2) (ae m—Il)a—m(nst 


2η — - 5) (Qn — 3) (21а 


г -- в + т) |, 
15 Qn + 1) (2η 4+3) 


_ (п κ.ε, μμ... ρω}, + τα -|- 1) {η т + 2). 


(2η — 1028 + 1) (28+ 3)? (2η + a) Иа 
(-π-ἠ)θι-πι-λ᾽γι-πι-Ί)ζι-υ)(η--πι--3)ία--πι--2)(ι--πι-- 16 π) _ 


ит: -- κ ty πε 2) ae m: a Еж ем 1) @- + и + 2) (п. + 3) (п ἜΝ tA) № 


(Qn + 1) (n+ 3)4 (2n + 5)? (Qn + 7)? (Qn + 9) 


(2n — 5)? Оп — 3) (Qn -- 1)? Qn - 1) Qn + 3} 
B ae С] \A 
(2n — 7) (2η — 5} (Ωπ — 3) Qu — 1)᾽ (Qn + 1) 
ст ист Bat mst ит _ 


(2n + 1)? (2n + 3)? (2η --- 5} 


(2n — 3)(2n — 1)᾽ 
Асимптотическое разложение Amn 


Я БНР 
21.7.6. Amn(c) = cq +m — a (+ 3} = 
-- gt + 11 — 3a R 
64с 


~ [5(q* + 264 + 21) -- 384 а? + 1)] — 


- 1024%? 


x 
-< ΤΕ 


“Ge + 1674) + = - 4] - 


(33q° + 159443 + sata) к 


- 12 


— = “se (634° + 49404* ie Ἔ προς, a 


Е one (q? + о = 


— alias“ (5274? + 6152945 + 10439614° + 22415994) — 


+ 2989519) + 


(573945 ++ 1275505 
93. 1024 


γ᾽ ! m°q 
+ — (35543 + 15050) -- — + + Ofc), 

512 Я a 16 
_qg=2(n—m +1. 


Yrounenne приближенных значений для Лив. 


Пусть 19) — приближевное значение Amn, полученное 
из 21.7.5 либо из 21.7.6. 


21 ἂν Py β Amn = ла - 6Атв, 


Δ ΕΒ ae 


Shinn — 


Οι —т- 1)? (τ -- πι) it + 1)" he ΕΙ; _ту 


ay 


(2n — 3 Qa 'Ty’.Qa+ 1 


а = — 4) (м —m)(n—-m+ --- — 28 1 2) (т "μ᾽ 1) (п + 111) (τ - + θέ: 1) ¢ ит 2). 
(Qn + 1) (2n + 3 (2п + 5) 


η}, Вх а 


Br Вто Ва _ 


Δι = ] +. РЕ. 11 ' τὴ 
( Nw у ( № № №” Had 2 (Nie ΝΗ №) 
д = (Nye)? {ΡΝ (ΝΕ N ΠῚ ΠΝ ΗΠ τ 
Cre Brie Bria Brie Bria Brie 
В μ.... 
№т = __Qm +r) Qm + roe 4. (r > 2), 
(т + 2r — ЭОт- 2r+ 1) dy» 
om = Оби 1) Cm +r ~ Vet 
" (2m + 2r — 1)? (2m + 2r + 1) (πι 4+ 2ν -- 3) 
(r > 2). 
Вычисление коэффициентов 
1-й шаг. Вычисляются № по формулам 
ὦ 21.7.8. να 2 = cx —= Amn Br (r = 2), 
Ny 
Na” = 10° — Ama, NY = yf" — Ama, 
--.61 + r)Qm +r +1) + > ox 
у | ο Sta | (r > 0). 
(2m + or — 1) (2m + 2r + 3) 


2-й шаг. Вычисляются отношения 4/45, и 41/4: 41 ΠΟ 


формулам 
21.7.9, «ο. Я (*]-- (==) | 
day ds dy doy 


don +1 ds d; Чарт 

и формуле для № ВЕТ, | 
Коэффициенты 4!" определяются с точностью до про- 

извольного множителя do для г четных или 41 для г нечет- 


ных. Выбор этих множителей зависит от принятой норми- 
ровки. 


21.7.10. 
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Нортировка угловых функций iy Разложение Sinn(c, 4) по степеням Ἢ 
Нормировка М айкснера—Щ: ефке 
τ 2 (+m! 21.7.18. Smale, Ὁ) -- (1 = 1)" YY Ред 
21.7.11. \ [бт(с, УР dq = ——— ee . κ΄ νῶν =, : 
4 | 2η + Ι (η ее т)! | (r -- 1) (7 4. 2) pmt(c) a 
Hop mupoexa Стреттона— Морса—Ч жу—Литтала— — ας +.2m + 1) + тот + 1) — Ama(c)] xX 
Корбато ь 
| | ы р-р) = 0. 
᾿ i | | ; | | г 
21.7.12. >> (rt 2 Heh (atm! | 
r=0, 1 r! (n = m)! 


Вывод трансцендентного уравнения 
(При такой нормировке δῃιη(ς, 1) 


для Amn подобен 
выводу 21.7.4 из 21.7.3. 
—+ Pin), когда η -» 1.) 


Нормировка Фламмера [21.4] 


Разложение би»(с, Ὦ) по степеням (1 — 7") 
Бы | (n—m)l2 n +1 m | 
21.7.13 δηνη(ς, 0) = PHO ) >—. с р ΤΣ )! eae ly Ν , [5 4) г 
2"((и— m/2)! (8 -тР)! 21.7.19. Smale, a) = (1 -- ту на — apy? 
| | (п — т) — четное. р 
21.7.14. Sian(c, 0) = PR’ (0) = 


= ei, Saal: titer oid) fe eee egg SE et 


(п — т) — четное, 
2"((п —т— 1/2) ((n bm + 1/2) 1/2)! ' 21.7.20. Smal, $) = al — 7 imp > cn 


es n?)*, 
(п — т) — нечетное. 
Такая нормировка приводит к следующим условиям для η... ο. 
ἀρ οἴ = 
Sr (= 1)" + 2m)! | 

21.7.15. Ὁ > η. = и ЕЕ > и ΠΤ 
ТЯ Ве”) о” т + К! (2r)! | ν.μ 7 

| ἽΝ была As yp)! | = (2 — т) — четное, 

== ΓΕ ЗЕ Sa ‚ (ᾱ-- т) — четное, р 
25-.ῃ Е - =") oa -»”» 
> Ft 2. B | 
_ (2m -- 2r + 1)! 
ο, (ео, Im + 1! | а k)! > τ G . 
21.7.16. _ a =. ad i р 
4 „г — 1 r+ 2т + | | 
7=1 27 ἠθική... 1 = ie № 
| 2 | 2 } + a ΠΝ 
k 
oe ee | (п — т) — нечетное, 
Ὦ -- πι -- | Π' -- 131 -1- 1. 
| ΛΙ =} Ге | (α)κ = α(α -|- 1)... (α 


НЕ 1); 


᾿ ᾿ mn __ 
(n — т) — нечетное. d коэффициенты разложения 21.7.1 


(Нормировка 21.7.13—21.7.14 используется также в [21.10].) 


Асимптотические разложения Зт»(с, η) 


Вытянутые угловые функции второго рода 
21.7.17. Sma(c, 1) = (1 — 72)? Umalc, 7) 


Разложение 21.7.2 можно привести к виду 
(с > со), 


21.7.21. 5(с, η) = 
a 
Umax) = & ht Да (х), [= п-т, со 
7=— 2 = у de" Om+r(q) + 
где D,(x) — функции параболического цилиндра (см. гл. 19) = em, Td 
[ο ὁ) 
9 
D,(x) as (—1)" er"/4 К. е—я?12 =. }-Τ13.ρ--α1|4 iy Rie x "Ру Γ-ηη-1 (η). 
Ах? | \/2 r= 2т +2, 2т +1 
и H,(x) — многочлены Эрмита (см. гл. a (Таблицы зна- 
чений А „о см. в [21.4].) 


Коэффициенты 4;” те же самые, что и в 21.7.1; коэффи- 
циенты 4” протабулированы в [21.4]. 
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21.8. СПЛЮСНУТЫЕ УГЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


Степенной ряд для собственных значений 
oO 
21.8.1. Amn = >> (—1)¥axc**, 
k=0 


где [; те же самые, что в 21.7.5. 
Асимптотическое разложение собственных 
значений [21.4] 
21.8.2. Amn = —c? + 2c(2v + m+ 1) -- 2ν(ν Ἴ- m+ 1) - 
tis (m Ῥ 1) Ἔ Amn, 


vex > (п — т) для (п — т) четного, 
у = - (п — m— 1) для (п — т) нечетноге, 
[2$] 
Ав = δ bere, 
k=1 
ayn = —2-%q(q? + 1 — ий), 
mn = — 26544 + 1045 + 1 — 2m*(3q? + 1) + т, 
gmn ----.2-9ᾳ[33ᾳ1 + 1144? + 37 — 2m*(23q? + 25) + 13m‘), 


mn — 2196348 + 340g! + 2399? + 14 — 
— 10m*(10g* + 23g? + 3) + m*(39qg? — 18) — 2m), 
r= Wvt+ мак + (+ Dwvtmst Пан, 


4 = + 1 для (п — т) четного, 4 = 


п для (п — т) нечет- 
ного. Определение az’ см. в 21.8.3. 


Асимптотическое разложение сплюснутых угловых 
функций 
21.8.3. Smn( м ic, Ὢ) и 


со 


-ς-ηθγ УХ делит) ЦС — 1) + 


$= —у 
+ (—1)°-® ева) LEM + 1, 


где LSM) — многочлены Лагерра (см гл. 22) и 


oO 
А = УХ agt(m,n)c*. 


k=yr 


Выражения для αἱ даются в [21.4]. 


21.9. РАДИАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ СФЕРОИДАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 


21.9.1. REX, 3) = 


-| 2 У) (271 + ат Е = м - 
ει г! ξ7 


нед (2m г. + г)! 
х > чт ие), 
г! 
7=0, 1 


ze) = | tana) (=D, 


= 
ze) =| ные (P=? 


Jnsij(X) и Ул+1/2(х) — функции Бесселя порядка n+ 1/2 
первого и второго рода соответственно (см. гл. 10). 


21.9.2. R&A(c, &) = REA, ὃ) + ВС, 5. 
21.9.3. RiB@(c, &) = Ас, &) — iRBAC, 9. 


Асимптотическое поведение RY (c, ἕ) и RO (c, &) 


21.9.4. REC, > Ξ cos [es Sin у |. 


21.9.5. RY®(c, иены и > te], 
с 


21.10. МНОЖИТЕЛИ СВЯЗИ ДЛЯ ВЫТЯНУТЫХ ВОЛНОВЫХ СФЕРОИДАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 


21.10.1. 5с, ©) = Кии(с) Вис, 5), 


со 
(2m + (и m)! У ἀρ πι + r)Yr! 
k2(c) = --------------------------ᾱ-------------------, 
rem gmn(e) стр =") =") 
2 2 


(п — т) — четное, 


со 
(2m + 3) (η + m+ 1}! У ат" (ат + г)! 
=1 
νο = оне тина, 
2n+mgmn(c) cmt yy! Γ = | Ре ! 


(п — т) — нечетное. 


21.10.1. Stin(c, 5) = Κθ(ο) Кии(с, 5), 


2"-™(2m)! Е: = | fe 5 - ἀπ, (с) 
ох 


(2m — Эт! (1 + т)! с" 


х yy oe атс), (n— т) — четное, 
7=0 γ᾿ 


Kiin(c) = 


"т (2т) om! "— | Е ; wee da (6) 
~  Qm = 3)Qm— 1) min+ m+ ее = 


«12 
κ > mem d™"c), (n—m)— нечетное. 


7=1 


Выражения множителей связи, относящихся к сплюсну- 
тым функциям, могут быть получены из вышеприведенных 
формул преобразованием с-> —ic. 


Чжу, Литтл и 


| 
Стреттон, Морс, | 
Корбато [21.10] | 


Фламмер [21.4] и 
данная книга 


Чжу и Стреттон 
[21.9] 


Майкснер и Шефке 
[21.6] 


Морс и Фешбах 
[21.7] 


| 
Пейдж [21.3] | 
| 
| 


21.11. ОБОЗНАЧЕНИЯ 


Обозначения вытянутых волновых сфероидальных функций 


------------. 


er ee 


| | 


j 
| 


qim(%) | 


| 


ντ; Ρ H Угловая Радиальная " ᾿ Свя 
κοἠμπκάκτα координата | пороменная полянах волновая а чае обозначениями 
| | Ϊ Ϊ | | 
| | jemi(h, | 
т | Е | h Smilh, 1) | “οἱ 5) Ami(h) | Smith, 1) == PTC) | {=n 
| | Πεπιι(ή, 5) . | до ыы 
ΕΣ. .᾿ ----------------------------------- И ры | ленных 
| | | Smn(c, 0) = Ρῃ(0) 
| a a HN = 
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Sma(c, 0) = Ри’ (0) 
| (п — т) — нечетное 
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η ξ у Р$и (п, γ) SHAE, γ) any") at 
2 (n + m)! -λπι(ε)--οἳ 
n+l ити. 
. г Г. 
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| hemi(h, 5) | 
| | | | | 
| | | : ee 
| ит(п) а Εγγ»"σμ(θ) = 1 ΒΝ [= Ϊ 
ξ 4 = Uim( 5) Pim(%) от 5=1 aon -ο 
| κ 
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[21.6] 
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[21 .7] 
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Таблица 21.1. Собственные значения = вытянутые и сплюснутые 


0 
0.000000 


0.319000 © 


0.611314 
0.879933 
1.127734 


1.257356 
1.571155 
1.771183 
1:959206 
2.136732 


2.305040 


2.465217 
2.618185 
2.764731 
2.905523 


3.041137 
3.172067 


[ο] 


0 


0.793016 
0.802442 
0.811763 
0.820971 
0.830059 


0.829025 
0.847869 
0.856592 
0.865200 
0.873698 


0.882095 
0.890399 
0.898617 
0.906758 
0.914827 


6.922830 
0.930772 
0.938657 


0.946487 


0.954267 


0.961998 
0.969683 
0.977324 
0.984923 
0.992481 
1.000000 


№ 


СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


Вытянутые 


Amn(c) — m(m 1-1) 


1 


2.000000 


2.593084 
3.172129 
3.735869 
4.287128 


4.822809. 


5.243903 
5.8504$2 


6.342739 ᾿ 


826888 


736212 
174189 
8.599648 


9.012085 


9.415010 
9.805943 


|] 


1 


2.451485 
2.477117 
2.903218 
2.529593 
2.555036 


2.582340 
2.608310 
2.633778 
2.658616 
2.682743 


2.706127 
2.728784 
2.750762 
2.772133 
2.192971 


2.813346 


2.833316 
2.852927 
2.872213 
2.891203 


2.909920 
2.928382 


2.946608 | 


2.964611 
2.982404 
3.000000 


S| 


6. 
7.285254 © 
7. 
8. 


λοπίς) 


2 


6.000000 
6.533471 
7.084258 
7.649317 
8.225713 


8.510735 
9.401958 


9.997251 


10,594773 


11.192938 © 


11.790394 
2.385986 
12.978730 
13.567791 
14,152458 


14.732130 
15.306299 


[Se] 


c—![don(c)] 


2 


3.826574 
3.858771 


3.895890 © 


3.984499 


4.025382 
4.089903` 
4.147207 
4.206229 
4.265772 


4.324653 
4.281878 
4.436798 
4.489168 
4.539096 


4.586895 
4.632927 
4.677506 
4.720863 
4.762160 


4.804519 


4.845033 
4.884779 
4.923820 
4.962212 
5.000000 


Γ -ῳ Ἢ , 


3 


12.000000 
12.514462 
13.035830 
13.564354 
14.109203 


14.643458 
15.194110 
15.752059 
16.217122 
16.889030 


17.467444 
18.051962 
18.6421-28 
19.237446 
19.837389 


20.441413 
21.048950 


ВЕ 
5 


3 


5.26224 
5.25133 
5.25040 
5.26046 
5.28251 


5.31747 
5.26610 
5.42883 
5.50551 
5.59516 


5.69566 
5.80359 
5.91452 
6.02283 
6.12806 


6.225775 


6.21720 
6.40385 
6.48655 
6.56618 


6.64326 
6.71812 
6.79104 
6.86221 
6.93182 
7.00000 


[ο] 


4 


20.000000 
20.508274_ 
21.020137 
21.535636 
22.054829 


22.5777179 
23.104553 
23.635223 
24.169860 
24.708534 


_25.251312 


25.798254 
26.349411 


`26.904827 
27.464530 


28.028539 
28.596854 


oe 


4 


7.14921 
7.05054 
6.96237 
6.88638 
6.82460 


6.77941 
6.75360 
6.75030 
6.77286 
6.82451 


6.30779 
7.02356 
7.16962 
7.33916 
7.52035 


1.69932 
7.86638 
8.01951 
8.16148 
8.29538 


8.42315 


568 


4 
2 
η 

$ 


οζο-σ.ο р м—-о 


Таблица 21.1. Собственные значения — вытянутые и сплюснутые 


0 
0.000000 
-0.348602 
-0.729391 
-1.594493 


-2.079934 
-2,599668 
-3.151841 
~3.733981 


~5,632021 
-6.306116 
-6.996903 
-7.702385 


~8,420841 
-9.150793 


[72] 


0 


-0.585248 
-0.599067 
-0.613349 
-0.628058 
-0,643161 
-0.658625 
-0.674418 


-0.690515 
-0.706891 


-0.723530 


-0.740416. 


-0.757541 
-0.774896 
-0.792476 


-0.810279 
-0.828301 


-0.846539 


-0,864992 
-0.883657 


-0.902532 
-0.921616 
-0.940906 
-0.960402 
-0.980100 
-1.000000 


ve 


Сплюснутые 


А-а) —т(т- 1) 


1 


2.000000 
1.393206 
0.773097 
+0.140119 
-0.505243 


-1.162477 
-1.831050 
-2.510421 
-3.200049 


~4,607952 
-5.325200 
-6.050659 
6.783867 
-7.524384 


-8.271795 
-9.025710 


μος 


1 
-0.564106 
-0,579552 
-0,610591 
-0.626242 


-0.642016 
-0.657938 
-0.674031 
-0.690310 
-0.706792 


-0.740399 
-0.757535 
-0.774894 
-0.792476 


-0,810279 
-0.828301 
-0.846539 
-0.864992 
-0.883657 


-0.902532 
-0.921616 
-0.940906 
-0,960402 
-0.980100 
-1.000000 


we 


λοπί — tc) 


2 
6.000000 
5.486800 
4.996484 
4.531027 
4.091509 


3.677958 
3.289357 
2.923796 
2.578730 
2.251269 


1.938419 
1.637277 
1.345136 
1.059541 
0.778305 


0.499495 
0,221407 


[| rd 


ς-2[λρηί -- {ο)] 


2 


+0.013837 
-0.009136 
-0.031481 
-0.053477 
-0.075480 


-0.097943 
-0.121428 
-0.146603 
-0.174201 
-0.204894 


-0.239109 
-0.276886 
-0.317881 
-0.361548 
-0.407352 


-0.454896 
-0.503937 
-0.554337 
-0.606021 
-0.658931 


0.713025 
-0.768262 
-0.824608 
-0,882031 
-0.940503 
-1.000000 


t a 4] 


21. СФЕРОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ 


3 
12.000000 


`11.492120 


10.990438 
10.494512 


_10.003863 


9.517982 
9.036338 
8.558395 
8.083615 
7.611465 


7.141427 
6.673001 
6.205705 
5.739084 
5.272706 


4.806165 
4.339082 


[ο] 


3 


0.271192 
0.213225 
0.157464 
0.103825 
0.052196 


+0.002437 
-0.092251 
-0.137692 


-0.182301. 


-0.226469 
-0.270627 
-0.315206 
-0.360594 
-0.407081 


-0,503928 


-0,554337 
-0.606021 
-0.658931 


0.712025 
-0.768262 
-0.824608 
-0.882031 
-0.940503 
-1.000000 


|| a. | 


4 


20,000000 


19.495276 
18.994079 
18.496395 
18.002228 


15115. 
17.024540 
16.541110 
16.061382 
15.585448 


15.113424 
14.645441 
14.181652 
13.722230 
13.267364 


12.817261 
12.372144 


[δ 


4 


0.77325 
0.67822 
0.58772 
0.50191 
0.42099 


0.34521 
0.27490 
0.21043 
0.15215 
0.10020 


0.05428 
+0.01332 
0.02476 
-0.06337 
-0.10723 


-0.16065 
-0.22419 
-0.29513 
0.27117 
-0,45125 


-0.53495 
-0.62200 
-0.71218 
-0.80533 
0.90131 
-1.00000 


|| τ | 


Ὃ 
— 
< 
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Таблица 21.1. Собственные значения — вытянутые и сплюснутые 


1 


0.000000 
0.195548 
0.382655 
0.561975 
0.734111 


0.899615 
1.058995 
1.212711 
1.361183 
1.504795 


1.643895 
1.778798 
1.909792 
2.037141 
2.161081 


2.281832 
2.399593 


ΓΡ 


1 


0.599898 
0.613295 
0.627023 
0.641073 
0.655431 


0.670084 
0.685014 
0.700204 
0.715632 
0.731281 


0.747129 
0.763159 
0.779353 
0.795696 
0.812174 


0.828776 
0.845493 
0.862316 
0.879237 
0.896251 


0.913352 
0.930535 
0.947796 
0.965129 
0.982531 
1.000000 


| Е. η 


СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


Вытянутые 


Amn(c) — m(m + 1) 


2 


4.000000 
4.424699 
4.841718 
5.251162 
5.653149 


6.047807 
6.435272 
6.815691 
7.189213 
7.555998 


7.916206 
8.270004 
8.617558 
8.959038 
9.294612 


9.624450 
9.948719 


ee 


2 


2.487179 
2.491544 
2.497852 
2.506130 
2.516383 


2.528591 
2.542705 
2.558644 
2.576296 
2.595516 


2.616135 
2.637968 
2.660829 
2.684536 
2.708934 


2.733891 
2.759305 
2.785099 
2.811212 
2.837600 


2.864224 
2.891056 
2.918069 
2.945243 
2.972558 
3.000000 


[65] 


№1" (с) -2 
3 


10,000000 


10.467915 
10.937881 
11.409266 
11.881493 


12.354034 
12.826413 
13,298196 
13.768997 
14.238466 


14.706292 
15.172199 
15.635940 
16.097297 
16.556078 


17.012115 
17.465260 


oS] 
ο- Ἰ[λιπίο)-2] 
3 


4.366315 
4.338520 
4.315609 
4.297923 
4.285792 


4.279522 
4.279366 
4.285495 
4.297965 
4.316672 


4.341320 
4.371397 
4.406191 
4.444844 
4.486445 


4.530151 
4.575277 
4.621329 
4.667984 
4.715031 


4.762333 
4.809790 
4.857332 
4.904906 
4.952472 
5.000000 


[- 


4 


18.000000 
18.481696 
18.965685 
19.451871 
19.940143 


20.430382 
20.922458 
21.416235 
21.911569 
22.408312 


22.906311 
23.405410 
23.905451 
24.406277 
24.907729 


25.409649 
25.911881 


om 


4 


6.47797 
6.38296 
6.29522 
6.21556 
6.14494 


6.08438 
6.03498 
5.99788 
5.97420 
5.96496 


5.97090 
5.99250 
6.02874 
6.07889 
6.14051 


6.21063 
6.28624. 
6.36482 
6.44473 
6.52505 


6.60532 
6,68528 
6.76480 
6.84378 
6.92219 
7.00000 


cr 


5 


28.000000 
28.488065 
28.97789\1 
29.469456 
29.962738 


30.457716 
30.954363 
31.452653 
31.952557 
32.454044 


32.957080 
33.461629 
33.967652 
34.475109 
34.983956 
35.494147 
36.005634 


Га | 


5 
9.00140 
8.80891 
8.62445 
8.44916 
8.28436 


8.13163 
7.99282 
7.87010 
7.76598 
7.68328 


7.62508 
7.59446 
7.59407 
7.62539 
7.68773 


tal fice 
7.88714 
8.00897 
8.13579 
8.26355 


8.39048 
ВНЕ 
8.63963 
8.76153 
8.88164 
9.00000 


Γ᾽ | 


569. 


570 


=z 
3 


DONT AYNMHO © 


1 
0.000000 


-0.204695 | 


-0.419293 


-0.644596. 


-1.130712 
-1.393280 
-1.670028 
-1,961809 
-2.269420 


-2.593577 
-2.934882 
-3.293803 


-2.670646 κ 


-ᾳ,065548 
—4.478470 


—4,909200 : 


ial 


1 


-0,306825 - 


-0.218148 


0.345469 
-0.361702 


-0.379735 
-0.399564 
-0.421125 
~0.444308 
-0.468974 


-0.494976 
-0,522180 
-0.550474. 
-0.579775 
-0.610027 


-0.641193 
-0.673251 
-0.706186 
-0.739985 
-0.774638. 


-0.810135 
-0.846468 
-0.883628 
-0.921608 
-0.960401 
1.000000 


ey 


Сплюснутые 


Amn(— ic)—m(m-+1) 


2 
4.000000 


ЗЕ ge 


3.127202. 
2.678958 
2.222747 


1.758534 
1.286300 
0.806045 
+0,317782 
-0.178458 


-0.682630 
1.194572 
-1.714511 
2.242055 
-2.717205 


-3.219848 
-2.869861 


ig pm 


2. 
-0.241866 
-0.266693 
-0,291340 
-0.315894 
-0.340450 


-0.365113 
-0.389998 
-0.415222 
-0.440907 
-0.467166 


-0,494104 
-0.521805 
-0.550325 


зе," 


-0,610016 


-0,641191 
-0,673251 
-0,.706186 
-0.739985 
-0.774638 


-0.810135 
-0,846468 
-0,883628 
-0.921608 
0.960401 
-1.000000 


Г ΘΗ 


λιπί--ς)-2 


9 


10.000000 
9.534818 
9.073104 
8.615640 
8.163245 


7.116768 
1.211072 
6.845015 
6.421425 
6.007074 


5.602649 
5.208724 
4.825732 
4.453947 
4.093464 


3.744202. 


5.405903 


ey 


c~*[din(—)-2 | 


3 


0.21286 
0.17062 
0.13125 
0.09476 
0.96107 


0.03001 
+0.00127 
-0,02563 
-0,05142 
-0.07710 


-0.10406 
-0.13412 
0.16924 _ 
-0.21076. 
-0.25868 


-0.21185 
-0.26901 
-0.42934 
-0.49242 
-0.55807 


-0.62616 
-0.69657 
-0.76923 
-0.84406 
-0.92100 
-1.00000 
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Таблица 21.1, Собственные значения — вытянутые Ἢ силюснутые 


4 


18.000000 
17.520683 
17.043817 
16,569461 
16.097655 


15,628426 
15.161786 
14.697727 
14.236229 


13.7772252 


13.320743 
12.866634 
12.414840 
11.965266 
11.517803 


11.072331 
10.628718 


wie 


4 


0.66429 
0.57759 
0.49460 
0.41533 
0.22974 


0.26779 
0.19942 
0.12449 
. 0.07282 
+0.01411 


-0.09625 
-0.14929 
-0.25572 


0.21111 
-0.36888 
-0.42932 
-0.49242 


-0.55807 


-0,62616 
-0.69657 
-0.76923 


-0.84406 `. 


-0.92100 


-1.00000_ 


ou | | 


5. 
28.000009 
27.513713 
27.029223 
26.546548 
26.065706 


25.586715 
25.109592 
24.634357 
24.161031 
23.689634 


23.220190 
22.752726 
22,287271 
21.823856 
21.362516 


20.903290 
20.446222 


Γ г "| 


5 


1.2778 
1.1420 
1.0120 
0.8879 
0.7697 


6575 
0.5212 
0.4520 
0251 
0.2735. 


0.1958 
0.1271 
0.0680 
+0.0183 
-0.0250 


-0.0685 


`-0.1219 


-0.1907 
-0.2714 
-0.2598 


‚ Таблица 21.1: Собственные значения — вытянутые Η сплюснутые 


2 


0.000000 
0.140948 


0.278219 


0.412006 
0.542495 


0.669857 
0.794252 
0.915832 
1.034738 
1.151100 


1.265042 
1.276681 
1.486122 
1.593469 
1.698816 


1.802252 
1.903860 


№ 


2 


0.475965 
0.489447 
0.503526 
0.518220 
0.533551 


0.549534 
0.566185 
0.582513 
0.601526 
0.620224 


0.639604 
0.659659 
0.680376 
0.701737 
0.723722 


0.746308 
0.769471 
0.793186 


0.817429. 


0.842175 


0.867402 
0.893087 
0.919209 
0.945747 
0.972684 
1.000000 


Г, 


СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


Вытянутые 


Amn(c)— т(т + 1) 


9 
6.000000 
6.231101 
6.657791 
6.980147 
7.298250 


7.612179 
7.922016 
8.227840 
8.529734 
8.827778 


9.122052 
9.412636 
9.699610 
9.983052 


10.263039 


10.539650 
10.812958 


ee 


3 


2.103239 
2.682149 
2.665356 
2.650003 
2.637236 


2.627196 
2.620017 
2.615819 
2.614701 
2.616725 


2.621954 


2.620349. 


2.641862 


2.656384_ 


2.672764 


2.693817 
2.116339 
2.741120 
2.767960 
2.196673 


2.827089 


2.859059 
2.892449 
2.927138 
2.962019 
3.000000 


ty 


№2" (с)- 6 


4 


14.000000 
14.402353 
14.804100 
15.205077 
15.605133 


16.004126 
16.401931 
16. 798429 
17.193516 
17.587093 


17.979073 
18,369377 
18.757932 
19.144675 
19.529549 


19.912501 
20293486 


ww 
ς- 1[λρη(ο)- 6] 


4 


cme Ry αἱ 
4.994116 
4.919290 
4.849313 
4.784640 


4.725757 
4.673177 
4.627427 
4.589031 
4.558480 


4.536196 
4.522485 
4.517479 
4.521086 
4.532956 


4.552484 
4.578871 
4.611219 
4.648642 
4.690346 


4,735658 
4.784022 
4.834980 
4.388160 
4,943252 
5.000000 


[Сэ] 


5 
24.000000 
24.436145 
24.872744 
25.309731 
25.747043 


26.184612 
26.622373 
27.060261 


.27.498208 


27.936151 


28.374023 
28.811761 
29.249302 
29.686584 
30.123544 


20.560125 
30.996267 


[‘ р ° 


5 


7.74906 
7.58138 
7.41971 
7.26479 
7.11743 


6.97858 
6.84931 
6, 73081 
6.62442 
6.53155 


6.45371 
6.39236 
6.34878 
6.22389 
6.31794 


6.33030 
6.35935. 
6.40263 
6.45738. 
6.52096 


6.59127 
6.66670 
‘6.74607 
6.82849 
6.91330 
7.00000 


ee 


6 


36,000000 
36,454889 
26.910449 
37.366657 
37,823486 


38.280913 
38.738910 
39.197451 
39,656510 
40.116059 


40.576070 
41.036514 
41.497364 
41.958589 
42.420160 


42.882048 
43.344222 


τ" 
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Таблица 21.1. Собственные значения — вытянутые и сплюснутые 


9 


’ 
ond 


0.000000 


-0.144837᾽ 


-0.293786 
-0.447086 
-0.604989 


-0.767764 
0.935698 
1.109090 
-1.288259 
-1.473539 


-1.665278 
-1,.863838 
-2.069595 
—2.282933 
-2.504245 


-2.733927 
-2.972375 


rd 


2 
~0,185773 
-0,190754 
—0.196680 
-0.203790 
-0.212386 


-0.222841 
-0.235596 
—0.251126 


-0.269873° 


-0.292149 


-0.318047 
~0.347414 
-0.379928 
-0.415213 
-0.452947 


0.492902 
0.534942 
-0.578991 
-0.625006 


0.672956 


-0,722813 
-0.774556 
-0.828164 
-0.883618 
-0.940902 
-1.000000 


al; 


Снлюснутые 


Amn(—ic) ни m(m + 1) 


3 


6.000000 
5.664409 
5.224253 
4.979458 
4.629951 


4.275662 
3.916525 
3.552475 
3.183450 
2.809393 


2.430250 
2.045970 
1.656508 
1.261822 
0.861875 


0.456635 
0.046076 


cu 


3 
+0.002879 
-0,030028 
-0,062228 
-0,093813 


-0,155607 
-0.186120 
-0,216631 
-0.247375 
-0,278624 


-0.310677 
-0.342847 
0.378432 
-0.414688 
-0.452800 


-0.492871 
-0.534937 
-0.578991 
-0.625006 
-0.672956 


-0.722813 
-0,774556 
~0,828164 
-0.883618 
-0.940902 
-1.000000 


i Fal 


λρπί--10)--6 


4 


14.000000 
13.597220 
13.194206 
12.791168 
12.388328 


11.985928. 


11.584224 
11.182489 
10.784014 
10.286106 


9.990084 
9.596286 
9.205059 
8.816762 
8.431761. 


8.050424 
7.673121 


вы 


¢—2[\2n( —ic)—6 } 


5 
0.47957 
0.41280 
0.34933 
0.28933 
0.23297 


0.18049 
0.13215 
0.08816 
0.04864 
+0.01342 


-0,01813 
-0, 04727 
-0.07609 
-0.10778 


-0.19508 
-0.25333 
-0.28955 
-0.46494 


-0.54456 
-0.62821. 
-0. 71571 
-0.80691 
-0,90171 
-1.00000 


Γη 
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5 


24.000000 
23.564371 
23.129322 
22.694912 
22.261201 


21.828245 
21.396098 
20.964812 
20.534436 
20.105013 


19.676587 
19.249195 
18.822869 
18.397640 
Lieti gaze 


17.550565 
17.128753 


| | ат 


5 


1.07054 
0.95365 
0.84167 
0.72461 
0.63251 


0.53537 
0.44322 
0.35607 
0.27389 
0.19662 


0.12409 
+0.05600 
-0,00822 
~0,.06954 
-0.12937 


-0.18959 
-0.25217 
-0,31861 
0.38955 
-0.46494 


-0.54456 
-0,62821 
-0.71571 
-0.80691 
-0.90171 
~1,00000 


er] 


6 


36.000000 
35.545806 
35.092330 
34,639597 
34.187627 


33.736444: 
33.286069 
32.836522 
32.387826 
31.940000 


31.493066 
31.047043 
30,601952 
30,157814 
29.714648 


29.272476 
28.831317 
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Таблица 21.2. Угловые фувкции — вытянутые и сплюсвутые 


Вытянутые 
5 mn (с, Cos 9) 


п c\@ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 
0 1 л 0.8481 0.8525 0.8651 0.8847 0.9091 0.9354 0.9606 0.9815 0.9952 1.000 
2 0.5315 0.5431 0.5772 0.6320 0.7032 0.7842 0.8654 0,9355 0.9831 1,000 
3 0.2675 0.2815 0.3242 0.3967 0.4980 0.6226 0.7571 0.8805 0.9682 1,000 
4 0.1194 0.1312 0;1689 0.2379 0.3442 0.4885 0.6589 0.8271 0.9530 1,000 
5 0.0502 0.0585 0.0861 0.1419 0.2380 0.3839 0.5742 0.7776 0.9383 1,000 
1 1 0.9046 0.8936 0.8602 0.8035 0.7225 0.6169 0.4878 0.3381 0.1731 0 
2 0.6681 0.6665 0.6598 0.6429 0.6081 0.5472 0.4540 0.3270 0.1717 0 
3 0.4034 0.4099 0.4273 0.4489 0.4630 0,4543 0.4068 0.3110 0,1695 0 
4 0.2042 0.2138 0.2415 0.2833 0.3294 0.3618 0.3566 0.2929 0.1669 0 
5 0.0916 0.1001 0.1262 0.1703 0.2279 0.2840 0,3104 0.2752 0.1643 0 
x 
2 1 1.022 0.9795 0.8553 0.6621 0.4198 0.1556 -0.0988 -0.3105 -0,4509 -0.5000 
2 1.064 1.030 0.9271 0.7579 0.5296 0.2602 -0.0192 -0.2668 -0.4385 -0,5000 
3 1.041 1.023 0.9640 0.8497 0.6660 0.4104 40,106] -0.1938 -0.4171 -0.5000 
4 0.8730 0.8768 0.8787 0.8513 0.7549 0.5553 0,2512 -0.0998 -0,3879 -0.5000 
5 0.6018 0.6233 0.6792 0.7407 0.7537 0.6494 0,3844 +0.0008 -0.3542 -0.5000 
3 1 0.9892 0.9042 0.6692 0.3400 -0.0045 -0.2816 -0.4259 -0.4085 -0.2467 0 
2 0.9590 0.8864 0.6816 0.3840 +0.0560 -0.2261 -0.3907 -0.3949 -0.2447 0 
3 0.9090 0.8546 0.6957 0.4485 0.1501 -0.1364 -0.3319 -0,3714  -0.2412 0 
4 0.8197 0.7877 0.6868 0.5087 0.2591 -0.0215 -0.2514 -0.3376 -0.2361 0 
5 0.6650 0.6560 0.6183 0.5245 0.3482 +0.0971 -0.1575 -0.2952 -0.2293 0 
1 1 0 0.1578 0.3134 0.4643 0.6067 0.7355 0.8450 0.9290 0.9819 1.000 
2 0 0.1194 0.2437 0.3757 0.5149 0.6562 0.7892 0.9000 0.9740 1.000 
3 0 0.0776 0.1654 0.2724 0.4030 0.5546 0.7144 0.8597 0.9627 1.000 
a 0 0.0449 0.1018 0.1832 0.2994 0.4537 0.6353 0.8150 0.9497 1,000 
5 0 0.0239 0.0588 0.1179 0.2162 0.3650 0.5602 0.7698 0.9361 1,000 
ye | 0 0.4788 0.9054 1.232 1.417 ].435 1.276 0.9562 Ο0,5119 0 
2 0 0.3896 0.7509 1.052 1.253 1.316 1.212 0.9335 0.5088 0 
3 0 0.2780 0.5538 0.8148 1.030 1.149 1.118 0.8992 0.5039 0 
4 0 0.1762 0.3683 0.5813 0.7968 0.9643 1,008 0.8575 0.4979 0 
> 0 0.1011 0.2254. 0.3896 0.5906 0.7879 0.8957 0.8127 0.4911 0 
‚ « 0 0.9928 1,745 2.075 1.903 1.280 0.3775 -0.5521 -1.244 -1,500 
2 0 0.9559 1.710 2.092 1.998 1.432 0.5298 -0.4541 -1.214 -1,500 
3 0 0.8745 1.611 2.063 2.097 1.640 0.7606 -0.2972 -1.174 -1.500 
a 0 0.7393 1.418 1.934 2.128 1.841 1.032 -0.0951 -1.097 -1,500 
5 0 0.5662 1.146 1.691 2.047 1.975 1.299 +0.1319 -1.017 -1.500 
ἀπὰς 0 0.0844 0.3295 0.7111 1.189 1.710 2.211 2.627 2.903 3.000 
2 0 0.0690 0.2744 0.6092 1.054 ое 2.101 2.566 2.886 3.000 
3 0 0.0500 0.2051 0.4773 0.8738 1.380 }.944 2.475 2.859 3.000 
4 0 0.0328 0.1405 0.3487 0.6876 1.171 1.764 2.367 2.827 3.000 
5 0 6.0198 0.0898 0.2414 0.5212 0.9701 1.580 2.251 2.791 3.000 
ит 0 0.4222 1.570 3.116 4.596 5.530 5.548 4.501 2.522 0 
2 0 0,3597 1.338 2.795 4.175 5.170 5.327 4.417 2.510 0 
3 0 0.2765 1.070 2.255 3.576 4.641 4.994 4.286 2.491 0 
4 0 0.1934 0.7758 1.723 2.909 4.025 4.588 4.122 2.466 0 
5 0 0.1244 0.5226 1.243 2.269 3,295 4.150 3.936 2.437 0 


„Взято из [21.4]. 


574 


mn 


лью (πω URWNHY о льна 


ммм (Π.Ν лью лью лью 


-0.5000 


Таблица 21.2. Угловые функции — вытянутые и сплюсвутые 


0.1 


1.002 
1.008 
1.022 
1.047 
1.083 


0.1001 
0.1004 
0.1011 
0.1916 
0.1032 


~0.4863 
-0.4897 
-0.4943 


3.052 


1.486 
1.488 
1.494 
1.498 
1.509 
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0:2 
1.007 
1.032. 
1.089 
1.19} 

1.341 


0.2009 
0.2034 
0,2079 
0.2150 
0.2252 


-0, 4450 


-0, 4585 
-0,-4766 


-0. 4966 : 


-0. 5234 


3.241 


2.886 
2.906 
2.943 
2.996 
3.073 


0.3 


1.015 
1.073 
1.205 
1.449 
1.835 


0.3027 


0.3114: 


0.3273 
0.3526 
0,3884 


-0.3757 
-0,4052 
-0.4448 
-0.4891 
~0.5495 


3.11} 
2.469 


4.115 
4.180 
4.295 
4.475 
4.738 


Сплюснутые 
Simn(- 10, η) 

0.4 0.6 
1.028 1.044 
1.132 1.210 
15322 1.617 
1.854 2.452 
2.648 3.952 
0.4065 0.5128 
0,4274 0.5542 
0.4664 0.6338 
0.5298 0.7681 
0.6252 0.9804 

-0.2779 -0.1507 
-0.3277 -0.2231 
-0.3952 -0,3223 
-0.4716 -0.4356 
-0.5780 -0.5977 
-0.4466 -0.4491 
-0.4668 -0.4839 
--0.4998 -0,5421 
-0.5415 -0.6270 
-0.6123 -0.7489 
0.9316 0.8884 
0.9827 0.9652 
1.093 1.135 
1.319 1.498 
1.776 2.242 
1.113 1.322 
1, №53 1.398 
1.228 1.541 
1.249 1.780 
1.537 2.165 
-0.3165 0.2710 
-0.4427 +0.1060 
-0.6502 -0.1738 
-0,9148 -0.5415 
-1.198 -0.9435 
2.549 2.291 
2.644 2.425 
2.830 2.693 
3.170 3.200 
3.813 4.202 
5.086 5.704 
5.226 5.954 
5.482 6.413 
5.891 7.166 
6,515 8.347 


0.6 


-0.0538 
-0.5506 


1.970 


0.7 


1.088 
1.434 
2.266 
4.557 
9.211 


0,7353 
0.8539 
1.098 
1.992 
2.369 


0.1965 
+0.0849 
-0.0721 
-0.2485 
-0.5067 
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Таблица 21.3. Вытянутые радиальные функции первого и второго рода 
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Таблица 21.4. Сплюснутые радиальные функции первого и второго рода 


Ri) (mae, it) Пи (1, Я) 
m n с\Ё 0 0.75 0 0.75 
0 0 0.2 -1)9, 9557 -1)9. 9183 0) -7. 7864 0) -4, 5290 
9; 5 -1)9. 7265 -1)9, 4976 0)-2. 9707 0) -]. 5906 
0, 8 -1)9, 3168 -1)8. 7520 0) -1. 7002 -1) -7. 5527 
. $29 -1) 8, 9565 -1) 8. 1032 0) -1. 2524 -1) —4. 4277 
1:5 -1)7, 8320 -1)6. 1209 -1)-6. 2189 -2)+1. 2204 
2.0 -])6. 5571 -1)3. 9526 -1)-3. 0356 -1) 2.2634 
ко -1)5, 3430 -])1. 9680 (-1)-1. 3758 -]) 3. 0225 
0 1 0.2 0 (-2)4. 9808 1) -7. 5120 1)-2. 3239 
O25 0 -1}1. 2202 1)-1. 2120 С) -4. 0338 
0.8 0 -1)1. 8802 0) -4. 8077 0) -1. 7744 
1.0 0 -1)2. 2696 0) -3. 1202 0) -1. 2314 
Εβρ. 0 -1) 3, 0132 0) -1. 4537 -1)-6. 3156 
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0. 5 -3 5. 5964 > 1. 4744 2 -]. 4205 1 `-2. 2700 
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11 3 0. 2 “312-2298 -5)7. 2462 4) -9, 6745 3) -8. 1316 
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0. 8 -4)9. 7909 -3)4. 4965 2) -3. 8151 1) -3, 3786 
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За я -3)6. 5244 -2)2. 7259 1)-3. 1742 0) -3. 2838 
2.0 -2)1.5669 -2)5. 8920 1)-1. 0386 0) -1. 2924 
2.5 -2)3. 1147 -1)1.0193 0) -4. 4705 -1)-6. 9734 
2 2 0.2 = 2. 6602 -3}4. 1496 3)-1. 1093 2)-2. 6888 
0. > -2)1. 6413 -2)2. 5393 1)-.7. 2682 1)-1. 8121 
0. 8 -2)4. 1924 -2)6. 2453 1)-1. 8724 0) -4. 9121 
т. 0 -2)6. 2694 -2)9. 4031 0) -9. 9297 0) -2. 7508 
9 -1)1. 3055 -1)1. 8562 0) -3. 4267 0) -1. 0939 
2.0 -]1)2. 0801 -1)2. 7317 0) -1. 7581 -1)-6. 0206 
2.5 -1)2. 8190 (-1)3. 3111 ( 0)-1. 0954 -1)-3. 3594 


1 1) | (1 
с a a (fl) « | “2 ay с 
1 -1)8. 943 (-1)9, 422 1) 4. 637 0)2. 770 1)4. 319 (2)7. 919 1)4 
2 -1) 6. 391 | 0)1. 586 1)1.268 0)1. 095 0)9.527 (2)1. 002 0) 8 
3 -1) 3, 742 0)1. 829 0) 6, 352 -1)5.011 (.0)3.417 (1)2.982 0)2 
4 -1)1.909 0)1. 795 0)3. 867 -1)2. 294 0)1.413 (1)1.222 0)1 
5 -2) 8. 97 0)1. 665 0)2. 401 -1)1.023 (-1)6.067 (0)5.725 (-1)4 
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22.17. Ортогональные многочлены дискретной переменной ........................ 


Примеры ....... 


22.18. Использование и расширение таблиц; х.з оконечное νέος. 
22.19. Приближения по методу наименьших квадратов ............................ 
ро НИЯ ПЕ о она 


Таблица 22.1. 


Таблица 22.2. 


Таблица 22.3. 


Таблица 22.4. 


Таблица 22.5. 


Таблица 22.6. 


Таблица 22.7. 


Коэффициенты многочленов Якоби PIX) oo. eee cece eee 
n = 0(1)6. 
Коэффициенты ультрасферических многочленов С“) (5) и выраже- 
ний х* через СО) oie ica vic cvssswaastaueecesaeseicewsceeces 
п = 0(1)6. 
Коэффициенты многочленов Чебышева Τη(χ) и выражений x” через 
Е о о 
п = 0(1)12. 
Значения многочленов Чебышева Ти(х) ........................ 
п = 0(1)12, x = 0.2(0.2)1, 10D. 
Коэффиниенты многочленов Чебышева (/η(χ) и выражений x” 
о: Я р ВОРА a И eee 
п = 0(1)12. 
Значения многочленов Чебышева Un(x) ........................ 
п = 0(1)12, x = 0.2(0.2)1, 10D. 
Коэффициенты многочленов Чебышева C,(x) и выражений х? через 
о оо de 
п = 0(1) 12. 
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Таблица 22.8. Коэффициенты многочленов Чебышева 5»(х) и выражений x” через 


о ИЕР И И ИИ 602 
п = 0(1) 12. 

Таблица 22.9. Коэффициенты многочленов Лежандра Ри(х) и выражений x” через 
Го ИИ Я RY CL ehi ones 603 
п = 0(1) 12. 

Таблица 22.10. Коэффициенты многочленов Лагерра Г»(х) и выражений x” через 
PRLS рак а рессор: 604 
и = 0(1) 12. | 

Таблица 22.11. Значения многочленов Лагерра Ln(x) ...............-........... 605 
п = 0(1) 12, x = 0.5, 1, 3, 5, 10; точные или 10D. 

Таблица 22.12. Коэффициенты многочленов Эрмита Ни(х) и выражений x” через 
о о ое 605 
п. = 91) 12. 

Таблица 22.13. Значения многочленов Эрмита Ни(х) .......................... 605 
п = 0(1) 12, x = 0.5, 1, 3, 5, 10; точные или 115. 
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22.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 


Система многочленов fn(x) ([fn(x)] = п — степень много- 
члена) называется ортогональной на отрезке а < х<Вс 
весовой функцией w(x), если 


b 


22.1.1. | wh) faite) flood ах = 


a 
(Е туп, т= 0, 1, 2,;°..). 
Весовая функция w(x) (w(x) > 0) определяет каждый 
многочлен системы ортогональньх многочленов fn(x) с 
точностью до постоянного множителя. Спецификация этих 


множителей называется стандартизацией. 
Введем обозначения: 


b 
21.1.1. ) w(x) f2(x) dx = ha, 
a 


Sal) = Κωχ” + В. Gr= 0, 1, 2, ...). 
Ортогональные многочлены обладают целым рядом 


общих свойств. Наиболее важными из них являются следу- 
ющие: 


Дифференциальное уравнение 


22.1.3. g2(x) fn + &1(х) fn + ав = 0, 


где g.(x), 2\(х) не зависят от И, dy — постоянная, зависящая 
только OT И. 


Рекуррентная формула 


УМ Юй Хилл = (an + Xbn) fn μα Cnf n-1, 


где 
22.1.5. bn = knw An =bof = a ; 
kn Κη Kn 
—— Knyikn-hn 
вв = ----------. 
kKihn-a 


fad 


Формула Родрига 


Ол», 


еви(х) ах" 


22.1.6. fe = 


где g(x)— многочлен OT xX, не зависящий от п. Система 


n 
Uf также состоит из ортогональных многочленов. 


ах 
pits 0d), 


(28,-0.5) 
в” 
я 6 
5°05. 
a ad 
[19.85 
ΠΠ 
р 
(15-05. 
if $,-03) 
(15,-0.5) 
7 


7 
Рис. 22.1. Многочлены Якоби РВ) (х); 
а = 1.5, В = —0.5, в 22 15. 


22.2. КЛАССИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


| Π(Χ) Название многочлена а b w(x) Стандартизация | hn Примечания 
22.2.1. P\%?)(x) Якоби | ant Lis x)* fi + χ᾽ Р.В) ( |) ΜΙ (” + Ἴ ра+В+! Г(и-+ «+ 1) Г(и-+В-+1) «> —1, 
| ы п 21 +а+В-+1 п! Га-а-+ В+ β»--ἱ 
| a —q>-l, 
22.2.2. | Ga(p, а, x) | Якоби о ;/1la—x»-ex |e, =] niin + OTM + p)Tint+ p—q+t 1) | 
(2n + p)T?(2n + р) q>0 
+ 2% —1 21—21 2 = 
22.2.3. | C(x) | Ультрасферие- | —1 | 1 | (1 2)? Cy | | πλ Ги+ 24) (440) «> —1/2 
| ский о ο. n п! (а + a) ОВ 
(Гегенбауэра) (a # 0) 
| 2 2 
CP()= —, — («=0) 
n n 
Chl) =:1 
= ‚ по 
22.2.4. | Τη(χ) Чебышева περβοτο| —! | 1 | (1 — х?)-1/2 Ta(l) = 1 2 
seas | п n=0 
22.2.5, Un(x) Чебышева ΒΤΟΡΟΤΟΙ —1 1 (1 — x2)1/2 | Url) =n+1 -- 
рода | Z 
22.2.6. | Ca(x) Чебышева первого —2 | 2 | [1 о ба | ἀπ, n#0 
рода 4 8x, п=0 
2.1/2 | 
22.2.7. | Sn(x) Чебышева второго| —2 | 2 [ iad + | δη(2) = п-+ 1 п 
рода 4 | 
= ‚ n#0 
22.28: TX) Смещенный Ue- 0 1 (x — 2)? | Τ5(1) =1 2 
бышева первого 
рода | п n=O 
22.2.9. | Un(x) Смешенный Чебы-| 0 | 1 |(.-- ху | 0*(1) =п+1 Е 
шева второго рода | 8 
22.2.10. | Pn(x) Лежандра сфери- —1 |1|0 | 21) =1 - 
ческий | 2п + | 
22.2.11. | Pe(x) Смещенный 0 |1|1 __1 
| Лежандра | 2n+ 1 
(a) Обобщенный | ᾷ lel = | = (—1)” C(x + n+ 1) 
22.212, | Γη. (χ) Tarenoa ο-Όχα kn = р. т 
{--1/ 
23.2.13. | Ln(x) Лагерра | 0 |} σα kn = : 1 
п! 
22.2.14. | Hn(x) Эрмита | --ο0 |00| се ев = (-—1)” Νπλπῃ! 
| —— 
22.2.15. | Hen(x) Эрмита | --οο lool е-="/2 д (= Κ2ππ| 


08ς 


ITHALhHOIOHW ΠΙΣΗΘΏΓΥΗΟΙΟΙΔΩΟ “ζζ 


22.3.1. 
22.3.2. 
22.3.3. 
22.3.4. 
| .22.3.5, 
22.3.6. 
22.3.7. 
| 22.3.8. 
22.3.9. 
22.3.10. 


22.3.11. 


Гм 
Py” ®) (x) 
PR” (x) 
Gn(P, а, x) 
Cex) 
C(x) 
Tn(x) 
Un(x) 
Ри(х) 
[Φου 
H,(x) 


He,(x) 


= 


en 


dn 


25 


Γ(α ἠ- Ἡ-- 1) 
п! Г(х + В+п-+ 1) 


Г(а + п) 
Г(р- 2π) 


1 
D(a) 


το |5 


п! 


п! 


22.3. ЯВНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 


Э—ы—ы—ы—Ы—Ы——Ы—Ы———ы—ПыПП—————————————————————————ы——ы—ы—ы=——ы=ы=—=——»<—»<—_———————————————ы——ы—————ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—-———ы——- 


М 
Ла) = dn » ст8т(х) 


m=0 


iy ne 

m | 
ο] 
т 2тГ(х + m+ 1) 
-”(*) Г(р- 2n — т) 


т) Га+вт-т) 


Τία + п— т) 
m\(n — 2m)! 


oad a 


(—1)" (n—m-—1)! 


т!(п — 2m)! 


(—1)" (ит. 1)! 


m\(n — 2m)! 


(—1)™ (n — т)! 


m\(n — 2m)! 


ο": 


n—m 
1 
--1γ5 
ας т!(п — 2m)! 
(—1)" 1} 


m!2™n — 2m)! 


&т(х) 


(x — 1)"-т (х + 1)" г (” ll + "| 


(x — 1” 


Gx 


(2x)*™ 


( a xo 


Oxy? 


χ 818 


n-2m 


| kn Примечания 


& > —1, 
п p> -—! 
в" & > --1, 
ит n β» --| 
q> 0 
2" Τία Επ) «> —1/2, 
п! Γ(α) α-ᾱ-0 
25 
— (n # 0) и 
п С =1 
21-1 
2% 
(2n)! 
2"(n!)? 
195 
п! 
Zz Cm. 22.11 
1 


виняжуача ачнав ‘€°7Z 


186 


Рис. 22.2. Многочлены Якоби Pi В) (x); 


a = 1(0.2)2, 6 = —0.5, п=5. 


_ Рис. 22.3. Многочлены Якоби Ε΄ В) (x); 


«= 1.5, В = —0.8(0.2)0, n=5, 


22. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


Явные выражения, содержащие тригонометри ческие 
функции 


я 
Л(соз 9) = >> amcos (п — 2m) 0 
т=0 


| fn(cos 6) an pee 
22.3.12. | CE (cos 8) Иа а, 


min — m)! [[(α}}} 


_2 
22.3.13. | Pa(cos®) | --- ("| в "| 
4” 1 ῃ n—m 


22.3.14. C (cos 9 = ba cos π0. 
| n 


22.3.15. Tn(cos 9) = cos иб. 


ΠΚ НЕ. 


22.3.16. Un(cos 9) = 
sin 9 


Рис. 22.4. Многочлены Гегенбауэра (ультрасферические) 


C(x); « = 0.5, п = 2(1)5. 


22.5. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


583 


22.4. ЧАСТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 


fn(—x) 


fn(0) ©) Λο) 
1 
1 | 5-8+@4+8+-2)4 
0,n=2m+ 1 
1 2 
cape Tea, am ead 
Τ(α) (n/2)! 
Pens 11, 
= » A= 2m #0 
На 1 | 2х 
0, n=2m+4+ 1 
(—1)", n=2m 
1 х 
1, n=2m+ 1 
__jym т 
|| ly. м 2т ' shy 
0, n=2m+ 1 
= 73, 
(2%, и 
4 т ] х 
0, n=2m+ 1 
Κα = a 1 —x+a+]1 
n 
и. ! 
(— 18 EM me 
m! 1 | 2x 


0, n=2m+ 1 


22.5. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


| furl) | Л 
| 
22.4.1. P\® В)(х) (— 1*Р®, a) (x) 
C(x) (" + 2% — 1) 
22.4.2. 1” (. 
(a -ε 0) 1, Ὃν ” 
2 
22.4.3. | C(x) (—1)"C (x) ἐν (п # 0) 
22.4.4. Ти(х) f= 1)"Tn(x) 1 
22.4.5. Un(x) [- 1)"Un(x) n+ 1 
22.4.6. | Pn(x) (—1)"P»(x) 1 
22.4.7. | 16 х) 
22.4.8. Нь(х) (-- 1) Ηῃ(χ) 
| 
Ст) 
19 κ 
ae 
(06) 
7 ό; 


Рис. 22.5. Многочлены Гегенбауэра (ультрасферические) 
σώ(χ); ἃ: 0.ΧΟ.2}1; n= 5. 


Соотношения между ортогональными многочленами 
одного и того же семейства 


Многочлены Якоби 
22.5.1. Ph Wy = 


. V@atat b+} 
nit(n+a+6B6+ 1) 


Gn(2+8+1, 841, 


el 
2 


PP-d, 4-1(2х — 1) 


п!Г(и + р) 


22.5.2. Galp, 4, xX) = 
ар 


(см. [22.21]). 
Г(а) oe αἱ 
22.5.3, Е„(р, а, x) --(--1) »! —— 9 р@-4, “0х —1 
(р, а, x) =(—])) Tq 4 (ἐχ--ῃ 
(см. [22.13]. 


Ультрасферические многочлены 


22.5.4. C(x) = lim cx). 
a>0 & 


584 22. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


Многочлены Чебышева 22.5.23, Ρί-1!3; -1/ϑ(χγ = 5 ' Tn(x). 
n 


22.5.5. Ta(x) = -- Cy(2x) = г; τ =| 
2 2 22.5.24. P{0(x) = Ρη(χ). 


22.5.6. Tn(x) = Un(x) — xUn_ ι(χ). 
22.5.7. In(x) = xUn_- (x) — Un_.(x). 


Ультрасферические многочлены 


192" 
22.5.25. C(x) = Tea Ἐπ) 12} аи, —1?)(2y2 — 1) 


22.5.8. Ти(х) = - [Un(x) — Ив]. Γ(α) (2п)! 
' (a # 0). 
22.5.9. Un(x) = Sn(2x) = Un 4 a) 22.5.26. C.(x) = 
_ E+ nt 1) и, 1/2) 75.2 
22.5.10. О„_1(х) = ΠΝ - [xTn(x) --- Τη-ι(Χ)]. oe T(«)(2n ri 1)! ΧΡᾺ (2х 1) 
: (α # 0). 
22.5.11. Cu(x) = 27. Е - ar ( * : =). 225.27. C(x) = 
Γία + 1/2) T (2a + n) (a—1/2, «—1/2) 
= = = м Εν , 
22.5.12. Cn(x) = Sn(x) — δη. α(Χ). Го Гат 12) (х) 
22.5.13, Sn(x) = Un В = Ὁ” Е aati }- 2 (x # 0) 
2 4 22.5.28. C (x) = — Γη(χ) = 
n 


9 ἜΝ Ἕνα ae i as ---- |] ыы 
22.5.14. T(x) = Tn(2x — 1) = 7 Cn(4x — 2) = (n — 1)! Ue РС-1?, Uy, 


(см. [22.22]). ἜΘ 
22.5.15, Un(x) = Sn(4x — 2) = Un(2x -- 1) Многочлены Чебышева 
‚ [22.22]. 
ИВ 22.5.29. Tany(x) = NE Хоа 1), 
Г(и + 1/2) 


Обобщенные многочлены Лагерра Ὃν 
пт ра, - ола 11. 


22.5.16. L(x) = Ln(x). 22.5.30. Usn(x)= Tori 
а” 
22.5.17. LE™(x) = (—1)™ dx™ [Lnim(x)]. 22.5.31. Tn(x) = nia π РС 1, — 1/2) (х). 
* T+ 1/2) 
Многочлены Эрмита 22.5.32. Un(x) Е (п -- 1)! уп pol, YN), 


x - 2Г(п + 3/2) 
22.5.18. Hen(x) = 2-"/*H, (=) (cm. [22.20]) 
γ2 22.5.33, Τη(χ) = 3 C(x), 


22.5.19, Hn(x) = 2"/?Hen(x 42) (cm. [22.13], [22.20]). 


22.5.34. Un(x) = C(x). 
In (2) 


Соотношения между ортогональными многочленами 
разных семейств 


Многочлены Якоби 
22.5.20. Pit 1/2, “12 (= 
Τα) Г у. 
-- ( α) (α РЕ 1/ ) C!*)(x), 
Г(2х + Ἡ) Τ(α + 1/2) 


22.5.21. Ρί6»- 12) (x) = 


д ЧР ο [ет ) 
ae ἃ р 
Ее ы l (+ Wen 


22.5.22. Pi V2(y) = 


_ — (023. _ сени) (|/ x + Π. 
(α + 1/2)» αὶ 2 


Рис. 22.6. Многочлены Чебышева Т»(х); п = 1(1)5. 
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Многочлены Лежандра 
22.5,35. Pulx) = FPS Х), 
22.5.36. P(x) = Cox), 
d™ =e (m+1]2) 
22.5.37. ‹ —— [Pa(x)] = 1°3....(2m — 1) Ch, ο) 
dx™ 
(m < n). 


Обобщенные многочлены Лагерра 


—_ n — 
22.5.38. [4.1/2 (х) — ( δ Hon()x). 
Ты 
се, __ СО" 
22.5.39, LO) (х) = παρα Г Honsi(Vx). 


Многочлены Эрмита 


Рис. 22.7. Многочлены Чебышева Un(x); п = 1(1)5. 22.5.40. Hom(x) = (—1)"22™ m1, (2), 
22.5.41. Homya(x) = (-- 1)™2?™4 yn! xLG! (22), 


Выражение ортогональных многочленов через гипергеометрические функции (см. гл. 15) 


Sn(x) = ἀξία, ὃ; с; ε()) 


Кроме приводимых здесь, имеется много других представлений ортогональных многочленов через гипергеометрические 
функции. 


Л(х) | а а δ | ο | g(x) 
St ,-.......,,, ..--ν.,..:- 
22.5.42. | ρίώθ)(χ on =" nta+8+1 α 1-1 --- 
п 
ae n 
22.5.43 Pi) x) i “| —п -π--α --2η--α--β : 
n =: 5 
n == 
22.5.44. | Р@(х) ΙΙ. —п ый В α 1-1 κ 
п 2 x+1 
— п 
22.5.45. | Р@В(х) ysis Ἴ —п ap ek B+1 AU 
2 2 х-—1 
22.5.46. | C(x) oie a —п п+2% ᾿ a + 1/2 = 
п! Го) 2 
22.5.47. Tn(x) 1 “Ὁ я 1/2 1 - х 
22.5.48. Un(x) n+1 —n n+2 3/2 = = 
22.5.49. Ри(х) 1 = eo ᾿ 1 - х 
_ п 
22.5.50. | Pa(x) Ἡ р | —п —п —2п - 
п 1 —х 
n = 
22.5.51. | Ρη(χ) Ν Η ey ==. 1/2 — п — 
ит 2 ν η 
| 
22.5.52. | Pon(x) (-- 1" = a . —п п + 1/2 1/2 x 
| 
22.5.53. | Ῥηπιι(χ) ет, и | we 3/2 χϑ 


22π(ῃ 18 
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Выражение ортогональных многочленов через 
вырожденные гипергеометрические функции 

(см. гл. 13) 
| (α) пта 
22.5.54. L6(x) = M(—n, «+1, x). 
n 


Выражение ортогональных многочленов через 
функции параболического цилиндра 


(см. гл. 19) 
22.5.55. Hy(x) = νυ ee a 
аа 


22.5.56, Hom(x) = (— yn м, a a 
т: 


! 
22.5.57. Hamy1(x) = (—1)™ Ἔν 
т: 


2xM(—m, a ы . 
2 


: Рис. 22.8. Многочлены Лежандра Pr(x); п = 2(1)5. 
22.5.58, Hn(x) = 2" Da(/2x) = п ) 


— и —n ae > ‘ ух) . 


ἐπ (2) 
22.5.59, Нен(х) = e” ри(х) = е* ПИ | —и, — - j η]. 5 


Выражение ортогональных многочленов через функции 
Лежандра (см. гл. 8) 7 


22.5.60. Οἵ (x) = ' 


η! (Ωα) 


(x 


_ Pet W2yrea + a) |; a η" ᾿ 
Ρ : 


x PPFD (х) («= 0). 
n+a—1/2 Рис. 22.9. Многочлены Лагерра Ln(x); п = 2(1)5. 


Рис. 22.10. Многочлены Эрмита H,(x)/n*; п = 2(1)5. 


22.6.1. 
22.6.2. 


22.6.3, 


22.6.4. 


22.6.5. 


22.6.6. 


22.6.7. 


22.6.8. 


22.6.9, 


22.6.10. 


22.6.11. 


22.6.12. 
22.6.13. 


22.6.14. 


22.6.15. 


22.6.16. 


22.6.17. 


22.6.18. 


22.6.19. 
22.6.20. 
22.6.21. 
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22.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
g(x) у” + gi(x) у’ + 20(х) у = 0 


» о | &2(х) 81(х) B(x) 
(В) () [м | В-е- еее π(π 1-.α-- В+ 1) 
(1 — х)* (1+ хр Pix) 12 Вов (n+ 1)(n+ a+ 8) 
(1 к χγ till (1 и χγ6-1}2 х 1 0 | 11 --ᾱς a 1 — АВ 
_ = 2 
x РВ (х) 4 (1 х) 4 (1 + x) 
a 2nnt+e+B+1)+(¢+ 18 + 1) 
2(1 — x?) 
«+ 1/2 41/2 ре __ 402 
(sin ii [cos = x 1 0 р. As Е. ee 
i 1651335" 16 cos?= 
x PLB) (cos x) 2 2 
крен 
Z 
Cl) (x) 1 — x — (2% + 1)χ n(n + 2α) 
и a e@) 1—x (2a — 3) x (n+ 1) (n+ 2% — 1) 
2 
29/2114 (a) (at of оао 
(I — x) (x) 0 1x 41 — x2) 
α(] — < 
(sin x)* Οἱ” (σος x) 0 (n+ a+ CaO 
sin’ x 
Tn(x) 1— № —х n 
Tn(cos x) | 0 п? 
| 
ыы Fault), ЧУЮ) 1-№ | —3x μὲ — | 
al |1 — x? 
Un(x) 1— x* | —3x n(n + 2) 
Pr(x) 1—x? | —2x n(n + 1) 
woe n(n + 1) | 
$ —- № Pax 1 0 Е кт в 
ν в(х) eo x2 (1 а ry 
ESP x) x a+i-—x n 
a 
ex SP L(x) x Pas n+—+1—-— 
4x 
21+“ +1 1 — a? 1 
ev Л {4} x 1 0 -------------------- -|- ---------- --- --- 
зы 2х 4x? 4 
a Pe 
ен (α)(χϑ 1 0 4n + 1α 1-2 -- χὖ 1- SS 
x 
Ηπ(Χ) 1 — 2х 2n 
ε- 2. (χ) 1 0 nd i = = 
Hep(x) 1 —х п 
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22.7. РЕКУРРЕНТНЫЕ ФОРМУЛЫ 
Рекуррентные формулы относительно степени п 
ain Πι(χ) = (don -Р азих) fn(X) — Aan вх) 


a 5 


22.7.1 р Вх.) 2n+1)(n+a+68+1) x | Qn+a4+8 + 1 (ce? — В) ("++ В): | 2(π}- α) (n+ Вх 
х (2n +a + В) + (Q2n+a+ В+ 2) 
22.12 Сп(р, а, x) \2n + p— 2). Оп +тр- ПШ |-2пп + р +а@Ф- Ш X Оп-+р-2).Х| пп+а-—-Пеш-+р-Пх 
X (Qn + p— 2) |X(2n+p—1)| K @-+р-а (η + РЕП 
22.7.3 Cc! (x) n+1 0 2(п + α) |n+2«e—1 
22.7.4 Tn(x) 1 0 2 1 
22.7.5 Un(x) 1 0 2 1 
22.7.6 Sn(x) 1 0 1 1 
21.1.1 Cn(x) 1 0 1 1 
22.7.8 Τι 1 —2 4 1 
22.7.9 Uns) 1 —2 4 1 
22.7.10. | Pn(x) п+ 1 0 2n + 1 n 
22.7.11. | Р*(х) п+ 1 —2n—1 4n + 2 n 
22.7.12. | L'(x) т 2η }- α-- 1 = па 
22.7.13. | Hn(x) 1 0 2 2η 
22.7.14. | Hen(x) 1 0 ] n 
Различные рекуррентные формулы Многочлены Чебышева 
Многочлены Якоби 
| 22.7.24. 2Tm(x) Ти(х) = Taim(x) + Τη-πι(χ) (в > т. 
22.7.15. (n Ἔ = -- о + ] (1 — x) P&H! В (5х) = 22.7.25. 2(х2 — 1) Um-a(x) Un-a(x) = Τημπ(χ) — Ίη-πι(χ) 


п>т). 
= (n+ a+ 1) Р®В (x) — (п + 1) РВ). 
22.7.26. 2Тт(х) Ив-1(х) = ζηεπι-1(Χ) + Un-m-i(x) 


a , В (α, B+1 
22.7.16. (n +++ 1 (1 + x) Р@8+0(,) = (n > m). 


2 
= (n+ B+ 1) PH 0009 + (ι + 1) P,P). 


22.7.17. (1 — x) P&T! Boxy + (1 + x) PH BAD (xy = 
= 2P{% Bix), | 


22.7.27. 2Tn(x) Um-1(x) = Unim-1(x) — Un—-m-a(x) 
(n > πι). 
22.7.28. 2Τη(χ) Un-1(x) = Чж-1(Х). 
22.7.18. (2n + α + ВР P(x) = 
= (n + & + B) Pre Pe) — и +8) РЭ. 
22.7.19. (2n + α + В) РВ Ю(х) = 


Обобщенные многочлены Лагерра 


22.7.29. 11 (х) = 


22.7.20. 


22.7.21. 


22.7.22. 


22.7.23. 


= (n+ @ + B) PLY (x) + (n + a) РВ (5). 


Pr PD) — Peel Or) = РЗ. 
Ультрасферические многочлены 


2%(1 — 3) C(x) = 


= (2a +n — 1) С®(х) — nx C(x). 


2α (1 — x2) CFD) = 


= (n + 2a) xC{(x) — (n +1) С® (x). 
(n + α) Οἴδς Π(χ) = (« — NICSE — CO). 


22.7.30. 


22.7.31. 


22.7.32. 


= > [(х — π) L@ x) + («+ п) 46) (χ)]. 


Г Ю(х) = L(x) — 1% (>. 

| 
Lt Dy) = —[t+a+l) L(x) —(n+1) (9.0). 
Lex) = 


1 


-- [(π + 1) LAX) — (n+ 1 — DLO). 


па 


22.8.1. 
22.8.2. 
22.8.3. 
22.8.4. 
22.8.5. 
22.8.6. 
22.8.7. 
22.8.8. 


22.9. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


22.8. ПРОИЗВОДНЫЕ 


a(x) = Fd = nA) вол 


Sn | δ. 


π[α — В — (2n + a + B) x] 
—nx 
—nx 
—nx 


—NxX 


22.9. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 


g(x, 2) = У ав/и(х) =") R= УТ 2x24 2 


РВ (>) (2n + a + B) (1 — >) 
CL (x) 1— x 

Tn(x) 1 — х? 

Un(x) 1 — х* 

Ри(х) 1--χ7 

Li(x) x 

Hy(x) 1 

Hen(x) 1 

fn(x) | ап 

Р® By) о-в 


Cx) es ee 


[οιω χ) ] 

Ch(x) : 

С ее" 
Tn(x) ᾿ 

Ти(х) 4 [> | 

Ти(х) | 

Un(x) 

Un(x) Я [5 + Ἶ 

Ри(х) I 

Ри(х) т 


a(x, 2) 


R= e+ ΒΓ тм" 
i= mt ae 


R-% 
—In R? 


οὖ 0050 2 0 ane “1 0 
2 sin Л&-—112(2 sin 0) 


R*(1 — xz + Κ)!7 
1 — = In R? 
2 


1 — xz 
R? 
R-? 


а — хз + Ry"? 
R- 


εὖ 5050 F(z sin 0) 
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2(n + a) (η + В) 
n+ 2a — 1 


Примечания 


я < | 
wisi, ee 8 


iii, ee 
|! = 1 


= cos 0 


=—( == x< 1, f2i<1 


=i χα], | 


ао =1, -l<x<il, 
izi= 1 


реа, | 
-- χε]. izi <1 
—-l<x<l, |z| <1 
-- <x], [κι 


x = cos 0 
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(продолжение) 
| | Лил) | an | g(%, 2) Примечания 
| = 
22.9.14. | Sn(x) 1 (1 — xz + 22)" —Z<axe<2, fei <1 
22.9.15. | L§®(x) 1 (1 — zed exp [ — | [εἰ «ς 1 
Zz — 
] 
22.9.16. | LS(x а (хе Ло 
n(x) Tater aL 2( 
1 
22.9.17. | Hn(x) = ertz—2" 
n! 
| (—1)" = 
22.9.18. | Hon(x) οἵ cos (2x ΝΖ) 
(2n)! 
| 22.9.19. | Honii(x) = Θ΄ z—1/2@2 sin (2χψ2) 
| (2n + 1)! 
22.10. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
Представления в виде контурных интегралов 
р. 
falx) = 20) О (tee, ХЛ" gulz, χ) dz, 
2πὶ 
С 
где С — замкнутый контур, обходящий точку 2 = ав положительном направлении. 
Ли(х) | 8о(х) м [ава |? т. 81(2, x) giz, x) ΜΗ Примечания 
1 z*— | (1 — z)*(1 + 2)В 
Ρρί5»Β)(χ ινών: ны +1 лежит вне С 
22.10.1 n (i w*4 08 zx) ae 
22.10.2. | C(x) | 1/2 (1 — 2х2 + 2)“ Оба нуля функции у(2) = 1 — 
— 2х2 1-27 расположены вне 
κ. “αυ 
1— 2? Оба нуля функции y(z)= 1— 
22.10.3. | Tn(x) 1/2 12 РЕВ РРР — 2х2 + 2 расположены 
2(1 — 2х2 + 2°) πρ, 
1 Оба нуля функции γ(2) -Ξ 1 -- 
22.10.4. Un(x) 1 1/2 ν᾽ — 2х2 + 72 расположены 
2(1 — 2х2 + 2) γκο ©. 
Оба нуля функции у(2) = 1 — 
22.10.5. | Р„(х) Ι I/z = а — 2χ2 + 2-м а к 
вне С 
28 — | 1 
22.10.6. | Ρη(χ) 15» | 
Ζ--Χ Ζ--Χ 
a 2" 
22.10.7. | L'(x) e* x е-? Нуль расположен вне С 
2-х 2-х 
22.10.8. ах) 1 1+ - =" [ ΙΕ = 1/2 2 = —х расположен вне С 
2 x 
e2tz— zx 
22.10.9. | Hn(z) п! 1/2 


| 22.12. ФОРМУЛЫ СУММИРОВАНИЯ ~ 591 


Различные интегральные представления 


22.10.12. Рь(соз 0) = (cos 0 + isin 0 cos ф)" do. 


22.10.10. C!(x) = 


а |-- 
ος ο” ἃ 


п 
290-29) Г(и + 2α) 5—1 р 9 π 
т об + Ναχῦ-- 1 cos φ]5 (sin 9)" dp 2 
η! α}} ; 22.10.13. Pa(cos 0) = a2 sce AM ee 
π ‘(cos 0 — cos Ф)Ы? 
0 
(a > 0). 
es 
22.10.11. C{(cos 0) = 22.10.14. L!'(x) = —(e га. (2 Ух) dt. 
0 
21-αΓ(ῃ + 2a) ΠΎΡ cos (п + α) φ | 
ες _ ОМ, О И со 
п [ГР (cos ф — cos 0)'-% α τ» 2 n 
22.10.15. Нь(х) =e Fr ( ef” cos [1 — 5 τ] dt. 
(a > 0). ᾿ 0 


22.11. ФОРМУЛА РОДРИГА 


Л(х) = are (g(x))” } 


ae ae 


Среди ортогональных многочленов ‘этой формуле удовлетворяют только многочлены, данные в следующей таблипе. 


| 
Γ(χ) an e(x) g(x) 


22.11.1. | 268) (х) (—1)" 2"n! (i — x)*(1 + x)? Ι-- χῦ 
| 2 

99 11.3. C(x) (— iy’ 2ΐῃ ‚ Pa) Га + n+ 1/2) (1 — ye | — x? 

Τία + 1/2) Г(и + 2α) | 
Г 1/2 Age 
22.11.3. | Tn(x) (—1)" 2” oe (l—-x)1” | — χ᾽ 
п 
22.11.4. | Un(x) / (—1)?2") sar ay (1 — x)” | — х? 
(n+ 1) J π 

22.41.5, | Pu(x) (-- 1)’ 27! 1 |1 — х? 
22.11.6. | [{4}(χ) п! eT x 
22.11.7. | Hn(x) 4) μ᾽ 1 
22.11.8. | Hen(x) (--1}» ΓΕ 1 

22.12. ФОРМУЛЫ СУММИРОВАНИЯ 
Формула Кристоффеля — Дарбу Различные формулы суммирования 
(Здесь даются только некоторые из них) 
n 1 n 1 
2212. «> | or Sula) Λα) = 22.12.2. > Tam(x) = — [1 + ζομ(αϑ]. 
n—--1 
ΜΕ Кв аа (х) (у) ea (Хх) Γε-α(ν) 2212.3. > Tom4i(X) = 1 Usn-1(x). 
Knsihn & --Ῥ т=0 2 


я 
22.12.4. > Usm(x) = 1- Τοπμ(χ) 


(определение Κῃ см. в 22.1.2). 2(1 — χ3). 
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п—1 
ИЕ ie 5 
22.12.5. ΣΛ ζοπιι(κ) = x = TenQ) | 
m=0 20 = 2) 


n 
22.12.6. > L(x) 148) (у) = 14918 Ὁ) (χ + y). 
m=0 


22. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


= fn +e 
22.12.7. > | 5 | umm — μγπι 19) (Хх) — 7% (их). 


т=0 


22.12.8. Hn(x + у) = 


ПАВ ПИ. , ^ Ξ 
ΠΡῸΣ 2, |; | Hy( Ν2χ) На-к( Ν2γ). 


22.13, ΜΗΤΕΓΡΑ ΠΡΙ, СОДЕРЖАЩИЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 


x 
22.13.1. 2" (1 — γγ (1+ УВ Pal® Ву) dy = 
0 


-- Pett BN gy — (1 xt + xt pet h BENG, 


x 
22.13.2. т (1 — 72) 12 CM (γ) dy = 
[ο ἡ 
0 


= Ct No) — (1 


1 
vp \ Tn(y) dy 


22.13.3. ———— = 2Un_,(X). 
0-9 γι — У? 
В αμ 
22.13.4. ур \ 00 = — Г». 
= 

1 33/2 

2213.5. | - Або ах = -. 
( х) n(X) ntl 

=f 

7 2 и 
22.13.6. \ Pon(cos 0) 40 = ---- | "| ; 

Ie” Та 
0 
Γ Zz 2 2 
п п n+ 

22.13.7. \ Pens (cos 0) cos0d0 = pote | и |, в a |, ь 

0 

1 
22.13.8. АРС ах = 

0 


(—1)" Га — ^/2) Га/2 + 2/2) 


М с осно И 
27(—2/2) Ги + 3/2 + 2/2) 
1 
22.13.9. \ OP Aes) dx = 
Ἐ 
_ (UT (n + 12-λΩ)ΤῚ +92) Ὁ.» 


Wn + 24 ΧΏΡΈ — λ3 


22.13.10. | Ρα(1) dt 


ix — 2 


1 


— 
— 


1 


= ее Муду-Р Тм. 


(n+ 1/2) + x 


a yr Е 


22.13.11. 


22.13.12. 


22.13.13. 


22.13.14. 


22.13.15. 


22.13.16. 


22.13.17. 


22.13.18. 


22.13.19. 


22.13.20. 


1 


P,(t) dt τ 
ΚΩ 
eo i Е 
ар" χα 
\ e"L\(t) dt = е-® (L(x) — L(x). 


x 
Γία +B +nt I) @— oP TAL d= 
0 
-- Га + n+ 1)T(B) хех) 
(Rea > —1, Re B> 0). 


УСО Γα(χ — dt = 
0 


т + (0) dt = Lm+n(x) — Limi nix). 


lo) am ws) 


x 
fe Ни(® dt = Hy-4(0) — ο--: Hn-a(x). 
0 


] 


------------- [H, — Ни-1(0)]. 
ΠΜ [Ни-а(х) +1(0)] 


\ Lid = 
0 


fo ὁ) 

\ ε-1: Hon(tx) dt = Vx ee. г — 1)*. 
2. m! 

[ο ὁ) 

\ 2 "1 ин (Ех) dt = 
— © 


ЗВ | 
= Jn (2m + 1)! χ(χξ — 1)", 
m! 
co 
{ e-!? "H,(xt) dt = пп! Pa(x). 
—o 


\ ей [Ни(в)р cos (xt) dt = 
0 


— x? 
= fe Mu ενα. (2), 
2 
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_ 22.14. НЕРАВЕНСТВА 


22.14.1. | PIX D(x) | < 


κ: 


| =n’, если g = тах (х, β) > —1/2 
n 


IN 


(a > = В > —1 


| Ρίᾳ, Bex’) | А у, если а < —1/2. 


x’ — ближайшая к НА ==>. ΒΒ точка максимума. 
(«+ B + 1) 
πα (a 50), 
22.14.2. | Ο(Θ(χ) | < п 
12 (х/)| (—1/2 <а< 0). 


х’= 0, если п= 2т; x’ — точка максимума, ближайшая 
к нулю, если п = 271 + 1. 


(α) Ἢ ΜΗΝ, вии 

22.14.3. | Οὐ ’(cos 8)| < 2 sin 0)" Τί 
(0 <a <b 0 SO < zy 
22.14.4. | Tn(x)| < 1 


ее 


аТи(х) 


22.14.5. | 
ах 


22.14.6. |Un(x)| < n+ 1 


22.14.7. | Pn(x)| < 1 


dP dPn(x) 


22.14.8. ie ae 7 (—1 <x < 1) 
1 1 
22.14.9. | Ρη(χ) | < у —— (—1 <x <1) 
mm Ji — x2 
22.14.10. P3(x) as Ри (х) Ри 1(х) < “ρε. 
3n(n + 1) 
(—1 <x € 1). 
1... FX) κ 


22.14.11. P2tx) я Ри—1(х) Ρη-(χ) > 


(2n — 1)(ι + 1) 
(-l <x << 1). 


22.14.12. | Ln(x)| < e*#/2 (x > 0). 


es my 


(a) 2 
22.14.13. | Ly, (х)| < μια 1 ῃ ΓΣ ΩΙ 


ЖРО x > 0). 
| Γία "+ 1) | 
22.14.14. | L(x) |< E ea | 
(—1 <a <0, x B20). 
22.14.15. | Hom(x)| < e*%/222"m! [2 = eb 
227 | m 
corti (πι + 2! 


0). 
(m + 1)! ) 


22.14.16. | Homi1(x) | = 


WV 


42.14.17. | Hn(x)| < e*/2/k2"2 Jnl, k 1.086435. 


22.15. ПРЕДЕЛЫ 


n> 


22.15.1. lim Е pi В) {cos =] 3 
n n 


22.15.2. jim Ε Ее @] = χ-«13 (2 Хх). 


.. [1η dn [ х |= | 
22.15.31, | απ yr М ЦЕ Tyee £8 х. 


бе] 
22.15.4. αφ j= ro г Henn a Vi sin x. 


22.15.5. lim p& ϐ) м 2] - L&(x), 


В < 


22.15.6. lim 


&— со 


1 x 1 
(α) | — | = — ь 
ofl? Ch | Ε) и Hn(x) 


Асимптотические разложения см. в [22.5], [22.17]. 


22.16. НУЛИ 


Таблицы нулей и соответствующих весовых множителей 
для квадратурных формул типа Гаусса см. в гл. 25. Все 
нули ортогональных многочленов являются действитель- 
ными, простыми и лежат внутри интервала ортогональ- 
ности. 


38 — под ред. В. А. Диткина; Л. Н. Кармазиной | 


Явные выражения, асимптотические формулы : 
и неравенства 


Обозначения: Sf 
x™ — т-й нуль fn(x) oxi <x et, XE), 
Om = arc cos ха (0 < Of? < 0% <... < OM < т), 


Ju, т — т-й положительный нуль re sina фены Jo(x), 
0 < Ja, i< Ja, ᾳ Ὁ, 
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22. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 
fn(*) Соотношение 
22.16.1. | Р® (cos 0) lim nO = ат (α»-],β»-:]) 
я 
р; 2 
(a) ie). 1 — οᾱ-148.88] εἰ; «5 Е 
22.16.2. | C(x) xp = 1 7 | 1-40 | = ] 
22.16.3. | C(cos ϐ) Р-Н κος ™. πα 
n+e n+ @ 
22.16.4. | Tn(x) x? = cos oa 3 п 
2п 
22.16.5. U,(x) x = cos oe 
n+ 1 
ат — 1 < 0 < - 2 
2η + 1 2n +1 
22.16.6. Pr(cos 9) . 
4т — 1 4т — | 
“Ἢ ель жи nin GE фе 6 nw 
4n -++ 2 8n7 4n+ 2 we) 
τα 
Хх = 1 — rab —— + ow) 
2η" n 
22.16.7. | Pa(x) 
" xm αμ 1 4 (п) ΜΑ. т_ | ἃ, | $ O Εξ 
οι) -- aa ey 
21 +1+ ee ™ 4n42 12(2n + 1)? πὸ}. 
я 
(5 7% Mm 
“т “Ake 
п) — Km we 4 р Ее - Е at | 
22.16.8. |169) x <" km + УЕ 1/4 — αὖ к 


2 
Ja,m 


—_—— 


τ“)... 
xf? “Ἢ 


(1 + 


Оценки ошибок см. в [22.6]. 


2(a2 — 1) + ja, т 


48 ЕЁ | + 0”) 


22.17. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ ДИСКРЕТНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 


В этом разделе рассматриваются многочлены /и(х), 


условие ортогональности которых задается с помощью 
скалярного произведения 


22.17.1. (fn, Лю) = 5 w*(xi) fn(xi) ил). 


х;— целые числа, принадлежащие отрезку а < х; <Ь, и 


w*(x;)— положительная функция, причем сумма > w*(x;) 
ъ 


конечна. Условием ортогональности многочлен /и(х) опре- 
деляется с точностью до постоянного множителя, который 
можно получить, например, из следующего явного ΠΡΕ}- 
ставления (аналог формулы Родрига): 


in ВАТ А"[ю*(х) g(x, π)], где g(x, п) = 
rnw*(x) 


= g(x) g(x — 1)... g(x — n+ 1) Ἡ g(x) — многочлен oT x, 
не зависящий OT п. 


22.17.2. fa(x) = 


Название 
многочлена 
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| g(x, п) Примечания 


SE os 


Чебышева 


Кравчука 


Шарлье 


Майкснера 


Гана 


| а | b w*(x) 
| 
0 |N-1 1 
0 Ν ptqh-* [58 
x 
0 №: ε- ‘а? 
х! 
0 c7 Г(Ь + x) 
Г(Б)х! 
0 Tb) Γ(ε + x) Га + x) 


xT + Х Г ΓΩ) 


(ДИ п! 


(—1)" Να"! 


la 

n n 
q’ x! 

(x — n)! ра> 0; р+а=1 
х! 

(x — n)! | a>0 
x! 

(x — n)! o> 0/0 <e¢ <7 

xi Tb + x) 


(x — n)'T(b + x — n) 


Более полное изложение свойств этих многочленов CM. в [22.5], [22.17]. 


Вычисление 


Пример 


ПРИМЕРЫ 


22.18. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ И РАСШИРЕНИЕ ТАБЛИЦ 


ортогонального многочлена, коэффициенты которого заданы численно. 


1. Вычислить L,(1.5) и его первую и вторую производные, используя табл. 22.10 и схему Горнера. 


—36 
1.5 


—34.5 


1.5 
= 


' Μο; 


ak) 


450 —2400 
51.75 597.375 
398.25 —1802.625 
— 49.5 523.125 
348.75 —1279.500 
—A7.25 452.250 
301.50 — 827.250 


5400 — 
— 2703.9375 


2696.0625 


— 1919.25 


776.8125 


—1240.875 


— 464.0625 


— 4320 720 
4044.09375 — 413.859375 
— 275.90625 306.140625 
1165.21875 | Lg = 200-1062 0.42519 53 
889.3125 
12 
1’, = 589-3125 | 93515 625 
20 
i= 2 -464.0625] _ 


720 
= —1.28906 25 


Вычисление ортогонального многочлена из его явного представления, когда численные значения коэффициентов не даны. 


Если надо вычислить отдельное значение ортогонального многочлена fp(x), используем соответствующее явное 
выражение, записав его в виде 


Πί(κ) = dn(x)ao(x). 


Причем а, находим по рекуррентной формуле 


ат—1(х) = 1 -- ὅπῃ ат(х) (т=ппт-1,..., 2, 1, aa(x).= 1). 


Cm 


Чи(х) bm, ст, f(x) для многочленов этой главы приведены в следующей таблице: 


38 * 
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n(x) ἀπίχ) bm Cm F(x) 
ples) we |}. lam everpratm | amerm | ree (3 --- πι -- Ί)(α -- β ἠ- ΠΕ πὸ 2m(a + т) 1-х 
n 
Οία) (--1)" ---- τ 2(π -- η: - 1) (α - Ἡ 1- πι -- 1) m(2m — 1) x? 
a (— 1 Bova es 2x Yn — πε +1) (a-+n-+m) mien’ + 1) 4 
Ton (— 1)" 2(π -- πι - 1) (ι - πι-- 1) m(2m — 1) x? 
Тя 1 (—1)" (2n+ 1)x 2n—m-+ 1)(n+m) m(2m + 1) ef 
Uon (—1)” 2(n — m+ 1) (n+ πι) m(2m — 1) x 
Uens1 (—1)" 2" + 1)x 2(π -- πι Ἴ- 1) и+т+ 1) m(2m + 1) x? 
Pon --- (“ ") (η -- m+ 1) (π 4+ 2m — 1) m(2m — 1) χ᾽ 
n 
Pons ce (” + Ἴ (n+ 1)x | (n— m+ 1) (2n + 2m + 1) m(2m + 1) x 
n 
τ. Γη n—-m+1 m(a + m) x 
n | 
Hon (— 1" GM a 2η -- πι +1) т(2т:- 1) x 
Нан (—1" Gn ot 2x a(n — m +1) ¥en +E) Е 
п! 


am 1 1.132353 1.366667 1.841026 3.008392 6.849651 26.44156 223.1091 6545.533 
bm 18 | 34 48 60 70 78 84 88 90 
ст | 136 | 105 78 55 - 36 | 21 10 3 0 


——— a ФФ ФФ 


P22, 312) (2) = {ιρρ(2) = (3.33847) (6545.533) = 21 852.07. 


Вычисление ортогональных мно?очленов с помощью 
рекуррентных формул. 


Пример 3. Вычислить Ci’ (2.5) для п = 2, 3, 4, 5, 6. 


== 1.25. Согласно 22.7 рекуррентное соотношение в дан- 
ном случае имеет вид 


Ο(Θ(.5) = [5(п + 1/4) С (2.5) — 
— (n — 1/2) CU (2.5)] (п + 1). 


so ae ee 


867.7516 


Из табл. 22.2 находим значения С! = 1, са а 
п | >. | 3 
С0/4 (2.5) | 3.65625 


—— ee ESS 


13.08594 | 


| я 
50.87648 | 207.0649 | 


я контроля можно вычислить C{/4)(2.5) методом примера 2. 
6 p 
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Изменение интервала ортогональности 


В некоторых приложениях более удобно использовать 
многочлены, ортогональные на отрезке [', 1]. Эти много- 
члены можно получить из многочленов, данных в этой 
главе, с помощью подстановки х = 2х — 1. Коэффициенты 
нового многочлена могут быть получены из коэффициентов 
старого с помощью следующей рекуррентной схемы (при 
условии, чго стандартизация не изменяется). Пусть 


In{x) = 2 атх”, 
т=0 


Snlx) = fn(2x — 1) = Σὺ anx™; 
m=0 


тогда а» задаются рекуррентно через ат соотношен- 
иями 


ай) = 2407 &. alt), (m=n—I,n—2,..., ]; 
я να 0, 1, 2 3 n), 
ak αι. (m = 0, 1,2. 00, п), 


αἴ) = Ba. ΠΟ», 1. 2, sy Wh 


am= a, (m=0, 1, 2, ...; πὴ. 
Пример 4. Jano Т,(х) = 5x — 20x3 + 16х5; найти T(x). 
as re -- 
Г па. 5 4 | 3 | 2 | 1 | 0 
== 8 = af) | 0 —10 = af» 0 2.5 =a) 0 
0 16 | —16 4 4 1 —1 = а 
1 32 — 64 56 — 48 50 = а* 
2 64 — 192 304 —400 = а* 
3 128 —- 512 1120 = a3 
4 256 — 1280 = aj 
5 512 = a; 


Итак, 7; (x) = 512x5 — 1280x* + 1120χϑ — 400x* + 50x — 1. 


22.19. ПРИБЛИЖЕНИЯ ПО МЕТОДУ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 


Постановка задачи. Дана функция f(x) (задан- 
ная аналитически или в виде таблицы) в области О, кото- 
рая может быть непрерывным интервалом или множеством 
дискретных точек *). Аппроксимировать f(x) многочленом 
F,(x) заданной степени п так, чтобы взвешенная сумма 
квадратов погрешностей в D была наименьшей. 

Решение. Пусть w(x) > 0 — весовая функция, вы- 
бранная в соответствии с относительной величиной. погреш- 
ности в различных частях О. Пусть fim(x) — многочлены, 
ортогональные в D относительно w(x), т.е. (fm, fn) = 0 для 
m#n, где 


{ών I(x) g(x) ах, если р. — непрерывный 
> | 
интервал, 
( 8) = Ν 
re W(Xm) [(Χπι) g(Xm), если D — множество 
m=1 


_ М дискретных точек Xm. 


Тогда 
Επ(χ) = 50) am f(x), 
где вы | 
ат = (Л, Лт)/ (fm, πι). 
+) f(x) — функция с интегрируемым квадратом (ςΜ., 


᾿ мапример, [22.17]). 


р — непрерывный интервал 


Пример 5. Найти по методу наименьших квадратов 
многочлен пятой степени, аппроксимирующий функцию 


I(x) = 
функцию 


на отрезке 2 < x < 5, используя весовую 


1 
РЕ 


При такой весовой функции наибольшая точность апп- 
роксимации достигается в окрестности концов отрезка. 


Перейдем к отрезку [—1, 1]: # = = 
2 1 
w(x(t)) = — Ν 
«() - + = 
Из 22.2 
Sm(t) τα T(t), 
1 
4 1 1 
Tm(t) dt (т # 0), 
ат = on) ПРИЗ m(t) dt (т # 0) 


a= 2 ( 1 dt 
"Fae ATS And 3 ¢ 
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Вычисляя интегралы, получим 


— 0.235703 — 0.080880Т, | ce "| ; 
τα 3 


+ 00138767, | a Ἴ — 0.002380Т. = Ἴ + 


+ 0.000408 7, | -- . Ἴ — 0.0000707; | η 


р — множество дискретных точек 


Если Xm = т(т = 0,1,2,..., №) и w(x) =1, используем 
многочлены Чебышева дискретного переменного из 22.17. 


Удобно ввести здесь несколько другую стандартизацию. 
А именно такую, чтобы 


n(x) = : _yyn[” ae X(N — mM! 
Λι(χ) 2 ) Gill m (x — m)! N! 
(М+п- 1)! (М - πὶ. 


тет яя 
Рекуррентная формула: 
fx) = 1, Лед =1- Τε, 
(n + 1)(N — п) Ла.) = 
= (2n + 1)(N — 2x) fn(x) — n(N + 1 + 1) faa). 


Пример 6. Аппроксимировать способом наимень- 
ших квадратов посредством многочлена третьей степени 
функцию f (x), заданную следующей таблицей: 


Хх | Их) | x= — = Л ο(Χ) fi) Sx) Хз) 
10 0.3162 0 1 1 1 
12 0.2887 1 | 1/2 — 1/2 --2 
14 0.2673 2 1 0 —1 0 
16 0.2500 3 1 — 1/2 1/2 и. 
18 0.2357 4 1 —1 1 --] 

fo) fi) ful) 2 
; | 
(fas fn) = 110) 5 2.5 3.5. 10 
x=0 
4 
(f, fn) = Σ ΛΟ) ΩΣ + 10) 1.3579 0.09985 0.01525 0.0031 
x=0 
(f, fn) 
a= : 0.271580 0.039940 0.0043571 0.000310 
(fn fn) 


f(x) = 0.27158 + 0.03994 (3.5 — 0.25x) + 0.0043571(23.5 — 3.5x+0.125x2) + 0.00031(266 —59.8333x + 4.375x? — 0.10417x), 
f(x) ~ 0.59447 — 0.043658x + 0.0019009x? — 0.000032292х3. 


22.20. ЭКОНОМИЗАЦИЯ РЯДОВ 


" 
Постановка задачи. Дано f(x) = > Amx™ 
1% = 0 


N ; 
на отрезке —-1<х<ТиК>0. Найти f(x) = >> bmx” 


81 ==: 0 
с наименьшим возможным М так, чтобы f(x) —f(x)|<R. 


Решение. Выразим f(x) через чебышевские много- 
члены, используя табл. 22.3: 


f(x) = Σὺ bmTm(x). 
т = 0 


Тогда, так как | Tm(x)| < 1(—1 < x < 1), ro 
N 
F(x) = DY bmTm(x) 
т =0 


удовлетворяет требуемой точности, если 


” 


Σὺ 11 < В. 


m= N+1 


f(x) удобнее всего вычислять, используя рекуррентную 
формулу (см. 22.7). 


Пример 7. Экономизировать 
Жо с с a 
x)= 1+ --+-=+-+-+-, В= 0.05, 
f@) у. 3 4 5 6 
Из табл. 22.3 


Лод = τη. Π49Τα(α) + ЭТ) + ЭТК + 


+ =, ΠόΤι(α) + T(x) + ТО. 


Тогда 
f(x) = те (149То(х) + 32Т.(х)] + 


+ -- [76Τι(χ) + 11Τ.(Χ), 


та. как 
= 1 1 
| f(x) — f(x) |< -- + — < 0.05. 
A Kt 49 96 
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Таблица 22.1. Коэффициенты многочленов Якоби 


” 
Pr’ (x) = ай DY επί — 1)™ 
т=0 


а» (#—1)° (z—1)! (z--1)? (z—1)? (z—1)* (2—1 (#—1) 


ре. в 11 
Pia 2. att) atpt2 
Р.Р 8 4(α ΓΤ) 4(α 1- β1-3)(α 1-2) («ЕВ 5): 
=". р 48 8(а+П; 1а+8+4)(а-+ 2): 6(a+ 6+ 4)3(a+ 3) (a+B+4), 
i 384 16(a+1)4  32(а+8+5) («+2  24(«+ 8+5) (а З)з ϑ8(α 1- β1- ὅ)ε(α 1-4) (α }-β1- ο). 
la 3840 32(«+1, 80(«+В-+6)(а+2), — 80(а+В-16):(а+3),  40(а+8+6):(а-1-4),  10(a+8+6),(a+5) (а+В- 6), 
Po? 46080 64(a+1), 192(а+Вт7)(а+2); 240(а+В-+Т):(а+3). 160(a+B8+7)x(at+4)3 60(а+В+Т)(а+5), 12(at+Bh+7)at+6) (at+fh+7) 
(т)„=т(т+1)(т+2)... (m+n—1) 
Pe?) = [(8)ε(ς-- 1)* + 10(8)‹(6) (=— 1)* + 40(8)s(5)2(z— 1)* + 80(8)2(4)s(z— 1)*+ 80(8) (3)‹(=— 1) + 32(2)s] 


Pe? (т) τπτ {95040(z— 1)*+ 475200(x— 1)'-+ 864000(z— 1)* + 691200(z— 1)31- 23Π4Π0(ς--- 1) -:- 23040] 


Таблица 22.2. Коэффициенты ультрасферических многочленов C(x) 
и выражений x” через CS, (x) 


η n 
C(2z)=az' D> cmz™ Би Dy 4,0®(2) (α50) 
m=0 ᾿ т =0 


| 
x αἱ x? τῷ x! г x | 
bn 1 Za 2(α)α 4 (а): 4(а)‹ 8 (а); 8 (=) 
an 
A 1 1 1 а ‘| 8α(α-3) 15а(а-+-4)(а-+5) | Cf 
cy 1 2α 1 3(a+1) 15(a+ 1) (a+ 4) foe 


(a) n=alatl)(a+2) ... (at+n—1) 


CP@)=5 4A —62)2] Payee СР +30P@)) 


C2(z) =; (9621 — 362] B= [900(α) + 3C9(z))] 
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Таблица 22.3. Коэффициенты многочленов Чебышева 7»(х) 
и выражений x” через Tin(x) 


Tz) Stee m= bot dn I'm (Z) 


τ. = 0 т=0 


76 zi χ8 αν тю. ти 
32 64 128 256 512 1024 

10 35 ΜΝ 126 Т, 

56 - 210 Τι 

330 Τι 

28 120 7% 

36 | 165. Ts 

8 45 ΕΚ“ 

55 Т 

128 1 10 Ts 

11 Τὸ 

τ --1280 2} Тю 

1024 1 Ἔν 

6912 — 6144 ΤΊ; 

a 2 χ10 хи 
T(z) = 32x — 48244 1842 —1 z8== 5 (107, + 157+. 6 Ту т] 
Таблица 22.4. Значения многочленов Чебыщева То 

ΠΝ 0.2 .0.4 0.6 0.3 1.0 
. 0 + 1.00000 00000 + 1.00000 00C00 +1.00000 00000 + 1.00000 00000 1 
1 0.20000 00000 +6.40000 00000 0.60000 00000 -- 0.80000’ 00000 1 
2 —0.92000 00000 —0.68000 00000 — 0.28000 00000 0.28000 00000 1 
3 —0.56800 00000 — 0.94400 00000 — 0.93600 00000 _—0.35200 00000 1 
4 +0.69280 00000 —0.07520 00000 — 0.84320 00000. — 0.84320 00000 1 
5 +0.84512 00000 --0.888384 C0000 — 0.07584 00000 — 0.99712 00000 1 
6 —0.35475 20000 0.78227 20000 +0.75219 20000 — 0.75219 20000 1 
7 —0.98702 08000 -0.25802 24000 0.97847 04000 —0.20638 72000 1 
8 —0.04005 63200  —0.98868 99200 +0.42197 24800 + 0.42197 24800 1 
9 0.97099 82720 —0.53292 95369 — 0.47210 34240 +-0.88154 31680 l 
10 +0.42845 56288 + 0.56234 62912 — 0.98849 65888 +0.98849 65888. 1 
11 —0.79961 60205, +0.98280 65690 —0.71409 24826 0.70005 13741 1 
12 —0,74830 20370 +0,22389 89640 _ 0.13158 56097 1 0.13158 56097 1 


—=———————щ ыыы 


}—=—_——ы—ыыщ—ы—————————ы—ы—0и—ы—ы——-——ы=—ы—ы———ы——————=ы—— 


πι...” ,.......--ἲἲ.'..------...-----.--ξ.-------....η παπα 


ην ο .........-..ἲἲ.............-ἲ.....---παᾶᾶ......."...'"""αὶααηαὸ πα” 


а ен | one 


=—_———— ды ———о ыы ————————————ы— 


КОЭФФИЦИЕНТЫ МНОГОЧЛЕНОВ ЧЕБЫШЕВА И ВЫРАЖЕНИЙ χη 


Таблица. 22.5. Коэффициенты многочленов Чебышева U,,(x) 


и выражений x” через Uim(x) 


О» (2) = Sent" 


ть 33 deUn(2) 
т=0 


——————ы—ыы———А———————-————ы—ы——оАПП—ыы—ыы——ы———ы———————ы—ы==——— 


АИ | ose | cree | ene | ee | een | neces | CRT tS 


(ceampenmncmamerente | ἱπτετεττκετ--ακα-τεκτεπεποτο, | eee | sete eaceenins: | пои [| пир | eet | ποσοστο meng 


λ 3 
HSSOND TRWNHHO «- 


= eet ed 
>> 


m=0 
x я. 
16 32 

2 
5 

3 
4 

16 1 
32 1 

— 80 
—192 

240 
672 

— 560 
— 1792 

1120 

2 x 


U,(z) = 642° — 8024 + 242% — 1 


= gq [5Us+ 9Ur+ 5U.+ 04] 


Таблица 22.6. Значения многочленов Чебышева U,(x) 


0.2 


+ 1.00000 
+0.40000 
— 0.84000 
— 0.73600 
+0.54560 
+0.95424 


—0.16390 
— 1.01980 
—0.24401 
+0.92219 
+0.61289 
— 0.67703 


— 0.88370 


00000 
00000 
00000 
00000 
00000 
00000 


40000 
16000 
66400 
49440 
46176 
70970 


94564 


0.4 


+ 1.00000 
+0.80000 
— 0.36000 
— 1.08800 
— 0.51040 


`+0.67968 


+ 1.05414 
+ 0.16363 
— 0.92323 
— 0.90222 
+0.20145 
+ 1.06338 


+0,64925 


00000 
00000 
00000 
00000 
00000 
00000 


40000 
52000 
58400 
38720 
67424 
92659 


46703 


0.6 


+ 1.00000 
+ 1.20000 
+0.44000 
—0.67200 
— 1.24640 
—0.82368 


0.25798 
+ 1.13326 
+ 1.10192 
+0.18905 
— 0.87506 
— 1.23913 


— 0,61189 


29981 


0.8 


+ 1.00000 
+ 1.60000 
+ 1.56000 
0.89600 
-- 0.12640 
— 1.09824 


— 1.63078 
— 1.51101 
— 0.78683 
+0.25207 
+ 1.19015 
+ 1.65217 


+ 1,45332 


53571 


pant peed ыы 
N= oO 


— 
Ww 


CON ANPWNHe © 
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Таблица. 22.7. Коэффициенты многочленов Чебышева C,(x) 
н выражений x” через Οπίχ) 


C,(z)= Sear z*=b7' >14-с- 6) 


С‹(2) =2*— θα! -|- θαᾶ--- 2 σῆ--106ο{-1561ἠ-66ι1-6ςε 


Таблица 22.8. Коэффициенты многочленов Чебышева S,(x) 
и выражений x” через 5т(х) 


S,(z) = Sear" "= > а». (5) 


тТ=0 т=0 


—21 70 45` —11 


——ы—ы—ыы-——ы—ыыы—————-—5ы—ы—————_-——ы—————м—ы—ыы——ы——ы—ы——ыы———— —-— 
- ee --- 


αἱ Ῥ ν д α ε’ αἲ 2 | x | 110 хи Ἴ 213 


58 (1) --8-- Sat + Gr? — 1 w= 5S + 9S2+ 554 +5 


Таблица 22.9. Коэффициенты многочленов Лежандра P,(x) и выражений x” через Ри(х) 


5 5 
Ρι(α) -Ξαπ' >) сд" α»--δς' Ὁ) 4=Р»(2) 
Т=о 


man 


χ19 хи | χ13 


| 
676039 | 5, | 
P, | 
Ρι 
Py 
Ps 
220248 | Ρι 
Ρι 


46189 | 88179 
4199 


208012 


Ps 


133952 


12155 128 


| 

| 

Pu | 

676039 1024! Pi | 


NO дж 


225225 


4 


Рид = [2312*—3154+-10522—5] ΤΙ [33 Pp-+ 110P;-+72P,+16P,] 


Значения P,(x) см. в гл. 8. 


uX Ииинажуача и (Θα уапнужак ΒΟΗΗΙΓΒΟΙΟΗΜ ΙΠΠΗΗΜΠΉΦΦΕΟΝ 
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Таблица 22.10. Коэффициенты многочленов Лагерра Г»(х) и выражений x” через Г (x) 


L,(z) =a; >` Cmit™ т"= Σ᾽ 4»Ёт(т) 


Т == () m=0 


η -- =m, | “Sel ee я 
О О Е НОЕ Е Е 


“re | ae ΕΤ ; 
= Е ; 
[= [em wes | a | Mere | р 
ЕЕ ЕСИ ИЕ ; 
-“----------------------------[---, 
| -5---] 5) Od тех 

[=== ЕЕ ЕЕ ЕЕ 
ΚΩΝ; оо ное [ор [ов ван 
Е ЕЕ ЕЕ Е 
ЕС Е Z 


[x — 3625 + 45024 — 240022 + 540022 —43205-+ 720] ᾳ5--720ζο-- - 43207; + 10800L,— 14400Г + 10800L, — 4320L; + 720L, 


Le (x)= = = 


709 


ΠΗΗΠΠΟΙΟΗΙ ΠΙΠΗΗΙΓΥΨΥΉΟ.ΙΟΙΩ͂Ο τζ 


3 
“ν᾽ 
Β 


софюч® льшюно 


= 
το 


дд 


302400 


О oe 


0.5 


-+ 1.00000 00000 
+0.50000 00000 
+0.12500 00000 


— 0.14583 
— 0.33072 
— 0.44557 


— 0.50414 
— 0.51833 
— 0.49836 
— 0.45291 
— 0.38937 
— 0.31390 


— 0.23164 


Таблица 22.12. Коэффициенты многочленов 


33333 
91667 
29167 


49653 
92237 
29984 
95204 
44141 
72988 


96889 


ЗНАЧЕНИЯ МНОГОЧЛЕНОВ ЭРМИТА 


1.0 


+ 1.00000. 

0.00000 
— 0.50000 
— 0.66666 
— 0.62500 
— 0.46666 


— 0.25694 
— 0.04647 
+0.15399 
+ 0.30974 
+ 0.41894 
+ 0.48013 


+ 0.49621 


00000 
00000 
00000 
66667 
00000 
66667 


44444 
61905 
30556 
42681 
59325 
41791 


22235 


3.0 


+ 1.00000 
— 2.00000 
— 0.50000 
-+ 1.00000 
+ 1.37500 
+ 0.85000 


-- 0.01250 
— 0.74642 
— 1.10870 
— 1.06116 
— 0.70002 
— 0.18079 


+ 0.34035 
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Таблица 22.11. }Значения многочленов Лагерра L(x) 


5.0 10.0 
00000 + 1.00000 00000 + 1.00000 .00000 
00000 — 4.00000 00000 — 9.00000 00000 
00000 + 3.50000 00000 + 31.00000. -00600 
00000 +2.66666 66667 — 45.66666 66667 
00000 — 1.29166 66667 +11.00000 00000 
00000 —3.16666 66667 + 34.33333 33333 
00000 — 2.09027 77778 --8.44444 44444 
85714 +0.32539 68254 —30.90476 19048 
53571 + 2.23573 90873 — 16.30158 73016 
07143 + 2.69174 38272 + 14.79188 71252 
23214 +1.75627 61795 + 27.98412 69841 
95130 + 0.10754 36909 + 14.53695 68703 
46063 — 1.44860 42948 —9.90374 64593 


Эрмяга Н»(х) и выражений x” через Ни(х) 


— 665280 


— 7983360 


H,(z)= Σ Ον” 


т=0 


n 
z= b>! S) daH»(z) 
т =0 


665280 
1995840 
831600 


110880 


25 25 αἱ 28 
32 64| 108 256 
120 1680 
60 840 
180 3360 
ἕν | 20 420 
He κ 30 840 
32 1 42 
64 1 56 
— 1344 128 1 72 
—3584 256 1 я 
ΠΠ 9216 512 1 
— 403200 161280 — 23040 
2217600 — 1774080 | 506880 _ — 56320 
13305600 _ — 7096320 1520640 
2 г 25 x αἱ 28 x 


3 
4 


| lll ыы . 
мою NARWHHES 


pens 
ἘΦ 


αὶ 12 


T's; 
(1) + 4.10000 


(1) +3.10000 
(2) — 4.61000 
(2) — 8.95000 
(3) + 6.48100 
(4) +2.25910 
(5) — 1.07029 


(5) — 6.04031 


‚ δία) = 6425— 480z'+ 7202? — 120 


1.0 3.0 
+ 1.00000 +1.00000 00 
+2.00000 +6.00000 00 
+ 2.00000 (1) +3.40000 00 


— 4.00000 (2) + 1.80000 00 
(1) — 2.00000 (2) +8.76000 00 
(0) —8.00000 (3) +3.81600 00 
(2) +1.84000 (4) +1.41360 00 
(2) + 4.64000 (4) +3.90240 00 
(3) — 1.64800 (4) +3.62400 00 
(4) — 1.07200 (5) — 4.06944 00 
(3) +8.22400 (6) —3.09398 40 
(5) + 2.30848 (7) —1.04250 24 
(5) +2.80768 (6) +5.51750 40 


ΚΝ δ [120Hy-+ 180Н:+30Н.+ Hal 


Таблица 22.13. Значения многочленов Эрмита Ηῃ(χ) 


5.0 


- 1.00000 00000 
(1)1.00000 00000 
(1)9.80000 00000 
(2)9.40000 00000 
(3)8.81200 00000 
(4)8.06000 00000 


(5)7.17880 00000 
(6)6.21160 00000 
(7)5.20656 80000 
(8)4.21271 20000 
(9)3.27552 97600 


(10)2.43298 73600 


(11) 1.71237 08128 


10.0 


1.00000 00000 
(1)2.00000 00000 
(2)3.98000`00000 
(3)7.88000 00000 
(5)1.55212 00000 
(6)3.04120 00000 


(7)5.92718 80000 
(9)1.14894 32000 
(10)2.21490 57680 
(11)4.24598 06240 


(12)8.09327 82098 
(14)1.53373 60295 


(15)2.88941 99383 


606 


дд.) 


22.13. 


22.14. 
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22.16. 


22.19: 


22.18. 
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23.1. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ, МНОГОЧЛЕНЫ ЭЙЛЕРА 
И ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА — МАКЛОРЕНА 


Производящие функции 


267 — E,(x) id | 
= xj 1 м). 
| e+) 2, ΠΤ ΕΤ 


ε'.--- | 


; со т | 2 
a — |< м 
23.1.1. 2 τ (|t|< 27) 


Числа Бернулли и числа Эйлера 
ухе ВЛ Вв = Вз(0) (п --Ἢ 0, ' Ἡ НЫ 1 
23.1.3. Во --- | δε Βι == ον ἐν ἃ Во — 1/6, δι = — 1/30, Eo αμ 1, E, = —1, Γι = Ὃν 


Использование В» и Ев в разложениях тригонометрических функций в степенные ряды см. в гл. 4. 


Ев = 2"E,(1/2) — целое (n = 0, 1, ...). 
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23.1.4. 


Κ 


23.1.11. 


23.1.12. 


23.1.13. 


23.1.14. 


23.1.15. 


т | | т щи. 
К" = (m,n = 1, 2,...), (Пек = (m,n=1,2....). 
Производные и разности 
23.1.5. Ви(х) = πβη-ι(χ) (п=1, 2,...), EAx) = пЕз (Хх) (п=1,2....). 
23.1.6. Ви(х + 1) — Ba(x) = nx" (п=0,1,...), E,(x + 1) + Εη(χ) = 2%" (п=0,1,...). 
Разложения в ряд (п = 0, 1, ...) 
n 
n 
23.1.7. Ba(x+h)= >> 4 By(x) h"-*, En(x + h) = Ὁ (; cole 
*(n) Ex (1) 
bff) 2-4) 
Функциональные соотношения (7 = 0, 1, ...) 
23.1.8. Βη(] — x) = (—1)" Ba(x), Επί! — x) = (— 1)" En(x). 
23.1.9. (— 1)” Ba(—x) = Βη(χ) + вх’ (-- 1) 1Εῃ(--χ) = En(x) — 2x". 
Формулы для кратного аргумента 
т—1 К m—1 k 
23.1.10. By(mx) = т" >; Bn [x -- = E,(mx)}= т > (—1)¥ Е» [= + a 
k =0 :" k=0 m | 
тек И=О БЕЗ. 
г -- k 
Ex(mx) = — т” ΣΝ (СПЕ Bays (x в "| 
: n 1 k=0 m 
(n= 0, 1,...; m= 2, 4, ...), 
Интегралы 
1 x 
[Bat dt — Bane) — Βαμία), | Ent de — Perl) Евы (а). 
n+ 1 atl 
a a 
1 are min! 
min! En(t) Em(t) dt = (—1)" 4(2™4" — |) Bangs 
| Bate) Bmn(t) dt = (—1)°- ———— Bmin (т + n+ 2)! 
р (т п)! 0 
у ы (т, п=0, I, ...). 
(mi, п-= 42, -.:.); Эти многочлены ортогональны при нечетных 71 + и. 
Неравенства 
| Ben | > | Bea(x)| (в = I, 2,...3 1 > x > OF 4-"| Eon| > (—1)" Ean(x) > 0 (n = 1, 2,...; 1/2 > x > δ] 
2(2n + 1) 1 a 4(2n — 1)! 1 το 
поет: tae Af τ > (ΟΠ Βεημ(χ) > 0 on р ας > (—1)" Еж—(х) > 0 
“a= = Tl > xX > 9), = 1, 2, ИО 
2(2n)! 1 πει 2(2n)! 4"t1(2n)! aa 4"*1(2n)! 1. 
(2m) | = =) ОР Oe ны 7 ON Bm > дин [рр 


23. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА, ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


Bnyi(m + 1) — Bay 


Суммы степеней 


E,(m + 1) + (—1)™ Ев (0) 


ΤΕΕ es 3 ! (n =.0, 1,...). 


23.1. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА 


609 


Разложения Фурье 


sin ((2k + 1) πχ — πη|2) 


[- ὁ) 
En(x) = ιτ. 
πί = tt 24 (2k 4 рен 
(п> 0, 1>х> 0; п=0, 1>х> 0). 
ве “Ἢ 1Ρ Ε -- Же cos (2k + 1) xx 
50 СЕ 
(a= 1, 2,...¢ 1 » x 1 0 
E(x) = (—1)" 4(2n)! — sin (2k + 1) πχ. 
ΔΝ on+1 ‚№ anti 
π 1+0 (А+ 
(п> 0, 12х20; вп=0, 1>x> 0). 


Частные значения 


23.1.16. Βι(χ) -- — 2 п! «5. cos (2xkx — пп/2) 

51. - n Е ΡΕ Ὲ SSS Со ee 
One 2 κ" 
(n>1lz2x20;n=1,1>x> 0), 
= (—1)" 2(2n — 1)! A sin 2Κπχ 

23.1.17. Bon_-1(X) = в 0 ana 

k=1 
(a>t, iex>Qan=1, 1>x> 0), 
(—1)*1 2(2n)! < cos 2kxx 
23.1.18. Bon(x) = ----------- 
on(X) (om 2 = 
ва ох 
23.1.19. Bonus = 0 (n = 1, 2, ...), 
23.1.20. B,(0) = (-- 1)" Βη(]), 
B,(0) oe Bn (n = 0, 1, =) 


23.1.21. 
23.1.22. 


Βε(!/2) ый (1 ай Ее Bn (n вы 0, т, я 
Bn(1/4) = (—1)" Bn(3/4), 
Вв(1/4) = —2-"(1 — 27") Bn — n4-"En-1 


(m4 22, 
23.1.23. Bon(1/3) = Ben(2/3), 
Bex(1/3) = —2 1 — 31-55) Bag (ne = 0, },... 
23.1.24. Bon(1/6) = Bon(5/6) 
Bon(1/6) = 271 — 24°") (1 — 3°") Bon 
(a= 0, I, ... 


) 


) 


| 


Eonu1 = 0 (n= 0, 1,...). 

E,x(0) = — E,(1), 

E,(0) = — 2(n + 1) 1 (2"*1 — 1) Ва (n = 1, 2,...). 
E;(1/2) = 2-" Ey: {w= 0,-1, «.) 


Еэп—1(1/3) oo — Een-1(2/3), 


Езт-1(1/3) = —(2и) 1 (1 — 31 2”) (2 — 1) Ben (n = 1, 2, ...). 


Символические соотношения 


23.1.25. р(В(х) + 1) — p(B(x)) = р’(х), 
23.1.26. Ви(х + В = (B(x) + Ay” (n=0, 1,...), 


Здесь p(x)— многочлен относительно x и [B(x)]" = 


Соотношения между многочленами 


г” x+1 x 
23.1.27. En-1(x) Sed ms {2 | 2 | = Bn | alt 


Ε»-ι(χ) --- ra {Bo = 2”"Bn 3) 


п 


23.1.28. En-2(x) = 


= 2 ny (2 2"-® — 1) Βῃ кВ (х) (п = 2, 3 
= Ἡ >|") п-кВ (х ху ee 


k=0 


23.1.29. Bn(x) = 2-" > в | Вп-кЕк(2х) 


k=0 


39 — под ред. В. A. Диткина, Л. H. Кармазиной 


Р(Е(х) + 1) + p(E(x)) = 2ρ(χ). 
En(x + h) = (E(x) +h)” (n= 0, 1,...). 


Bn(x), [Е(х)\" = En(x). 


Формулы Эйлера — Маклорена 


Пусть F(x) имеет 2п непрерывных производных на интер- 
вале (а, Ь). Разделим этот интервал на т равных частей, 
и пусть h = (ὁ — а)/т. Тогда для некоторого 6 (1 > 0 > 0), 
зависящего от F(2")(x) на (a, b), имеем 


23.1.30. Σ Fla + kt) = 


b 
=>) Fo dt + > (FO) + F(a)} + 
1 


n— 2-1 
ἘΣ орг λαόν) — FONG} + 
k=1 

HBS FOM%a + kh + Oh) 
-- Вов Е a+ + . 

(2п)! Σ, 


610 23. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА, ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


Эквивалентное равенство: Пусть Βιίχ) = Ви(х — [x]). Формула суммирования Эйле = 
ра имеет вид 
x+h I b 
1 1 | | '» | 
23.1.31. Ἔ \ F(t) dt = a {F(x + h) + F(x)} — 23.1.32. ν ὧν Е(а + КВ - oh) = 7 | F(t) dt + 
x k=0 а 


~ By(w){F (F-1(b) — Е@-1а)} — 


+e 


hP : A m—1 
ae “i 2 0} У Fa + kh + па 
ВД ет), MD AP ERD ya #0 


~~ (2n)! . (p < 2n, 1 > uw > 0) 


n—-1 p2k-l 
— (2k)! 


Box {FC#) (x + В) — FC) (х)} — 


on 


23.2. ЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА И ДРУГИЕ СУММЫ ОБРАТНЫХ СТЕПЕНЕЙ 


| ES ЧО 


ioe) 


= Sok * + (5 -- 1 n* — 5 \ ха 
Y 8-1 


n 


(n = 1,2,..... Res. 0), 


23.2.1. C(s)= δ) ἐ-’ (Res> 1). 
k=1 
23.2.2. (3) = a — py? (Res >1). 


(произведение берется по всем простым р). 


x -- 23.2.10. _ ехр Ив 2x — 1- 1/2) 5 [ — = 8/ 
23.2.3. ον ων» πρ, а ΣΕ Ἐφ Da μα; - У As — 1) ГС/2 + 1) И 6 р 


произведение берется по всем нулям р функции (5) при 


со Вер > 0. Функция C(s) регулярна для всех змачений 5, 
5: 2n Bona (x — [11 ых за исключением 5 = 1, где она имеет простой полюс 
n+ I stent с вычетом 1. 
Частные значения (п = |, 2, ...) 
(s #l1ln= l, у eee Res > —2п). 23.2.11. ζ(0) = —1/2, | 
ГА -- — 2)#— В: (=. 
23.2.4. С(5) = — Γεω] κα 42 ζ(1) = 00 | 
2πὶ τ. 1 23.2.13. ζ΄0) = — ра In 2π. 
Контур с в формуле 23.2.4 начинается в бесконечности 23.2.14. ((—2п) = 0. 


на положительной действительной оси, обходит начало 


координат в положительном направлении и возвращается 23.2.15. ζ(! — 2η) = — Βοη/2η. 


к начальной точке; при этом точки 22xiz (nm = 1, 2,...) (ΩπΡ» 
не должны попасть внутрь контура. 23.2.16. С(2п) = Χ2π} | Вэл |. 
23.2.5. ¢(s) = —— $ Ἐ ie т 23.2.17. С(2п - 1) = 
1 
(— iP Ger" 
= АВ x)ctg (πχ) а 
τπὲ | 22n +1)! \ 2т+1(х) ctg (πχ) dx 
| 0 
| т п п 
(In А) (In m)"+1 
- | ----------- -------- В . 
ыы jim 1 k n+ 1 tae Суммы обратных степеней 
[5 ο) 
2.3.2.6. ζ(ς) = 28 18-1 sin (πε|2) Г(1 — s) (1 -- 5). 14.118, Xn) = УК" (n= 2, 3, ...). 
k=1 
23.2.7. C(s) = a ΤΕ dx (ΒΕε:5}) 23.2.19, a(n) = D> (--Π1-1κ-"-- (1 21-5) (и) 
(mn =1, 2, ...) 
fee) ου 
23.2.8. ζ(ο) = zai Στ dx, 23.1.20. 2(π) = DY 2k + IP" = (1-2) Gn) 
- (1 — 2?) Г($) е + | k=0 
_ 0 (п = 2,3 ...) 


23.2. ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


23.2.21. В(") = Σ(-Πἑ(2κ 1515 (и=1,2,...). 
k=0 


Эти суммы могут быть вычислены с помощью много- 
членов Бернулли и Эйлера путем применения 23.2.16, 23.2.17 
(заметим, что 7(1) = ш2) и формул 


ει. μ-ο...3, 


23.2.22. B(2n + 1) = 
: а 2(2n)! 


23.2.23. B(2n) = 
( Зы 2% : 
= к 
Ξ------------ \ Еж 1(х) зес (пх)ах (n=1, 2, ...), 
о Ре 5ος (ποὺ 
0 
6(2) — постоянная Каталана. Некоторые другие частные 
значения: 
=? 


1 | 
23.2.24. ζ 2 = 1 -- . —- К -- a “Ts 
©) 2 τ 6 


23.2.25. 


23.2.26. 


23.2.27. 


23.2.28. 


25.2.29. 


23.2.30. 


23.2.31. 


(alten ak, 

nQ)=1- +o wae, 

пня 
2 

9) =1t tS + re 
4 

MA=1+ tot ak. 
a)=1-2 += — ne 
ae 

63) =1- +2 - -=. 


611 


г ο ο". ee -ᾱ- ο ее = 


| | 
Вен 5αἲ: ο nb o af o mh eo 


Ἓ ο 


о 


- 38227 


sa 1 


Таблица 23.1. Коэффициенты 6; многочленов Бернулли 


n 
Βι(χ) = >> bux! 
k=0 


4 5 6 7 
1 
_ 5. 1 
> . 
«ἃ. -3 1 
2 
0 = a $ 1 
a= δεν 0 14 -4 
3 3 
0 1. 0 6 
5 
8 0 ~7 0 
0 11 0 — 11 
- 0 22 0 
в -! 0 286 
10 7 
0 


1 


Коэффициенты се; многочленов Эйлера E,(x) = >> enx* 


3 4 5 & 7 
1 - 
-2 1 
0 τ 1 
5 0 -3 1 
0 -35. 0 ree ὁ 1 
4 2 
- 28 0 14 0 -4 
0 — 63 0 21 0 
255 0 —126 0 30 
0 -2805. 0 
- 3410 0 1683 39. -396 
‘ще ' Ш 
62881 0 — 31031 0 7293 
0 


943215 0 _ 155155 0 


9 10 11 12 13 
1 
= 5 1 
> ЗА 1 
0 и -ᾱ 1 
-. 143 . ἯἩΠ ὑπ 1 
. Af 
о 1001 ο 91-7 
ти 6 
o . 0 κ 
a Ἐν 3 
n 
k=0 
9 1011 1212 
-5 i 
0- _ 24 1 
2 
55 Е 1 
Ё‹ ΙΒ 6-3 
2 2 
- 1001 о 91 δ ο 
0 _ 3093 9 455 0_ 
4 


14 


14 


15 


15 


соо м © & 


Таблица 23.2. Числа Бернулли и числа Эйлера 


— 560 


49 

— 80116 

29 14996 
—2479 39292 
84483 61334 


-121 52331 40483 75557 


— 60532 

650 61624 

—7 54665 99390 
9420 32189 64202 
-126 22019 25180 62187 19903 


181089 11496 57923 04965 
Взято из [23.13]. 


5964 
94033 


50572 05241 
57181 35489 
36348 84862 
93132 26753 
88800 41862 


20403 04994 


68997 


В,=М№МШ 


=] 


— 2363 


85 
—2 37494 


861 58412 
—770 93210 
257 76878 
27155 30534 


2 92999 39138 


71849 64491 
64391 ' 80708 
57930 10242 
59391 21632 
81768 62491 


07964 82124 
95734 79249 
42141 81238 
68541 57396 
04677 59940 


07982 02460 


Ey 


— 234 
1 48511 


—1036 46227 


7 94757 


— 6667 
60 96278 


85248 
86684 
08739 
41204 


45807 


94225 
66855 
85421 


53751 
64556 


18862 18963 
60884 77158 
09806 14325 
20228 62376 
40923 72874 


74165 21586 


N D 
1 1 ( 
-1 2 
1 6 
-1 30 
1 42 
a | 30 
5 66 
—691 2730 
7 6 
—3617 510 
43867 798 
74611 330 
54513 138 
64091 2730 | 
53103 6 
61029 870 
76005 14822 
41217 510 
58367 1% 
77373 19 19190 
41559 6 
22051 13530 
02691 1806 
35023 690 
77961 282 
27547 46410 
77525 66 ῃ 
91853 1590 
12691 798 
63229 870 
36021 354 
41491 567 86730 ( 
— 69 
15514 
- —40. 87072 
_ 12522 59641 
— 44 15438 93249 
17751 93915 79539 
— 80 72329 92358 87898 
41222 06033 95177 02122 
89580 $2704 31082 52017 
50718 11498 00178 77156 
33519 61211 93979 57304 
97592 70360 80405 10088 
44977 43502 84747 73748 
58691 68574 28768 43153 
14383 78511 16490 88103 
70634 08082 29834 83644 
65889 73674 42122 40024 
90583 22720 93888 52599 
89255 48234 10611 91825 
88733 48734 92363 14106 


В» 
1. 0000 


© 


1. 6666 
-3. 3333 
_ 2. 3809 
;3. 3333 


“7. 5757 
-2. 5311 
1.1666 
-7. 0921 
5. 4971 


-5. 2912 
6. 1921 
-8. 6580 
1.4255 
-2. 7298 


6. 0158 
-1. 5116 
4. 2961 
-1. 3711 
4. 8833 


-1. 9296 
8. 4169 
-4. 03 38 
2. 1150 


24) 7. 5008 
26)-5. 0387 
28) 3. 6528 
30) -2. 8498 
32) 2. 3865 


34) -2. 1399 


ммм He 


ч^рью оон 


1 


bot et 
-οςο 
=> 


Hee 
ono 
I ee 


-5. 0000. 


614. 
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1. 64493 


1.20205 


1. 08232 


‚1.03692 


1. 01734 


1. 00834 
1. 00407 
1. 00200 
1. 00099 
1. 00049 
1. 00024 


1. 00012 


1. 00006 
1. 00003 
1. 00001 
1. 00000 
1. 00000. 


1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


1.00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


Взято из [23.13]. 


Таблица 23.3. Суммы обратных степеней 


ип) = эй" 
k=] 


ο0 


40668 
69031 
32337 
11251 
30619 


927113 
73561 
83928 
45751 
41886 
60865 


27133 
12481 
05882 
52822 
76371 
38172 


19082 
09539 
04769 
02384 
01192 
00596 


00298 
00149 
00074 
00037 
00018 
00009 


00004 
00002 
00001 
00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 
00000 


00000 
00000 


48226 
59594 
11138 
43369 
84449 


81922 
97944 
26082. 
27818 
04119 
53308 


47578 
35058 
36307 
59408 
97637 
93264 


12716 
62033 
32986 
50502 
19925 
08189 


03503 
01554 
50711 
25334 
62659 
31327 


65662 
32831 
16415 
58207 
29103 
14551 


07275 
03637 
01818 
00909 
00454 
00227 


43647 
28540 
19152 
92633 
13971 


82684 
33938 
21442 
08534 
46456 
04830 


48915. 


70483 
02049 
65187 


89976 


99984 


55394 
87280 
78781 
72773 
96531 
05126 


51465 
82837 
78984 
02479 
72351 
43242 


90650 
18337 
50173 
72088 
85044 
92189 


95984 
97955 
98965 
49478 
74738 
37368 


n(tt) = 3 (—1)k-th-* 


0. 69314 
0. 82246 
0.90154 
0. 94703 
0.97211 
0.98555 


0. 99259 
0. 99623 
0. 99809 
0. 99903 
0. 99951 
0, 99915 


0. 99987 
0. 99993 
0. 99996 
0. 99998 


0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 


0. 99999 
0, 99999 
0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0, 99999 
0. 99999 


0. 99999 
0, 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 


71805 
70334 
26773 
28294 
97704 
10912 


38199 
30018 
42975 
95075 
71434 
76851 


85427 
91703 
95512 
47642 
23782 
61878 


80935 
90466 
95232 
97616 
98808 
99403 


99701 
99850 
99925 
99962 
99981 
99990 


99995 
99997 
99998 
99999 
99999 
99999 


99999 
99999 
99999 
99999 
99999 
99999 


Для n> 42 Un +0 = SO + ἴα], ain =U + ποθ] 


59945 
24113 
69695 
97245 
46909 
97435 


22830 
52647 
41605 
98271 
98060 
43858 


63265 
45979 
13099 
14906 
92041 
69610 


08171 
11581 
58215 
13230 
01318 
98892 


98856 
99231 


49550. 


74753 
37369 
68682 


34340 
67169 
83584 
41792 
70896 
85448 


92724 
96362 
98181 
99090 
99545 
99772 


30942 
21824 
71405 
91758 
30594 
10410 


28267 
89923 
33077 
56564 
75414 
19085 


11549 
71817 
23808 
10644 
01198 
11348 


67511 
52212 
54282 
82255 
43950 
39463 


96283 
99657 
48496 
40011 
41811 
28145 


«33145 


89595 
85805 
39905 
18953 
09143 


04461. 
02193 
01084 
50538 
25268 
62633 


3 


OOn CUALVN-H 


СУММЫ ОБРАТНЫХ СТЕПЕНЕЙ 


Таблица 23.3. Суммы обратных степеней 


λ(η) = У (2-1) -π 
k=0 


1, 23370 
1. 05179 
1. 01467 
1. 00452 
1. 00144 


1. 00047 
1. 00015 
1. 00005 
1.00001 
1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 
1.00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 


1. 00000 
1. 00000 


1. 00000. 


1. 00000 
1, 00000 
1. 00000 


1.00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1, 00000 


1.00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1. 00000 
1, 00000 


ie) 


05501 
97902 
80316 
37627 
70766 


15486 
51790 
13451 
70413 
56660 
18858 


06280 
02092 
00697 
00232 
00077 
00025 


00008 
00002 
00000 
00000 
00009 
00000 


00000 
00000 
00000 
00000 
00000 
00000. 


00000 
00000 
00000 
00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 


00000 
00000 


36169 
64644 
04192 
95139 
40942 


52376 
25296 
83843 
63044 
51090 
48583 


55421 
40519 
24703 
37157 
44839 
81437 


60444 
86807 
95601 
31866 
10622 
03540 


01180 
00393 
00131 
00043 
00014 
00004 


00001 
00000 
00000 
00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 


00000 
00000 


82735 
99972 
05455 
61613 
12191 


55476 
11930 
77259 
82549 
10935 
11958 


80232 


21150° 
12929 


37916 
45587 
55666 


11452 
69746 


16531 
77514 


20241 
12294 


23874: 
41247 


12740 
71245 
57081 
85694 


61898 
53966 
17989 
05996 
01999 
00666 


00222 
00074 
00025 
00008 
00003 
00001 


в(п) = (ПК -» 


0. 78539 


_ 0.91596 


0. 96894 
0. 98894 
0. 99615 
0. 99868 


0. 99955 
0. 99984 
0. 99994 
0. 99998 
0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 


0. 99999 


0599999 
0599999 
0.99999 
0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 


0. 99999 
0.99999 


0.99999 
0.99999 
0.99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0. 99999 
0.99999 
0. 99999 


0. 99999 
0. 99999 


81633 
55941 
61462. 
45517 
78280 
52222 


45078 
99902 
96841 
31640 
43749 
81223 


93735 
97910 
99303 
99767 
99922 
99974 


99991 
99997 
99999 
99999 
99999 
99999 


99999 
99999 


99999 


99999 


99999 


99999 


99999 
99999 
99999 
99999 
99999: 
99999 


99999 
99999 


97448 
77219 
59369 
41105 
77088 
18438 


90539 
46829 
87220 
26196 
73823 
50587 


83771 
87248 
40842 


75950. 


57782 
19086 


39660 
13243 
04403 
68134 
89377 
96459 


98819 
99606 


99868. 


99956 


99985. 


99995 


99998 
99999 
29799 
99999 
99999 
27999 


99999 
99999 


310 
015 
380 
336 
064 
= 


909 
657 
090 
877 
699 


882 


841 
735 
624 
903 
104 
745 


745 
274 
029 
064 
965 
311 


768 
589 
863 
288 
429 
143 


381 
460 
820 
940 
980 
993 


998 
999 


615 
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т 
Таблица 23.4. Суммы положительных степеней >: kn 


k=1 
т\п 1 2 3 4 9 
1 1 ] 1 1 1 
2 3 5 9 17 93 
3 6 14 36 98 276 
4 10 30 100 354 1300 
5 15 a2 225 979 4425 [ 
6 21 91 441 2275 12201 
7 28 140 784 4676 29008 1 
8 76 204 1296 8772 61776 4 
9 45 285 2025 15333 1 20825 9 
10 55 385 3025 25333 2 20825 19 
11 66 506 4356 39974 3 81876 37 
12 78 650 6084 60710 6 30708 67 
13 У} 819 8281 89271 10 02001 115 
14 105 1015 11025 1 27687 15 39825 190 
15 120 1240 14400 1 78312 22 99200 304 
16 136 1496 18496 2 43848 33 47776 472 
17 153. 1785 23409 3 27369 47 67633 713 
18 171 2109 29241 4 32345 66 57201 1054 
19 190 2470 36100 5 62666 91 33300 1524 
20 210 2870 44100 7 22666 123 33300 2164 
21 231 3311 53361 9 17147 164 17401 3022 
22 253 3795 64009 11 51403 215 71033 4156 
23 276 4324 76176 14 31244 280 07376 5636 
24 300 4900 90000 17 63020 359 70000 7547 
25 325 ταν 1 05625 2] 53645 457 35625 9988 
26 351 6201 1 23201 26 10621 576 17001 13077 
27 378 6930 1 42884 31 42062 719 65908 16952 
28 406 7714 1 64836 37 56718 891 76276 21771 
29 435 8555 1 89225 44 63999 1096 87425 27719 
30 465 9455 2 16225 52 73999 1339 87425 35009 
31 496 10416 2 46016 61 97520 1626 16576 43884 
32 528 11440 2 78784 72 46096 1961 71008 | 54621 
33 561 12529 3 14721 84 32017 2353 06401 67536 
34 595 13685 3 54025 97 68353 2807 41825 82984 
35 630 14910 3 96900 112 68978 3332 63700 1 01367 
36 666 16206 4 43556 129 48594 3937 29876 1 23134 
37 703 17575 4 94209 148 22755 4630 73833 1 48792 
38 741 19019 5 49081 169 07891 5423 09001. 1 78901 
39 780 20540 6 08400 192 21332 6325 33209 2 14089 
40 820 22140 6 72400 217 81332 7349 33200 2 55049 
41 861 23821 7 41321 246 07093 8507 89401 3 02550 
42 903 25585 8 15409 277 18789 9814 80633 3 57440 
43 946 27434 8 94916 311 37590 11284 89076 4 20654 
44 990 29370 9 80100 348 85686 12934 05300 4 93217 
45 1035 31395 10 71225 389 86311 14779 33425 5 76254 
46 1081 33511 11 68561 434 63767 16838 96401 6 70997 
47 1128 35720 12 72384 483 43448 19132 41408 7 78789 
48 1176 38024 13 82976 536 51864 21680 45376 9 01095 
49 1225 40425 15 00625 594 16665 24505 20625 10 39508 
50 1275 42925 16 25625 656 66665 27630 20625 11 95758 


Взято из [23.13]. 


οωνονωοωηυωνωήνοοςν Λλλοννη RNR RRM eM ee HRM HE ee eS нь 


СУММЫ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ СТЕПЕНЕЙ 


т 
Таблица 23.4. Суммы положительных степеней Ал κ" 


45526 
48230 
51039 
53955 
56980 


60116 
63365 
66729 
70210 
73810 


77531 
81375 
85344 
89440 
93665 


98021 
02510 
07134 
11895 
16795 


21836 
27020 
32349 
37825 
43450 


49226 
55155 
61239 
67480 
73880 


80441 
8716: 
94054 
01110 
08335 


15731 
23300 
31044 
38965 
47065 


55346 
63810 
72459 
81295 
90320 


99536 
08945 


18549 


28350 
28350 


9 


58276 
98884 
47761 
05225 
71609 


47216 


4 


31866 
43482 
33963 
37019 


_ 87644 


22140 
78141 
94637 
11998 
71998 


17839 
94175 
47136 
24352 
74977 


49713 
00834 
82210 
49331 
59331 


71012 
44868 
43109 
29685 
70310 


32486 


85527. 
00583" 


50664 
10664 


573857 


69561 
27882 
15018 


15643 


16459 
06220 
75756 
17997 
27997 


02958 
42254 
47455 
22351 
72976 


07632 
36913 
73729 
33330 
33330 


«οοςοοοὐ-ἠ.σ' с “^^ мл > δ DPwWwW WwW W PO AD A PO NH HHH — ps -- 


k=1 


45876 
49908 
45401 
10425 
94800 


26576 
18633 
75401 
99700 
99700 


96001 
28833 
65376 
07200 
97825 


30401 
55508 
89076 
20425 
20425 


49776 
67408 
39001 
45625 
92500 


17876 
02033 
76401 
32800 
32800 


17201 
15633 
56276 
75700 
28825 


99001 
08208 
27376 
86825 
86825 


08276 
23508 
07201 
47425 
56800 


83776 
24033 
32001 
32590 
32500 


6 


13 71721 59826 


Ge) 
17 
20 
23 


26 
29 
23 
37 
42 


47 
53 
59 
66 
73 


657 
710 


766 
827 
892 
961 
1034 


1113 
1196 
1284 
1379 
1479 


69427 
91071 
39020 
15826 


24236 
67201 
47888 
69693 
36253 


51457 
19459 
44694 
31889 


69490 
30619 
41915 
82540 


61996 
09245 
01789 
35430 
35430 


09791 
45375 
47584 
24320 


86078 14945 


12617 


‚ 17201 


05876 
85057 
61547 


42550 
35691 
49033 
91098 
70883 


97883 
82106 
34102 

64977 
86417 


10712 
50779 
20183 
33163 
04658: 


5033] 
86593. 


30633 
00446 
14856 


93549 
57099 
27001 
25699 
76617 


04195 
33915 
92339 
07141 
07141 


64961 
47130 
29754 
92835 
92835 


76756 
46260 
72549 
62725 
78350 


06926 
87015 
87719 
43240 
43240 


79721 


51145 
24514 
56130 
71755 


06891 
07900 
94684 
85645 
85645 


37686 
39030 
22479 
03535 
94160 


83856 
88785 
69649 
19050 
19050 


617 


618 


23. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА, ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


т 
Таблица 23.4. Суммы положительпых степеней » κ" 
k=1 


8 


1 

257 
6818 
72354 
62979 


42595 
07396 
84612 
31333 
31323 


90214 


71919 
02631 
91687 
82312 


49608 
07049 
67625 
30666 
30666 


90027 
63563 
48844 
63020 
53645 


18221 
54702 
53038 
65999 
65999 


03440 
31216 
49457 
54353 
44978 


52434 
06355 
44851 
05332 
05332 


34453 
30869 
08470 
33686 
24311 


56247 
18008 
47064 
16665 
16665 


ro) 
© © 1 > \> > № += + — 


81834 
77147 


617 
720 
838 
972 

1124 


1297 
1492 
1713 
1962 
2242 


2556 
2908 
3302 
3742 
4232 


4778 
5384 
6056 
6801 
7624 


8534 
9537 
10641 
11857 
12191 


14656 
16261 
18017 
19938 
22035 


24323 
26815 
29529 
32480 
35686 


39165 
42938 
47024 
51447 
56230 


61398 
6697Ъ 
72993 
79478 
86462 


93976 


СУММЫ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ СТЕПЕНЕЙ 


т 
Таблица 23.4. Суммы положительных степеней Δ; ' 
k=l 


7 


99609 
80326 
27437 
16689 
41042 


11990 
60965 
40807 
27322 
20922 


48350 
64496 
54303 
34768 
57047 


08654 
15770 
45658 
09190 
63490 


14692 
20822 
94807 
07610 
91497 


43442 
28675 
84364 
23453 
38653 


06578 
92048 
52558 
42905 
19993 


47815 
02610 
78207 
91556 
88456 


49475 
96076 
96947 
74541 
11837 


59315 


1 02056 42160 
1 10737 
1 20058 
] 20058 


67693 
33041 
3304) 


38476 
41004 
80841 
90825 
25200 


74736 
67929 
35481 
20300 
20300 


56321 
62529 
01696 
12800 
03425 


04481 
09804 
28236 
80825 
80825 


39216 
43504 
62601 
35625 
07500 


79276 
46129 
91041 
87200 
87200 


42161 
98929 
88556 
44300 
72425 


94121 


81904 


18896 
14425 
14425 


50156 
73804 
34561 
53825 
63200 


74016 
52129 
76801 
67500 
67500 


© ^^ PAaWWN ΜΝ“ Ye 


28283 
33629 
39855 
47085 
55458 


65130 
76273 
89079 
03762 
20559 


39729 
61563 
86379 
14526 
46391 


82395 
23002 
68718 
20098 
77746 


42321 
14542 
95188 
85107 
85220 


96524 
20097 
57109 
08819 
76592 


61894 


66308 
91537 
39413 
11903 


11121 
39333 
98967 
92626 
23094 


93346 
06565 
66147 
75716 
39136 


60526 
44269 
95032 
17777 
17777 


8 


37709 
34995 
31899 
235312 
90891 


64007 
55878 
86395 
90771 
06771 


79901 
80957 
38760 
88527 
36656 


42718 
19494 
51890 
35635 
36635 


71947 
13310 
14229 
61631 
93135 


01010 
63925 
07632 
9572} 
11731 


13620 
22206 
44528 
33638 
86142 


78853 
46007 
98488 
86545 
07545 


60306 
47620 
28587 
22441 
65570 


23468 
59412 
61670 
21113 
21113 


87066 
18522 
29883 
69019 
59644 


33660 
45661 
63677 
67998 
67998 


65279 
50175 
17696 
28352 
18977 


88673 
45314 
98690 
27331 
203233 


73092 
81828 
75909 
79685 
70310 


25286 
72967 
56103 
62664 
62664 


14505 
69481 
08522 
91018 
81643 


47499 


84620. 


39916 
41997 
41997 


93518 
69134 
19535 
30351 
20976 


59312 
36273 
54129 
33330 
33330 


13 10563 
15 88554 
19 18530 
23 08961 
27 69498 


57 11115 
39 46261 
46 89027 
55 5.66 
65 63096 


77 32510 
90 86219 
106 49600 
124 51040 
145 22232 


168 98500 
196 19159 
227 27863 
262 73072 
303 08433 


348 ‚93283 
400 93152 
459 80311 
526 34352 
601 42821 


686 01885 
781 17055 
888 03947 
1007 89106 
1142 10879 


1292 20343 
1459 82298 
1646 76323 
1854 97898 
2086 59593 


2343 92334 
2629 46750 
2945 94588 
3296 30228 
3683 72277 


4111 65257 
4583 81394 
5104 22502 
5677 21982 
6307 46923 


1000 00323 
7760 23429 
8593 98205 
9507 49930 

10507 49930 


9 


86137 
44973 
80891 
40014 
05854 


00335 
19889 
07286 
65472 
25472 


86401 
51863 


93432 


78527 
06906 


07044 
51006 
53971 
32327 
02327 


09511 
87653 
54736 
62487 
25280 


63746 
08237 
17370 
77196 
57196 


10166 
14263 
66939 
52248 
15080 


88197 
30627 


48916 


85991 
75991 


77288 
10154 


40039 


62325 
59571 


17816 
04362 
25663 
00499 
00499 


15076 
50788 
52921 
66265 
50640 


95536 
79593 
24521 
79460. 
79460 


13601 
77153 
30976 
12960 
03585 


03521 
98468 
28036 
04265 
04265 


53296 
82288 
20201 
29625 
26500 


04676 
76113 
60721 
79040 
79040 


78161 
86193 
26596 
56260 
59385 


23001 
52528 
18576 
03785 
03785 


92196 
48868 
36161 
52865 
62240 


42496 
07713 
57601 
98500 
98500. 


620 


3 
2 


-- 
Οοοζςο-!͵.σ' ое [) 54 


23. МНОГОЧЛЕНЫ БЕРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА, ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


т 
Таблица 23.4. Суммы положительных степеней >> Κ᾽ 


11 
108 


713 
3538 
14275 
49143 
49143 


08517 
27691 
06276 
98822 
65326 


60442 
20381 
25054 
35716 
35716 


34526 
33754 
98866 
32676 
06992 


77949 
89270 
56937 
29270 
29270 


12139 
11208 
01061 
78601 
52136 


36537 
80261 
98741 
59593 
59593 


52694 
33911 
57044 
66428 
55588 


30416 
52774 
73860 
36836 
26826 


10 | 
a 1 
1025 © 


60074 
08650 
74275 


40451 
15700 
57524 
41925 
41925 


66526 
30750 
22599 
77575 
68200 


95976 


96425 . 
23049 : 


80850 
80850 


59051 
50475 
64124 
29500 
70125 


23501 
18150 
13574 
137.15 
13775 


94576 
37200 
01649 
61425 
77050 


40026 
57875 
46099 
37700 
37700 


90101 
67925 
52174 
70350 
85975 


62551 
92600 
37624 
49625 
49625 


о © 1 “^^ NPPWW АМН нР-НННн 


k=1 


612 
757 
932 

1143 
1396 


1700 
2062 
2493 
3004 
3608 


4322 
5161 
6146 
7299 
8645 


10213 
12036 
14150 
16596 
19421 


22676 
26420 
30718 
35642 
41273 


- 47702 


55029 
63365 
72833 
83570 


95728 


09473 
24989 


42479. 


62166 


84297 
09139 
36989 
68171 
03039 


41980 
85419 
33817 
87679 
47552 


14036 
87778 
69485 
59924 
59924 


10 


38941 
94452 
83199 
66451 
95967 


26516 
29849 
10270 
21945 
88121 


22412 
52349 
45378 
37528 
64962 


98650 
82430 
74713 
94119 
69368 


93723 
84347 
46930 
45970 
81117 


70010 
38057 
15640 
43249 
85073 


51619 
31932 
36051 
48338 
92382 


08171 
42312 
52073 
24066 
08467 


69648 
54190 
77262 
28403 
97795 


24155 
65424 
93493 
14243 
14243 


75112 
34603 
38258 
30907 
52098 


43060 
57628 
26623 
59629 
59629 


76258 
34941 
53759 
99828 
44456 


53564 
99082 
00654 
07202 
07202 


17301 
43545 
40581 
14140 
23612 


47012 
72874 
85236 
11504 
11504 


02074 
38034 
10093 
76074 
16796 


04827 
96263 
05665 
05327 
05327 


23434 
47066 
26359 
21259 
59638 


51139 
46067 
33614 
42419 
42419 


62626 
19650 
32699 


53275 


93900 


08076 
99325 
05149 
46550 
46550 


29151 
69375 
60224 
07200 
97825 


93601 
55050 
65674 
25475 
25475 


06676 
94100 
51749 
29125 


94750 


36126 
36775 
36199 
83400 
83400 


12201 
70825 
24274 
16050 
81675 


52651 
21500 
33724 
17325 
17325 


62726 
76550 
94799 
64975 
55600 
60176 
86225 
75249 
24250 
24250 


ἀπ | 621 


Таблица 23.5. x"/n! 

n\x 2 3 4 5 

1 0)2. 0000 00000 3. 0000 00000 0)4.0000 00000 0)5. 0000 00000 
2 0)2. 0000 00000 4.5000 00000 0) 8. 0000 00000 1)1.2500 00000 
3 0)1. 3333 33333 4.5000 00000 1) 1.0666 66667 1)2. 0833 33333 
4 1) 6. 6666 66667 3. 3750 00000 1)1. 0666 66667 1)2. 6041 66667 
5 1)2. 6666 66667 2.0250 00000 0) 8. 5333 33333 1)2. 6041 66667 
6 2) 8. 8888 88889 1.0125 00000 0)5. 6888 88889 1)2.1701 38889 
7 2)2. 5396 82540 - 1)4. 3392 85714 0) 3. 2507 93651 1)1.5500 99206 
8 3)6. 3492 06349 - 1)1.6272 32143 0)1. 6253 96825 0)9. 6881 20040 
9 3)1.4109 34744 - 2)5.4241 07143 1)7.2239 85891 0)5. 3822 88911 
10 4) 2.8218 69489 - 2)1.6272 32144 1)2. 8895 94356 0)2. 6911 44455 
11 Μ᾽ 71797 - 3)4.4379 05844 1)1.0507 61584 0)1.2232 47480 
]2 6) 8. 5511 19662 - 3)1.1094 76461 2) 3. 5025 38614 - 1)5. 0968 64499 
13 6)1. 3155 56871 - 4)2.5603 30295 2)1. 0777 04189 - 1)1.9603 32500 
14 7)1.8793 66959 - 5)5. 4864 22060 3)3. 0791 54825 - 2)7. 0011 87499 
15 8)2. 5058 22612 - 5)1.0972 84412 4) 8. 2110 79534 - 2)2. 3337 29166 
16 9) 3. 1322 78264 - 6)2. 0574 08272 4)2. 0527 69883 - 3)7. 2929 03644 
if 3. 6850 33252 - 7)3.6307 20481 5)4. 8300 46785 - 3)2. 1449 71660 
18 4. 0944 81391 - 8)6. 0512 00801 5)1.0733 43730 - 4)5.9582 54611 
19 4. 3099 80412 - 9)9. 5545 27582 6)2. 2596 71011 - 4)1.5679 61740 
20 4. 3099 80413 - 9)1.4331 79137 7)4. 5193 42021 - 5) 3.9199 04350 
21 -14)4.1047 43250 -10)2. 0473 98768 8) 8. 6082 70516 - 6)9. 3331 05595 
22 (-15)3. 7315 84772 -11)2. 7919 07410 8)1.5651 40093 - 6)2. 1211 60362 
23 (-16)3.2448 56324 -12) 3.6416 18361 9)2. 7219 82772 - 7) 4. 6112 18179 
24 (-17)2.7040 46937 -13) 4.5520 22952 4.5366 37953 - 8)9. 6067 04540 
25 (-18)2.1632 37550 5. 4624 27543 7.2586 20726 - 8)1.9213 40908 
26 (-19)1.6640 28884 -15)6. 3028 01010 1.1167 10881 - 9) 3. 6948 86362 
27 (-20)1.2326 13988 -16)7. 0031 12233 1.6543 86490 -10)6. 8423 82151 
28 (-22)8. 8043 85630 -17) 7. 5033 34535 2. 3634 09271 -10)1.2218 53956 
29 (-23)6. 0719 90089 -18) 7.7620 70209 3.2598 74857 -11)2.1066 44751 
30 (-24)4. 0479 93393 7. 7620 70209 4. 3464 99810 3.5110 74585 
31 2.6116 08641 -20)7. 5116 80847 5. 6083 86851 -13)5. 6630 23524 
32 1.6322 55401 -21)7. 0422 00795 7. 0104 83564 -14)8. 8484 74257 
33 9. 8924 56972 -22)6. 4020 00722 8. 4975 55834 -14)1. 3406 77918 
34 5. 8190 92337 -23)5. 6488 24167 9. 9971 24513 -15)1.9715 85173 
35 3.3251 95620 4. 8418 49284 1.1425 28515 2. 8165 50246 
36 1.8473 30900 -25) 4, 0348 74405 1.2694 76128 -17)3. 9118 75343 
37 (-33 9. 9855 72436 -26) 3.2715 19788 1.3724 06625 -18)5. 2863 18032 
38 (-34)5.2555 64439 -27) 2.5827 78779 1.4446 38552 -19) 6.9556 81619 
39 (-35)2. 6951 61251 -28) 1.9867 52908 1.4816 80567 -20) 8. 9175 40539 
40 (-36)1.3475 80626 1.4900 64681 1.4816 80567 1.1146 92567 
4] -38)6. 5735 64028 1.0902 91230 1.4455 42017 -21)1. 3593 81180 
42 3.1302 68584 7. 7877 94496 1.3767 06682 -22)1. 6183 10928 
43 1.4559 38876 5.4333 44999 1.2806 57379 -23)1. 8817 56893 
44 6.6179 03983 3.7045 53408 1.1642 33981 -24)2. 1383 60106 
45 2.9412 90659 2.4697 02271 9) 1.0348 74650 2. 3759 55673 
46 1.2788 22026 -36)1. 6106 75395 8. 9989 09998 -26)2. 5825 60514 
47. 5. 4417 95855 -37)1.0280 90677 7. 6586 46807 -27)2. 7474 04803 
48 2.2674 14940 -39) 6.4255 66736 6. 3822 05674 -28) 2. 8618 80003 
49 9.2547 54855 -40) 3.9340 20450 5.2099 63815 -29) 2.9202 85717 
50 3. 7019 01942 -41)2. 3604 12270 4. 1679 71052 2.9202 85717 

Для x = 1 см. табл. 6.3. 
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1... 5—6. tt 


| 
- 
(> 


-13 


| 
-ώ 
Co 


-17 


-18 
-19 
-20 
-21 
-22 


a oe oe Ee 
fmt ped ---- 
Ww Me © 


"τι. 
}--» [54 }-- 
COW DL 


) 6. 0000 
1. 8000 
3. 6000 
5. 4000 
6. 4800 


6. 4800 
5. 5542 
4. 1657 
2. 7771 
}. 6662 


9. 0888 
4.5444 
2. 0974 
8. 9889 
3: 5955 


1. 3483 
4. 7588 
1. 5862 
5. 0093 
1. 5027 


4. 2937 
1. 1710 
3. 0548 
7. 6370 
1. 8328 


4. 2297 
9. 3994 
2. 0141 
4. 1572 
8. 3344 


1. 6131 
3. 0246 
5. 4992 
9. 7046 
1. 6636 


2. 7727 
4. 4963 
7. 0994 
1. 0922 
1. 6383 


2. 3975 
3. 4251 
4. 7792 
6. 5171 
8. 6894 


o_o i atin atin til nett ee ee ee ee ee ee eee ee ID ae” See ee ee eee ν.μ 


-22)1. 1334 


-23)1. 4469 


-24)1. 8086 
-25) 2.2146 
-26) 2. 6575 


53. МНОГОЧЛЕНЫ БЁРНУЛЛИ И ЭЙЛЕРА, ДЗЕТА-ФУНКЦИЯ РИМАНА 


00000. 


00000 
00000 
00000 
60000 


00000 
85714 
14286 
42857 
85714 


31169 
15584 
22577 
53903 
81561 


430857 


57949 
85983 
24157 
97247 


06421 
10841 
10892 
27230 
86535 


38158 
18129 
61028 
29712 
59424 


21179 
02211 
76746 
06024 
46746 


44578 
42559 
88250 
28962 
43443 


75770 
08241 
20803 
19276 
92366 


12048 
08998 
36247 
56629 
87955 


| 


( 


ἱ 


-12 
-12 
(-13 
-14 


‚Таблица. 23.5. x"/a! 


a oy 
2. 4500. 
5. 7166 
1. 0004 
1. 4005 


1 

1 

1 

2 

2 

2 1. 6340 
2)1.6340 
2)1. 4297 
2 
1 
1 
1 
1 
0 
0 


1.1120 
7. 7842 


4. 9536 
2. 8896 
1 απ 32 
ERY 
3. 6305 


1. 5883 
6. 5403 
2.5434 
9. 3706 
3. 2797 


1. 0932 
3. 4784 
1. 0586 
3. 0877 


8. 6458 


Fe aed 
6. 0348 
1. 5087 
3. 6417 
8. 4973 


1. 9187 
4. 1972 
8. 9032 
1, 8330 
3. 6660 


0 
] 
1 
2 
2 
2 
2 
3 
4 
7 
he 
6 
6 
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24.1.1. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ τ. 625 


Каждый параграф этой главы построен по следующему 


плану: 
I Определения. 
А. Комбинаторные определения 
В. Производящие функции 
С. Явные выражения 
П. Соотношения. 


А. Рекуррентные формулы 
В. Соотношения для контроля вычислений 
С. Основыые применения в численном анализе 


Ш. Асимптотика и частные значени 


В большинстве случаев используемые обозначения 
стандартны. Это относится к разностному оператору А 
(определенному для функции от х так: 


Af(x) = Κα + 1) —Л(х), ΔΥΟ) = А(А’У(>)), 


к дельта-функции Кронекера δι), к дзета-функции Римана 
C(s) и к наибольшему общему делителю (т, п). При сум- 
мировании, когда у знака суммы не обозначены пределы, 
эти пределы указываются справа от формулы. 

Обозначения нестандартны для мультиномиальных коэф- 
фициентов, для которых в этой главе используются произ. 
вольные обозначения, а также для чисел Стирлинга, обо- 
значения которых никогда не были стандартизованы. 

Для чисел Стирлинга первого рода используется символ 
S&™, для чисел Стирлинга второго рода — символ о, 


241. СПЕЦИАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


2411. БИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 
Г. Определения. 


n 
A. | | есть число способов выбора т предметов из 
т 


собрания п различных предметов независимо от их ΜΡΡΡΗΡ 
В. Производящие функции: 


(l+x)"= Σὺ ("| x* (n= 0,1, 0 


m=0 


fo @) 


их)" => ("| x(x] < 1). 


® =7 
С. Явное выражение: 


("}- в] -( п |-"--υ-ᾱ-.ε 


т m!(n — т)! п-т т! 


(п > т). 


Il. Соотношения. 
А. Рекуррентные формулы: 


(te τ (n= m> 1, 
А a ("3") ο» 


В. Контрольные соотношения: 


> [*] (,*„}- вы (И 5> п), 


κα n—m(r r 
дс (;,) =( 


‘| (r>n-+ I), 


n n n 
(7) = Cin [in = ome в, 
m то] \ т! 
где р — простое число и 
co ® 
n =) mp*, т = У mx p* 
k=0 k=0 


(p> ть, m 2 0). 


40 — под ред. В. A. Диткина, Л. H. Кармазиной 


С. Численный анализ: 


п 


ΔΎ) = Σ) (-1)-” (7) f(x + т) = 


m= 
7 r 9 
а (i) A TP f(x ca r), 
о" " ли - m 
т=0 т 


= эст" (" и Ἴ ΔΕ f(x — 5) 
= s—k 


(5 <n). 


Ш. Частные значения, 


(ο}-{;}-» 
0 п 
[9 ΜΝ 25(2η — 1) (2n — 3)... 3.1 | 


п! 


24.1.2, МУЛЬТИНОМИАЛЬНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ 


Г. Определения, 


А. (п; пи, по, ..., Пт) — число способов помещения п = 

== И; + № +... + Mm различных предметов в т различных 
ящиков, где лк — число предметов в к-м ящике, Κ = 1,2, ... 
.... т. (п; ау, Ag, .... ἂμ) — число перестановок п = a, + 2а› + 
+... + паз символов, составленных из циклов ак длины 
К для К = 1, 2, ,... ΝΠ, 
(п; а, @,..., Gn)’ — число всех возможных разбиений 
множества из п=а; + 24. +... + па» различных пред- 
метов на подмножества ак, содержащие k предметов, К = 
«εν № ἂν «ερ α 


В. Производящие функции: 
(χι + ха +... + Xm)” = 
= Σ(η; πι, Па, „. Mm) xq? Χα"... Xm", 


суммирование по п; + п. +... + Nm = п; 


626 
k=1 k 


ἃ α: ΓῪΤ a 
мот! п! УЖ ал, Ag," 9.54 an)* xf Χο δη 


п=т 
т 
я —* 
— А! 
И 5 р а ΤΝ 33: 
, b 2 a 

= m! > τὸ (n; αι, Ad, ...,α.) Ха? Χα... Xn › 

n=m И ум 


Хи”, г 


суммирование по а: + 242 +... | Пав = NM GY +. а + а ы 


+ απ = т 


С. Явные выражения: 


(п; па, Πα, ...ν Mm) = В! ne! Mm!) 


(ny + Ne + ... "- Nm = п), 


a 
(п; ал, Ao, .... ав)* = п/а! 23а! ... 1" an!) 


(αι + 2а2 +... | пав = п), 


(п; а, de, ... ав’ = вай 2)" a! .. (п!) an!) 


(αι + 2а2 + ... + пав = и) 


П. Соотношения. 
А. Рекуррентные формулы: 


(пт; Πι + 1, m+ 1, ...ν Пт + ie 


т 
-- δὲ (n-+m— 1; 
k=1 


= ΗΝ Ἕ ΙΒ ἢ 


Ry -|- |Β ...3 Nk-1 a 1. Ик, ИК 1 " 1, 


В. Контрольные соотношения: 


| ” для всех nj > | 
Σ а; п, И, 649 Пт) РЕ т! от Е 3 


суммирование по Τη + Mg +... Е Ит = И; 
a Nn 
: (na; 1, Ag, .... Ὁ An)* = (+ 1) ο ΝΠ; 


ranch 
doa; ал, Ae, ... 
суммирование по а, + 2a, +... + пап = NM Gy а +... 
Ἔ an = 
С. Численный анализ (формула Φεα ди и руно): 


ee, ae Ears oi). 


i Σ /συ(α(χ)) Σ (п; Чт, а2, ery dn) Χ 


m= 0 


"оО... (2G) }™, 
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суммирование по а; + 2а, +... + пав =пи a+ в +... + 
+ ав =т; 


м 1 0 сы 9 


Ρα Py, 2 
Ρα Ра P 
0 
. “ο 1%, wei is | 


ны. м 


=>. (-- ine (n; @1, Qo, ΜΉΝ, 75. Fate PS ose Pr, 


ee по a, + 2a, +... пав = п; так, если Py = 


= = У9- 1x} для Е =1, в. 
равны и! > ‘хх, « το πὰ. Но сумма обозначает п-ю 


‚ий, то определитель и сумма 


элементарную симметрическую функцию OT Xj, Xo, ..., Χγ. 


24.1.3. ЧИСЛА СТИРЛИНГА ПЕРВОГО РОДА 
I. Определения. 


А. (—1)"-® S&™ — число перестановок из п символов, 
которые имеют точно т циклов. ' 


В. Производящие функции: 


n 
χ(α — 1). Ge — nt I) Spd SOx, 


m=0 


{13 (Е x)}"™ = ΠΝ sm (χµ-ς1). 


и! 
п=т ᾽ 


С. Явное выражение (см. выражение для of”): 
и—т 
(fn-1+k: 2n — т 
=: [ {| oo 
ame! и — Бум — © 


П. Соотношения. 


А. Рекуррентные формулы: 
ЗО] = Se? — nS’ (παπι: 1), 


й—7 
г som РИ 1 so Som—-n) +> > Pp 
% k - Is (n -~ ΠῚ Г). 
К 


г =m —7 


В. Контрольные соотношения: 


и 


> Sem = 0, (451) 


т=1 

и 

У: (-1)* se = nl, 
 m=0 


n 
> р (k-+ КЕМ —. (m 


k=m 


24.1.4. ЧИСЛА СТИРЛИНГА ВТОРОГО РОДА 627 


С. Численный анализ: 


ЕЕ = fx) = m! τ» Ао, 


если ряд сходится. 


Ш. Асимототика и частные значения. 


[Sx | (и — DIG + ши)" 1! 


для т = о (ши), 


m-> 00 ae 2” μὶ 


== Sons 


Se = (1) * = δι 


24.1.4. ЧИСЛА СТИРЛИНГА ВТОРОГО РОДА 


I Определения. 
А. of™ — число способов разбиения множества из п 


элементов на т непустых подмножеств. 


В. Производящие функции: 


и 
п ——_ ст x(x — 1)... (Χ -- μι ἠ- 1) 


т==0 


(οὔ — 1)" = 


со хп 
т! > | о) — 
| 

и=т n 


oO 


Е ᾿ п 
of т) -—m 


n=m 


(1 — x)? — 2χγ1...{1 — πικγὶ-- 


Πα] <r). 


С. Явное выражение: 


] m 


σ(ν —= — Στ 1)" (""] Kn. 


т! f= Κ 


40» 


ll. Соотношения. 


А. Рекуррентные формулы: 


7%) __ Е 
ор = том + от (n> m > 1), 


m — n 
(т) — ме 
ke a> ΒΕ, (12m > nv). 


k=m—r?r 


В. Контрольные соотношения: 


п 
> (—1)*-"ml.af? =, 


m=0 


Soin mk — вт, 


k=m 
ТА 21 —т 
of = So (— FP \(,. sw 
2 сте и! 5 
κο и : 
SS sie 5p δω, 
k=m k=m 
С. Численный анализ: 
APE x) == = m! а aS), 


если ряд сходится. 


= yk 0g о (; τ )' 
k+1 


A=0 К=0 


n т 
Samat = удары 4 
k=O j=0 dx! 


Ш. Асимптотика и частные значения. 


lim με"σ{π) = (т, 
N> 


2% 
т? 
At — — для n = о(т!!?), 
п! 
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24.2. РАЗБИЕНИЯ 


24.21. НЕУПОРЯДОЧЕННЫЕ РАЗБИЕНИЯ 


Г. Определения. 


А. p(n) — число разбиений целого числа п на целые 
слагаемые независимо от их порядка. 


Например, 5=14+4=2+4+3=1+ 1+3 =1+2-+ 
+42=1+1+1+2=1+1+4+1+1+1, так что рб) = 
= 7. 


В. Производящая функция: 
5 p(n) x” = II и - = 


n=) 
oO -1 
-{ >» ο" a (1х| < 1). 


С. Явное выражение: 
Г (QD) {π- ТР 


An — 1/24 


8 


1 -- а 
p(n) = ЕР УКАк(п) γη 


где 
Ак(п) = > eT 18 (В, κ) o~2rihn/k 


0<hsk 


ао . 
-.-./[[υ)), 
ΤΗ >< ((+)) 


— 1/2, 
(( m= 4) .. 


если х — нецелое, 
если х — целое. 


Il. Соотношения. 


А. Рекуррентные формулы: 


pn= 2, (—DE4p (n “ΞΕ. 


1ς-(3Κ5:1-Κ)/2ΞΞ” 


p(n) = ~ Drak) p(n— bo. 
nN k=l 


В. Контрольное соотношение: 


_1)F ЗА? +k 
1<(3k*+k)/2Kn р. 


2 
p(n) + pr -- αν a 


a σι(η). 


| 
3 
p(0) = ~ 


Ш. Асимптолтика. 


orv2/3 У". 
ae 4n or 


24.2.2. РАЗБИЕНИЯ С НЕРАВНЫМИ ЧАСТЯМИ 


I Определения. 


A. q(n) — число разбиений целого числа п на неравные 
целые слагаемые независимо от их порядка. Например, 
5=1+4=2 +3, так что 4(5) = 


В. Производящая функция: 


> ayo" = = TI (1 + x") = II Е. 
n=0 
Пи < Ш 
С. Явное выражение: 
q(n) = 
Ια .- а 
== A k- (п) — 
oo dn УЕ | +), 
где Ло(х) — функция Бесселя нулевого порядка, а Ao,-,(n) 


определено BI.C предыдущего параграфа. 
П. Соотношения. 


А. Рекуррентные формулы: 


2 
(DF a(n — = =) = 
0<(3k*k)/2<n 2 
_ ‘pine если n= 3/7? | τ, 
0 в противном случае, 


q(0) = 1, 


n 


q(n) = i Σ{πώ — 2σι Η μα -- k), 


п 


В. Контрольное соотношение: 


‘3 (—1)¥ g(n — GK? + Ю)) = | если п =(r? —r)/2, 


ОЗ 0 в противном случае. 


Ш. Асимптотика. 


ет ИЗУ®. 


q(n) id 4. = 3/4 
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24.3. ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВЫЕ ФУНКЦИИ 


24.3.1. ФУНКЦИЯ МЁБИУСА 
I Определения. 


А 1, если n = l, 
| cor если п — произведение К раз- 
μ(ι) = личных простых чисел, 
| 0, если п делится на квадрат 
целого числа > 1. 


В. Производящие функции: 


Dp Hn) и" = 1/%(s) (Res > 1, 
n= 1 


> ш(") x” _ 
| -- x" 


n=l 


(хр <4). 


Il. Соотношения. 


A. Рекуррентная формула: 


ш(т) (п), если (т, п) = 1, 
0, если (m,n) >1. 


ш(ти) = { 


В. Контрольное соотношение: 
Σ) μ(4) = Bm. 
d\n 

С. Численный анализ: 


g(n)= > >f(d) 


d\n 


для всех п тогда и только тогда, когда /(и)= > g(n/d) 
для всех п; 


ε(η) = П Ка) 


d\n 
для всех п тогда и только тогда, когда f(n) = II ε(π|αγΡ(4) 
для всех и; ап 
[2] 
g(x) = >» f(n/x) 
n=1 


для всех x > 0 тогда и только тогда, когда f(x) = 


= = u(n) g(x/n) для всех x > 0; 
g(x) = >> f(nx) 
n=1 


со 
для всех x >0 тогда и только тогда, когда fi =. шп) g(nx) 
εἶ 


для всех x >0 


и если 
Σ > NF lmnx)| = У вот) (их 
т =1 n=1 п=1 

сходится. 


Круговой многочлен порядка и есть] | (ο — 14”! 
ап 


Ш. Асимптотика. 


ΟΝ 
eat М 

ув = --]1, 
.--ῑ п 

Σ) щи) = обе-°\ 55) 


24.3.2. ФУНКЦИЯ ЭЙЛЕРА 
I Определения. 


А. φ(η) --- число целых чисел, не превышающих п и 
взаимно простых с ним. 


В. Производящие функции: 
io ὁ) 
Ф(и) п- = Ὁ (Re s>2), 
? 
n=1 ζ(5) 
хим" хо 
Ἡ -αῑ 1 = x” (1 ακμή xy 
С. Явное выражение: 


p(n) =п ТА — Ир). 
ῥ!» 


Произведение берется по различным простым р, делящим и. 


< 5. 


П. Соотношения. 
А. Рекуррентная формула: 


ф(ти) = ф(т) $(и), (πι, п) = 1. 


В. Контрольные соотношения; 


>> ed) = и, 


d\n 


φ(π) = > u(n/d) а, 


а7(”) = 1(то4 и), (а, п) = 1. 


Ш. Асимптотика. 


n 


24.3.3. ФУНКЦИЯ ск(п) 
I Определения. 


А. ox(n)— сумма k-x степеней делителей п. Часто во(п) 
обозначают через d(n) и σι(π) через a(n). 


В. Производящие функции: 


У ox(n) и = U(s)C(s—k) (Res>k+ 1), 


n= 1 


Sy ox(n)x" “ἘΞ nx" 7m 


n=1 n=1 


Пи 
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С. Явное выражение: 


$ ре 1) ας ] 


σχ(η) = У ‚а τ Ul 


dyn о 
(п = рирз* ... Ps’). 
П. Соотношения. 
А. Рекуррентные формулы: 
ox(mn) = ск(т) ox(n), (т, п) = I, 
ск(пр) = ск(п) окр) — p*ox(n/p) . (р — простое). 
Ш. Асимптотика. 


и 
I > (т) = Inn + 27 FOR?) 
Ν gest «ἐξ 
(у — постоянная Эйлера), 


24.3.4. ПЕРВООБРАЗНЫЕ КОРНИ 


I. Определения. 


Целые числа, не превышающие данное число п и взаимно 
простые с ним, образуют группу; эта группа является цикли- 
ческой тогда и только тогда, когда п = 2, 4, или п пред- 
ставимо в форме р* или 2р*, гдер>2 есть простое число. 
Тогда число © есть первообразный корень числа п, если 
оно порождает эту группу, т.е. если g, 2, ..., 29”) различны 
по модулю и. Имеется ф (Ф(п))первообразных корней числа и. 

Il. Соотношения. 

А. Рекуррентные формулы. Если  — первообразный 
корень простого числа р и g?-1 #1 (mod p*), το g— 
первообразный корень числа рй для всех К. Если g?-) =1 
(mod р”), το g+ p— первообразный корень числа р" для 
всех К. 


Если g— первообразный корень числа p*, то либо в, 


либо g + р", а именно то из этих чисел, которое нечетно, 


является первообразным корнем числа 2p”. 


В. Контрольное соотношение. Если © — первообраз- 
ный корень числа и, то g* — первообразный корень числа 
п тогда и только тогда, когда (К, p(n)) = 1 и каждый перво- 
образный корень числа п препставим в такой же форме. 
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Таблица 24.1. Биномиальные. коэффициенты. | ". 
т 


© 90-10 лью ны = 


т 0 | 2 3 4. 5 6 т 8 
1 1 
1 2 1 
1 > 3 Е 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
1 7 21 35 35 21 7 1 
1 8 28 56 70 56 28 8 1 
1 9 36 84 126 126 84 ‚36 9 
1 10 45 120 210 252 210 120 45 
1 п 55 165 330 462 462 330 165 
i iz 66 220 495 792 924 792 495 
i 5 78 286 715 1287 1716 1716 1287 
1 14 Ут 264 1001 2002 2003 3432 3003 
1 1 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 
1 16 120 560 1820 4368 8008 11440 12870 
т Af 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 
1 18 153 816 3060 8565 18564 31824 43758 
i 15 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 
т 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 1 25970 
‚ ΚΤ 210 1330 5985 20349 54264 1 16280 2 03490 
1 κε 231 1540 151} 26334 74613 1 70544 3 19770 
г 43 253 1771 8855 33649 1 00947 2 45157 4 90314 
1 24 276 2024 10626 42504 1 34596 3 46104 7 35471 
' Ὅν... 300 2300 12650 53130 1 77100 4 80700 10 81575 
1 26 325 2600 14950 65780 2 30230 6 57800 15 62275 
1 «αὐ 351 29725 17550 80730 2 96010 8 88030 22 20075 
j ee 3. 378 3276 20475 98289 3 76740 11 84040 _31 08105 
i’ 27 406 3654 23751 1 18755 4 75020 15 60780 42 92145 
1. 20 47 4060 27405 1 42506 5 93775 20 35800 58 52925 
1 ;:3l 465, «4495. 31465 1 69911 7 36281 26 29575 78 88725 
1.32. 496 4960. 35960 2 01376 9 06192 33 65856 105 18300 
# 39 528 5456 40920 2 37336 11 07568 42 72048 138 84156 
1 34 561 5984 46376 2 78256 13 44904 53 79616 181 56204 
{;::35 595 6545 52360 3 24632 16 23160 67 24520 235 35820 
} :-36 630 7140 58905; 3’. :3..76992 19 47792 :82 47680 202 60340 
1 .:37 666 7770 66045. 9:4 35897 23 24784 102 95472 386 08020 
1 38 703 8436 73815 501942 27 60681 . 126 20256 489 03492 
‚ 7» 741 9139 82251 5 75757 32 62623 153 80937 615 23748 
1 40 780: 9880 91390 6 58008 38 38380 186 43560 769. 04685 
1 41 820 10660 101270 7 49398 44 96388 224 81940 955. 48245 
1 42 861 11480 111930 8 50668 52 45786 269 78328 1180 30185 
1 43 903 12341 . 123410 9 62598 60 96454 322 24114 1450 08513 
1 44 946 13244 135751 10 86008 70 59052 383 20568 1772 32627 
1 45 990 14190. 148995 12 21759 81 45060 453 79620 2155 53195 
1 46 1035 15180 163185 13 70754 93 66819 535 24680 2609 32815 
1 47 1081 16215 178365 15 33939 10737573 628 91499 3144 57495 
1 48 1128 17296. 194580 17 12304 122 71512 736 29072 3773 48994 
1 49 1176 18424 211876 19 06884 139 83816 859 00584 4509 78066 
1 50 1225 19600 230300 21 18760 (1158 90700 998 84400 5368 78650 


Взято из [24.22]. 
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11017 


13626 


16771 
20544 
25054 


55634 
33700 


82178 


1 02722 
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10 


50421 
66751 
15896 
22536 
78170 


WPM Es 


91359 
73537 


11 


38800 


OFUNW MAIR? 


12 


13996 


Таблица 24.1. Бипомиальные коэффициенты (7) 
| т 


12 


34836 
51100 


n\m 


98708 


82330 
24796 
56794 
75273 
92122 


Таблица 24.1. Биномиальные коэффициенты | а 
т 


15 16 17 18 
1 
16 1 
136 17 1 
816 153 18 1 
3876 969 171 19 
15504 4845 1140 190 
54264 20349 5985 1330 
1 70544 74613 26334 7315 
4 90314 2 45157 1 00947 33649 
13 07504 7 35471 3 46104 1 34596 
32 68760 20 42975 10 81575 4 80700 
77 26160 53 11735 31 24550 15 62275 
173 83860 130 37895 84 36285 46 86825 
374 42160 304 21755 214 74180 131 23110 
775 58760 678 63915 518 95935 345 97290 
1551 17520 ‘ 1454 22675 1197 59850 864 93225 
3005 40195 3005 40195 2651 82525 2062 53075 
5657 22720 6010 80390 5657 22720 4714 35600 
10371 58320 11668 03110 11668 03110 10371 58320 
18559 67520 22039 61430 23336 06220 22039 61430 
32479 43160 40599 28950 45375 67650 45375 67650 
55679 02560 73078 72110 85974 96600 90751 35300 
93641 99760 1 28757 74670 1 59053 68710 . 1 76726 31900 
1 54712 86560 — 2 22399 74430 2 87811 43380 3 35780 00610 
2 51408 40660 3 77112 60990 5 10211 17810 6 23591 43990 
4 02253 45056 6 28521 01650 8 87323 78800 11 33802 61800 
6 24322 74896 10 30774 46706 15 15844 80450 20 21126 40600 
9 86724 27616 16 65097 21602 25 46619 27156 35 36971 21050 
15 15326 56696 26 51821 49218 42 11716 48758 60 83590 48206 
22 99116 17056 41 67148 05914 68 63537 97976 102 95306 96964 
34 48674 25584 — 64 66264 22970 110 30686 03890 171 58844 94940 
51 17387 60544 99 14938 48554 — 174 96950 26860 281 89530 98830 
75 16163 04549 150 32326 09098 274 11888 75414. 456 85481 25690 
109 32600 79344 225 48489 13647 424 44214 84512 720 98370 01104 
157 55807 02584 334 81089 92991 649 92703 98159 1155 42584 85616 
225 08295 75120 492 36896 95575 984 73793 91150 1805 35288 83775 
21 22 25 24 
1 
22 1 
253 23 1 
2024 276 24 1 
12650 2300 300 25 
65780 14950 2600 325 
2 96010 80730 17550 2925 
11 84040 3 76740 98280 20475 
42 92145 15 60780 4 75020 1 18755 
143 07150 58 52925 20 35800 5 93775 
443 52165 201 60075 78 88725 26 29575 
1290 24480 645 12240 280 48800 105 18300 
3548 17320 1935 36720 925 61040 385 67100 
9279 83760 5483 54040 2860 97760 1311 28140 
23199 59400 14763 37800 8344 51800 4172 25900 
55679 02560 37962 97200 23107 89600 12516 77700 
1 28757 74670 93641 99760 61070 86800 35624 67300 
2 87811 43380 2 22399 74430 1 54712 86560 96695 54100 
6 23591 43990 5 10211 17810 3 77112 60990 2 51408 40660 
13 12824 08400 11 33802 61800 8 87323 78800 6 28521 01650 
26 91289 37220 24 46626 70200 20 21126 40600 15 15844 80450 
53 82578 74440 51 37916 07420 44 67753 16800 35 36971 21050 
105 20494 81860 105 20494 81860 96 05669 18220 80 04724 31850 
201 26164 00080 210 40989 63720 201 26164 00080 °— 176 10393 50070 
377 36557 50150 411 67153 63800 411 67153 63800 377 36557 50150 
694 35265 80276 789 03711 13950 — 823 34307 27600 789 03711 13950 
1255 17595 87422 1483 38976 94226 1612 38018 41550 1612 38018 41550 
2231 42392 66528 2738 56572 81648 3095 76995 35776 3224 76036 83100 
3904 99187 16424 4969 98965 48176 5834 33568 17424 6320 53032 18876 
6732 74460 62800 8874 98152 64600 10804 32533 65600 12154 86600 36300 


83621 


42466 
31997 
18478 
16848 
59433 


98708 


35265 
38976 
76995 
53032 
06064 


19 
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Таблица 24.2. Мультиномиальные коэффициенты и разбиения 


х=191, 242, , , ,, пб, N=A,+2a,+ ... --па,, т=а.-а- ... +a, 
М, == (пуп May «oy Mm) =т!/ (1) (21)... (п!) 
М,= (п; dy, а», . . ., αν) *= та! 2а.. . Пета, 
М.=: (п; ал, аз, .. +) ἀν)’ --η1/(11)Ἱαι!(21)53α21 . . . (n!)%na,! 
п, т χ М, М, | М; nN т т М; 
1 1 1 1 1 1 за в 1 
πηι. 9 
2 1 2 1 i 2,6 = 
2 7 2 i 1 3,5 a 
4? 70 
3 136 56 
3$:,1 8 1 2 1 1,2,5 168 
о 1,2 3 3 3 1, 3,4 280 
< © 6 1 1 22, 4 420 
2, 3? 560 
4.‹:,1. 4 1 6 1 + 1,5 336 
9 1.3 4 8 4 12,24 840 
92 6 3 3 15:5» 1120 
с М ο 12 6 6 1, 27,3 1680 
4 ас 1“ 24 1 1 2, 2520 
5. 14 1680 
ae ἐν 0 
5 1 5 ] 24 1 а: a 
12, 9 5040 
у 1, 4 5 30 5 5 4 
᾽ a, 2 6720 
τ, о 10 20 10 4 2 . 
14,2 10080 
ged 1208 20 20 10 - 6 ' 
2 ῃ РАМ 20160 
1. 30 15 15 8 15 40320 
4 -;0:13,.9 60 10 10 
5 1 120 1 1 9 1 ἡ | 
ЕТ 9 
2 36 
ОО ООВ 1 120 1 τε 84 
2 15 6 144 6 45 126 
2, 4 15 90 15 ο. 2 79 
32 20 40 10 а 959 
2 ры, 
3 124 30 90 15 1 3 ᾱ 504 
1,23 60 120 60 ot 
1,4 630 
2 90 1D 15 92 5 756 
4 р 120 40 20 9 "9 4 1260 
2 92 |. - ΗΑ, - 
1722 180 45 45 33 1680 
5 ! 2 360 15 15 4 13 θ᾽ 504 
6 σι И 
6 ] 720 1 1 15 χ5 1512 
12 3,4 2520 
Zar; 1 7 1 720 1 1,91 4 3780 
2. 1,8 т 840 7 1, 2, 3? 5040 
2,5 21 504 21 23, 3 7560 
3,4 35 420 35 5 155 3024 
3 125 42 504 21 13, 2,4 7560 
1,2 8 105 630 105 13, 3? 10080 
1, 32 140 280 70 12923. 15120 
92 3 910 210 105 1, 2 99680 
4 14 210 210 35 6.2 15:4 15120 
12.9.3 420 420 210 14.2; 3 30240 
1, 23 630 105 105 13, 23 45360 
ΩΙ οὐ 840 70 35 7 18, 3 60480 
13 -92 1260 1905. 105 18, 92 90720 
6 15, 2 2520 21 9] $ 17,92 181440 
7 1? 5040 | - | 9 ὅλον 1° 302880 


n т 
10 1 
2 
9 
4 
πὶ πι 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 — 
19 6 
20 Γ.Ε 
21 2432 
22 - 51090 
23 11 24000 
24 —255 52016 
25 6204 48401 
п т 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 1 
19 -30 
20 610 
21 - 12870 
22 2 84093 
23 -65 48684 


24 157} 75898 
25 -39365 6) 409 


-8ΤΟΊ 


ЧИСЛА СТИРЛИНГА ПЕРВОГО РОДА 


24.2. Мультиномиальные коэффициенты и разбиения 


Таблица 
т М, 

10 1 
1,9 10 
9, 8 45 
3,7 120 
4, 6 210 
5 252 
13, 8 90 
1,2,7 360 
1; 3, 6 840 
14,5 1260 

‚ 6 1260 
2,3, 5 2520 
2, 43 3150 
33, 4 4200 
137 720 
15 9,6 9590 
13,3, ὅ 5040 
15 4 6300 
1, 95 6 7560 
1,2,3,4 12600 
1.3 16800 


Таблица 24.3. 


— 62270 
8 71782 


--130 
2092 
35568 
40237 
64510 


90200 

94217 
72777 
73888 
73323 


— 14140 
2 03137 
=e. 


505 


58331 
32125 
11607 


93124 
31590 
85270 
28594 
13866 


1 


1 
—1 
2 
ly 
24 


-120 
720 
-5040 
40320 
62880 


28800 
16800 
01600 
20800 
91200 


68000 


88000. 


96000 
28000 
32000 


' 40000 


40000 
80000 
40000 
60000 


к 


1 
-10 


87 
--139 
6769 

67284 
23680 


09500 
58076 
14888 
53096 
60460 


03824 
75904 
27488 
19424 
91776 


89800 
68800 
97600 
32800 
31200 


М: Μι 
902880 1 
408200 10 
226800 45 
172800 120 
151200 210 

72576 126 
226800 45 
259200 360. 
201600 840 
181440 1260 

75600 630 
120960 2520 

56709 1575 

50400 2100 

86400 120 
151200 1260 
120960 2520 

56700 1575 


90720 3750 
151200 
22400 


1 
—22 
431 


-8752 

1 86244 

-ᾱ} 48476 
965 38966 
-23427 87216 


1 
—28 


433 
—7073 
22340 
37698 
56514 


94803 
81078 
77933 
65249 
39871 


п т т Λ4ι 
10 23, 4 18900 
2», 3 25200 
6 1*, 6 5040 
1,25 15120 
153,4. 25200 
12, 2.4 — 37800 
122,3? 50400 
1, 235) 9 75600 
25 113400 
6 18, 5 30240 
* 2, 4 75690 
18 160800 
13, 23 151269 
15, 2° 226800 
7 18, 4 151200 
1°,2,3 302400 
> 453600 
8 17, 3 824800 
ἘΝ 907200 
9 “2 1814400 
10 ad 3628800 


“Ἔ 
10 


-106 
1205 
14864 
98027 
34656 


91630 
42823 
55905 
80585 
68176 


67616 
01702 
54547 
30662 
85664 


~¢ 


3841 


--459 
6572 


=. 99577 


15 


-270 
4836 


- 90929 


17 
“1 


8037 

—1 81664 

42 80722 
—1050 05310 
26775 03356 


95071 
38478 


81182 
97952 
86835 
73591 
42196 


97216 


68133 
60092 
99058 
22809 
73452 


26450 
06970 
71471 
74529 
02822 


Числа Стирлинга первого рода 5” 


-1595 39850 
39254 95373 


—7 
161 


—3599 

83637 

-20 21687 
507 79532 
—13237 14091 


М: 
18900 3 
25200 6 
25200 
60480 2 
50400 4 
56700 9 
50400 
25200 
- 945 
`6048 
18900 3 
. 8400 2 
25200 
4725 4 
1260 
5040 2 
3150 3 
240 
630 
45 
1 


-2 65967 1 


39 


-616 
10299 
82160 
01224 
60973 


75975 
90286 
67377 
27606 
27809 


-5 


100 
-1886 
26901 
55152 
42973 


97951 
38169 
37691 
53430 2 
57919 5 


635 


636 


24. КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ 
Таблица 24.3. Числа Стирлинга первого рода Si” 

п\т 7 8 9 

7 τ 

8 —28 1 

9 546 —36 1 
10 —9450 870 —45 
11 $ 5173 — 18150 1320 
12 —26 37558 3 57423 — 32670 
13 449 90231 —69 26634 7 49463 
14 —7909 43153 1350 36473 —166 69653 
15 1 44093 22928 — 26814 53775 3684 11615 
16 —27 28032 10680 5 46311 29553 — 82076 28000 
17 537 45234 77960 -114 69012 83528 : 18 59531 77553 
18 — 11022 8466} 84200 2487 18452 97936 -430 81053 01929 
19 2 35312 50405 49984 — 55792 16815 47048 10241 77407 32658 
20 —52 26090 33625 12720 12 95363 69899 43896 —2 50385 87554 67550 
21 1206 64780 37803 73360 —311 33364 31613 90640 63 03081 20992 94896 
22 — 28939 58339 73354 47760 7744 65431 01695 76800 -1634 98069 72465 83456 
23 7 20308 21644 09246 53696 -ι 99321 97822 10661 37360 43714 22964 95944 12832 
24 -185 88776 35505 19497 76576 53 04713 71552 54458 12976 -12 04749 26016 17376 32496 
25 4969 10165 05554 96448 36800 -1459 01905 52766 26492 88000 342 18695 95940 71489 92880 
п\т 10 11 12 
10 | 
11 —55 1 
12 1925 —66 1 
13 — 55770 2717 —78 
14 14 74473 — 91091 3731 
15 —373 12275 27 49747 —] 43325 
16 9280 95740 —785 58480 48 99622 
17 —2 30571 59840 21850 31420 -1569 52432 
18 57 79248 94833 —6 02026 93980 48532 22764 
19 -1471 07534 08923 166 15733 86473 -14 75607 03732 
20 38192 20555 02195 —4628 06477 51910 446 52267 57381 
21 —10 14229 98655 11450 1 30753 50105 40395 — 13558 51828 99530 
22 276 01910 92750 35346 —37 60053 50868 59745 4 15482 38514 30525 
23 —7707 40110 12973 61068 1103 23088 11859 49736 —129 00665 98183 31295 
24 2 20984 45497 94337 17396 - 33081 71136 85742 04996 4070 38405 70075 69521 
25 -65 08376 17966 81468 50000 10 14945 52782 52146 37300 — 30770 92873 67558 73500 
п\т 13 14 15 16 
13 1 
14 -91 1 
15 5005 -105 1 

16 -2 18400 6580 -120 1 
17 83 94022 —3 23680 8500 -136 
18 —2996 50806 138 96582 —4 68180 10812 
19 1 02469 37272 —5497 89282 223 23822 — 62796 
20 —34 22525 11900 2 06929 33630 —9739 41900 349 16946 
21 1131 02769 95381 —75 61111 84500 4 01717 71630 — 16722 80820 
22 — 37310 09998 02531 2718 86118 69881 —159 97183 88730 7 52896 68850 
23 12 36304 58470 86207 — 97125 04609 39913 6238 24164 21941 —325 60911 03430 
24 —413 35671 43013 14056 34 70180 64487 04206 —2 40604 60386 44556 13727 25118 00831 
25 13990 94520 02391 06865 -1246 20006 90702 15000 92 44691 13761 73550 —5 70058 63218 64500 
п\т 17 18 19 20 21 22 23 24 
17 1 
18 -153 1 
19 13566 -171 1 
20 -9 20550 16815 -190 1 
21 533 27946 -12 56850 20615 —210 1 
22 — 27921 67686 797 21796 -16 89765 25025 —231 | 1 
23 13 67173 57942 — 45460 47198 1168 96626 —22 40315 30107 —253 1 
24 —640 05903 36096 24 12764 43496 - 72346 69596 1684 23871 -29 32776 35926 —276 1 
25 29088 66798 67135 -1219 12249 80000 41 49085 13800 -1 12768 42500 2388 10495 -37 95000 42550 -300 


4» 
as 


1 


Таблица 24.4. Числа Стирлинга | второго рода 


от 


п\т1 2 3 4. » 6 
ae 

eS 1 

ae 3 1 

4 1 7 6 1 

5 1 15 25 10 1 

6 1 31 90 65 15 1 

721 63 301 350 140 21 

8 1 127 966 1701 1050 266 

9 1 255 3025 7770 6951 2646 
10 1 511 9330 34105 42525 22827 
11 1 1023 28501 1 45750 ‚2 46730 _1 79487 
4 2047 86526 6 11501 13 79400 13 23652 
13.1 4095 ‚2 61625 25 32530 75 08501 93 21312 
14 1 8191 7 88970 103 91745 400 75035 634 36373 
15 1 16383 23 75101 423 55950 2107 66920 4206 93273 
16 1 32767 71 41686 | 1717 98901 10961 90550 27349 26558 
17 1 65535 214 57825 6943 37290 56527 51651 1 75057 49898 
18 1 1 31071 644 39010 27988 06985 2 89580 95545 11 06872 51039 
19 1 2 62143 1934 48101 1 125% 66950 14 75892 84710 69 30816 01779 
20 1 5 24287 5806 06446 4 52321 15901 74 92060 90500 430 60788 95384 
21 1 10 48575 17423 43625 18 15099 70050 379 12625 68401 2658 56794 62804 
22 1 20 9715] 52280 79450 12 77786 23825 1913 78219 12055 16330 53393 45225 
23 1 41 94303 1 56863 35501’ 291 63425 74750 9641 68881 84100 99896 98579 83405 
24 1 83 88607 4 70632 00806 1168 10566 34501 48500 07834 95250 6 09023 60360 84530 
25 1 167 77215 14 11979 91025 4677 12897 38810 2 43668 49741 10%1 37 02641 70000 02430 
п\т 7 8 9 10 
7 1 

8 28 1 

9 462 36 1 
10 5880 750 45 1 
11 63987 11880 1155 55 
12 6, 27396 1 59027 22275 1705 
13 57 15424 18 99612 3 59502 39325 
14 493 29280 209 12320 61 35130 7 52752 
15 4087 41333 2166 27840 671 28490 126 62650 
16 32818 82604 21417 64053 8207 84250 1937 54990 
17 2 57081 04786 2 04159 95028 95288 22303 27583 34150 
18 19 74624 83400 18 90360 65010 10 61753 95755 3 71121 63803 
19 149 29246 34839 170 97510 03480 114 46146 26805 47 72970 33785 
20 1114 35540 45652 1517 09326 62679 1201 12826 44725 591 75849 64655 
21 8231 09572 14948 13251 10153 47084 12327 24764 65204 7118 71322 91275 
22 60276 23799 67440 1 14239 90799 91620 1 24196 33035 33920 83514 37993 77954 
23 4 38264 19991 17305 9 74195 50199 00400 12 32006 88117 96900 9 59340 12973 13460 
24 31 67746 38518 04540 82 31828 21583 20505 120 62257 43260 72500 108 25408 17849 31500 
25 227 83248 29987 16310 690 22372 11183 68580 1167 92145 10929 73005 1203 16339 21753 87500 
п\т 11 12 13 14 
11 1 

12 66 1 
13 2431 78 1 
14 66066 3367 91 1 
15 14 79478 06470 4550 105 
16 289 36908 27 57118 51 65620 6020 
17 5120 60978 620 22324 49 10178 2 49900 
18 83910 04908 12563 28866 1258 54638 84 08778 
19 12 94132 17791 2 24669 51300 28924 39160 2435 77530 
20 190 08424 29486 41 10166 33391 6 10686 60380 63025 24580 
21 2682 68516 89001 683 30420 30178 120 49092 18331 14 93040 04500 
22 36628 25008 70286 10882 33560 51137 2249 68618 68481 329 51652 81331 
23 4 86425 13089 51100 1 67216 27734 83930 40128 25603 41390 6862 91758 07115 
24 6210016 56957 75560 24 93020 45907 58260 6 88883 60579 22000 1 36209 10216 41000 
25 802 35590 44384 62660 362 26262 07848 74680 114 48507 33437 44260 25 95811 03608 96000 
п\т 15 16 17 18 19 
15 1 
16 120 1 
17 7820 136 1 
18 3 67200 9996 153 1 
19 139 16778 5 27136 12597 171 1 
20 4523 29200 223 50954 7 41285 15675 190 
21 1 30874 62580 8099 44464 349 52799 10 23435 19285 
22 34 56159 42200 2 60465 74004 14041 42047 833 74629 13 89850 
23 847 94044 29331 76 23611 27264 4 99169 88803 23648 85369 797 81779 
24 19582 02422 47080 2067 71824 65555 16] 09499 36915 9 24849 25445 38807 39170 
25 4 29939 46553 47200 52665 51616 95960 4806 33313 93110 327 56785 94925 16 62189 69675 
n\m 20 21 22 23 _ 24 25 
20 1 | 

21 210 a 

22 23485 231 1 

23 18 59550 28336 253 1 

24 1169 72779 24 54606. ; 33902 276 1 

25 62201 94750 1685 19505 32 00450 40250 300 1 


638 


PSPWNEKO 5 


COONAN 


Взято из [24.19]. 


147273 
173525 


204226 


24. КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ 


Таблица 24.5. Числа неупорядоченных разбиений и числа разбиений с неравными частями 


Р(п) 


q(n) 


OnupbAW MN He 53 


3658 


очи Wwrrn 


p(n) 
04226 
39943 
81589 
29931 
86155 


51276 
26823 
14154 
15220 
31820 


66467 
21505 
00156 
05499 
41630 


12558 
23520 
79689 
87735 
54345 


87968 
97205 
92783 
85689 
89509 


18264 
89091 
19863 
32164 
48650 


96476 


04327. 


‚06255 
35469 
43660 


67357 
62962 
87673 
08109 
95925 


34173 
12359 
33807 
10177 


> 69720 


51419 
14304 
30930 
981.36 
29875 


69292 


9(п) 
3658 
4097 
458? 
5120 
5718 


6378 
7108 
7917 
8808 
9792 


10880 
12076 
13394 
14848 
16444 


18200 


20132 


22250 
24576 
27130 


29927 
32992 
36352 
40026 
44046 


48446 
53250 
58499 
64234 
70488 


77312 
84756 


92864 © 


101698 
111322 


121792 
133184 
145578 
159046 
173682 


189586 
206848 
225585 
245920 
267968 


2918743 
317788 
345856 
376256 
409174 


444793 


Bm λόμπι ΟΝ! Hee 


1905 
2144 
2412 
2712 
3048 


3423 
3842 
4311 
4835 
5419. 


6071 
6799 
7610 
8513 
9520 


10641 
11889 
13277 
14820 
16536 


18443 
20561 
22913 
25523 
28419 


31631 
35192 
39138 
43510 
48352 


53713 
59645 
66208 
73466 
81490 


90358 
00155 
10976 
22923 
36109 


50658 
66706 
84402 
03909 
25406 


49038 
75170 
03886 
35494 
79273. 


08532 


69292 


81126 . 


65379 
48950 
01365 


25709 
76336 
49389 
02844 
46240 


63746 
03203 
02156 
76628 
50665 


44451 
08248 
10076 
74143 
68665 


49560 
48051 
20912 
38241 
40500 


21952" 


22692 
64295 
78600 
71870 


15400 
39504 
30883 
29512 
40695 


36076 
81680 
45016 
41831 
49895 


78135 
89208 
93320 
82757 
54445 


58009 


52599 


71978 
19497 
55200 


25313 


y(n) 
44793 
83330 
25016 
70078 
18784 


71418 
28260 
89640 
55906 
27406 


04544 
87744 
77438 
74118 
78304 


90528 
11388 
41521 
81578 
32290 


94432 
68809 
56284 
57826 
74400 


07086 
57027 
25410 
13544 
22816 


54670 
10688 
92550 
02008 
40974 


11480 


15644 


55776 
34326 
53856 


17150 
27156 
86968 
99934 


7 69602 


93699 


94244 


57502 
93952 
08418 


06016 


p(n) 


4 08532 
4 50606 
4 96852 
5 47703 
6 02566 
6 64931 
7 32322 
8 06309 
8 87517 
9 76627 


74381 
11 81590 
12 99139 
27989 
15 69194 


93348 
20 78904 
82047 
25 04389 


47686 
12848 
33 03954 
96 23268 
71250 


42 51576 
67158 
52 21158 
‚57 17016 
62 58467 


68 49573 
74 94744 
81 98769 
89 66848 
04628 


18237 
14326 
00110 
83417 
72735 


772174 
07011 
72768 
86271 
60227 


08402 
| 45709 
88298 
53659 
60724 


1 29990 


23898. 


35313 
24582 
98421 
36324 
73280 


82097 
43759 
64769 
78802 
28555 


59466 
63427 
04637 
95930 
75295 


00255 
22579 
20102 
32751 
25115 


17130 
02048 
99613 
59895 
74750 


97830 
57290 
31195 
05655 
53120 


90936 
11781 
08323 
17527 
80430 


74337 
92373 
42268 
45571 
99625 


04093 
00652 
56363 
05469 
41845 


12973 
87591 
78530) 
83698 
32125 


29388 


9(®) 


194 
207 
222 
238 
255 


273 
292 
212 
235 
358 


583 
409 
438 
458 
500 


534 
571 
610 
651 
695 


742 
792 
845 
901 
962 


1026 
1094 
1166 
1243 
1325 


1412 
1504 
1602 
1707 
1818 


L935 
2060 
2193 
2334 
2484 


2642 
2811 
2999 
3179 
3381 


3594 
3820 
4060 
4315 
4584 


4870 


06016 
92120 
12512 
53318 
40932 


42421 
64969 
16314 
04746 
39008 


28320 
92540 
12110 
28032 
42056 


06624 
14844 
00704 
39008 
45358 


26384 
29676 
43782 
98446. 
14550 


14114 
20549 
58616 
54422 
35702 


31780 
73568 
93886 
27424 
10744 


82642 
84096 
58315 
51098 
10816 


88462 
38048 
16508 
84256 
04630 


44904 
75868 
72422 
13602 
82683 


67746 


ЧИСЛА НЕУПОРЯДОЧЕННЫХ РАЗБИЕНИЙ И РАЗБИЕНИЙ С НЕРАВНЫМИ ЧАСТЯМИ 


Таблица 24.5. Числа неупорядоченных разбиений и числа разбиений с неравными частями 


397 
432 
471 
513 
559 


608 
662 
720 
784 
852 


927 
1008 
1096 
1191 
1295 


1407 
1528 
1660 
1802 
1957 


2124 
2306 
2502 
2715 
2945 


3194 
3464 
3756 
4071 
4413 


4782 
5182 
5613 
6080 
6585 


7130 
7719 
8356 
9043 
9786 


10588 
11454 
12388 
13397 
14486 


15661 
16929 
18297 


19772. 


21363 
23079 


p(n) 


29990 
83636 
45668 
42052 
00883 


52538 
29877 
68417 
06562 
85813 


51025 
50658 
37072 
66812 
00959 


05456 
51512 
15981 
81825 
38561 


82790 
18711 
58737 
24089 
45499 


63906 
31263 
11335 
80636 
29348 


62397 


00518 


81486 
61354 
15859 


41855 
58926 
11039 
68396 
29337 


22467 
08845 
84430 
82593 
76924 


84125 
67223 
38898 
65166 
69198 


35543 


29388 
58647 
86083 
87973 
17495 


59260 
08040 
06490 
26137 
02375 


75355 
85767 
05259 
36278 
25895 


99287 
48481 
07914 
16671 
61145 


09367 
73849 
60111 
25615 
41750 


96157 
22519 
82570 
27362 
84255 


45920 
38712 
70947 
38329 
70275 


14919 
63512 
25871 
68817 
03585 


22733 
53038 
77259 
44888 
96445 


27946 
91554 
54026 
81672 
20625 


64681 


q(n) 


4870 
5173 
5494 
5834 
6195 


6576 
6980 
7408 
7862 
8341 


8849 
9387 
9956 

10558 

11195 


11869 
12582 
13336 
14133 
14977 


15868 
16811 
17807 
18860 
19973 


21149 
22392 
23705 
25091 
26556 


28103 
29737 
31462 
33284 
35207 


37236 
292.29 
41639 
44025 
46543 


49198 
52000 
54955 
58073 
61360 


64826 
68481 
72335 
76397 
80679 


85192 


67746 
61670 
62336 
73184 
03296 


67584 
87424 
90786 
12446 
94700 


87529 
48852 
45336 
52590 
55488 


49056 
38720 
40710 
83026 
05768 


61606 
16852 
51883 
61684 
57056 


65120 
29960 
13986 
98528 
84608 


94454 
72212 
84870 
23936 
06304 


75326 
02688 
89458 
67324 
00706 


87992 
62976 
97248 
01632 
27874 


71322 
72604 
19619 
50522 
55712 


80128 


п 


250 
251 
252 
253 
254 


255 
256 
rae ¥ | 
258 
259 


260 
261 
262 
263 
264 


265 
266 
267 
268 
269 


270 
271 
272 
273 
274 


275 
276 
277 
278 


ove 


280 
281 
282 
283 
284 


285 
286 
287 
288 
289 
290 
291 
292 
ets 


294 


295 
296 
УТ 
298 
299 


300 


ο οοοο-σι:σ: COMUMPHP BPWWWW NNNNNDN NHR HERP HRP YY 


23079 


24929. 


26923 
29072 
31389 


33885 
26574 
39472 
42593 
45954. 


49574 
5347} 
57667 
62183 
67044 


72276 
77905 
83961 
90476 
97483 


05019 
1116} 
21837 
31205 
41274 


52098 
63729 
76227 
89656. 
04082 


19578 
36221 
54095 
73287 
93892 


16013 
39758 
65243 
92592 
21938 


53425 
87203 
23437 
62299 
03976 


48667 
96585 
47956 
03024 
62049 


25308 


p(n) 


35543 
14511 
27012 
69579 
19913 


42642 
95668 
36766 
30844 
57504 


19347 
50629 
26749 
74165 
81230 


09536 
06295 
17303 
01083 
43699 


74899 
85039 
43498 
18008 
95651 


04928 
39693 
84330 
41035 
58525 


63116 
91453 
25900 
31835 
97939 


78671 
40119 
08360 
21614 
85285 


31269 
80564 
10697 
26919 
38820 


41270 
01441 
50785 
83849 
62754 


29367 


64681 
68559 
52579 
16112 
06665 


48680 
70782 
55357 
09356 
48675 


60846 
08609 
47168 
09615 
60170 


90372 
62167 
66814 
16360 
44625 


2111 
38606 
44333 
16215 
73450 


51175 
111 
57269 
91584 
75075 


82516 
37711 
45698 
47535 
"ag fe fe Je 


48997 
86773 
71053 
89422 
87095 


00886 
72084 
53672 
50605 
95515 


79088 
95831 
10584 
43040 
65025 


23602 


== — 
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— 
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4(п) 


85192 
89949 
94961 
00243 
05807 


11669 


17844 
24348 
31199 
38413 


46009 
54008 
62428 
71293 
80624 


90446 
00783 
11660 
23106 
35150 


47820 
61149 
75170 
89917 
05427 


21738 
38889 
56923 
75883 
95815 


16768 
38791 
61938 
86265 
11828 


38689 
66911 
96562 
27710 
60430 


94797 
30892 
68798 
08604 
50401 


94286 
40360 
88727 
39499 
92791 


48724 


80128 
26602 
58208 
00890 
47264 


59338 
71548 
95064 
20928 
23582 


65705 
01856 
82560 


59744 


90974 


44146 
03620 
75136 
91192 


17984 
61070 


71540 
53882 
72486 
58738 


19904 
46600 
20960 
26642 
57440 


26624 
78240 
97032 


19094 


44672 


49522 


97084 
52987 
98024 
42088 


40554 
09120 
39744 
19136 
45750 


47940 
04868 
65938 
71456 
76298 


72064 


639 


640 


Таблица 24.5. 


p(n) 
29367 
23924 
12325 
20778 
80192 


78950 
26652 
27388 
65358 
01331 


82996 
67625 
60373 
66554 
61508 


76335 
03409 
19898 
33514 
48694 


57767 
55269 
80359 
85435 
36352 


42288 
21128 
98396 
46091 
59460 


78618 
53026 
56362 
49805 
01922 


63217 
04252 
15461 
78337 
06233 


65278 
73795 
91657 


> 98104 


70522 


62876 
97432 
68712 
74553 
73511 


84837 


24. КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ 


Числа неупорядоченных разбиений и числа разбиений с неравными частями 


p(n) 


23602 
03501 
48839 
22104 
29465 


57704 
80005 
57194 
29663 
47295 


00364 
76945 
52891 
87337 
30490 


66326 
96003 
42964 
66654 
40830 


48077 
99991 
54696 
78028 
37875 


28641 
74289 
66544 
14550 
73850 


50339 
66615 
25119 
49623 
02760 


35325 
92772 
13972 
96355 
01520 


73832 
76030 
61044 
22753 
92980 


83159 
86299 
17150 
82406 
44125 


02152 


q(n) 


48724 
07425 
69025 
33663 
01485 


72642 
47292 
25601 
07743 
93899 


84259 
79022 
78394. 
82593 
91846 


06390 
26472 
52353 
84302 
22603 


67552 
19458 
78644 
45449 
20225 


03240 


- 95181. 


96149 
06665 
27168 


58118 
99993 
53293 
18543 
96286 


87095 
91563 
10212 
43991 
93279 


58881 
41536 
42016 
61123 
99699 


58620 
38799 
41192 
66794 
16645 


91829 


72064 
10607 
30816 
83848 
59930 


18618 
17536 
42890 
43542 
64242 


79304 
32212 
72390 
94656 
82870 


52286 
94208 
25352 
35904 
40224 


32574 
41664 
88192 
47722 
12608 


57172 
08690 
17632 
31450 
74732 


28759 
15040 
85792 
13990 
87918 


13216 
14788 
43770 
92576 
10200 


23110 
64940 
06890 
94270 
92704 


35461 
77632 
60918 
79970 
56454 


24648 


279 
298 


36332 
32006 
55597 
12281 
11751 


63253 
76618 
62298 
31406 
95756 


67907 
61205 
89840 
68887 
14371 


43315 
73811 
25078 
17534 
72869 


14122 
65764 
53783 
05779 
51059 


20744 
47874 
67527 
16942 
35649 


65607 
51347 
40133 
82119 


4 30529 


41834 
75950 
96444 
70751 
70404 


71276 
53843 
03453 


‚ 10617 


71312 


87309 
66512 
23320 
79011 
62148 


09005 


84837 
30627 
37883 
00485 
20481 


29190 
09333 
19293 
42683 
65060 


02106 
88980 
27518 
99972 
24589 


98840 
96494 
85625 
83960 
79123 


83673 


44243 


48499 
41191 
97274 


65614 
35905 
44907 
79758 
97394 


23504 
53366 
24237 
85438 
42654 


06887 
32179 
77364 
84335 
13581 


38676 
46674 
56265 
07622 
46996 


67881 
44169 
25954 
47078 
25042 


17410 


02152 
58076 
29084 
77428 
10005 


29223 
42362 
58437 
98780 
00020 


91121 
37559 
84101 
06959 
46040 


81684 
1319 
28427 
88349 
38045 


45362 
99782 
62850 
25085 
73500 


84054 
81081 
56791 
13525 
72950 


65812 
33805 
65131 
92336 


:18180 


63701 
42792 
52194 
32826 
60275 


04423 
29186 
94791 
84114 
23515 


91655 
75163 
04488 
74597 
94325 


41924 


9(п) 
91829 
93477 
22769 
80938 
69267 


89096 


7 41824 


28907 
51867 
12289 


11827 
52205 
35221 
62751 
36750 


59255 


‚ 32392 


58376 
39517 
78222 


77000 
38466 
65347 
60483 
26834 


’ 67487 
’ 85655 


84690 
68080 
39464 


02629 
61523 
20259 
83119 
54565 


39246 
42001 
67872 
22110 
10183 


37784 
10844 
35537 
18291 
65799 


85031 
83241 
67982 
47115 


28826᾽ 
21634. 


24648 
19190 
71520 
18816 
159868 


56578 
09148 
55072 
38752 
32216 


04478 
02772 
50410 
50210 
01278 


33946 
51488 
86784 
78822 
57408 


44480 
77248 
41118 
21048 
76992 


30794 
73659 
00206 
55808 
06976 


40968 
80864 
26436 
27092 
72864 


14094 
16480 
37064 
32064 
03854 


71936 
79444 
42947 
29614 
74150 


43424 
32444 
04736 
85280 
89344 


00706 


400 
401 
402 
403 
404 


405 
406 
407 
408 
409 


410 
411 
412 
413 
414 


415 
416 
417 
418 
419 


420 
42] 
427 
423 
424 


425 
426 
427 
428 
429 


430 


431 | 


432 
433 
434 


435 


436 | 


437 
438 
439 


440 
441 
442 
443 


444 


445 
446 
447 
48 
449 


450 


ft pet a pe 
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ЧИСЛА НЕУПОРЯДОЧЁННЫХ РАЗБИЕНИЙ И РАЗБИЕНИЙ С НЕРАВНЫМИ ЧАСТЯМИ 


Таблица 24.5. Числа неупорядоченных разбиений и числа разбиений с неравными частями 


p(n) | 


6727 
7154 
7608 
8091 
8603 


9147 
9725 
10339 
10990 
11682 


12416 
13196 
14023 
14902 
15834 


16823 
17873 
18987 
20170 
21424 


22755 
24167 
25664 
2 7253 
23938 


30724 
32620 
34629 
36760 
39020 


41415 
43955 
46647 
49501 
52527 


55733 
59131 
62733 
66549 
70593 


74878 
79418 
84227. 
89322 
94720 


00437 
06493 
12906 
19698 
26891 


p(n) 


09005 
64022 
80284 
20027 
55175 


67906 
51251 
09726 
60006 
31627 


67740 
25896 
78888 
15629 
42088 


82278 
79296 
96426 
18301 
52136 


29021 
05302 
64021 
16454 
03725 


98514 
06861 
70071 
66724 
14800 


73920 
47717 
86328 
89040 


07072 


46514 
71430 
07137 
43656 
39364 


24841 
06934 
73040 
95632 
37025 


54417 
05190 
52519 
71278 
54269 


18800 


17410 
26539 
33398 
64844 
93486 


88591 
37420 
71239 
37759 
71923 


31511 
69254 
35188 
03099 
44881 


71392 
96898 
73316 
88059 
02556 


65800 
14413 
38377 
62304 
70847 


70950 
74102 
39035 
18315 
02372 


71023 
05181 
42292 
94051 
91082 


46362 
91696 
60430 
69662 
65621 


94708 
64434 
77294 
13536 
78934 


17528 
52391 
91961 
27202 
09814 


фота 


41926 


42321 


79269 
65581 
55060 


17602 
21729 
47241 
26994 
17780 


90382 
35702 
47344 
48968 
87770 


35544 
76004 
64557 
33659 
36320 


25259 
63961 
14846 
21739 
98150 


51099 
32189 
75934 
27309 
59665 


58378 
16534 
67991 
50715 
40605 


86656 
18645 
79215 
97367 
35510 


86233 
02240 
99781 
45667 


71820 


47604 
18581 
03354 


05954 


18000 
23840 


1196 
1249 
1304 
1362. 
1422 


1485 
1551 
1619 
1691 
1765 


1843 
1923 
2008 
2096 
2187 


2283 
2382 
2486 
2594 
2707 


2825 
2947 
3075 
3208 
3347 


3491 
3642 
3799 
3962 
4132 


4310 
4495 
4687 
4888 
5096 


5314 
5540 
5776 
6022 
6278 


6544 
6822 
7111 
7411 
7725 


8051 
8390 
8743 
3811 
9494 


9893 


9(п) 
21634 
34404 
76365 
57124 
86674 


75420 
34186 
74236 
07292 
45549 


01696 
88934 
20999 
12178 
77334 


31930 
92048 
74417 
96435 
76199 


32529 
84998 
53960 
60580 
26867 


75707 
30895 
17171 
60256 
86891 


24877 
03113 
51640 
01685 
85706 


37439 
91949 
85678 
56498 
43769 


88391 
32867 
21361 
99762 
15750 


18865 
60575 
94352 
75744 
62459 


14440 


00706 
08000 
81998 
07808 
81438 


52794 
29884 
54282 
29128 
15430 


07104 
65516 
30208 
16576 
80960 


70488 
69148 
20078 
42056 
52640 


77152 
62528 
09352 
00384 
45954 


60097 
45254 
07136 
14146 
79000 


85006 
72460 
62334 
40672 
20480 


57460 
44512 
02880 
45546 
39520 


85792 
92200 
67457 
56080 
89318 


81728 
94564 
40798 
62854 
05984 


61528 
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п, 


450 
451 
452 
453 
454 


455 


456 _ 


457 
458 
459 


460 
461 
462 
463 
464 


465 
466 
467 
468 
469 


470 
471 
472 
473 
474 


475 
476 
477 
478 
479 


480 
481 
482 
483 
484 


485 
486 
487 
488 


. 489 


490 
491 
492 
493 
494 


495 
496 
497 
498 
499 


500 


tt pet pet pe 
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34508 
42573 
51112 
60152 
69723 


79855 
90581 
01933 
13948 
26665 


40123 
54365 
69435 
85381 
02253 


20103 
38987 
58963 
80095 
02447 


26088 
51092 
77535 
05499 
35069 


66337 
99397 
34350 
71304 
10369 


51666 
95317 
41457 
90222 
41761 


96228 
53787 
14608 
78875 


_ 46778 


18520 
94313 
74382 
58964 
48308 


42678 
42351 
47619 
58791 
76192 


00165 


18800 
13615 
26207 
90524 
95104 


91645 
04044 
37928 
90703 
62143 


65561 
39575 
60521 
55524 
16287 


13615 
12724 
89376 
46876 
33986 


63801 
33635 
45970 


30531: 


67535 


12186 
20478 
76365 
20389 
79823 


00419 
79841 
02874 
78495 
78911 


80660 
07886 
77893 
49115 
71600 


40161 
50322 
57204 
37499 
54706 


27774 
03350 
31798 
47204 
51543 


03257 


15729 
53474 
19173 
45537 
64580 


39582 
26519 
51146 
27330 
58313 


39251 
85741 
29549 
19619 
25766 


29932 
95254 
81628 
31205 
17114 


56524 
50960 
81641 
42046 
16072 


58055 
23018 
37870 
67318 
66282 


49931 
47582 
28236 
19280 
49976 


85734 
24553 
64254 
57358 
12729 


22702 
44478 
03639 
49778 
61724 


77609 
31598 
76580 
28849 
92874 


43239 


23840 
04229 
13678 
155985 
40965 


67598 
31034 
88629 
69132 
45565 


92081 
99975 
94471 
86287 
36605 


90544 
32549 
76613 
98477 
75160 


13417 
99864 
15593 
29558 
62125 


99675 
52926 
28583 
07232 
38005 


25591 
32180 
49455 
88294 
98055 


11012 
46513 
84248 
02646 
19665 


33223 
16939 
53132 
06173 
38760 


81187 
91466 
64007 
01563 
61625 


95027 


9893 
10307 
10739 
11188 
11656 


12143 
12649 
13176 
13724 
14295 


14888 
15506 
16148 
16817 
17512 


18236 
18988 
19771 
20585 
21431 


22312 


23228 
24180 
25171 
26201 


27271 
28385 
29543 
30747 
31998 


33300 
34652 
36059 
37521 
39040 


40620 
42261 
43968 
45741 
47585 


49500 
51491 
53560 
55709 
57943 


60264 
62675 
65181 
67784 
70489 


73298 


q(n) 
14440 
93957 
65687 
96810 
57102 


19032 
57862 
51755 
81881 


641 


61528 
13070 
10144 
43072 
54336 


12544 
22432 
08648 
00782 


32530 °93376 


91233 
48874 
99826 
42073 
77348 


11274 
53505 
17881 
22576 
90268 


48299 
28849 
69117 
11509 
03821 


99448 
57585 
43443 
28468 
90573 


14373 
91433 
20520 
07873 
67468 


21308 
99712 
41621 
94910 
16717 


ЭТУ? 
42772 
10694 
75216 
45082 


40509 
93600 
48774 
63214 
07325 


65212 


20640 
75476 
46592 
15550 
45952 


38194 
94524 
29024 
95744 
83034 


10884 
04960 
98586 
01902 
12696 


23232 
65430 
69603 
94368 
73738 


57056 
03468 
80640 
43946 
62530 


45496 
45764 
12802 
51264 
64998 


62304 
84172 
36938 
10170 
47040 


50309 
10788 
31176 
30326 
21792 


45024 
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Таблица 24.6. Арифметические функции 


= 
$ 
— 
5 
--.. 
а 
oO 
> 
5 
$ 
— 
5 
— 
8 
a 
5 
5 
— 
= 
— 
а 
> 
|. 


п «(π) 
‚рифа Bee 1 51 32. 4. 72 101 100 2 102 151 150 
- χὰ» ἅμα 3 52 24 6 98 102 32 8 216 198 272 
‚ ВЫ Зе. 4 53 52: 2.54 103 102 2 104 153 96 
q@ Age" 5 7 54 18 8 120 104 48 8 210 154 60 
5-4: 6 55 40 4 72 105 48 8 192 155 120 
6 8.: 4.19 56 24 8 120 106 52 4 162 156 48 
Я 26° -2 8 57 36 4 80 107 106 2 108 157 156 
8 4 4 15 58 28 4 90 108 36 12 280 158 78 
9 165-73-13 59 58 .2 60 109 108 2 110 159 104 
10 4 4 18 60 16 12 168 110 40 8 216 160 64 
11 10΄ 2 12 61 60 2 62 111 72 4 152 161 132 
12 46 6.:ᾱ8 62 30 4 96 112 48 10 248 162 54 
13 12 2 14 63 36 6 104 113 112 2 114 163 162 
14 6 4 24 64 32 7 127 114 36 8 240 164 80 
15 8: 4:44 65 48° 4 84 115 88 4 144 165 80 
У6 8: 89:31 66 20 8 144 116 56 6 210 166 82 
17 16 2 18 67 66 2 68 117 32: 6 2182 167 166 
18 6 6 39 68 32 6 126 118 58 4 180 168 48 
19 18 2 20 69 44 4 96 119 96 4 144 169 156 
20 8 6 42 70 24 8 144 120 32 16 360 170 64 
21 12 4 32 71-320: эзасла 121 110 3 133 171 108 
22 10 4 36 72 24 12 195 122 60 4 186 172 84 
23 22 2 24 73 72 2 74 123 80 4 168 173 172 
24 8 8 60 74 36 4 114 124 60 6 224 174 56 
25 20 3 31 75 40 6 124 125 100 4 156 175 120 
26 12 4 42 76 36 6 140 126 36 12 312 176 80 
27 18 4 40 77 60 4 96 127 126 2 128 177 116 
28 12 6 56 78 24 8 168 128 64 8 255 178 88 
29 28 2 30 79 78 2 80 129 84 4 176 179 178 
30:8. 82 72 80 32 10 186 130 48 8 252 180 48 
31 30:; 2°: 32 81 54 5 121 131 130. 2 .132 181 180 
32 16 6 63 82 40 4 126 132 40 12 336 182 72 
33 20 4 48 83 82 2 84 133 108 4 160 183 120 
34 16: 4:54 84 24 12 224 134 66 4 -204 184 88 
35 24 4 48 85 64 4 108 135 72 8 240 18; 144 
36 12 9 91 86 42 4 132 126 64 8 270 186 60 
37. 36> 2..:38 87 56 4 120 137 136 2 138 187 160 
38 18 4 60 88 40 8 180 138 44 8 288 188 92 
39 24 4 56 89 88 2 90 139 138 2 140 189 108 
40 16 8 90 90 24 12 234 140 48 12 336 190 72 
41 40 2 42 91 72 4 112 141 92 4 192 191 190 
42 -12-« 8.96 92 44 6 168 142 70 4 216 192 64 
43 42 2 44 93 60 4 128 143 120 4 168 193 192 
44 20 6 84 94 46 4 144 144 48 15 403 194 96 
45 24 6 78 95 72 4 120 145 112 4 180 195 96 
ΔΝ. 22: 4. 218 96 32 12 252 146 72 4 222 196 84 
47 46 2 48 97 96 2 98 147 84 6 228 197 196 
48 16 10 124 98 42 6 171 148 72 6 266 198 60 
49° 42° 1-57 99 60 6 156 149 148 2 150 199 198 
50 20 6 93 100 40 9 217 150 40 12 372 200 80 12 


Взято из [24.17]. 
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Таблица 24.6. Арифметические функции 


350 399: :216 
744 400 160 1 


640 449 448 
961 450 120 


450 499 498 
1209 500 200 


— 


φ(π) a) σ] п y(n) a) 9 | п +(п) - 90) с | п +(п) %) с | 
252 4 352 35] 216 8 560 401 400 2 402 451 400 4 504 
150° 4 456 352 . 168. 12 756 402 132 8 816 452 224 6 798 
200 4 408 κ. ΚΩΝ Son 2 254 403 260 4 448. 453 300 4 608 
144 10 620 354 116 8 720 404 200 6 714 454 226 4 684 
240 4 372 355 280 4 432 405 216 10 726 455 288 8 672 
96 12 702 356 176 6 630 406 168 8 720 456 144 -16 1200 
306 2 308 357.: 192 8 576 407 360 4 456 457 456 2 458 
120 12 672 358 178 4 540 408 128 16 1080 458 228 4 690 
204 4 416 359 358 2 360 409 408 2° -410 459 288 8 720 
120 8 576 360 96 24 1170 410 160 8 756 460 176 12 1008 
310 ες ιν 361 342 3 381 41] 272 4 552 461 460 2 462 
96 16 840 362 180 4 546 412 204 6 28 462 120 16 1152 
312 2 314 363 220 6 532 413 348 4 480 463 462 2 464 
156 4 474 364 144 12 784 414 132 12 936 464 224 10 930 
144 12 624 365 288 4 444 415 328 4 504 465 240 8 768 
156 6 550 366 120 8 744 416 192 12 882 466 232 4 702 
316 2 318 367 366 2 368 417 276 4 .560 467 466 2 468 
104 8 648 368 176 10 744 418 180 8 720 468 144 18 1274 
280 4 360 369 240 6 546 419 418 2 420 469 396 4 -544 
128 14 762 370 144 8 684 420 96 24 1344 470 184 8 864 
212 4 432 ‚ STE: 312 4 432 421 420 2 422 471 312 4 632 
132 8 576 Dia. lau. 12 896 422 210 4 636 472 232 8 900 
288 4 360 373 372 2 374 423 276 6 624 473 420 4 528 
108 15 847 374 160 8 648 424 208 8 810 474 156 8 960 
240 6 434 375 200 8 624 425 320 6 558 475 360 6 620 
162 4 492 376 184 8 720 426 140 8 864 476 192 12 1008 
216 4 440 377 336 4 420 427 360. 4 496 477 312 6 702 
160 8 630 378 108 16 960 428 212 6 756 478 238 4 720 
276 4 384 379 378 2 380 429 240 8 672 479 478 2 480 
80 16 364 380 144 12 840 430 168 8 792 480 128 24 1512 
330 .:ὁ 332 381..252 4 512 43] 430 2 432 481 432 4 532 
164 6 588 382 190 4 576 432 144 20 1240 482 240 4 726 
216 6 494 383 382 2 384 433- 432 2 434 183 264 8 768 
166 4 504 384 128 16 1020 434 180 8 768 484 220 9 931 
264 4 408 385 240 8 576 435 224 8 720 485 384 4 588 
96 20 992 386 192 4 582 436 216 6 770 486 162 12 1092 
336 2 338 387° 252 6 572 437 396 4 480 487 486 2 488 
156 6 549 388 192 6 686 438 144 8 888 488 240 8 930 
224 4 456 389 388 2 390 439 438 2 440 489 324 4 656 
128 12 756 390 96 16 -1008 449 160 16 1080 490 168 12 1626 
300 4 384 391 352 4 432 44] 252 9 741 491 490 2 492 
108 12 780 ‘392 168 12 855 442 192 8 756 492 160 12 1176 
294 4 400 393 260 4 528 443 442 2 444 493 448 4 540 
168 8 660 394 196 4 594 444 144 12 1064 494 216 8 840 
$76 :8 SH 395: :312 a 480 445 352 4 540 495 240 12 936 
172 4 522 396 120 18 1092 446 222 4 672 496 240 10 992 
346 2 348 397 396 2 398 447 296 4 600 497 420 4 576 
112 г: 840 398 198 ᾿ 600 448 192 14 1016 498 164 8 1008 
2 2 
2 5 8 2 
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Таблица 24.6. Арифметические функции 


n On) σ, σι n O(n) σο σι n O(n) Gy σι, n(n) 
901 “S32 ~:4 * “672 551 504 4 600 601 600 2 602 651 360 
502 250 4 756 552 176 16 1440 602 252 8 1056 652 324 
503 502 2 504 553 468 4 640 603 396 6 884 653 652 
504 144 24 1560 554 276 4 834 604 300 6 1064 654 216 
505 400 4 612 555 288 8 912 605 440 6 798 655.520 
506 220 8 864 556 276 6 980 606 200 8 1224 656 320 
507 -.312 ;, 6.732 950.856; ᾱ,. 58 607 606 2 608 657 432 
508 252 6 896 558 180 12 1248 608 288 12 1260 658 276 
509 508 2 510 559 504 4 616 609 336 8 960 659 658 
510 128 16 1296 560 192 20 1488 610 240 8 1116 660 160 
51] 432 4 592 561 320 8 864 611 552 4 672 661 660 
512 256 10 1023 562 280 4 846 612 192 18 1638 662 330 
513 324 8 800 563° 562 2 564 613 612 2 614 663 384 
514 256 4 774 564 184 12 1344 614 306 4 924 664 328 
515 408 4 624 565 448 4 684 615 320 8 1008 665 432 
516 168 16 1234 566 282 4 852 616 240 16 1440 666 216 
517 460 4 576 567 3:4 10 968 617 516 2 618 667 616 
"8, «18 , © ΗΖ 568 280 8 1080 618 204 8 1248 668 332 
519 344 4 696 6. 56g" Z 570 619 618 2 620 669 444 
520 192 16 1260 570 144 16 1440 620 240 12 1344 670 264 
521. 520 . 2 522 574225704 2 572 621 396 8. 960 671 600 
522-. 168 «12 1170 574 240: 12. 1116 622 310 4 936 672 192 
вх *oee ν ἃ 524 573 380 4 768 623 528 4 720 673 072 
524 260 6 924 574 240 8 1008 624 192 20 1736 674 336 
525 240 12 992 575 440 6 744 625 500 5 781 675 360 
526. 262 :4 792 57% 192. 21° 168% 626 312 4 942 676 312 
527 480 4 576 577.516 2 578 627 360 8 960 677 676 
528 160 20 1488 578.: 212 6%: - 92% 628 312 6 1106 678 224 
529 506 3 553 579 384 4 776 629 576 4 684 679 576 
530:. 208 ’ 3 --- 972 580 224 12 1260 630 144 24 1872 680 256 
531 348 6 780 581 492 4 672 G3: . 630 2.: 632 681 452 
532 216 12 1120 582 192 8 1176 632 312 8 1200 682 300 
533 480 4 588 Say 520" 4 648 633 420 4 848 683 682 
534 176 8 1080 584 288 8 1110 634 316 4 954 684 216 
535 424 4 648 585 288 12 1092 635 504 4 768 685 544 
536 264 8 1020 586 292 a 882 636 208 12 1512 686 294 
м 720 582::586.. 2 588 637 504 6 798 687 456 
538 268 4 810 588 168 18 1596 638 280 8 1080 688 336 
539 420 6 684 589 540 4 640 639 420 6 936 689 624 
540 144 24 1680 590. «32 8 1080 640 256 16 1530 690 176 
541 540 2 542 "591: 2/392 4 792 641 640 2 642 691 690 
542 270 4 816 592. 288: 10, 1178 642 212 8 1296 692 344 
543 360 6 728 593. 592 2 594 643 642 2 644 693 360 
544 256 12 1134 594 180 16 1440 644 264 12 1344 694 346 
545 432 4 660 595 384 8 864 645 336 8 1056 ΕΞ 552 
546 144 16 1344 596; 296 6 1050 646 288 8 1080 696 224 
547 546 2 548 ОЕ; 396 4 800 647 646 2 648 697 640 
548 272 6 966 598 264 8 1008 648 216 20 1815 698 348 
549 360 6 806 599 ΠΒ 2 600 649 580 4 720 699 464 
550 200 12 1116 600 160 24 1860 650 240 12 1302 700 240 
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АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 645 


Таблица 24.6. Арифметические функции 


σι σι п O(n) 95 σι n φ(ι) 95 as п O(n) σῃ σ) 
6 1170 85] . 792 4 912 901 832 4 972 951 632 4 1872 
4 1206 852 280 12 2016 902 400 в 1517 952 384 16 2160 
4 888 853 852 2 854 903 504 8 1408 953 952. {2 454 
12 1904 854 360 8 1488 904 448 8 1710 954. 312 1 Ζ 2106 
Bp 1152 855 432 12 1560 995 129 4 10092 955 760 :4 1152 
8 1344 856 424 8 1620 906 300 8 1824 956 476 6 1680 
4 1080 857 856 2 858 907 906 2 908 957 560 8 1440 
8 1530 858 240 16 2016 908 452 6 1596 958 478 4 1440 
2 810 859 858 2 860 909 600 6 1326 959 816 4 1104 
20 2178 860 336 12 1848 910 288 16 2016 960 256 28 3048 
2 ΕΣ 861 480 8 1344 913. 909 2 92 961 930. 3 993 
12 1680 862 430 4 1296 912 288 20 2480 962 432 8 1596 
4 1088 863 862 2 864 913 820 4 1008 963 636 6 1404 
8 1368 864 288 24 2520 914 456 4 1374 964 480 6 1694 
4 984 865 688 4 1044 915 480 8 1488 965 768 4 1164 
20 2232 866 432 4 1302 916 456 6 1610 966 264 16 2304 
4 880 867 544 6 1228 917 780 4 1056 967 966 2 968 
4 1230 868 360 12 1792 918 288 16 2160 968 440 12 1995 
12 1456 869 780 4 960 19 918 2 920 969 576 8 1440 
12 1764 870 224 16 2160 920. 352 16 2160 970 384 8 1764 
ᾱ--.:822 ΘΗ: Ἰψ2..-ᾱ-- 954 921 612 4 1232 921-97 ee ee 
8 1656 872 432 8 1650 922 460 4 1386 972 324 18 2548 
2 824 87) 576 Ὁ '1274 923 840 4 1008 973 828 4 1170 
8 1560 874 396 8 1440 924 240 24 2688 974 486 4 1464 
12 1488 ‘875 600 8 1248 925 720 6 1178 975 480 12 1736 
8. 1440 876 288 12 2072 926 462 4 1392 976 480 10 1922 
2 828 877 876 .2... 878 G27 Шо .. £3352 S77 926.2 ΝΒ 
18 2184 878 438 4 1320 928 448 12 1890 978 324 8 1968 
2 830 879 584 4 1176 wer "O25 -: 930 979 880 4 1080 
8 1512 880 320 20 2232 930 240 `16 2304 980 326 18 2394 
4 1112 881 880 2 882 931 756 6 1140 981 648 6 1430 
14 1778 882 252 18 2223 932 464 6 1638 982 490 4 1476 
6 1026 883 882 2 884 933 620 4 1248 982 982 2 984 
-8 1680 884 384 12 1764 934 466 4 1404 984 320 16 2520 
4 1008 885 464 8 1440 935 640 8 1296 985 784 4 1188 
12 1680 886 442 4 1332 936 288 24 2730 986 448 8 1620. 
8 1280 887 886 2 888 937 936 2 938 987 552 8 1536 
4 1260 888 288 16 2280 938 396 8 1632 988 432 12 1960 
2 840 889 756 4 1024 939 624 4 1256 989 924 4 1056 
32 2880 890 352 8 1620 940 368 12 2016 990 240 24 2808 
3 871 891 540 10 1452 941 940 2 942 991 990 i2 92 
4 1266 892 444 6 1568 942 312 8 1896 992 480 12 2016 
4 1128 893 828 4 960 943 880 4 1008 993 660 4 1328 
6 1484 894 296 8 1800 944 464 10 1860 994 420 8 1728 
6 1098 895 712 4 1080 945 432 16 1920 995 792 4 1200 
12... 1842 896 384. 16 2040 946 420 8 1584 996 328 12 2352 
6 1064 897 528 8 1344 947 946 2 948 997 996 2 998 
10 1674 898 448 4 1350 948 312 12 2240 998 498 4 1500 
4 1136 899 840 4 960 949 864 4 1036 999 648 8 1520 
12 1674 900 240 27 2821 950 360 12 1860 1000 400 16 2340 


Таблица 24.7. Разложения на множители 


Ν 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Ν 
0 = 1 2 3 23 5 2.3 7 2 κα 0 
1 2.5 11 23.3 13 2.7 3.5 3 17 2.91 19 1 
2 23.5 3.7 2.11 23 23.3 > . 2-13 38 23.7 29 2 
3 2-3-5 31 2 3.11 2.17 5.7 2.3 37 2.19 4.13 3 
4 23.5 41 2.3.7 43 2.11 3.5 2.23 47 24.9 п 4 
5 2.5: 3-17 2.13 53 2.33 5.11 23.7 3.19 2.29 59 5 
6 23.8.5 δὶ 2.31 33-1 28 5.13 2.3.11 67 2.11 3-23 6 
7 2.5.7 71 23.38 73 2.37 4.51 21.19 7.11 2.3.13 79 7 
8 21.5 31 2.41 83 21.8.7 5:17 2.43 3.29 23.11 89 8 
9 2.33.5 7.13 23.23 3.31 2.47 5:19 25.3 97 2-73 31.11 9 

10 23.5 391 2.3.17 108 23.13 3.5.7 2.53 107 23.33 199 10 

]1 2.5.11 3.37 24.7 113 2.3.19 5.23 21.29 41.19 2.59 7.17 11 

12 2.3.5 111 2-61 3.41 23.31 5 2.32.7 127 21 3-43 12 

13 2-5-13 131 23.3.11 7.19 2.67 33.5 23.17 137 2.3.23 139 13 

14 21.5.7 9.47 2.71 11.13 24.3 5.29 2.73 3-73 23.37 149 14 

15 2.3.53 151 23.19 33.17 2.7.11 5-31 2?.3-13 157 2-79 3-53 15 

16 25.5 7-23 2-34 163 22.41 3.5.11 2.53 167 23.3.1 1331 16 

17 2.5.17 32.19 23.43 173 2.3.29 53.7 24.11 3.59 2.89 179 17 

18 2.33.5 181 2.7.13 3.61 23.24 5.37 2.3.31 11.17 21.47 33.1 18 

19. 2.5.19 191 25.8 193 2.97 3.5.13 21.7 197 2.31.11 199 19 

20 21.51 3.67 2.101 7.29 23.3.17 6:41] 2.103 3.23 24.13 11.19 20 

21 2.3.5.7 211 23.53 3.71 2.107 5.43 23.33 7-31 2-109 3-73 21 

22 21.5.11 13.17 2.3.31 223 25.7 31.52 2.113 221 23.3.19 229 22 

23 2.5.23 3.7.11 23.29 233 2.33.13 5-47 2.59 3.79 2.7.17 239 23 

24 24.3.5 241 2.113 3° 21.61 5.12 2.1.41 13.19 23.31 3.83 24 

25 2.5 251 «3.01.7 11.23 2.127 2.5.17 25 257 2.3.43 7.97 25 

26 2.5.13 31.29 2.181 253 23.3.11 5.53 2.7.19 3.89 23.67 259 26 

27 2.33.5 271 24.17 3.7.13 2.137 52.11 21.83.28 277 2.139. 33.31 27 

28 24.5.7 281 2.3.47 283 23.71 3.5.19 2.11.13 7-41 23.3? т 28 

29 2.5.29 3.97 2.73 293 2.3.7 5:59 23.37 33.11 2.149 13.23 29 

30 21.3.53 7.43 2.151 3.101 24.19 5-61 2.32.17 ‘307 2? 7-11 3-103 30 

31 2.5.31 311 23.3.13 313 2.157 31.5.7 32.79 317 2.3.53 11.29 3} 

32 2°.5 3.107 2.7.23 17.19 21.44 5*-13 2-163 4.109 21.41 7.47. 32 

33 2.3.5.11 331 22.83 32.37 2.167 5.67 24.4.7 337 2-13? 3-113 33 

34 21.5.17 11.31 2-37-19 (ία 2».43 3.5.23 2.173 347 2.3.29 349 34 

35 2.61.7 33.13 25.11 353 2.3.59 5-71 21.89 3.7.17 2.17 359 3 

36 23.93.5 19: 2.181 3-113 21.7.18 5-73 2.3.61 467 24.25 31.41 36 

37 2.5.37 7.53 23.83.31 973 2.11.17 3.53 - 23.47 13.29 2.33.7 379 37 

38 23.5.19 9.127 2.191 383 27.3 5.7.11 2.193 33 43 21.97 389 38 

39 2.3.5.13 17.23 23.7: 3.131 2.197 -5-79 21.41.1} 397 2.199 37.19 39 

40 _ 24.53 401 2.3.67 13.31 23.101 34-5 2.7.29 11-37 25.3.17 409 40. 

41 2.5.41 3.137 23.103 7.59 2.33.23 5.83 23.13 3.139 2.11.19 419 ` 41 

42 2.3.5.7 421 2.211 31.47 23.53 52.17 2.3.71 7.61 23.107 3-11-13 42 

43 2.5.43 431 24.33 433 2.7.31 3.5.29 23.109 19.23 2.3.73 439 43 

44 23.65.11 43.72 2.13.17 443 21.8.87 5-89 2-223 3-149 299 449 44 
45 2.33.5 11.41 23.113 3.151 2.227 5.7.13 23.3.19 457 2.229 53.17 45 
46 2.5.23 481 2:8-7:11 463 24.29 3.5-31 2.233 467 23.32.13 7.67 46 

“47 2.5.47 3-157 23.59 11.43 2.3.79 53.19. 23.7.17 32.53 2.239 79 47 
48 25.0.5 13.37 2.241 3.7.23 23.113 5.97 2-38 487 23.61 3-163 48 > 
49 2.5.1 491 2.3.41 17-29 2-13-19 91.5.11 24 31 7.71 2.3.83 499 49 3 


Взято из [24.20]. 


ЕИЦУНУ HIMIHdOLVHUAWON 'Ῥζ 


bo 
А 8 
P'S ὦ 
eg Sm 
> = 


ιο ь 
PAM бла 
Ὁ 


Вы 
oo > 
[..; 
лес 


το 
-ᾱ 


5 bo bo 

ὁρ Ῥέα VRRP SP Rwy 
AANE лам LANG Ὁ 
ae ae 00 ыы = NO ps > 
Зем ФыЗоч yore 


τον BP 


Fon 

Toe 
Ww 

. © - 

WANS 


5 
ος 
nae 
>=. 
roy 


23.3.23 
2.281 
22.11.13 
2.3.97 
24.97 


2.7.43 
22.33.17 
2.311 
25.79 
2.3.107 


21.168 
2.331 
25.8.7 
2.11.31 
22.173 
2.33.13 
23.89 
2.192 


“on 
— 
“oo 


2.3.11.13. 


2.7.31 
2.439 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


104 
105 


109 


110 
111 


114 


115, 
116 
117 


119 
120 


122 
124 
125 


128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 


140 
141 
142 
143 
144 


145 
146 
147 
148 
149 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Ν 
23.53 7.11.13 2.3.167 17.59 2.251 3.5.67 2.503 19.53 24.32.7 1009 100 
2.5.101 3-337 21.11.23 1013 2.3.138 5.7.29 23.127 33.113 2.509 1019 101 
23.3.5-17 1021 2.718 3-11-31 “Quo 53.41 2.33.19 13.79 23.257 3.73 102 
2.5.103 1031 21.3.43 1033 2.11.47 31.5.23 22.1.37 17.61 2.3.173 1039 103 
24.5.13 3.347 2.521 7.149 22.33.29 5-11-19 2.523 3.349 23.131 1049 104 
2.3.5.7 1051 21.263 34.13 2.17.31 5-211 25.8.11 7.151 2.233 3-353 105 
21.5.53 1061 2.32.59 1063 21.7.19 3-5-71 2.13.41 11.97 2.3.89 1059 106 
2.5.107 31.7.17 24.67 29.37 2.3.179 53.43 23.269 3.359 2.73 11 13.83 107 
24.31.5 23-47 2.541 3.198 22.271 5-7.31 2.3.181 1087 28.17 23.117 108 
2.5-109 1091 91.3.7.13 1093 2.547 3.5.73 21.137 1097 2.33.61 7.157 109 
‚28.52.11 3.367 2.19.29 1103 21.3.23 5-13-17 2.7-79 33.41 25.977 1109 110 
22.3-5:37 11-101 23.139 3.7.53 2.557 5.223 23.33.31 1117 2-13-43 3-373 111 
95.5.7 19.59 23-TH17 1123 27.281 31.53 2.563 73.23 21.3.47 1129 112 
2.5.113 3-13-29 21.283 11.103 2.34.7 5.227 24.71 3:379 2.569 17.67 113 
2.3.5.19 ` 7.163 2.571 31.127 21.11.13 5.229 2.3.191 31-37 21.7.41 3-383 114 
2.53.23 1151 27.33 1153 2.577 3-5-7-11 2.173 13-89 2.3.193 19.01 115 
2:.5.29 31.43 2.7.83 1163 21.3.07 5.233 2-11.53 3.389 24.73 7-167 116 
2.9».5.13 1171 21.293 3.17.23 2.587 52.47 21.3.71 11.107 2.19.31 31.131 117 
21.5.59 1181 2.3.197 7.132: 25.37 3.5.79 2.593 1187 23.33.11 29.41 118 
2.5.7.17 3.397 23.149 1193 2.3.199 5.239 21.13.23 33.7.19 2.599 11.109 119 
91.3.52 1201 2.601 3.401 21.7.43 5-241 2.33.67 17.71 23.151 3-13-31 120 
2.5.11 7.173 21.3.10] 1213 2.607 35.5 24.19 1217 2.2.7.29 23-53 121 
22.5.61 3.1137” . 210-47 1223 21.33.17 53.7 2.613 3.409 23.307 1229 179 
2.3.5.41 1231 24.7.11 32.137 2.617 5-13-19 2:.3.103 1237 2.619 3.7.59 194 
21.5.31 17.73 2.39.23 11-113 27.311 3.5.83 2.7.89 29.43 95.3.13 1249 124 
2.5 31.139 27.313 7.179 2.3.11.19 5.251 21.157 3.419 2.17.37 1259 125 
22.32.5.7 13.97 2.631 3.421 24.79 5-11-23 2.3.211 7.181 21.317 31.47 126. 
2.5.127 31-41 91.3.53 19.67 2.72.13 3.53.17 23.11.29 1277 2.31.71 1279 127 
28.5 3.7.61 2.641 1283 2.3.107 5.257 2.643 31.11.13 91.7.23 1289 128 
2.3.5.43 1291 23.17.19 3.431 2.647 5.7.37 24.34 297 2.11.59 3.433 129 
21.51.14 1301 2.3.7.31 1303 2:.163 31.5.29 2.653 1307 2.3.109 7.11.17 — 130 
2.5.131 3-19-23 25.41 13-101 2.32.73 5.263 21.7.47 3.439 2.659 1319 131 
23.3.5-11 1321 2.661 33.73 21.331 51.53 2.3.13.17 1327 24.83 3.443 132 
2.5-7-19 112 23.33.37 31.43 2.23.29 3.5.89 21.107 7.191 2.3.223 1310. 133 
21.5.07 31.149 2-11-61 17-79 28.3.7 5.269 2.673 3.449 2.337 19-71 134 
2.33.53 7.193 23.133 3-11-41 2.677 5.271 2.3.113 23-59 2.7.97 33.151 135 
21.5.17 1361 2.3.227 29.47 21.11.31. 3.5.7.13 2.683 1367 21.31.19 37 136 
2.5.137 3-457 23.73 1373 2.3.229 53.11 25.43 34.17 2.13-53 7.197 137 
2.3.5.23 1381 2.691 3-461 23.173 5.277 2.3.7.11 19.73 21.347 3-463 138 
2.5.139 13-107 24.3.29 7.199 2.17.41 | 31.6.31 21.349 11.127 2.3.233 1399 139 
21.53.7 3.407 2.701 23.61 21.33.13 5.281 2.19.37 3.7.67 27-11 1409 140 
2.3.5-47 17-83 21.353 3:.157 2.7.101 5.283 2:.3.59 13.109 2.709 3-11.43 141 
21.5.71 73.29 2.33.79 1423 2!.89 3.53.19 2.23.31 1427 2.3.7.17 1429 142 
2.5-11-13 33.53 21.179 1433 2.3.239 5.7.41 21.359 3.479 2.719 1439 143 
25.32.5 11-131 2.7.103 3.13.37 23.19 5-173 2.3-241 1447 22.181 31.7.23 144 
2.51.29 1451 21.3.11} 1453 2.727 3.5.07 21.7.13 31-47 2.38 1459 145 
2.5.73 3-487 2.17.43 7-11-19 23.3.61 5.293 2.733 33.163 23.367 13113 146 
2.3.5.7 1471 25.23 3.491 2.11.67 51.59 21.31.41 7.211 2.739 3-17-29. 147 
21.5.37 1481 2.3-13-19 1483 21.7.53 31.5.11 2.743 1487 91.3.31 1489 148 
2.5.149 37:0) 27.373 1493 2.31.83 5-13.23 21.11.17 3-499 2.7.107 1499 149 
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150 
151 
152 
153 
154 


155° 


156 
157 
158 
159 


160 
161 
162 
163 
164 


165 
166 
167 
168 
169 


170 
171 
172 
173 
174 


175 
176 
177 
178 
179 


180 
181 
182 
183 
184 


185 
186 
187 
188 
189 


190 
191 
192 
193 
194 


195 
196 
197 
198 
199 


2.3.53 
2.5.151 
24.5.19 

2.32.5.17 
21.5.1.11 


19.79 
1511 
32.13 
1531 
23-67 


3-11-47 
7-223 
1571 
3.17.31 
37-43 


1691 
32.179 
1621 
1.233 
3.547 


14.127 
11.151 
3-557 
` 412 

19.89 


35.7. 
29.59 
1721 
3.577 
1741 


17.103 
3-587 
7-11-23 
13-137 
3?-199 


1801 
1811 
3.607 
1831 
7.263 


3.617 
1861 
1871 

32.11.19 

31.61 


1901 
3.72.13 
17.113 

1931 

3.647 


1951 
37-53 

93.78 
7.283 
11.181 


2.751 
25.33.1 
2.761 
21.383 
2.3.257 


24.97 
2-11-71 
2.3.131 
2.7.113 

23.199 


2-32-89 
22.13.31 


21.11.49 


2.3.317 
23.239 


2.3.13.23 


22.11.41 


5.397 
3.5.7.19 


23.32.23 
2-72-17 
21.419 


2.1.139 


2.3.163 
2-983 
23.13-19 
2.3.331 
21.499 


22.13.29 


2.3.11.23 


23.191 
2.769 
91.33.43 


9.19.4] 
95.72 
2.3.263 
22.397 
2.17-47 


23.3-67 
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22.32.53 
2.1.137 
23.241 


2.3.17.19 


2.337 


2.11.89 
24.83.41 
2.23.43 
21.7.7] 
2.33.37 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


М 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
200 21.53 3.23.29 2.7.1.13 2003 2.3.167 5-401 2.17.59 32.223 23.251 
201 — 2.3.5.67 2011 2.503 3-11-61 2.19.53 5-13-31 25.33.7 2017 2.1009 
202 2.5.101 43.47 2.3.337 7.172 23.11.23 34.52 2.1013 2027 22.3.13 
203 — 2.5.1.29 3-677 24.127 19-107 2.3.113 5-11-37 22.509 3-7-97 2.1019 
204 2.3.5.17 13.157 2.1021 32.227 22.7.73 5-409 2.3-11-31 23.89 — Qu 
205 — 2.52.41 7.293 23.33.19 2053 2.13-79 3-5.137 23.257 112-17 2.3.7 
2% 22.5.108 31.299 2.1031 2063 24.3-43 5-7-59 2.1033 3-13-53 21.11.47 
207 2-.33.5.93 19.109 94.7.87 3-691 2.17.61 52.83 2.3.173 31.67 2.1039 
208 25.13 2081 2.3.347 2083 22.521 3-5-139 2-7-149 2087 23.32.29 
209 -.2-5-11-19 3-17-41 21.523 7.13-23 2.3.349 5-419 24.131 32.233 2.1049 
210 — 22.3.52.7 11.191 2.1051 3-701 23.263 5-421 2.34.13 72.43 22.17.31 
211 25.21] 2111 2.3.11 2113 2.7.151 31.5.47 21.291 29.73 2.3-353 
212 22.5.53 3-7.101 2.1061 11.193 21.32.59 53.17 2.1063 3-709 24.7.19 
213 — 2.3-5-71 2131 21.13.41 33.79 2-11-97 5-7-61 23.3.89 2137 2-1069 
214 — 2.5.107 2141 2.3.7.17 2143 2:.67 3-5-11-13 2.29.37 19-113 2.3.179 
215 — 2.52.43 32.239 23.269 2153 2.3-359 5-431 22.72.11 3-719 2-13-83 
216 91.35.8 2161 2.23.47 3.7.103 21.541 5.433 2.3-192 11-197 23.271 
217. 2.5.7.31 13.167 21.3.18] 41.53 2.1087 3-52-29 27.17 7.311 2.32.11? 
218 215.109 3-727 2.1091 37.59 23.3-7-13 5-19-23 2.1093 31 21.547 
219 23.5.78 7.313 24.137 3-17-43 2.1097 5-439 22.32.61 13: 2.7.157 
220 — 23.52.11 31.71 2.3.367 2203 21.19.29 31.6.71 2.1103 2207 95.3.03 
221 2.5.1317 3-11-67 22.7.79 2213 2-33.41 5-443 23.277 3-739 2.1109 
222 2:.3.5.87 2221 2.11.101 32.13.19 24.139 52.89 2.3.7.53 17-131 21.557 
223 425.293 23-97 23.32.31 7.11.29 2.1117 3-5.149 22.13.43 2237 2-3.373 
224 28.5.7 33.83 2:19.59 2243 22.3.11.17 5-449 2.1123 3-7-107 23.281 
225 2.32.53 2251 22.563 3-751 2.72.23 5-11-41 24.3-47 37-61 2.1129 
226 — 2.5.113 7.17.19 2-3-13-29 31-73 23.283 3-5-151 2-11-1038 2267 21.34.7 
227 25.297 3.757 25.71 2273 2.3.379 52.7.13 22.569 32.11.23 2.17.67 
228 — 2.3.5.19 2281 -2.7.163 3-761 22.571 5-457 2.32.127 2287 24.11.13 
229 — 2.5.229 29.79 2.3.191 2293 2.31.37 33.6.17 23.7.41 2297 2.3.383 
230 21.52.93 3-13-59 2.1151 72.47 28.32 5-461 2.1153 3-769 22.577 
231 2.3.5.711 2311 23.172 32.257 2.13.89 5-463 2.3.193 7.331 2.19.61 
232 49.5.29 11-211 2.33.43 23-101 24.7.83 3-52.31 2.1163 13-179 2.3-97 
233 2.5.233 32.7.37 21.11.53 2333 2.3-389 5-467 23.73 3-19-41 2.7.167 
234 —22.32.5.13 2341 2.1171 3-11-71 23.903 5-7-67 2.3.17.23 2347 2:.587 
235 42.52.47 2351 24.4.71 13-181 2.11.107 3-5.157 22.19.31 2357 2.33.131 
236 95.5.59 3-787 2.1181 17.139 2.3.197 5.11.43 2.7.131 31.263 28.37 
237 23.5.79 2371 22.593 3-7-113 2.1187 53.19 23.33.11 2377 2.29.41 
238 25.7.17 2381 2.3.397 2383 24.149 31.5.53 2.1193 111.31 21.3.199 
239 25.239 3-797 23.13-23 2393 2.32.7.19 5-479 21.599 3-17-47 2.11.109 
240 2.3.5 7 2.1201 33.89 21.601 5.13.37 243-401 29.83 23.7.43 
241 42.5.24] 2411 22.32.67 19-127 2.17.71 3-5-7-23 24.151 2417 2.3.13.31 
242 21.5111 31.269 2.7.173 2423 91.3.10] 53.97 2.1213 3-809 21.607 
243 2.35.5 11-13-17 21.19 3-811 2.1217 5-487 22.3.7-29 2437 2.23.53 
244 — 25.01 2441 2.3-11-37 7.349 22.13.47 3-5-163 2.1223 2447 2*.32.17 
245 2.51.7: 3-19-43 22.613 11.223 _ 2.3-409 5-491 23.307 31.7.13 2.1229 
246 — 22.3.5-41 23-107 2.1231 3-821 2:.7:11 5.17.29 2.3.137 2467. 22.617 
247 -2.5-13-19 7-353 23.3-103 2473 2.1237 32.52.11 21.619 2477 2.3.7.59 
2343 245.31 3.897 2.17.73 13-191 22.33.23 5.7.71 2.11.113 3-829 23.311 


239 2.3.5.83 47.53 22.7.80 32.277 2.29.43 5.499 2.3.13 11.227 2.1249 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


wae ie 

oS 

№ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ΝΞ 
300 23.3.53 3901 2.19.79 3-7-11-13 2.751 5-601 2.32.167 31.07 23.47 3.17.59 300 
301 2.5.1.43 3011 2.3.251 23.131 2.11.137 31.5.67 23.13.29 7.431 2.3.503 3019 301 
302 — 2.5.151 3-19-53 2.1511 3023 24.33.7 53.112 2.17.89 3.1009 23.757 13.233 302 
303 -2-3-5-101 7.433 24.379 31.337 2-37-41 5-607 2.3.11.23 3037 2.72.31 3-1013 303 
304 25.5.19 3041 2.32.13 17.179 2.761 3.5.7.29 2.1523 11.277 2.3.127 _ 3049 304 
305 2.52.61 31.113 2.7.109 43.71 2.3.509 5.13.47 24.191 3.1019 2.11.139 7.19.23 305 
306 — 2.31.57 3061 2.1531 3.1921 23.383 5-613 2.3.7.73 3067 91.13.59 32.11.31 306 
307 2.5.307 37.83 210.3 7-439 2-29.53 3.52.41 21.769 17.181 2.34.19 3079 307 
348 — 2.5.1.11 3.13.79 2.23.67 3083 2.3.257 5-617 2.1543 93.78 24.193 3089 308 
309 2.3.5.103 11.281 22.773 3.1031 2.7.13.17 5.619 23.33.43 19-163 2.1549 3.1033 309 
310 2.52.31 7.443 2.3.11.47 29.107 28.97 31.5.23 2.1553 13.339 2.3.7.37 3109 310 
311 2.5.311 3-17-61 24.389 11.283 2.31.173 5.7.89 21.19.41 3.1039 2.1559 3119 т 
312 43.5.13 3121 2.7.223 31.347 21.11.71 δι 2-3-521 53-59 23.17.23 3-7-149 312 
313 2.5-313 31-101 2.33.29 13-241 2.1567 3-5-11-19 28.73 3137 2.3.523 43.73 313 
314: ^: 2.53457 31.349 2.1571 7.449 2.3.131 5.17.37 2.113.13 3.1049 21.787 47.67 314 
315 "* зы? 23.137 24.197 3.1051 2.19.83 5-631 2.3.263 7.11.41 2.1579 35.13 315 
316 21.5.79 99.109 2.3.17.31 3163 2.7.113 3-5-211 2.1583 3167 28.33.11 3169 316 
317 2.5.317 3.7.151 2.13.61 19.167 2.3.231 52.127 21.397 31.353 2.7.227 11.172 317 
318.14 2.3.5.53 3181 2.37.43 3.1061 24.199 5.7.13 2.33.59 3187 22.797 3.1063 318 
319 — 2.5.11.29 3191 2.3.7.19 31.103 2.1597 3.5-71 21.17.47 23.139 2.3.13-41 7.457 319 
320 21.53 3-11-97 2.1601 3203 21.33.89 5-641 2.7.229 3.1069 23.401 3209 320 
321 — 2.3.5.107 132.19 21.11.73 3.7.17 2.1607 5-643 24.3.67 3217 2.1609 3.29.37 321 
322 25.7.93 3221 2.3.179 11.293 24.13.31 3.δ51.43 2.1613 7.461 2.3.269 3229 322 
323 — 25.17.19 31.359 28.101 53-61 2.3.7.11 5.647 21.809 3.13.83 2.1619 4152 322 
324 21.34.5 7.463 2.1621 3-23-47 2.811 5.11.59 2.3.541 17.191 24.7.29 31.19 324 
325 2.53.13 3251 2.3.271 3253 2.1627 3.5.7.31 25.11.87 3257 2.31.181 3259 325 
326 — 2.5.163 3.1087 2.7.233 13.251 24.3.17 5-653 2.23-71 33.117 2.19.43 7.467 326 
327 2.3.5.109 3271 21.409 3.1091 2.1637 53.131 21.32.7.13 29.113 2.11.149 3.1093 327 
328 24.5.41 17.193 2.3.547 73.67 23.821 31.5.73 2.31.53 19.173 2.3.137 11.13.23 — 328 
329 25.7.47 3-1097 21.823 37.89 2.33.61 5.659 24.103 3.7.157 2.17.97 3299 329 
330 — 2.3.5211 3301 2.13.127 31.367 91.7.59 5.661 2.3.19.29 3307 22.827 3-1103 330 
331 2.5.331 7.11-43 24.32.23 3313 2.1657 3-5-13-17 2.829 31-107 2.3.7.79 3319 331 
332 21.5.83 34.41] 2.11.151 3323 2.3.277 51.7.19 2.1663 3.1109 28.13 3329 332 
333° 23.5.37 3331 21.73.17 3-11-101 2.1667 5.23.29 2:.3.139 47.71 2.1669 31.7.53 333 
334 2.5.167 13.257 2.3.557 3343 24.11.19 3.5.223 2.7.239 3347 22.33.31 17-197 334 
335 2.53.67 3-1117 23.419 7-479 2.3-13-43 5.11.61 21.839 31.373 2.23.73 3359 335 
336 95.3.5.7 3361 2.411 3-19-59 2.292 5-673 2.33-11-17 7.13-37 23.421 3-1123 336 
337 2.5.337 3371 2:.3.281 3373 2.7.241 34.51 24.211 11-307 2-3-563 31-109 337 
338 25.18 3.72.23 2.19.89 17.199 23.33.47 5-677 2.1693 3.1129 2.7.111 3389 338 
339 2.3.5.113 3391 28.53 31.13.29 2.1697 5.7.97 2.3.283 43.79 2.1699 3-11-103 339 
340 23.52.17 19.179 2.38.7 41.83 21.23.37 3.5.227 2.13.131 3407 24.3.7] 7.487 340 
341 25.11.31 32.379 2.853 3413 2.3.569 5.683 24.7.61 3-17-67 2.1709 13-263 341 
342 — 2.3.5.19 11.311 2.29.59 3.7.163 25.107 51.137 2.3.571 23.149 21.857 33.127 342 
343 2.5.7: 47.73 29.3-11-13 3433 2.17.101 3.5.229 21.859 7.491 2.31.191 19.181 343 
344 24.5.43 3.31.37 2.1721 11.313 2.3.7.41 5.13.53 2:1723 31.383 23.431 3449 344 
345 2-3-5?-23 7-17-29 21.863 3.1151 2.11.157 5.691 27.33 3457 2.7.13.19 3.1153 345 
346 2.5.173 3461 2.3.577 3463 23.433 31.5.7.11 2.1733 3467 23.4.1 78 3469 346 
347 2.5.347 3-13-89 24.7.31 23-151 2.31.193 51.139 21.11.79 3.19.61 2.37.47 72.71 347 

348 — 223.3.5.29 59 2.1741 31.43 22.13.67 5-17-41 2.3.7.83 11.317 25.109 3.1163 348 Ὁ 

240 2.5.349 3491 2.33.97 7 499 2.1747 3.5.233 23.19.23 13-269 2.3.11.53 3499 349 $ 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


Ν 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N 
400 25.53 4001 2.3.23.29 4003 22.7.11-13 32.5.89 2.2003 4007 2.3.167 19-211 400 
401 2.5.401 3.7.191 21.17.59 4013 2.32.223 5-11-73 24.251 3-13-103 2-72.41 4019 401 
402 — 2.3.5.67 4021 2.2011 3:.149 23.503 52.7-23 2-3-11-61 4027 22.19.53 3-17-79 402 
403  2.5.13.31 29.139 25.93.7 37.109 2.2017 3-5-269 2.1009 11-367 2-3-673 7.577 403 
404. 2.5.101 32.449 2-43-47 13-311 22.3.337 5-809 2-7-173 3-19-71 24.11.23 4049 404 
405. 2.34.5 4051 22:1013 3-7-193 2.2027 5-811 2.3.132 4057 2.2029 32.11.41 405 
406 — 2.5.7.29 31.131 2.3.677 17.239 28.127 3-5-271 2.19.107 72.83 22.32.113 1353135. 406 
407 2.5-11.37 3.23.59 23.509 4073 2.3.7.97 52.163 2.1019 33.15] 2.2039 4079 407 
408 24.3.5.17 7.11.53 2.13157 3.1361 22.1021 5-19-43 2.32.227 61.67 24.7.73 3-29-47 408 
409 — 2.5.409 4091 2?.3-11-31 4093 2.23.89 3.5.7.13 Qi 17.241 2.3.683 4099 409 
4100. 22.52.41 3.136Τ 2.7.293 11.373 23.33.19 5-821 2.2053 3.371 21.18.79 7-587 410 
411 2.3.5.137 4111 24.257 32.457 2.112.17 5-823 21.4.73 23.179 2.29.71 3.1373 411 
412 255.103 13.317 2.32.2209 7-19-31 22.1031 3-52-11 2.2063 4127 25.3.43 4129 412 
413 2.5.7.59 38.17 22.1033 4133 2-3-13-53 5-827 23.11.47 8.7.197 2.2069 4139 413 
414 — 22.32.5.23 41.101 2.19.109 3.1381 24.7.37 5-829 2.3.691 11.13.29 21.17.61 32.161 414 
415 — 2.52.83 7.593 2.3.173 4153 2.31.67 3.5.277 21.1039 4157 2.3.7.11 4159 415 
416 25.5.13 3-19-73 2.2081 23.181 22.3.347 5-73-17 2.2083 32.463 23.521 11.379 416 
417 2.3.5.139 43.07 21.7.149 3-13-107 2.2087 53.167 24.31.29 4177 «2089 3.7.199 417 
418 22.5.11.19 37.113 2.3.17.41 47.89 23.523 35.5.3] 2.7.13.23 53-79 .3-349 59-71 418 
419 — 2.5.419 3-11-127 25.131 7.599 2.32.233 5-839 22.1049 3-1399 2.2099 13-17-19 419 
420 — 23.3.5271 4201 2.11.191 32.467 22.1051 5-292 2.3:701 7.601 24.263 3-23-61 470 
421 — 2.5.421 4211 22.34.13 11-383 2.7.43 3-5-281 23.17.31 4217 2-3-19-37 4219 421 
422 93.5.21] 32.7.67 2.2111 41.103 27.8.11 52.132 2.2113 3.1409 21.7.15] 4229 422 
423 2.31.5.47 4231 23.231. 3-17-83 2.29.73 5.7.112 2.3.353 19.223 2.13-163 33.157 423 
424 — 24.5.53 4241 2.3.7.101 4243 21.1061 3-5-283 2.11.193 31.137 23.32.59 7-607 424 
425 — 2.53.17 3.183.109 22.1063 4253 2.3.709 5-23-37 25.7.19 33.11.43 2.2129 4259 425 
426 — 2.3.5.71 4261 2.2131 3.72.29 24.13.41 5-853 2.33.79 17-251 22.11.97 3.1423 436 
427 2.5.7.61 4271 24.3.89 4273 2.2137 32.52.19 2.1069 7.13.47 2.3-23-31 11.389 407 
4248. 2.5.107 3.1427 2.2141 4283 22.32.7.17 5.857 2.2143 3.1429 95.67 4289 428 
429 2.3.5.11.13 7.613 22.29.37 34.53 2.19.113 5-859 23.3-179 4297 2.7.507 3.1433 499 
430 — 22.52.43 11.17.23 2.32.239 13.331 24.269 3-5-7-41 2.2153 59.73 2.3.359 31.139 430 
431: 2.55481 32.479 24.73.1] 19.227 2.3.719 5-863 2.13.83 3.1439 2.17.127 ae 431 
442. 25.33.5 29.149 2.2161 311.131 22.23.47 52.173 2.3.7.103 4327 23.54] 31.13.37 430 
433 2.5.433 61.71 22.3.1 92 7.619 2.11.197 3.5.17 24.271 4337 2.3.241 4339 433 
434 22.5.7.31 3.1447 2.13-167 43.101 2.3.181 5-11-79 2.41.53 31.7.23 22.1087 4349 434 
435 23-52-29 19.229 28.17 3.1451 2.7.311 5-13-67 22.32.1112 4357 2.2179 3-1453 435 
436 — 2.5.109 72.89 2.3.727 4363 22.1091 32.5.07 2.37-59 11.397 24.3.7.13 17.257 430 
437 2.5.19.23 3-31-47 22.1093 4373 2.37 54.7 23.547 3-1459 2-11-199 29.151 437 
438 — 2.3.5.73 13.337 2.7.313 32.487 28.137 5.877 2.3.17.43 41.107 22.1097 3.7.11.19 438 
439 — 2.5.439 4391 23.32.61 23.191 2-138 3-5-2938 25.1.1 57 4397 2.3.733 53.83 439 

440 94.521] 32.163 2.31-71 7.17.37 2.3.367 5-881 2.2203 3.13-113 23.19.29 4409 440 
441 — 2.32.5.7 11.401 22.1103 3.1471 2.2207 5-883 95.3.23 7.631 2.471 33.49] 441 
442 — 27.5.13.17 4421 2.3.1.67 4423 21.7.70 3-52-59 2.2213 19.233 22.33.41 43-103 442 
443 — 2.5.443 3.7.211 24.277 11.13.31 2.3.739. 5.887 2.1109 33.17.29 2.7.317 23.193 443 
444. 2.3.5.37 4441 2.2221 3.1481 23.11.101 5:7-127 2.31.13.19 4447 25.139 3.1483 444 
445. 2.52.89 4451 2.3.7.53 61.73 2.17.131 34.5.11 95.557 4451 2.3.743 72.13 445 
446 — 22.5.223 3.1487 2.23.97 4463 24.31.31 5-19-47 2.7.11.29 .1489 23.1117 41.109 446. 

447 2.3-5.149 17.263 23.13.48 33.7.71 2.2237 53.179 21.3.373 113.97 2.2239 3.1493 447 

448 21.5.7 4481 2.33.83 4483 2:.19.59 3-5.13.23 2.2243 7.641 2:.3.11.17 672 448 > 

449 - 2.5.449 32.499 22.1123 4493 2.3.7.107 5-29-31 24.281 3.1499 2.13.173 11.409 4495 
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7-643 2.2251 3-19-79 2:.563 5-17-53 2-3-751 4507 22.72.28 33.167 
13.347 25.3.47 4513 2.37.61 3.5.7.43 22.1129 4517 2.37.251 4519 
3-11-137 2-7-17-19 4523 2?.3-13-29 52.181 2.31.73 32.503 24.283 7-647 
23-197 2?.11-103 3-1511 2.2267 5.907 23.34.7 13.349 2.2269 3.17.89 
19.239 2.3.757 7.11.59 28.71 3.5.101 2.2273 4547 22.3.379 4549 
3-37-41 23.569 29-157 2.33.11.23 5-911 22.17.67 3.72.31 2.43.53 47.97 
4561 2.2281 33.133 2.7.163 5-11-83 2-3-761 4567 23.571 3.1523 
7-653 23.31.127 17.269 2.2287 3.52.61 23.11.13 23.199 2.3.7.109 19.241 
31.509 2.29.79 4583 2.3.191 5-7.131 2.2293 3.11.139 2.31.37 13.353 
4591 24.7.41 3:1531 2.2297 5-919 2?.3-383 4597 2.112.19 41.1.15 
43-107 2-3-13-59 4603 23.1151 3.5.307 2-72.47 17-271 2.32 11.419 
3-29-53. 23.1153 7-659 2-3-769 5-13-71 23.577 35.19 2-2309 31-149 
4621 2.2311 3-23-67 24.172 53.37 2.3.257 7-661 22.13.89 3.1543 
11.421 23.3.193 41.113 2.7.331 3.5.103 22.19.61 4637 2.3.773 4639 
3-5 .13-17 2.11.211 4643 22.33.43 5-929 2-23-101 33-1549 23.7-83 4649 
4651 23.1163 32.11.47 2-13-179 5-77-19 24.3.07 4657 2-17-137 3.1553 
59-7 2.33.7.37 4663 23.11.53 3.5.311 2.2333 13.359 22.3.389 7.23.29 
33.173 28.73 4673 2-3-19-41 61.11.17 2.7.167 3.1559 2.2339 4679 
31.151 2.2341 3.7.223 23.1171 5-937 2-3-11-71 43-109 24.293 32.521 
4691 2?.3-17-23 13-197 2.2347 3.5.313 23.587 7.11.61 2.34.29 37-127 
3-1567 2.2351 4703 25.3.73 5-941 2-13-181 32.523 2?.11-107 17-277 
7-673 23.19.31 4.157] 2.2357 5-23-41 2?.32.131 53.89 2.1.337 3-112.13 
4721 2.3.787 4723 22.1181 43.52.7 2.17.139 29.163 2.3.197 4729 
3-19-83 2?.7-13? 4733 2.32.263 5.947 27.37 3-1579 2-23-1038 7-677 
11-431 2.2311 32.17.31 23.593 5-13-73 2-3-7-113 47-101 22.1187 3-1583 
4751 24.33.11 12.97 2.2377 κ 3-5-317 22.29.41 67.71 2.3.13.61 4159 
32.231 2.2381. 11.433 2?.3-397 5-953 2-2383 3.7.227 25.149 19.251 
‚ 13.367 22.1193 3-37-43 2-7-11-31 52.191 2.3.199 17.281 2.2389 34.59 
7-683 2-3-797 4783 24.183 23 3-5-11-29 2-2393 4787 2?.3?-7-19 4789 
3-1597 23.599 4793 2-3-17-47 5-7-137 21.11.109 32.13.41 2.2399 4799 
4801 2.74 3-1601 22.1201 5-312 2.33.89‘ 11.19.23 23.601 3-7-229 
17-283 2:.3.401 4813 2.29.83 3?-5-107 24.7.48 4817 2.3.11.73 61.79 
3.1607 2.2411 7.13.53 23.32.67 61.193 2.19.127 3.1609 22.17.71 11.439 
4831 25.151 33.179 2.2417 5-967 2?-3-13-31 7-691 2-41-59 3-1613 
47-103 2-3?-269 29-167 2?.7-173 3-5-17-19 2-2423 37-131 24.3.101 13-373. 
32.72.11 22.1213 23.211 2.3.809 5.971 23.607 3.1619 2.1.347 42.113 
4861 2.11.13-17 3.1621 25.19 5.7.139 2.3.811 41.157 г РА 32.541 
4871 23.3.1.29 11.443 2.2437 3-53-13 22.23.53 4877 2:3?-271 7.17.41 
3.1627 2.2441 19.257 2?.3-11-37 5-977 2.7.349 33-181 23.13.47 4889 
67.73 22.1223 3-7.233 2.2441 5-11-89 25.32.17 59.83 2-31-79 3-23-71 
132.29 2-3-19-43 4903 23.613 3.5.109 2.11.223 7.701 22.3.409 4903 
3.1637 24.307 бы 2.3.7.13 5-983 22.1229 3-11-149 2-2459 4919 
7-19-37 2-23-107 32.547 22.1231 52.197 2.3.821 13.379 25.7.1] 3-31-55 
4931 22.32.137 4933 2.2467 3-5-7-47 23.617 4937 2.3.823 11.449 
44.61 2.7.353 4943 2.3.103 5-23-43 2-2473 3-17-97 22.1237 71.101 
4951 23.619 3-13-127 2.2477 5-991 2?.3-7-59 4957 2-37-67 32.19.29 
112.4] 2-3-827 7-709 22.17.73 3-5-331 2-13-191 4967 23.33.23 4969 
3-1657 21.11.1183 4973 2.3.829 52.199 24.311 92.7.79 2-19-131 13-383 
17-293 2-47-53 `3-11.151 23.7.89 5-997 2-3?-277 4987 22.29.43 3-1663 
7.23.31 2.3.13 4993 2.11.2271 33.5-37 22.1249 19-263 2.3-12.17 4999 
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2.31.89 
2.691 
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28.3.29 
2.2189 
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24.959 
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23.183.109 
2.17.167 
23.32.19 

2.7.11.37 


22.1427 
2.3.953 
25.179 
2.19.151 
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Таблица 24.7. Разложения ва множители 


— = = 
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 М 
600 243.65 17.353 2.3001 3.23.29 2.19.79 5-1201 2-3-7-11-13 6007 23.751 3.2003 600 
601 25.601 6011 23.31.167 7.859 2.31.97 3-5-401 27.47 11-547 2.3-17-59 13-463 601 
602 . 2.5.7-43 31.223 2.3011 19.317 2.3.251 51.241 2.23.131 3-72-41 23.11.137 6029 602 
603 42.31.5.6Τ 37.163 24.13.29 3.2011 2.7-431 5-17.71 2.3.503 6037 2.3019 37-11-61 603 
604 255.151 7.863 2.3-19-53 6643 2.1511 3-5-13-31 2-3023 6047 25.33.7 23-263 604 
605 2.655.112 3-2017 22.17.89 6053 2-3-1009 5-7-173 25.757 32.673 2-13-233 73-83 605 
606 22.3.5101 11.19.29 2.7.433 3.43.47 24.379 5-1213 2.32.337 6067 2?.37-41 3.7.172 606 
607 — 2.5.607 13-467 23.3-11.23 6073 2.3037 35.52 22.73.31 59.103 2-3-1013 6079 607 
608 24.5.19 3.2027 2.3041 7.11.79 2.33.1 32 5.1217 2.17.179 3.2029 23.761 6089 608 
609 2-3-5.7.29 6091 22.1523 3.677 2.11.277 5-23-53 24.3.127 7-13-67 2.3049 3-19-107 609 
610 22.53.61 6101 2.3.113 17.359 2:.7.109 3-6.11.37 2.43.71 31-197 2?.3-509 41.149 610 
611  2.5.13-47 31.7.97 25.191 6113 2-3-1019 5-1223 27.11-139 3.2039 2.7.19.23 29.211 61] 
612 2131.5.17 6121 2.3061 3.183.157 22.1531 53.7: 2.3.1021 11.557 2.383 31.227 612 
613 — 2.5.613 6131 2.3.7.73 6133 2.3067 3.5.409 25.13.59 17-197 2.32-11-31 7.817 613 
614 — 22.5.307 3.23.89 2.37.83 6143 21.3 5-1229 2.7.439 31.683 2:.29-53 11-13-43 614 
615 — 2.3-52.41 6151 2:.769 3.7.293 2.17.181 5-1231 21.34.19 47.131 2.3079 3.2053 Θ15 
616 24.571 61.101 2.3.13.79 6163 21.23.67 3?.5-137 2.3083 1-881 2.3.257 31-199 616 
617 — 2.5.617 3-117-17 27.1543 6173 2.32.78 53.13.19 25.193 3.29.71 2.3089 37.167 617 
618 —22.3.5.103 7.883 2.11.281 31.229 25.773 5.1237 2-3-1031 23.269 23.7.13.17 3:2063 018 
619 — 2.5.619 41-151 24.32.43 11-563 2-19-163 3-5-7-59 23.1549 6197 2-3-1033 6199 — 619 
620 25.52.31 32.13-53 2.7.443 6203 2.3.1.47 5.17.73 2.29.107 3.2069 24.97 7.887 620 
621 — 2.31.5.23 6211 2.1553 3.10.109 2.183.239 5.11.13 2:.3.7.37 6217 2.3109 37.691 621 
622 22.5.31] 6221 2.3.17.61 7.127 24.389 3.52.83 2.11.283 13-479 21.31.1783 6229 622 
625. 2.5.7.89 3-31.67 23.19.41 23.271 2-3-1039 5-29-43 27.1559 34.7.11 2.3119 17.367 623 
624 — 2.3.5.13 79: 2.3121 3.2081 2.7.223 5.1249 2.3:.347 6247 23.11.71 3-2083 624 
625 2.58 7-19-47 2?.3.521 132.37 2-53-59 3?.5-139 24.17.23 6257 2.3-7-149 11-569 — 625 
626 2».5.313 3.2087 2.31.101 6263 23.33.29 5.7.179 2.13.241 3.2089 22.1567 6269 626 
627 2.3-5-11-19 6271 27.72 31.17.41 2.3137 53.251 22.3523 6277 2.43.73 3.7.13-23 697 
6285. 21.5157 11.571 2.32.349 61-103 27.1571 3.5-419 2.7.449 6287 2.3.131 19.331 820 
629 25.17.37 31.233 22.11.13 7.29.31 2.3.1049 5.1259 23.787 3.2099 2.47.67 6299 029 
630 22.32.52.7 6301 2.23.137 3-11-19 25.197 5-13-97 2.3.1051 7.17.53 27.19.83 3-701 630 
631 — 2.5.631 6311 2:.3.263 59.107 2.7-11-41 3.5-421 2.1579 6317 2-38.13 71.89 631 
632 24.5.79 3.73.4. `2.29.109 6323 23.3.17.31 5.11.23 2.3163 3.19.37 2.7.113 6329 632 
633 2.3.5.211 13-487 22.1583 3.2111 2.3167 5.7.181 24.33.11 6337 2.3169 3.2113 633 
634 — 22.5317 17.373 2.3.7.151 6343 2:.13.61 33.5.47 2.19.167 11.577 2.3.231 7.907 634 
635 2.57.197 3.29.73 24.397 6353 2.33.353 5-31-41 2.7.227 3-13-163 2.11.17 6359 635 
636 — 21.3.5-53 6361 2.3181 32.7.101 2:.37.43 5-19.67 2-3-1061 6367 25.199 3-11-193 636 
637 2.5.7Τ1.13 23.277 22.33.59 6373 2.3187 3.53.17 23.797 7.911 2.3.1063 6379 637 
638 —27.5.11.29 32.709 2.3191 13.491 24.3.7.19 5-1277 2.31.103 3.2129 21.1597 6388 — 638 
639 2.33.5.71 7-11-83 95.17.47 3.2131 2.23.139 5.1279 23.3.13-41 6397 2.7.457 3.79 639 
640 25.52 37.173 2-3-11.97 19.337 27.1601 3.5.7.61 2.3203 43.149 2:.31.89 13-17-29 640 
641 — 2.5.641 3.2137 22.7.229 112.53 .2.3.1069 5.1283 24.401 31.23.31 2.3209 2.131 641 
642 22.3.5.107 6421 2.13.19 3.2141 23.11.73 53.257 2.33.7.17 6427 21.1607 3.2143 6412 
645. 2.5.643 59-109 2.3.67 7.919 2.3217 3.5.1.13 23.1609 41-157 2.3.29.37 47.137 643 
644 — 23.57.23 3.19.13 2.3221 17.379 21.31.179 5-1289 2.11.293 3.7.307 24.13.31 6449 644 
645 2.3.51.49 6451 27.1613 32.239 2.7.461 5.1291 2.3.269 11.587 2.3229 3.2153 645 
646 22.5.1719 7.13.11 2.33.359 23.281 24.101 3.5.431 2.53.61 29.223 23.3.73.11 6469 646 
647 2.5.647 32.719 23.809 6473 2.3.13.83 5.7.37 21.1619 3-17-127 2-41.79 11-19-31 647 
648 24.34.5 6481 2.7.463 3.2161 2.1621 5.1297 2.3.23.47 13.499 23.811 31.7.103 648 
649 2.5-11-59 6491 2.3.541 43.151 2.17.191 3.5.433 25.7.2 73.89 2.3.193 67.97 019 


ΕΛΙΓΥΗΥ ИЧНАОТУНИЗИОЯ 'Ῥζ 


*С? 


3-11-1987 2.3251 7-929 24.8.27} 5.1301 2.3253 33.241 22.1627 23.283 
17.383 24.11.37 3.13.167 2.3257 5.1303 2.3.181 13.19 2.3259 3.41.53 
6521 2.3.1087 11.593 2.7.233 33.51.29 2.13.251 61.107 27.3.17 6529 

3.7.3 23.23.71 47.139 2.33.113 5.1307 23.19.43 3.2179 2.7.467 13.503 
31.211 2.3271 33.727 24.409 5.7.11.17 2.3.1091 6547 23.1637 3.37.59 
6551 23.31.7.13 6553 2.29.113 3.5.19.23 21.11.149 79.83 2.3.1093 7.937 

3* 2-17-3993 6563 2?.3-547 5-13-101 2.11.07 3.11.199 23.821 6569 
6571 23.31.03 3.7.313 2.19.173 52.263 24.3.137 6577 2.11.13.23 31.17.43 
6581 2.3.1097 29.227 23.823 3.5.439. 2-37-89 7.941 21.33.61 11.599 
3-13? 2*.103 19.347 2.3.7.157 5.1319 22.11.97 32.733 2.3299 6599 

7.23.41 2.3301 3.31.71 2?.13.127 5.1321 2.3? 367 6607 24.7.50 3.2203 
11.601 23.3.19.29 17.389 2.3307 3.5.72 23.827 13.509 2.3.1103 6619 
3.2207 2.7.11.43 37.179 23.32.23 53.53 2.3313 3-47? 2?.1657 7-947 
19.349 23.829 31.11.67 2.31.107 5.1327 2.3.7.79 6637 2.3319 3.2213 
29.229 2-34-41 7.13.73 21.11.151 3.5.443 2.3323 172.23 2.3.217 61.109 
33.139 2.1663 6653 2.3.1109 5.11 2.13 3.7.317 2.3329 6659 
6661 2.3331 3.2221 23.11.17 5.31.43 2.3.11.101 59.113 22.1667 33.13.19 
7.953 24.3.139 6673 _ 2.47.71 3.52.89 21.1669 11.607 2-3?.7-53 6679 

89.17.13] 2.183.257 41.103 2.3.557 5.7.191 2.3343 32.743 25.11.19 6689 
6691 21.7.239 3.23.97 2.3347 5.13.103 23.33.31 37.181 2.17.197 3.7.11.29 
6701 2.3.1117 6703 24.419 31.5.149 2.7.479 19.353 22.3.13.43 6709 

3.2237 23.839 12.137 2.32.373 5.17.79 21.23.73 3.2239 2.3359 6719 

11.13.47 2.3361 31.83 21.411 52.269 2.3.19.59 7.311 23.202 3.2243 
53.127 23.3?.11.17 6733 27.13.37 3.5.449 24.421 6737 2.3.1123 23.293 

3.7.107 2.3371 11.613 23.3.281 5.19.71 2.3373 3.13.173 23.7.241 17.397 
43.157 23.211 3.2251 2.11.307 5.7.193 21.83.5693 29.233 2.31.109 33.751 
6761 2.3.12.23 6763 21.10.89 3-5-11-41 2.17.199 67.101 24.33.47 7.967 
3.31.61 22.1693 13.521 2.3.1129 52.271 23.7.1172 33.251 2.3389 6779 
6781 2.3391 3.7.17.19 2'.53 5.23.59 2.32.13.29 11.617 23.1697 3.31.73 
6791 23.3.283 6794. 2.33.79 37-5-151 21.1699 7-971 2-3-11-103 13-523 
3.2267 2.19.179 6803 21.35.7 5.1361 2.41.83 3.2269 23.23.37 11.619 
72.139 21.183.131 32.757 2.3407 5.29.47 23.3.71 17.401 2.7.487 3.2273 
19.359 2.32.379 6823 2? 853 3.52.7.13 2.3413 6827 23.3.569 6829 

«33.11.23 «24.7.61 6833 2-3-17-67 5.1367 22.1709. 3.43.53 2.13.263 7.977 
6841 2.11.311 3.2281 22.29.59 5.372 2.3.7.163 41.167 28.107 33.761 

13-17-31 2?.3-571 7-11-89 2.23.149 3.5.457 23.857 6857 2.33.1271 194 

3.2281 2.47.73 6863 24.3.11.13 5.1373 2.3433 37.7-109 21.17.101 6869 
6871 23.859 3.29.79 2.7.491 54-11 21.31.191 13-23? 2-19-181 3-2293 
7-983 2.3.31.37 6883 22.1721 44.5.17 2.11.313 . 171.97 23.3.1.41 83? 
3.2297 22.1723 61.113 2.31.383 5.7.197 24.431 3.112.19 2.3449 6899 
67.103 2.7.17.29 32.13.59 23.863 5.1381 2.3.1151. .6907 2.11.157 3-72.47 
6911 24.433 31.223 2.3457 3.5.461 27.7-13-19 6917 .2.3.1153. 11.17.37 
32.169 2.3461 7.23.43 2.3.577 52.277 2.3463 3.2309 24:433. 133.41 

29.239 23.1753 3.231 2.3467 5.19.73 23.3-173 1.991 2.3469 33.257 
11.631 2.3.13.89 53.131 25.7.81 -8:5.469 2.23.151 . 6947 23.3?-193 6949 

3-7-331 23.11.79 17.409 2-3-19-61 5.13.107 21.37.47 33.77 2.13.71 6959 
6961 2-59? 3.11.211 22.1741 5.7.199 2.34.43 6967 23.13.67 39.23.10] 
6971 23.3.7.83 19-367 2-11-317 32.52.31 24.109 6977 2.3.1163 1.997 

3.13.179 2.3491 6983 23.31.07 611.127 2.7.499 3.17.137 23.1747 29.241 


6991 24.19.28 43.7.37 2.13.269 5.1399 23.3.11.53 6997 2.3499 3.2333 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


a] 
N 0 1 9 3 4 5 5 7 8 9 NS 
700 93.53.7 7001 2.32.389. 47.149 91.17.1083 3-5-467 2.31-113 72.11-13 95.3.73 43-163 700 
701. 25.701 32.19-41 23.1753 7013. 2.3.7.167 5.23.61 23.877 3.2339 2.112.29 7019 701 
702 23.32.5.13 7.17:59 2.3511 3-2341 24.439 52.281 ' 2.3.1171 7027 02.7.25] 32.11.71 702 
703 2.5.19.3Τ 79.89 23.3.293 13-541 2.3517 3-5-7-67 22.1759 31-227 2.32.17-23 7039 703 
704 97.5.1] 3.9347 9.7.503 7043 22.3.587 5.1409 2.13-271 35.29 23.881 7-19-53 704 
705 — 2.3-52.47 11-641 92.41.43 3-2351 2.3527 5-17-83 94.32.72 7057 2.3529 3-13-181 705 
706 — 2.5.353 23.307 2.3-11-107 7.1009 23.883 32.5-157 2.3533 37-191 22.3.19-31 7069 706 
707 - 2.5.7.101 3.2357 25.13.17 11.643 - 2.33.131 52.283 22.29.61 3.7.337 2.3539 7079 707 
708 25.3.5.59 73-97 2.3541 32.787 22.7.11-23 5-13-109 2.3.1181 19-373 24.443 3-17.139 708 
709 — 2.5.709 7.1013 22.32.197 41.173 ’ 2.3547 3.5-11-43 22.887 47-151 2.3.7.131 31.229 709 
710 — 27.52.71 33.263 2.53.67 7103 26.3.37 5.72.29 2-11-17-19 3-23-1038 22.1777 7109 710 
711 — 2.32.5-79 13-547 23.7.127 3.2371 2.3557 5-1423 92.3.593 11-647 2.3559 R713 Ti 
712 24.5.89 7121 2.3.1187 17.419 92.13.1837 3.53.19 2.7.509 7127 23.34.11 7129 712 
713 Эа 3.2377 22.1783 7.1019 2.3.29-41 5.1427 25.223 31.13.61 2.43.83 112.59 713 
714 94.355.Τ.17 37-193 2.3571 3.2381 23.19.47 5.1429 2.32.397 7.1021 22.1787 3-2383 $14 
715  2.52.11.13 7151 2.3.149 23-311 2.72.73 33.5.53 22.1789 17-421 2.3.1193 7159 715 
716 — 2.5.179 3-7-11-31 2.3581 13-19-29 22.32.199 5.1433 2.3583 3.2389 910.7 67-107 716 
717 — 2.3.5.239 71.101 22.11.163 32.797 2.17-211 53.7.41 22.3.13-23 7177 2.37-97 8.2393 717 
718 — 2.5.359 43.167 2.33.7-19 11-653 24.449 3-5-479 2.3593 7187 92.3.599 7-13-79 718 
719 25.719 32.17.47 23.29.31 7193 2-3-11-109 5-1439 2.7.257 3.2399 2.59.61 23-313 719 
720 25.32.52 19.379 2.13-277 3.74 22.1801 5-11-13) 2.3-1201 7207 23.17.53 34.89 720 
721 2.5.7.103 7211 92.3.60] 7213 2.3607 3.5-13-37 24.11.4] 7.1031 2.31.401 7219 721 
722 21.5.1092 3.29.83 2.23.157 31.233 2.3.7.43 52.172 2.3613 31.11.73 21.13.139 7229 722 
723 2.3.5.241 7.1033 26.113 3-2411 2.3617 5.1447 22.33.67 7237 2.7.11-47 3-19-127 — 723 
724 41.5.18] 13-557 2.3-17-71 7243 22.1811 32.5-7-23 2.3623 7247 24.3.151 11-659 4 
725 2.53.29 3.2417 22.72.37 7253 2.32.13-31 5.1451 23.907 3-41.59 2.19-191 7-17-61 725 
726 93.3.5.113 53-137 2.3631 33.269 25.227 5-1453 2.3-7-173 132.43 22.23.79 3.2423 726 
727 — 2.5.797 11-661 23.3°.101 7.1039 2.3637 3.52.97 22.17-107 19.383 2.3.1213 29.251 727 
728 4415.7.13 32.809 2.11-331 7283 22.3.607 5.31.47 2.3643 3.7.347 23.911 37-197 728 
729 9.36.5 23.317 22.1823 3-11-13-17 2.7.521 5.1459 21.83.19 1297 2.41.89 32.811 729 
30. 2.52.73 72.149 2.3.1217 67.109 95.11.84 3-5-487 2.13-281 7307 23.31.7.29 7309 730 
731 2.5.17.43 —* 3.2437 24.457 71-103 2.3-23-53 5-7-11-19 22.31-59 33.271 2.3659 13-563 731 
732 — 23.3.5.61 7321 2.7.523 3.2441 92.1831 52.293 2.32.11.37 17.431 25.999 3.7.349 732 
733 — 2.5.733 7331 22.3.13.47 7333 2.19-193 31.5.163 2.7.131 11.23.29 2.3.1223 41.179 733 
734 — 2.5.367 3.2447 2.3671 7.1049 24.33.17 5-13-113 2.3673 3.31-79 92.11.167 7349 734 
735 492.3.53.72 7351 23.919 31.19.43 9.3677 5-1471 2.3.613 7.1051 2.13-283 3-11.223 735 
736 26.5.23 17-433 2.32.409 37.199 22.7.263 3.5.491 2.29.127 53-139 23.3.307 7369 736 
737 2.5.1.67 34.7.13 22.19.97 73.101 2.3.1229 53.59 24.461 3-2459 2.7-17-31 47.157 737 
738 92.32.5.41 112.61 2.3691 3-23.107 2.13.71 5-7-211 2.3.1231 83.89 22.1847 3.821 738 
739 — 2.5.739 19.389 2.3.7.11 7393 2.3697 3.5-17-29 22.432 13-569 2.33.137 72.151 739 
740 «24.51.37 3.2467 2.3701 11-673 22.3.617 5.1481 2.7.233 32.893 24.463 31-239 740 
741 2.3.5.13.19 7411 22.17.109 - 3.7.353 2.11.337 5.1483 23.32.103 7417 2.3709 3.2473 741 
742 921.5.7.53 41-181 2.3.1237 13-571 28.29 33.52.11 2.47-79 7-1061 23.3.619 17.19.23 742 
743 — 2.5.743 3.2477 23.929 7433 2.31.7.59 5.1487 92.11.13? 3-37-67 2.3719 43-173 743 
744 — 24.3.5.31 7.1063 2.612 32.327 22.1861 5.1489 2.3.17.73 11.677 23.73.19 3-13-191 744 
Π45 92.51.149 7451 22.34.23 29.257 2.3727 3.5.7.71 28.233 7457 2.3-11-113 7459 745 
746 — 2.5.373 32.829 2.7.13-41 17.439 2.3.311 5.1493 2.3733 3-19-131 2.1867 7.11.97 “46 
747 — 2.32.5.83 31-241 24.467 3.47.53 2.37-101 52.13.23 2.3.7.89 7477 2.3739 33.277 747 
748 — 23.5.1117 7481 2.3.-29.43 7.1069 22.1871 3.5-499 219-197 7487 24.31.13 7489 748 Ὢ 
749 2.5.7.107 3-11.227 22.1873 59.197 2.3.1249 5.1499 23.937 33.73.17 2.23.163 1499 749 ο 


099 
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2.3.5 
2.5.751 
25.5.47 

2.3.5.251 

23.5.13.29 


2.513.151 
23.33.5.7 
2.5.757 
23.5.379 
2.3.5.11.28 


24.51.19 
2.5.761 
23.3.5.127 
2.5.7.109 
25.5.19] 


2-3?-5?-17 
2?.5-383 


2.5.7.11 

2.3-5.257 
23.5.193 
2.5.773 

22.32.5.43 


2.53.31 
24.5.97 


-2.8.65.7-87 


22.5.389 
2.5.19.41 


23.3-5?-13 
2-5-11-71 
23.5.17.23 
2.33.5.29 
25.5.72 


2.5.157 
22.3.5.131 
2.5.781 
23.5.197 
2.3.5.263 


23.53.79 
2.5.7.113 
па 
Ω, 


13-577 
7-29-37 
3-23-109 

17.443 
7541 


31.839. 
7561 
67.113 
3.7.191 
7591 


11.691 
3-43.59 
7621 
13.587 
33.283 


7.1093 

47.163 
3.2557 
7681 
7691 


3.17.151 
11.701 
7.1103 
33.859 

7741 


23-337 
3-13-199 
19.409 
31-251 
3-72.53 


29-269 
73-107 
92.11.79 
41.191 
7841 


3.2617 
1.1123 


61. 131 


2.11131 
2.3.313 
2.3761 
2.7.269 
2.31.419 


27.59 
2.19.199 
23.3-631 
2.17.223 
23.13.73 


2.3.7.181 

23.11.173 

2.897.108 
2\.3.53 
2.3821 


23.1913 
2.3.1277 


23.3.17.19 


2.3881 
22.29.67 
2.3.1287 

24.487 


2.47.83 
2.3.7.31 
2.3911 
23.11.89 
2.3.1307 


23.13.151 
2.3931 
29.8.4] 
2.7.563 
23.1973 


2.32.4839 
23.23.43 
2.17.2338 
21.8.60} 


_ 2-11-19? 


24.7.7] 
2.3.1327 
21.1993 
2.13.307 
25.85.87 


3-41-61 
11-683 
7523 
95.81 
19.397 


7.13.83 
3.2521 
7573 
7583 
3.2531 


7603 
23.331 
3.7.112 
17.449 
7643 


3-2551 
79-97 
7673 

3.13.197 

13.157 


7703 
33.857 
9723 

11.19.37 
3.29.89 


9153 
7.1109 
3.2591 
43.181 
7793 


33-172 
13-601 
7823 
3-7-373 


11-23.31 


7853 
3.2621 
7873 
7883 
33.877 


7.1129 
41.193 
3.19.139 
7933 
132.47 


3.11.241 
7963 
7.17.67 
31.887 
7993 


2.7.67 
2.13.17 


2?.3?-11-19 


2.3767 
23.23.41 


2.3.1259 

25.81.61 
2.7.541 
25.3.79 
2.3797 


22.1901 

2.3.47 

23.953 
2.11.3847 
2?.3-77-13 


2-43-89 
24.479 
2.3.1279 
23.17.113 
2.3847 


23.33.107 
2.7.19.29 
23.1931 
2.3.1289 
25.111 


2.3877 
2.3.647 
2.132.23 
23.7.139 
2.33.433 


23.1951 
2.3907 
2‘.3.163 
2.3917 
22.37.53 


2-3-7-11-17 


23.983 
2-31-127 
23.33.73 
2.3947 


23.13.19 
2.3.1319 
23.7.283 
2.3967 
2.3.331 


2.41.97 
23.11.181 
2.33.443 
24.499 
2.7.571 


5.19.79 
3.5.167 
61.7.48 
5.11.137 
3.5.503 


5.1511 
5.17.89 
3.5.101 
5-37-41 


- 5.73.81 


3.5.13: 
5.1523 
53-61 
3.5.509 
5-11-139 


3-5-17-31 
5-1583 
53.317 
3.5.231 
5.7.227 


5.37.43 
33.5.59 
53.11.29 
5.1597 
3.5.13.41 


2.33.139 
23.1879 
2.53.71 
2.3.157 
2-73-11 


22.1889 
2.3.13.97 
23.947 
2.3793 
22.31.21 1 


2.3803 
28.7.17 
2-3-31-41 
22.23.83 
2.3823 


23.3.11.29 
2.3833 
23.19.101 
2.3.7.61 
24.13.87 


2.3853 
25.83.0489 

2.3863 

‘23.967 
2-3-1291 


21.7.277 
2.11.353 
25.35 
2.17.229 
21.1949 


2.3.1301 
23.977 
2-7-13-43 
2?.3-653 
2.3923 


_ 24.491 


2.33.19.23 

23.11.179 
2.3943 

23.3.7.47 


2. 29. 137 


23.33.13.17 


2.7.569 
23.997 

2.3.113 

23.1999 


7507 
7517 
3.13.193 
7537 
7547 


3-11-229 
7-23-47 
7577 
33.281 
71.107 


7607 
3.2539 
29.263 
7.1091 
3.2549 


13.19.31 
11.17.41 
33.853 
7687 
43.179 


3.7.367 
7717 


22.1877 
2.3-7-179 
23.941 
2.3769 
22.3.17-37 


2.3779 
24.11.43. 
2.3.421 
2.7.271 
2.29-131 


23.3.317 
2.13.293 
22.1307 
2-3-19-67 
25.239 


2-7-547 
2?.33-71 
2-11-349 
23.31? 
2-3-1283 


25.41.47 
2-17-227 
2\.8.7.23 
2.53.73 
23.13.149 


2.31.431 
23.971 
2.3889 

23.3.11.59 

2.7.557 


21.61 
2.3.1303 
23.19.103 

2.3919 
23.33.109 


2.39293 
2.7.281 
2.3.13.101 
23.17.29 
2.11.359 


23.3.659 
2.37.107 
23.991 
2.34.7 
23.1987 


2.23.173 
23.3.83 
2.3989 
21.1997 

2.3.31.43 


3.23.37 
7669 
7.1097 
3-11-233 
7699 


13-593 
3-31-83 
59-131 
71-109 
33.7.41 


7759 
17-457 
3.2593 

7789 
11.709 


3.19.137 
7.1117 
7829 
33.13.67 

47.167 


29.271 
3-43-61 
7879 
13.23 
3.2633 


11.719 
7919 
31.881 
17.467 
7949 


3.7.379 
13.613 
79.101 
3-2663 
19.421 
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Таблица 24.7. Разложения на множители 


М 0 1 3 3 4 5 6 7 8 9 
и дидд—————————————————ыыыыЫыЫыЫыЫыыЫыы—.————ы——ы3——Ш—Ш—Ш—6—ШЩШщ——Ш—Ш—Ш—ШбШб——— 
800 28.53 3.7.127 2.4001 53-151 21.3.23.29 5-1601 2.4003 3-17-157 23.7.11.13 9099 
801 9.31.5.89 8011 21.2003 3-2671 2.4007 5-7-229 24.3-187 17 2.19-211 35.11 
802 2:.5.401 13.617 2.3.7.191 71.113 23.17.59 3.5.107 2.4013 23.349 23.31.223 7.31.37 
803 —2.5-11.73 3.2677 28.251 29-277 2.3-13-103 5.1607 23.73.41 33-19-47 2.4019 8039 
804 — 2.3.5.67 11-17-43 2.4021 3-7-383 23.2011 5-1609 2-33-149 13-619 2.503 3.2683 
805 — 2.5.7.23 83.97 22.3-11-61 8053 2.4027 3.5.179 28.19.53 7.1151 2-3-17-79 8959 
806 — 21.5.13-31 3.2687 2.29.139 11.733 21.33.7 5.1613 2.37.109 3.2689 22.2017 8063 
807 2.3.5.269 7.1153 23.1009 33.13.23 2.11.367 53.17.19 2.3.673 41.197 2.7.574 3.2693 
808 — 245.101 8081 2.31.449 59.137 21.43.47 3.5.7.11 2-13-311 8087 2.3.337 8089 
809 — 2.5.809 32.29.31 23.7.17 8093 2.3.19.71 5-1619 25.11.93 3.2699 2.4049 7.13.89 
810 — 2.34.5 8101 2.4051 3-37-73 23.1013 5-1621 2.3.7.193 113.67 21.2027 35.17.53 
811 25.811 8111 24.8.131 7.19.61 2.4057 3-5-541 23.2029 8117 2.3:.11-41 23.353 
812 24.5.7.29 3.2707 2.31-131 8123 2.3.677 5*.13 2.17.239 3.7.43 28.127 11-739 
813 -2-3-5-271 47-173 21.19.107 3.2711 2.73.83 5-1627 23.33.113 79-103 2.13.313 3-2713 
814 21.5.1137 7.1163 2.3.23.59 17.479 24.509 3.5.181 2.4073 8147 2.3.7.97 29-281 
815 — 2.5.163 3-11-13-19 23.1019 31.263 2.33.151 5-7.233 23.2039 3-2719 2.4079 41.199 
816 25.8.5.17 8161 - 2.7.11-53 33.907 24.18.1δ7 5-23.71 2.3-1361 8167 23.1021 3-7-389 
817 25.19.49 8171 24.833.297 11.743 2.61.67 3-5?-109 2.7.73 13-17-37 2.3-29.47 8179 
818 — 25.409 34.101 2.4091 72.167 23.3.11.31 5.1637 2.4093 3.2729 21.23.89 19-431 
819 2.31.5.7.13 8191 213 3.2731 2.17.241 5-11-149 21.3.683 7.1171 2.4099 32.911 
820 24.57.41 59.139 2.3:1367 13-631 2.7.293 3.5.547 2.11.373 29.283 24.33.19 8209. 
821 2.5:82] 3.7.17.23 21.2053 43.191 2.3.37 5.31-53 23.13.79 3?-11-83 2.7.587 8219 
822 —21.3.5.137 8221 2.4111 3.2741 25.257 5.7.47 2.31.457 19-433 22.112.17 3-13-21 
823 — 2.5.823 8231 93.8.71 8233 2.23.179 33.5.61 21.29.71 8237 2.3.1373 7.11.107 
824 245.103 3-41-67 2.13.317 8243 23.33.229 5-17.97 2.7.19.31 3.2749 23.1031 73-113 
825 —- 23-58-11 37-223 23.2063 3.7.13] 2.4127 5-13-127 95.3.43 23.359 2.4129 3.27 
826 25.5.7.59 11.751 2-38.17 8263 23.1033 3-5-19-29 2.4133 7.1181 21.3.13-53 8259 
827 — 2.5.827 32.919 24.11.47 8273 2.3.7.197 53.331 21.2069 3.31.89 2.4139 17.487 
828 — 23.31.5.23 72.133 241-101 3-11-251 21.19.109 5.1657 2.3.1381 8287 25.7.87 31.307 
829 — 2.5.829 8291 2.3.691 8293 2.11.13.29 3.5.7.79 23.17.61 8297 2.3.461 43.198 
830 95.52.53 3.2767 2.7.593 192.23 94.8.1783 5-11.151 2.4153 3:.13-71 21.31.67 7.1187 
831 — 2.3.5.277 8311 23.1039 317.163 2.4157 5.1663 21.33.7.11 8317 2.4159 3-47-59 
832 — 27.5.13 53.157 2.3.19.73 7.29-41 2.2081 31.53.37 2.23.181 11.757 23.3.347 8329 
833 2-5-7217 3.2777 21.2083 13-641 2.31.463 5.1667 24.521 3.7.397 2.11.379 31.269 
834 2.3.5.139 19.439 2.43.97 34.103 23.7.149 5.1669 2.3.13-107 17.491 21.2087 3-112.23 
835 — 2.5.167 7.1193 95.83.29 8353 2.4177 3.5-557 21.2089 61.137 2.3.7.199 13-643 
836 95.11.19 31.929 2.37.113 8363 21.3.17.41 5.7.239 2.47.89 3.2789 24.523 8369 
837 2.3.5.31 11.761 22.7.13-23 3-2791 2.53.79 53.67 233.349 8377 2.59.71 38.72.19 
838 255.419 172.29 2.3-11.127 83.101 28.131 3-5-13-43 2.7.599 8387 91.81.2338 8389 
839 — 2.5.839 3.2797 23.1049 7.11.109 2.3.1399 23. 21.2099 33.311 2.13.17.19 7.297 
840 2.3.53.7 31.271 2.4201 3.2801 21.11.191 5.413 2.31.467 7.1201 23.1051 3.2803 
841 2.5.291 13-647 22.3-701 47.179 2.7.601 35.11.17 25.268 19.443 2.3-23-61 8419 
842 — 2.5.421 3.7.401 2.4211 8423 23.34.13 53.337 2.11.383 3-532 22.72.43 8429 
843 2.3.5.281 8431 24.17.31 31.937 2.4217 5.7.241 21.3.19.37 11.13.59 2.4219 3-29-97 
844 — 25.5.21] 23.367 2.3.7.67 8443 21.2111 3.5.563 2.41.103 8447 24.8.11 7.17.71 
845 — 2.53.13 33.313 21.2113 79.107 2.3.1409 5-16.89 23.7.151 3.2819 2.4229 11.769 
846 — 21.31.5.47 8461 2.4231 3.7.13.31 24.231 5.1693 2.3.17.83 8467 21.29.73 32.94] 
847 2.5.7.118 43.197 23.3.353 37.229 2-19-2238 3-51.113 21.13.1638 72.173 233.157 61.139 
848 . 25.6.59 3-11-257 2.4241 17.499 2.3.7.101 5.1697 2.4243 31.23.41 23.1061 13.653 

849 2.3.5.283 7.1213 21.11.193 3.19.149 2.31.137 21.31.59 29.293 2.1.607 3.2833 
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ИКАТИЖОНИ УН BUHAKOLEVd 


$99 


Ν 0 1 9 
900 55.31.59 9001 2.7.643 
901 — 2.5.17.53 9011 2.3.751 
902 —21.5.11-41 3-31-97 2-13-347 
903  2.3.5.7.43 11.821 23.1129 
904 24.5.113 9041 2.3-11-137 
905 ».5318] 3-7. .31 23.31.73 
906 22.3.5151 — 13-17-41 2.23.197 
907 2.5.907 47.103 2.34.7 
908 — 23.5.227 31.1009 9.19.239 
909 2.33.5.101 Φ091 2:.2273 
910 —22.58.7.13 19.479 2.3-37-41 
911 25.91] 3.3037 23.17.67 
912 -25.3.5-19 7.1303 2.4561 
613 — -2-5-11-83 23.397 2.3.761 
914 255.457 3.1.277 2.7.653 
915 — 22.3.52.61 9151 2'.11.13 
916 — 23.5-229 9161 2.31.509 
917 2.5.1.131 32.1019 23.2293 
91$ 23.33.5.17 9181 2.4591 
919 — 2.5.919 7-13-101 23.3.383 

9200. 24.52.23 3.3067 2.43107 
921 2.3.5.307 61.151 23.71.47 
90; 25.5.40] 9221 2.3.29.53 
923  22.5.13.71 3.17181 24.577 
924 21.3.5711 9241 2.4621 
925 — 2.53.37 11.291 23.33.257 
926 — 2.5.463 33.73 2.11.4221 
927 2.3.5.103 73-127 23.19-61 
928 25.6.29 9281 25:7.93.17 
929 — 2.5.929 3.19-163 24.23.10] 
930 — 22.3.52.31 71.131 2.4651 
931 — 2.5.7219 9311 95.8.07 
932 24.6.233 3.13.239 2.59.79 
933 2.3.531 7-31.43 23.2333 
934 955407 9341 2.33.173 
935 2.5.1117 32.1039 23.7-167 
936 —-:24.3?.5-13 11-23-37 2.31-151 
937 — 2.5.937 9371 2:.3.11.71 
938 25.5.7.07 3.53.59 2.4691 
939 2.3.5.313 9391 21.587 
940 25.52.47 7.17.79 2.3.1567 
941 — 2.5.941 3.3137 2?.13-181 
942  22.3.5.157 9421 2.7.673 
943 2.5.29.4] 9431 23.31.13] 
944. 25.5.59 37.1049 2.4721 
945. 2.33.57 13.727 22.17.139 
946 25.5.11.48 9461 2.3.19.83 
947 — 2.5.947 3.7.1.41 24.37 
948 — 23.3.5.79 19-499 2.1.431 
949 2.5.1373 9491 2:.3-7.113 


Таблица 24.7. Разложения на множители 
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5-13-139 
95.6.07 


5.1811 
5-72.37 
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52.373 
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3.5.7.89 
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9.65 
5.1877 
5.1879 


32.5.11.19 
5.7.269 
52.13.29 
3-5-17-37 
5-1889 


5-31-61 
3.5.631 
52.379 
5.7.271 
92.5.21} 
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6 7 8 9 Ν = 
2.3.19.79 9007 24.563 3:.7.11.13 900 
23.72.23 71-127 2.33.167 29.311 901 
2.4513 32.17.59 21.37.61 9029 902 
91.893.951 7.1291 2.4519 3.723.131 903 
2.4523 83-109 23.3-13-29 9049 904 
95.283 3-3019 2.7-647 9059 905 
2.3.1511 9067 22.2267 3.3023 906 
22.2269 29-313 2.3.17.89 7.1297 907 
2.7.11.59 3.13.233 27.71 61-149 90$ 
23.83.8379 11.827 2.4549 33.337 909 
2.29.157 7.1301 2.33.11.23 9109 910 
21.43.53 32.1013 2.47.97 11.829 911 
2.33.13 9127 23.7.163 3.17179 912 
21.571 9137 2.3.1523 13.19.37 013 
2-17-269 3-3049 22.2987 7.1307 914 
2.3.7.109 9157 2.19.2241 3-43-71 915 
2.4583 89-103 2.3.191 53.173 916 
23.31.37 3:7.19.23 2.13.353 67437 G17 
2-3-1531 9187 22.2297 37-1021 918 
2?.1.12.19 17-541 2.32.7.73 9199 919 
2.4603 33.11.31 23.1151 9209 920 
210.931 13.709 2.11.419 3.7.439 921 
2.7.659 9227 2.3.769 11.839 922 
22.2309 3-3079 2.31.149 9239 923 
2.3-23-67 7.1321 25.172 3.3083 924 
23.13.89 9257 2.3.1543 47.197 9:25 
2.41.113 3.3089 2.7.331 13.23.31 926 
2.3.773 9277 2.4639 32.1031 927 
2.4643 37-251 23.33.43 11327 923 
2.7.83 327-1033 2.4649 17.547 920 
2.32.11-47 41.227 22.13.179 3.29.107 930 
91.17.1837 7.113 2-3-1558 9319 931 
2.4663 3.3109 24.11-53 19-491 932 
23.3.389 9337 2.7:29:29 3.11.2583 933 
2.4673 13.719 22.3.19-41 9349 934 
22.2339 3.3119 2.4679 72.191 935 
2.3.7: 223 17.19.29 23.1171 33.347 936 
25.293. 9377 2.831.521 83.113 937 
9.183.101 31.7.]49 22.2347 41.259 939 
22.84.99 9397 2.37:127 319-241 939 
2.4703 23.409 25.3.71 971 940 
23.11-107 3-43-73 2.17.9777 9419 941 
2.3.1571 11.857 22.9357 3-7-449 04» 
2?.7.337 9437 2.3.112.13 9439 943 
2.4723 3-47-67 23.1181 11-859 044 
24.3.197 72.193 2.4729 31.1051 945 
2.4733 9467 23.32.263 17-557 946 
22.93.103 38.13 2.7.677 9479 947 

2,.3%.17-31 53-179 24.593 3.3163 948 > 

23.1187 9497 2.3.1583 7-23-59 949 3 
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950 21.52.19 3.3167 2.4751 13.17.43 28.33.11 5.1901 2.73.97 3.3169 22.2377 37.257 950 © 
951 2.3.5.317 9511 23.29.41 33.7.15] 2.67.71 5.11.173 2.3.13.61 31.307 2.4759 3.19.167 951 8 
952 — 24.5.7.17 9521. 2.31.23 89.107 23.2381 3.53.127 2.11.433 7.1361 23.3.397 13.733 952 
953 2.5.953 33.353 21.2383 9533 2.3.7.227 5.1907 28.149 3.11.17: 2.19-251 9539 953 
‘954 — 23.32.5.53 7.29.47 2.13-367 3.3181 23.1193 5.23.83 2.3.37.43 9547 21.7.11.31 31.1061 954 
955 92.531.191 9551 24.3.199 41.233 2.17.281 3.5-73-13 22.2389 19.508 2.34.59 112.79 955 
956 — 23.5.239 3.3187 2.7.683 73-131 23.3.797 5.1913 2.4783 31.1063 25.13.23 7-1367 956 
957 2.3.5.11.29 17.563 21.2393 3.319] 2.4787 52.383 23.32.7.19 61.157 2.4789 3.31.103 957 
958 Δ.5.479 11.13.67 2.3.1597 7.372 24.599 33.5.71 2.4793 9587 2:.3.17.47 43.223 958 
959 2.5.7.137... 3.283.139 23.11-109 53.181 2.3?.13-41 5-19-101 22.2399. 3.7.457 2.4799 29.331 959 
960 97.3.53 9601 2.4801 31.11.97 91.74 5.17-113 2.3-1601 13-739 23.1201 3.3203 960 
961 2.5-312 7.1378 22.33.89 9613 2.11.19.23 3.5.641 24.601 59.163 2.3.7.229 9619 961 
962  23.5.13.37 32.1069 2.17.283 9623 2.3.401 53.7.11 2.4813 3.3209 22.29.83 9629 962 
963 42.31.5.107 9631 25.7.43 3.132.19 2.4817 5.41.47 21.3.11.73 23.419 2.61.79 34.7.17 963 
964. 25.5.24] 31.311 2.3.1607 9643 2:.2411 3.5.643 2.7.13.53 11.877 24.32.67 9649 964 
965 2.52.193 3.3217 22.19.127 72.197 2.3-1609 5-1931 23.17.71 32.29.37 2.11-439 13-743 965 
966 9:.3.5.7.28 9661 2.4831 3.3221 28.151 5.1933 2.33.179 7.1381 22.2417 3.11-293 966 
967 2.5.967 19.509 23.3.13.31 17.569 2.7.691 32.52.43 22.41.59 9677 2.3-1613 9679 967 
968 24.5.1 13 3.7.461 2.47-103 23-421 91.33.9069 5.183.149 9.29.167 3.3229 23.7.173 9689` 968 
969 2.3.5.17.19 11.881 21.2423 33.359 2.37.131 5.7.277 23.3.101 9697 2.13.373 3-53-61 969 
970 — 22.52.97 89.109 Φ.32.73.11 31.313 23.1213 3.5.647 2.23.211 17.571 2.3.809 7.19.73 970 
971 2.5.071 31.13.83 24.607 11.883 2.3.1619 5.29.67 91.7.347 3.41.79 2.43.113 9719 971 
972 23.35.5 9721 2.4861 3.7.463 22.11.13-17 52.389 2.3.1621 71-137 2.19 31.23.41 972 
973 2.5.7.139 37.263 21.3:811 9733 9.831.157 3-5.11.59 23.1217 7.13.107 2.327.541 9739 973 
974 225.481 3.17.191 2.4871 9743 24.3.7.29 5.1949 2.11.443 33.193 22.2437 9749 974 
975 2.3.5.13 71.199 23.23.53 3.3251 2.4877 5.1951 22.32.271 11.887 2.7.17-41 3.3253 975 
976 2:.5.61 43.227 2.3.1627 13.751 2:.2441 .32.5.7:31 2.19.257 9767 -93.3.11.37 9769 976 
977 2.5.957 3.3257 2.7.349 29.337 2.33:181 53.17.23 ‘24.13.47 3.3259 2.4889 7.11.127 977 
978  22.3.5:163 9781 2:67.73 32.1087 23.1223 5.109.103 2.3.7.233 9787 22.2447 313-251 978 
979 2-5.11-89 9791 28.32.17 7-1399 2.59-83 3.5.653 91.81.79 97.101 2.3.23.71 41.239 979 
980 «23. 53.72. 34.112 2.132.29 9803 22.3.19.43 5.37.53 2.4903 3.7.467 24.613 17-577 980 
981 232.5.109 9811 2:.11.223 3.3271 2.7.701 5.13.151 23.3.409 9817 2.4909 31.1091 981 
982 22.5.49] 7.23.61 2.3.1637 11.19.47 25.307 3.57131 2.173 31.317 22.33.7.13 9829 932 
983 2.5.983 3.29.113 23.1229 9833 2.3-11-149 5.7.281 22.2459 31.1093 2.4919 9839: 983 
984 94.3.5.41 13.757 2:7.19.37 3.17.193 2?.23.107 5.11.170 2.32.5417 43.229 23.1231 3-72.67 984 
985 2.52197 9851 22.3.821 59.167. 2.13379 33.5.73 97.7.11 9857 2.3.31-53 9859 985 
986 22:5.17.99 3.19-173 2.4931 7.1409 95.31.1937 5.1973 2.4933 3-11.13.23 92.2467 71-139 986 
987 —2.3.5.7.-47 9871 24.617 32.1097 2.4937 53.79 22.3.823 7-17.83 2.11.449 3.37.39 987 
988 — 23.5.13.19 41.241 2.34.61 9883 22.7.353 3.5.659 2.4943. 9887 2.3.103 11-29-31 988 
989 2.5.23.43 32.7.157 22.2473 13-761 2.3.17.97 5.1979 23.1237 3.3299 2.7.101 19.521 989 
990 91.92.52.11 9901 2.4951 3.3301 24.619 5.7.283 2.3.13.191 9907 21.2477 33.367 990 
991 2.5.99] 11.17.53 23.3.7.59 23.431 2.4957 3.5.661 22.37.67 47.211 9.31.19.99 7.138.109. 991 
992 24.5.3] 3.3307 2.112.41 9923 2.3.827 53.307 2.7.709 32.1103 23.17.73 9929 992 
993 2.3.5.331 : 9931 22.13.19] 3.7.11-43 2.4967 5.1987 24.33.23 19.523 2.4969 3.3313 993 
994 23.5.7.71 9941 2.3-1657 61.163 23.11.113 31.5.13.17 2.4973 73.29 23.3.829 9949 994 
995 25.209 3.31.107 95.311 37.269 2.32.7.79 5.11-181 21.19.131 3.3319. 2.13.383 23.433 995 
996 — 2.3.5.83 7.1423 2.17.293 35.4] 92.47.53 5.1993 2.3.11.151 9967 94.7.89 3.3323 996 
997 — 2.5.097 131.59 22.32.277 9973 2.4987 3-52.7.19 23.29.43 11.907 2.3.1663 17-587 997 
998 — 2.5.499 32.1109 .2.7.23.31 67.149 2.3.13 5.1997 2.4993 3.3329 23.11.227 711427 998 
999 2.3%.5.37 97-103 23.1249 3.3331 2.19-263 5.1999 23.3.72.17 13.769 2.4999 311-101 9998 
© 
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666 24. КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ 


Таблица 24.8. Первообразные корни, множители чисел р — 1 


с и С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные корни р; 
в колонке, помеченной ε, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первообразными корнями. 


р pat g 3-8 Xe р p—t Г р 2—1 9 |-С| ε 
3 9 21 11-10 359 9.179 Ti πὶ-.10 821 22.5.41 2| 2] +10 
5 2? Е 2 367 2.3.61 6| 2 10 823 25-127 8| 2 10 
7 22 3] 2 10 373 2.3.31 a1 3)... 827 2.7.59 23| --10 
11 2.5 τ ας... 379 2.33.7 2| 4 10 829 2.31.23 ИЗ. 
13 21.3 oF Е vx. 383 2-191 ces 10 839 2.419 4] .24°—10 
17 24 3| 31| +10 389 21.97 21) 24 +10 853 2.3.71 # | И... 
19 2.32 a ΝΥ 10 397 22.31.11 Gl" 34 857 23.107 8! ο] +0 
23 2.11 δ] 2 10 401 24.52 Го В у ae 859 | 2.3.11.13 " пе 
29 21.7 9] 2] +10 409 93.8.17 21 | 91 |.._.- 863 2.431 5| 2 10 
31 2.3.5 3/ 7| —10 419 2-11-19 2) 3 10 877 2.3.73 Si πις.. 
37 92.33 2 |5 9 |... 421 22.3.5-7 ο =~ 2 И 881 24.5-11 2. poe 
41 23.5 6. Sta... 431 2.5.43 7:1. δ —10 883 2.32.7 2| 4].-510 
43 2.3.7 31 9|-—10 433. 24.3} 51° δ| +10 887 2.443 5| 2 10 
47 2.23 δἼ 2 10 439 2.3.73 15| δ! —10 907 2.3.151 ἜΤ... 
53 22.13 21 ЗВ 443 2.13.17 13| —10 911 2.5.7.13 17| 3] --10 
59 2.29 9] 3 10 449 95.7 Si ἡ... 919 2.33.17 71 51| —10 
61 93.3.5 2! 2] +10 457 23.3-19 13 | 13 |___-- 929 25.29 a8 
67 2.3.11 2-|: 4 | —10 461 92.5.93 2 230 937 23.32.13 51 5| +10 
71 2.5.7 71 21—10 463 2.3.7.11 “| 581.55 941 91.5.47 | Σ|.Ε10 
73 23.32 δ Ва: 467 2.233 Zi 3% --10 947 2-11-43 21 3] —10 
79 2.3.13 | Ss ate 479 2.239 14| 2:1 —10 953 2.7.17 3} 3| +10 
83 2.41 2:14 3] —10 487 2.35 3] 2 10 967 2.3.7.23 В. 
89 23.11 a м 491 2.5.72 2| 4 10 971 2.5.97 6| 3 10 
97 25.3 51 5| +10 499 2.3-83 Τι 5 10 977 2.61 3} 3] +10 
101 22.53 о м 503 2.251 512 10 983 2.491 5| 2 10 
103 2.3.17 δ) χξ-.--- 509 21.197 2-Е 22| +10 991 2.3.5.11 6| 2] —10 
107 2.53 2} 3] —10 521 91.5.13 a ΝΗΡ 997 21.3.88 Z| ΝΙ....2 
109 22.33 6! 61 +10 523 2.31.29 2) 4| —10|| 1009 24.32.7 Tee 3 ite 
113 24.7 3| 31-10 541 21.33.5 21 2| 410 || 1013 91.11.28 13. 
127 2.31.7 о υ...... 547 2.3.7.13 a1 Ὁ ΤΑΝ 1019 2.509 21 2 10 
131 2.5.13 21 Β 10 557 231.139 te 7. 1021 2.3.5.17 | 10 | 10| +10 
137 23.17 a td |e 563 2.281 21 3|-—10| 1031 2.5.103 | Σ..... 
139 2.3.23 2) 44.52. 569 23.71 8:|. 8]. .:.5 1033 2.3.43 5| 5] +10 
149 22.37 21 2| +10 571 2.3.5.19 3] 5 10 || 1039 2.3.173 3/ 2] —10 
151 2.3.52 61 5| —10 577 95.32 5| 5] +410/| 1049 23.131 в 3 i... 
157 2.3.13 δ) 8 |..2: 587 2.293 21 3|-—10| 1051 2.3.5.7 7] 5 10 
163 2.34 21 4] —10 593 24.37 3/ 3] +10| 1061 2.5.53 20 У 
167 2.83 δι 2 10 599 2.13.23 7/ 2| 10| 1063 2.33.59 3| 2 10 
173 22.43 ВР ΡΡΡΝ 601 2.3.52 71 Τ]..... 1069 21.8.89 6! 6| +10 
179 2.89 2..8 10 607 2.3.101 $f: 9-4. =. 1087 2.3.181 1.3 10 
181 21.32.5 2} 2] +10 613 91.33.17 нех МЫ 1091 2.5.109 2| 4 10 
191 2.5.19 19| 2! —10 617 94.7.11 8:Γ-δ-|... - 1093 | 22.8.7.18 δ! Rie... 
193 28.3 5| 5] +10 619 2.3-103 2 [14 10! 1697 23.137 3/ 31| +10 
197 22.7: τι]... 631 2.3.5.7 3/ 9|-—10| 1103 2.19.29 5| 3 10 
199 2.32.11 3; 2! —10 641 27.5 31 81|... 1109 21.277 2| 2| +10 
211 2.3.5.7 2) 41. 643 2.3-107 πι τι.... 1117 21.31.31 21-94... 
223 2.3.37 3| 9 10 647 2.17.19 5| 2 10 || 1123 | 2-3-11-17 2| 4| —10 
227 2-113 23 31 +10 || = 653 22.163 [3% |= 1129 2.3.47 УР ТЕ. --- 
229 91.3.19 6! 6| +10 659 2.9.49. ΤΡ 10 || 1151 2.51.23 17| 2! —10 
233 23.29 81 31 +10 661 | 22.3-5.11 a eee 1153 27.32 δὶ δ! +10 
239 2.7.17 ΤΕ За 673 25.3.7 a @ io 1163 2.7.83 δὶ 3| —10 
241 24.3.5 A 5 eee 677 22.13? a и 1171 2.3?.5-13 2| 4 10 
251 2.53 Be hice. 683 2.11.31 5 | 10| —10|| 1181 91.5.59 71 7| +10 
257 28 3f 3! 110 691 2.3.5.23 ee 1187 2.593 21 3] —10 
263 2.131 5] 2 10 701 91.52.7 2} 2] 410 |} 1193 23.149 3/1 3] +10 
269 22.67 21 2| +10 709 92.8.59 2 |: 2] +1704 1201 91.3.53 и | ik Pag 
271 2.33.5 в ТЕ... 719 2.359 | 2) —tO 1 ΠΠ 91.8.101 $ 2. 
277 21.3.23 2. 2 eee 727 2.3.112 517 10 || 1217 28.19 3/ 3] +10 
281 23.5.7 31 ᾱ)...-. 733 22.3.61 αι 5)... 1223 2.13.47 δὶ) 3 10 
283 2.3.47 31 61—10 739 2.32.41 3 δ]. 5. 1229 21.307 9] 2| +10 
293 22.73 er ae 743 2.7.53. δ]: 9 10 || 1231! .2.3-5-41 2 |: --- 
307 2.32.17 5 91—10 751 2.3.53 3. ΣΙ >. 1237 91.83.1083 1]. >: 
311 2.5.31 171 2) 20 757 92.35.7 -1: πα... 1249 95.8.13 ας. = ΚΝ 
313 2.3.13 10 | 10 | +10 761 93.5.19 oe © 1259 2.17.37 9 | 73 10 
317 22.79 3) 3)... 769 28.3 ΠΠ... 1277 21.11.29. ОЕ =.._.- 
331 2.3.5.11 3 ВЫ 773 22.193 a = ee 1279 2.31.71 3/ 2] —10 
337 W.3.7 10 | 10 | +10 787 2.3.131 2 | 4 --103| 1288 9.641 9| 8! —10 
347 9.173 ΠΣ 0 797 22.199 1 Е Peer 1289 23.7.23 в| В ----- 
349 01.3.99 5... 809.| 93.101 1 5]..... 1291 2.3.5.43 2| 4 10 
353 25.11 11 B lescms 811 2.31.5 8! δ 101 1297 24.34 10110: +10 
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gu С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные 


корни р; в колонке, помеченной =, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первосбразными корнями. 
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Таблица 24.8. Первообразные корни, множители чисел р — 1 


си С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные корни р; 
в колонке, помеченной =, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первообразными корнями. 


OT LL TT приидет 


| 
р ρ-ὶ | g |-G t р р—1 1g |-G ε р p—1 g |-G| е 
2917 22.38 δ δ]..... 3527 2.41.43 5| 2 10 || 4079 2.2039 11| 2] —10 
2927 | 2.7.11.19 2 Ὢ 10 || 3529 23.32.72 1η, 4091 2.5.409 2) 3 10 
2939 | 2.13.113 2) 3 10 || 3533 21.883 а. 4093 | 22.3-11-31 2 | 2. 
2953 23.31.41 ae i. oe 3539 2.29.61 >| 3 10 || 4099 2.3.683 2] « 10 
2957 21.739 A sa i at 3541 | 21.3.5.59 τ]. 4111 | 2.3-5.137 |12| 2] —10 
9963 2.1481 21 3| -10 || 3547 2.32.197 2| 4| —10| 4127 2.2063 δ! 2 10 
2969 25.7.53 ва. 3557 2.7.127 те. 4129 25.3.43 31 1π]...... 
2971 2.33.5-11 10 | 5 10 || 3559 2.3.593 3| 2!|-10 |! 4133 23.1033 i 7 oe 
2999 2.1499 17| 2| —10 || 3571 | 2.3-5.7.17 Zi 4 10 || 4139 2.2069 τ Ἢ 10 
3001 23.3.53 Е. 3581 2.5.179 2| 21 +10|| 4153 23.3.173 5| 5| +10 
3011 2.5-7-43 |. 3 10 || 3583 2.31.199 о. 4157 22.1039 i ee 
3019 2.3-503 2 4 10 || 3593 2.449 3/ 3| +10|| 4159 | 92.33.7.11 a) Να; 
3023 2.1511 5| 2 10 || 3607 2.3.601 5 | 11 10 || 4177 24.32.29 5| δ| +10 
3037 | 22.3.11.23 oe Ве 3613 | 2.3.7.43 и. 4201 πη. || И. 
3041 | 2.5.19 Е У 3617 25.113 3/ 3] +10! 4211 2.5.421 6 | 3 10 
3049 2.3.127 11411 |_...- 3623 2.1811 5| 2 10 || 4217 23.17.31 3| 31 +10 
3061 | 22.31.5.17 3 8 ae 3631 | 2.3.5.112 | 15 | 10 | —10 || 4219 | 2-3-19.37 2| 4 10 
3067 2.3-7-73 2) 4] —10 || 3637 | 22.32.101 в. 4229 2.7.151 2| 2] +10 
3079 2.34.19 6| 2| —10 || 3643 2.3.607 2| 4] —10 || 4231 | 2.32.5.47 3| 2] —10 
3083 2-23-67 2| 3] —10 || 3659 2.31.59 а 10 || 4241 24.5.53 о π|..... 
3089 24.193 - Ὁ ἐν κ ee 3671 2.5.367 13] 2... 4243 | 2.3.7.101 2|/ 4] —10 
3109 | =. 23.3.7-37 Cl Oia 3673 23.33.17 51 51 +10 || 4253 23.1063 a1 21..... 
3119 2.1559 ΤΙ 2] -—10|| 3677 27.919 2) 2 a. 4259 2.2129 2| 3 10 
3121 | 2.3.5.13 Ра а ΣΡ 3691 | 2.3.5.41 2 4il sce 4261 | 2.3.5.71 2| 2] +10 
3137 25.71 3| 3| +10 || 3697 2.432 6) 8 lesc2- 4271 2.5.7.61 7|/ 3] —10 
3163 | 2.3.17.31 3; 6| -10 |} 3701 23.52.37 2| 21 +10 || 4273 2.3.89 В. 
3167 2.1583 ея 10 || 3709 | 22-3?.103 2} 2| +10 || 4283 2.2141 2131 —10 
3169 2.31.11 ae Я 3719 2-11-13? 7| 2] —10 || 4289 2°.67 | З 1: 
3181 | 2.3.5.53 п ТЕ ee 3727 2.31.23 3: 2 10 || 4297 2.3.179 5| § #25:_- 
3187 2.31.59 a ПХ 3733 2.3.311 Se 3 4327 | 2.3.7.103 3| 2 10 
3191 | 25.11.29 | 11] δ|..... 3739 2.3.7.89 τ Dieu. 4337 24.271 3| 3] +10 
3263 2.1601 23| -—10|| 3761 2.547 | 3] 3 |...-- || 4339 2.31.241 10 | 5 10 
3209 23.401 Е 2 eee 3767 2.7.2609 | 5| 2 10 || 4349 23.1087 2| 2|.1510 
3217 24.3.67 S16 cae 3769 2.6167 ЕТ TF ices. 4357 |  22.32.112 | 3!1.... 
3221 2.5-7-23 | 10110! +10|| 3779 2.1889 13 10 || 4363 2.3.727 2| 4|-10 
3220 2.3.269 81 В. 3793 24.3.79 ОН 4373 2.1093 2) 21... 
3251 2.53.13 6 | 3 10 || 3797 23.13.73 2 a. 4391 2.5.439 14| 2! —10 
3253 2.3.271 Е ΠΡ 3803 2.1901 21 3| -10|| 4397 2.7.157 7. АА 
3257 23.11.37 3| 3] +10| 3821 2.5.191 3| 3| +10 || 4409 2.19.29 1-3] 3|--__- 
3259 2.31.181 3| 5 10 || 3823 | 2.3-72.13 ΜΝ ΠΙ...ν. 4421 | 22.5-13-17 3| 3| +10 
3271 | 2.3.5.109 3| 5|-10 || 3833 23.479 3| 3| +10 || 4423 | 2.3-11.67 Са 4 10 
3299 2.17.97 ен 10 || 3847 2.3.641 5| 2 10 || 4441 | 2.3.5.37 | 21 | 21 |..... 
3301 | 22-3-57-11 6| 6| +10|| 3851 | 2.52.71 a) а 4447 | 2.32.13.19 a1 3 10 
3307 | 2.3.19.29 2] 4 | -10| 3853 | 22.31.107 ΕΠ. 4451 2.52.89 21 ΑΠ 
3313 24.32.23 10 | 10| +10 || 3863 2.1931 512 10 | 4457 23.557 3| 3| +10 
3319 2.3.7.79 2. 3 ee 3877 | 21.3.17.19 ST 2. 4463 2.23.97 5| 2 10 
3323 | 211-151 2/ 84) —10| 3881 23.5.97 Е 4481 27.5.7 1]. | oe 
3329 28.13 3) 3)..... | 3889 24.3} РИ ]-.:.. 4483 2.33.83 τ εἰ... 
3331 2.31.5.37 3| 5 10 || 3907 | 2.32.7.31 2| 4|-—10 || 4493 22.1123 1... 
3343 2.3.557 5 | 11 10 || 3911 | 2.5.17.23 |131 21| —10 || 4507 2.3.751 a) 4]... 
3347 2.7.239 2/ 3| -10| 3917 21.11.89 af 2). 4513 95.3.47 τ... 
3359 2.23.73 11| 2] —10 || 3919 2.3.653 Е 2. 4517 22.1129 2 τ... 
3361 25.3.5-7 Op οὐ]... 3923 2.37.53 21 3|-10| 4519 2.31.251 1 ЖЕ. . 
2371 2.5.337 2] 3 10 || 3929 21.491 tr ΗΠΑ 4523 | 2.7.17-19 51 3] —10 
3373 92.3-281 δ.] δι... 3931 | 2.3.5.131 Е В 4547 2.2273 2| 3] —10 
3389 | 21.711 3| 3] +10|| 3943 2.33.73 319 10 || 4549 | 2.3.379 6| 6|..... 
3391 | 2.3-5.113 3] δ| -10| 3947 2.1973 21 3| -10 |} 4561 |- 243.519 | 11 | 11 |]... 
3407! 42.13.13] 8 |- 2 10 || 3967 2.3.661 6| 2 : 4567 2.3.761 a) 7 10 
3413 22.853 а: 3989 21.007 2| 2|.+10 || 4583 2.29.79 12 10 
3433 | 23.3.11.13 5! 5| +10 || 4001 2.53 313. || 4591 | 2.3.517 |11] 2] —10 
3449 23.431 3 | τ... 4003 | 2.3.23.29 a. ВЕ о 4597 2.3.383 κ 8 tire. 
3457 27.32 τ 9 (so ae 2.2003 δὶ 2 10 || 4603 | . 2.3-13-59 2| 4!|--10 
3461 22.5.173 2/ 2| +10 || 4013 22.17.59 Gi ἘΜ 4621 | 22.3-5.7.11 2 | 2 Ц: . 
3463 2.3.577 3|`9 10 || 4019 2.72.41 21 4 10 | 4637 22.19.61 2) ЖЕ. 
3467 2.1733 9] 83) -10 | 4021 92.8. 5.07 2) 2]..-..| 4639 | 2-3.773 3{ 2} —10 
3469 2.3.17? 2/ 2!| 410 4027 | 2.3-11-61 31.61]. --10') 4643 |... 211-211 5| 3| —10 
3491 2.5.349 2} 38]... | 40491 2.11.23 у bse. μα SO 21.7.83 Be ἀμ 
3400 | 2311.5 ! ΣΙ 4]... 405] 2.34.5? 11| 5 10 || 4651 2.3.52.31 3| 5 10 
351 2.31.5.13 | 7 | 2 | —10 || 4057 23.3-1332 δ] 5 | +10 || 4657 94.3.07 δ! 15 |:---- 
3517 MEO eS hn _i 4073 23.509 3] 314101 4663 oy Sy ee Я 
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Таблица 24.8. Первообразные корни, множители чисел р— 1 


g и С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные 
корни р, в колонке, помеченной <, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первообразными корнями. 


р р—1 δ“ . р р—1 1-5] = р 2—1 0 |-С| e 
4673 95.73 3] 83| 410 5297 24.331 3| 3] +10 || 5867 2.7.419 51 3| —10 
4679 2.2339 11] 2] —10 || 5303 | 2.11.241 δ) 2 10 || 5869 | 93.32.163 21 21| +10 
4691 2.5.7.67 21-3 10 || 5309 22.1327 29] 2] 110] 5879 2.2939 111 2] —10 
4703 2.2351 Gl: 2 10 || 5323 2.3.887 51 10| —10 | 5881 2.3.5.7 а. 
4721 94.5.50 о 5333 22.31.43 1} Я 5897 23.11.67 3/ 3] +10 
4723 2.3-787 2; 4] —10 || 5347 2.3:.11 8] 6] —10| 5903 2.3.227 5| 2 10 
4729 93.3.197 7 1 1F hs 5351 2.52.107 11| 2] —10 || 5923 | 2.3.7.47 2| 4] —10 
4733 92.7. 132 в 5381 21.5.269 3| 3| +10| 5927 2.2963 5| 2 10 
4751 2.53.19 19] 3] —10 || 5387 2.2693 2/ 3 -10| 5939 2.2969 | 3 10 
4750 | 2.3.13.61 3| 5|-—10 || 5393 24.337 3| 31| +10|| 5953 25.3.3] ΙΙ... 
4783 2.3.797 6| 2 10 || 5399 2.2699 7] 2] -10| 5981 | 22.5.13.23 3) 3] +10 
4787 2.2393 21 3] —10 || 5407 | 2.3-17-53 ae ee 5987 2.41.73 2) 3] —10 
4789 | 2.32.7.19 a © ЩЕ 5413 | 22.3-11.41 δ! 5 |....--| 6007 |. 5374113 Ὁ а ΟΡ 
4793 23.599 3} 3] +410 || 5417 23.677 31 3] +101) 6011 2.5.601 2| 4 10 
4799 2.2399 7| 2|-10|| 5419 | 2.32.7.43 В 10 || 6029 | 24.11.137 2/ 2] +10 
4801 06.4. 52 a a 2 ee 5431 | 2.3.5.181 31 2| —-0| 6037 2.3.503 St 2 us 
4813 92.3.401 oe ΠΕΝ 5437 | 2?.3?-151 δ; δ.].....2 6043 | 2-3-19-53 5| 6] —10 
4817 24.7.43 8] 83 | 10 || 5441 24.5.17 ἘΝ а 6047 2.3023 δ] 2 10 
4831 | 2.3.5.7.23 ai Sa 5443 2.3.907 21.4 |... 6053 22.17.89 κ ΗΝ © ΡΝ 
4861 91.35.5 1.111 [ose 5449 93.8.997 OPS М 6067 2.32.337 2] 4] —10 
4871 2.5-487 11 | 3] —10 |] 5471 2.5.547 PES АА 6073 | 23.3.11.23 | 10 | 10 | +10 
4877 92.28.53 1: Я 5477 2?.372 У eae 6079 В fit). т 
4889 23.13.47 31 δ]... 5479 | 2.3-11.83 3| 21 —10| 6089 93.76] в @ alae 
4903 | 2-3-19-43 в 5483 2.2741 2| 3| —10|| 6091 | 2.3.5.7.29 PAE к 
4909 22.3.499 6 _ 3 5501 22.53.11 2 2| +10 6101 22.52.61 2 “.'δὲ ΠΕΜ 
4919 2.2459 13 | 2] —10 || 5503 | 2.3.7.131 3 | 9 10 || 6113 25.191 3 | 3 | +10 
4931 | 2.5.17.29 6 | 3 10 || 5507 2.2753 2| 31 -10ῇ 6121 | 95.31.5.17 о de Ra 
4933 | 23.31.1837 ἘΠ ΤΉ 5519 2.31.89 13} 2] —10]] 6131 2.5.613 η τ 10 
4037 23.617’ 31 3| 410 || 5521 21.3.5-23 Е ΓΙ ΝΤ | 6133 22.3.7.73 В В eee 
4943 2.7.353 3 10 || 5527 2. 31.307 81-9 10 || 6143 2.37.83 5| 2 10 
4951 | 2.32.52.11 6| 2] —10 || 5531 2.5.7.79 10! 5 10 || 6151 2.3.52.41 ΤΙ... 
4957 | 23.3.7.59 $158 |. 5557 2.3.463 ФЕ. . 6163 | 2.3.13.79 Bt Bi. 
4967 | 2-13-191 512 10 || 5563 2.3.103 2| 4| —10|| 6173 | 22.1543 oh Fi. 
4969 23.33.23 11 1 11 |. «με; 5569 28.3.29 AS 43 |... το; 6197 21.1549 ao 2 О 
4973 | .. 211.113 |2] 2|---:.:|| 6593 2.7.199. 21°92 |.. 29 6199 2.3.1033 3] 2] —10 
4987 2.33-277 2} 4|/—10!| 5581 | 2?.3?.5.31 6| 6] +10 || 6203] 2.7.443 eS ree 
4993 27.3.13 5 |. § [2.43 5591 | 2.5.13.43 | 11} 2] -№Ю| 6211 2.33.5.23 2] 4 10 
4999 | 2.3.7.17 3-. 9 |. os 5623 2.3.937 δ| 2 10 || 6217 | 2.3.7.37 δ] 5 | +10 
5003 2.41.61 2! 3| 10| 5639 2.2819 7] 2] -10 6221 91.5.81] 8] 3] +10 
5009 24.313 3|.31|-.--:ы:1 5641 23.3.5-47 14.634 |. 2 ov: 6229 | 92.32.1743 ΝΆ 8 tui 
5011 | 2.3-5-167 21 4 |: --:а 5647 2.3.941 а В ΜΉ 6247 2.31.347 δ] 3 10 
5021 21.5.95] 33| 110 || 5651 2.52.113 $3 10 || 6257 24.17.23 3; 3] +10 
5023 2.34.31 ἃ ]ἑ3]..-.ε 5653 | 91.31.157 Be cB |b se 6263 2.31.101 5| 2 10 
5039 | 2.11.229 11| 2); -10| 5657 23.7.101 3} 8| +101) 6269 21.1567 21 2] +10 
5051 2.5?-101 1,9 laste: 5659 | 2.3-23-41 2] 4 10 6271 | 23.51.10 | 11 147 |... 
5059 92.31.98] 2] 4 10 || 5669 | 27-13-109 3] 31| +10|| 6277 23.3.523 15% |... 
5077 21.33.47 т Ὠι..-- 5683 2.3.947 2| 4| -—10|| 6287 2.7.449 Tt 2 10 
5081 23.5-127 ΤΝ 5689 23.32.79 MG PEP fol ges: 6299 2.47.67 oo το 
5087 2.2543 5.2 10 || 5693 21.1423 Say ВЕ 6301 21.32.53.7 10 | 10| +10 
5099 2.2549 5438 10 || 5701 | 22-3-52.19 2} 2/ +101) 6311 2-5-631 7] 2] —10 
5101 | 22.3.52.17 В: Мда 5711 2.5.571 МЭ 6317 92.1579 2/ 92! 
5107 | 2-3-23-37 2| 4] -—10| 5717 21.1429 aoe aaa | 6323 2.29.109 11 8-19 
5113 23.32.71 19|19|..... 5737 23.3.239 δὶ 5/ +101! 6329 23.7-113 i πι 
5119 2.3.853 9.17 © | чева 5741 21.5-7.41 2121 +10| 6337 28.33.11 10 | 10| +10 
5147 2.31.83 2} 3| —10 || 5743 | 2.32.11.29 |10|] 2! 10| 6343 | 2.3.7.151 aT 2 10 
5153 95.7.93 515 +10|| 5749 22.3.479 2] 21| +10|| 6353 24.397 3} 3] +10 
5167 | 2.32.7.41 6 | 11 10 || 5779 2.33.107 8]. 4 10 || 6359 2.11.1172 13 | 2] —10 
5171 | 2.5.11.47 ST Big. 5783 49.72.59 7+: 2 10 || 6361 23.3.5.53 19 | 19 
5179 2.3.863 2] 4 10 || 5791 | 2-3-5-193 Si 2 НЕ 6367 2.3.1061 312 10 
5189 22.1297 2} 2| +10 || 5801 23.52.29 32.9 1---- 6373 22.33.59 9] 9 
5197 | 233.433 т НЫ 5807 2.2903 5} 2| 10| 6379 | 2.3.1063 244 |i 
5209 23.3-7-31 iy al ie a eee 5813 22.1453 'Β ἘΣ Beer 6389 22.1597 2121 +10 
$227 |: 2.3.18.67 2] 4|-10|| 5821 2?.3.5.97 6} 6 | +10 || 6397 | 22.3.13.41 9] 9 
5231 | 2.5.523 7| 21-10 | 5827 | 2.3.971 2| 4] -—10| 6421 | 2.3.5107 |6 6. 
5233 24.3.109 10 | 10| +16 || 5839 | 2.3.7.139 6] 2| —10|| 6427 2.3:.7.17 gig]. sf 
527 || ТМ P27 3 5843 | 2.23.127 2| 4 —10| 6449 | 2.13.31 Shee ens 
5261 22.5.263 ih Ч а See 5849 23.17.43 ΠΣ а. 6451 2.3.53.43 58|. 
5273 23.659 33| +10 | 5851 2.32.52.13 2.1] 4 |-: τη 6469 | 22.3.72.11 аа ae 
5279 | 2.7.13-29 7} 3} —10 | 5857 25.3.01 7| 7! 110 || 6473 23.809 31 3| +10 
5281 | 28.3-5-11 “σσ 5861 | 21.5.203 3! 83! 110] 6481 24. 34.5 7| 7 
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24. КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ 


Таблица 24.8. Первообразные корни, множители чисел р — 1 


© и С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные корни р, 
в колонке, помеченной с, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первообразными корнями. 
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23.32.11.17 
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Таблица 24.8. Первообразные корни, множители чисел р — 1 


g и С обозначают наименьший положительный и соответственно наименьший отрицательный первообразные корни р, 
в колонке, помеченной <, указано, какие из чисел 10 и —10 являются первообразными корнями. 


р ρ--] 9 |-С ε р 
8419 | 23.23.61 2 8941 | 22.3.5-149 6] 6)|..... 9463 | 2-3-19-83 a) Cha 
8423 2.4211 5] 2 10 || 8951 2.5.179 | 13] 2|-10| 9467 2.4733 2 № 
$429 | 93.73.48 9] 2| 410 || 8963 2.4481 9] 3|-10|| 9473 28.37 3] 3] +10 
8431 | 2.3-5.281 | 3] 2] —10 || 8969] 23.19.59 δ]... 9479 2.7.677 7) 21 wie 
8443 | 2.32.7.67 91 4:1|.-10 ||. 8971 | 2.3.5-13.23 | 9114 10 || 9491 | 2.5-13-73 9] 3] 10 
8447 | 2-41-1083 hel 2 10 || 8999 | 2.11-409 ΤΙ 2|—10|} 9497 2.1187 3| 83] +10 
8461 | 23.83.5.47 Bh 5]... 9001 93.31. 53 реа 9511 | 2.3.5.317 1х |: 
8467 | 2.3.17.83 2| 4] -10|| 9007 | 2.3.1979 Subowi АН 9521 | 24.5.7.17 ae ΜΝ 
8501 22.53.17 7] 7/1 10} 9011 | 2.5.17.53 2| 4 10 || 9533 22.2383 io ye 
8513 90.7.19 51 5| 110] 9013| 913.751 δ'ήιι.61.....ας 9539 | 2.19.251 о |131 110 
8521 |. 2:.3.5.71 | 13 | 183]... 9029 | 25.87.61 2| 2| +10| 9547 | 2.3.37-43 9] 4] —10 
8527 | 2.3.71.29 δ) Ὅ]..... 9041 24.5-113 BOW Le 9551 2.52.191 15.8.1... 
8537 | 2411.07᾽ | 3] 3] 110 || 9043] 2.3.11.137 | 3} 6|-10|| 9587 2.4793 2| 31-10 
8539 | 2-3-1423 aT © М 9049 | 28.3.13.29 ΙΙ, 9601 91.3.53 В. 
8543 2.4271 5| 2 10 || 9059 2.7.647 2| 4 10 || 9613 92.38.89 АЕ ἀρ 
8563 | 2.3.1427 9] 4| 10| 9067 | 2.3.1511 3| 61 —10|| 9619 | 2.3.7.229 η... 
8573 92.2143 a the α ΜΉΝ 9091 | 2.3?.5-101 he aoe 9623 | 2.17.283 5| 3 10 
8581 | 2*.3.5.11.13 | 6] 6]..... 9103 | 2.3.37-41 ct. 2 10 || 9629 | 22.29.83 2) 21 +10 
8507 | 2.7.307 21 Shycg 9109 | 22.32.11-23 | 10] 10 | +10 || 9631 | 2.325.107 3| 9] —10 
8599 | 2.3.1433 3 | 2-1 9127 2.38.13? ἃ | 2ου: 9643 | 2.3.1607 ΩΡ 4. ΤΙ. 
3609 25.269 os ЗРЯ 9133 | 23.8.76] 6.6.2. 9649 24.93.67 oe 
8623 | 2.3.479 24 i 10 || 9137 24.571 3| 3] +10 || 9661 | 23-5723 |2| 2—7 
8627 | 2.19.227 9] 3|-10|| 9151| 2.3-52.61 ἃ |... ΘΘΤΤ |! 95.41.59 πι] В ake 
8629 | 23.8.710 6] 6|..... 9157 | 2.3.7.109 61 © | Зы. 9679 | 2.3-1613 πη... 
8641 95.33. 7 1 x7 Е 9161 2.5.229 Ὁ Вы 9689 | 2.7.173 a 
8647 | 2.3.11.131 | 3| 2 10 || 9173 92.2293 i. | 9697 | 28.3-101 10 | 10} 510 
8663 2.61.71 51 9] 10| 9181| 22.33.5.17 ес 9719 |, 2.43.1131 17| 8 | —10 
8659 | 95.11.1907 2] 2| +10 || 9187 | 2.3.1531 8) 6] -—10| 9721 95.35. 5 lee 
8677 | 95.33.24] 2) 5].... 9199 | 2.3.7.73 8] 2|-10|| 9733 | 22.3.811 Ὁ κκ μον 
8681 | 255.731 | 15 |15|..... 9203 | 2.483.107 2] 3, —10|! 9739 | 2.3.541 3| 5 10 
3689 | 24.3.181 | 13 | 13 |... 9209 28.1151 “te У 9743 2.4871 5.2 310 
8693 | 21.41.53 2442 И 9221 21.5-461 9] 2] +10 || 9749 52.9437 9] 2] +10 
8699 2.4349 2) 8 10 || 9227 2.7.659 9] 3] —10|| 9767 | 2.19.257 5] 2 10 
8707 | 2.3.1451 δ] 7|-—10|| 9239 | 2.31.149 ] 19] 2] -10] 9769 | 213.11.37 113113 |... 
8713 | 28.31.11 δ] 5] 50: 924 |"-553:5.7.11 -| FB AB. 9781 | 2.3.5.163 0Ο] 6| +10 
8719 | 2-3-1453 3| 5] —10 || 9257] 23.13.89 3| 3| 110|| 9787 | 2.3.7.233 ie ae 
8731 | 2.33.5.07 2} 4| 10| 9277] 2.3.773 δ. δ]. “το 9791 | 2.5.1189 [11 |] 2 | —10 
8737 | 2.3.7.13 ΙΙ ἐ].... 9281 95.5.99 3| 8). .ἰιι 9803 | 2.132.29 γή α | —10 
8741 | 22.5.19.23 | 2| 2] +10 || 9283 | 2.3.7-13.17 | 2] 4 |____- 0811 | 9.31.5.109 3| 5 10 
8747 2.4373 2} 3|-10 || 9293 | 22.23-101 21 5)... 9817 | 2.3.409 5] 51 +10 
8753 24.547 3131 +10 || 9311 2.5.72.19 71 2| —10]} 9829 | 22.33.7.13 | 10! 10| +0 
8761 | 2.3.5.73 | 23 | 23 |____- 9319 | 2-3-1553 3) 2) --10} 9800 92.1229 a1 81 416 
B70 | 227-1149 | 11 }85]...... 9323 2.59.79 2| 8| -—10| 9830 4919 τ 21 т, 
8783 2.4391 5] 2 10 || 9337 | 2.3.389 by) S13. 9851 2.51.197 3] 4 10 
8803 | 42.35.1683 a) о 9341 2.5.467 21 2| 410} 9857 27.7.11 δ] 5] +10 
8807 | 2.7.17.37 5] 2 16 || 9343 | 2.833.178 δ] 2 10 || 9859 | 2.3.31-53 а 
8819 2.4409 213| 10| 9349 | 22.3.19.41 oe ΚΝΕ Ἢ Вы 9871 | 2.3.5.7.47 3121-10 
8821 | 21.31.5.71 2} 2| +10 || 9371 2.5.937 21 3 10 || 9883 2.34.61 2141 —10 
8831 2.5.883 7\ δ|-11 | 3997 25.293 33| 110]! 9887 2.4943 5| 2 10 
8837 21.471 21 2)... 9391 | 2.3.5.313 3] 2] -—10| 9901 | 91.431.511] 21 9 
8839 | 2.33.491 31 2|-10| 9397 | 28.34.29 2) 1]... 9907 | 2.3.13.127 | 2] 4] —10 
8849 24.7.79 | oe 9403 | 2.3-1567 ey eee 9923 | -2-113.41 21 3| —10 
8861 | 271.5.443 2] 2| +10 || 9413 | 2113.181 2 7 oe 9929 92.17.73 3 | 2 
8863 | 2.3.7.211 3| 9 10 || 9419 | 2.17.277 ΤΣ ae 9931 | 2.3.5.331 |101 5| 10 
8867 | 2.11.13.31 | 2] 3|-10| 9421 | 2.3.5.157 2] 21| +10 || 9941 | 225.7-71 9] 9 
8887 2.3.1481 9| 2 10 9431 2.5.93.4] "13-0 9949 92.3.899 2) 2\ 10 
8893 | 92531313.19.| 5] δ!..... 9433 | 94.32.13] -] δ]... 9967 | 2.3-11-151 | 3 | 2 10 
8923 | 2.3.1487 а № 9 9437 | 2.7.337 i. en 9973 | 22.32277. | 11 | 11 
8929 | 25.31.31 4... Oise} Е ;,),...ΙΙ. 1.  ..ΙΣ 
8033 | 5171100 | 2] 21-72 9461 | 22.5.11.43 | 3] 31] 110 
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Литература 


Специалисты по численному анализу имеют тенденцию 
накапливать математический инструмент, предназначен- 
ный для сложных и порой весьма специальных математи- 
ческих операций и требующий особых знаний для его 
применения. Из этого большого запаса имеющихся в нали- 
чии математических формул мы и произвели представлен- 
ную здесь выборку. Надеемся, что она окажется удачной, 
но, как и во всех кратких руководствах, в этом справочнике 
читатель может не обнаружить своих любимых формул и, 
наоборот, найти такие, которые, по его мнению, второ- 
степенны. 

Мы хотели бы дать примеры, чтобы проиллюстрировать 
приводимые формулы, но это, к сожалению, невозможно. 
Численный анализ является не только наукой, но частично 
также искусством, и поэтому в кратком справочном руко- 
водстве было невозможно указать, где и при каких условиях 


целесообразнее применять те или иные формулы, а также 
указать те вычислительные трудности, с которыми при- 
дется столкнуться при некритическом использовании фор- 
мул. Имея это в виду, мы хотели бы предостеречь читателя 
против слепого и бездумного применения представленного 
здесь материала. _ 


Обозначения: 


абсциссы: хо < Хх < ...; 

функции: f, 2... ; 

значения функций: f(xi) = fi, fi) = f;, где Г’, f, ... — 
1-я, 2-я, ... производные; 

если абсциссы равноудалены, т. е. ха: — Xi = й, TO 
[р = хо + ph) (р — не обязательно целое); 

К, Кв — остаточные члены. 


25.1. РАЗНОСТИ 


Односторонние разности 


25.1.1. A(fn) = As —= Δὲ = πει -- fas 
ΔΒ -- ΔΗ = ΔΆ = fn+e μα 2fn+1 Е Sn, 
ДЗ = A2,, — A? = fars — 3fnte + Зам — Sn, 


Ak = Ak = Σ (—1)! ψ | faves 


j=0 


Центральные разности 
45.1.2. S(fn+ij2) = би+1/2 = 6441/2 = Даа — Sn, 
δὴ = 64+41/2 — близ = Дана — 2fn + /π-ι, 
— Bara + fn — fn-1 


ο. 5 оо 9 9 6 9 ο ο ο ο ο 9 ο 9 9 9 ο 9 9 ο 9 6 ο ὁ оо 9 9 9 9 46 6 9 4, » 9 


δ = Σ ΠΟ; 


2k-+ 1 
2k + 
ah = С ΝΟΣ 


δῆ ει/α = Shr — δὴ = Snte 


5,2 = АР к)/з, если пи А одинаковой четности. 


Односторонние разности Центральные разности 


χο fo жа Ja 
Ao 8-1/2 
χι Л AS χο fo δῷ 
ΔΙ AS δι/α δῖ, 
x2 fe ΔΙ χι Л δὶ 
Δ; 83/2 
x3 fs Xe Л 


Средние разности 


25.1.3. u(fn) = > (fn+1/2 + Sn-112) 


Разделенные разности 


25.1.4. 
[Χο, 41] = ee a = [%1, Χο], 
Хо — X1 
[хо, Χι, Χαὶ = [χο, Xa] — Ба, Xal 
Е : Xo — χο. 
[χο Х1 xx] == [Χο, -..» Χκ-α] — [Χι»..., Xx] . 


ae ~~ Ak 


25.2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


Выражение разделенных разностей через значения функции 


n 
25.1.5. [Χο, Aig += Xn] = a. , 


где 


25.1.6. n(x) = (x — χο)(χ — χι)... (Х — Xn) 
и 7,(x) — его производная. 


25. 1.7. % ix) = 


= (Xk — хо) ... (Xe — Xu-1) (Xk — Χκμ)...(Χκ — Xn). 


Пусть D — односвязная область с кусочно-гладкой 


границей С; точки Zo, ..., 2к — ее внутренние точки. Пусть 
f(z) — аналитическая в D и непрерывная в D + С функция. 
Тогда 


25.1.8. [Ζο, 21, = #@) ... 


n 
II (z — Zx) 
k=0 


eeey Zn) — 


dz, 


| ) 
С 


23.1.9. ДВ SOUR) беж 


Интерполяционные формулы Лагранжа 


25.2.1. f(x) = D> {κ} + Ви(х). 
χι) 


22 ца . 59 Ν 
(x — xi) тих | 
_ м Xo) «(= Xia) % = Xt) OH -- Χα) 
(XE — Xp) oe X5 — Xia) фм ба — Χα) 


Остаточный член интерполяционной 
формулы Лагранжа 


25.2.3. Rn(x) — Tn(X) В [xo, χι, «..4 Хп, х] Ἐπ 


M41 
= πῃη(χ)᾽ cote (xo < & < Xn). 
25.2.4. | Rn(x) | < 2 μα IPD) (|. 
"ЕП дз 
25.2.5. Κι(σ) = 202) \ el ee ea 
2πὶ 2 (t — z)(t — Zo)... ({ — Zn) 


Здесь предполагаются выполненными условия 25.1.8. 


Интерполяционная формула Лагранжа 
. для п равноотстоящих точек 


25.2.6. /(хо + ph) = >) AR(p)f + Ки, 
k 


-~ (@-2<k< п (п — четное), 


1 
——(n-—1)<k< 
> 


(n — 1 


wile wl 


(п — нечетное). 
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n 
25.1.10. [Χο, χι, 48 κ 


nih n! 


..59 Xn] = 


(Хо < ξ a Xn), 
δρ» 


25.1.11]. [Х-в, Х-—п+1, .. 9 №, .9 χα = -----------ὁ ϱ 
12" (2η)! 


Обратные разности 


25.1.12. ρίΧο, χι) = ee ᾿ 


л-л 


Хо απο" Хэ 
βο(λο, χι, Χο) = ; 


тех 2} ST 
(хо, Χι) — (Ха, χι) 
P3(Xo, X14, Х№, хз) — 


Xo — X3 
--------δ------ +. oa, м, 
P2(X0, λι, λα) — Рэ(ха, X2, Χα) ᾿ 
On(Xo, х1, 5 Xn) Poe 
Хо — Xn 
= ----------- mot > Dual Sy, ony Pas 
Pn—-1(Xo, ...) Хп-1) a βη-:ι(λι, tery Xn) 


25.2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


25.2.7. Ар) = 


(-- 1/38 


{(n—2 
z 


n 


] 
ан Sic a +—n-t 
| п" 
А gue '(p — k) t=1 
| (1 — четное), 
— ])(%1)/2+k n—1 
τ (-ῃ в. rile + | 7 
n— | 


(п — нечетное). 


25.2.8. Юва = = Πω — Breer = 
ee . 


= Пе-ю\ (xo < ἕ < xn), 
° k 


К изменяется B тех же пределах, что ив 25.2.6. 


Интерполяционная формула Лагранжа 
по двум точкам 
(линейная интерполяция) 


25.2.9. Г(хо + ph) = (1 — p) fo + phi + Αι. 
25.2.10. Ri(p) = 0.125127 ((Е) = 0.12542. 


Интерполяционная формула Лагранжа 
по трем точкам 
(квадратичная интерполяция) 


25.2.11. /(хо + ph) = Α.1}-ι + Aofo + Aifi + Re 5 


2 Л. 


25.2.12. Rp) = 0.06513 f®(E) = 0.065 Аз 
(lpi 1). 
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Интерполяционная формула Лагранжа 
по четырем точкам 


25.2.13. f (хо + р) = Ага + Aofo + Aifi + 4. + Rs® 


as Ре ео κ ae д - 


Pet DG Эл 5, — За 
2 6 
25.2.14. | 
0.02444 /(4(Е) = 0.02444 (0 <p <1), 


R3(p) 5 
0.04244 (Е) = 0.04244 (—1<р<0, 1<p<2) 


(x-1 << ἕ < Χα). 


Интерполяционная формула Лагранжа 
по пяти точкам 


2 
25.2.15. γ(χο + ph) = >> АД + В. = 


ἐ----2 
ΜΗ. Вы. ЗС ee 
24 6 


(f= POE Se ee te а 


== 
4 6 
+ (ρ΄ — 1) p(p + 2) у 


24 


5 (5) ~ 0. AD : 
вле: ‘вс в [OA IONS) 5 ODES (pl «ἢ 
0.0318 f((E)  0.031A%(1 < |p| < 2) 


(Χ-α < :2 < Χα). 


Интерполяционная формула Лагранжа 
по шести точкам 


3 
25.2.11. f(xo + ph) = ὃ) А+ Κι = 
2 


== 


120 
αυ Е. 
+ Δ fa 
. ΞΡ =: ΒΡ р 
12 

тт рр + sale 4) (р Е Е 


_ pe DP+DO—3), , P- Dw -4 
24 fat 120 Л. 


25.2.18. Β.(ρ) = 
0.004945/(6(Е) = 0.004948 (0 <p <1), 


= ¢ 0.00718 (8(Е) = 0.0071 AS (—1 <p <0,1 <p <2), 
0.024h°f(9)(E) = 0.02448 (—2 <p < —1, 2<p <3) 


бабе). 


А 
| 0.0033}9γιϑ{ξ} = 0.0033Δ5 
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Интерполяционная формула Лагранжа 
по семи точкам 


3 
25.2.19. f (xo + ph) = УХ Aifit Κι. 


t=—3 


25.2.20. Κι(ρ) = 
0.0025h7f((E) = 0.0025 д? (|p| < 1), 


2$ 0.0046h7f((E) = 0.0046 A? (1<| p| <2), 
0.019A7f((E) = 0.019A? (2<| p| <3) 
(x-3 <& < хз). 


Интерполяционная формула Лагранжа 
по восьми точкам Ἢ 


4 
25.2.21. /(хо + ph) = рр Aifi + Rr 


+=-—3 


25.2.22. Κ.(ρ) = 
0.001128/(8(Е) = 0.0011 Δ5 
_] 0.014187 <8(Е) > 0.0014Δ5 


(0<p< 1), 
(—l<p<0, 1<p<)2), 
(—2<p< —l, 2<p< 3), 


0.016h°f(8(E) = 0.0016A® (—3<p<-—2,3<p<4) 


(x-3 << E < Xi) 


Итерационный метод Эйткена 


Обозначим через /(х|хо, хи, ....Хк) тот единственный 
многочлен ^К-й степени, значения которого совпадают со 


значениями f(x) в точках Xp, ..., Xk 


25.2.23. f(x | хо, Χι) = -..ε μὲ №-х|, 
м -- № Л MS р. ἡ 
1 ыы 
Ло хо, хз) = fo ж-х , 
Χα — Xo Л Хх — Хх 


1 
Ха — м 


| 


Хз — № 


Их Χο, м) м -- x 
Λ(Χ| Χο, х) Χα — x 


I(x | Χο, ж, X2) = 


ea Хо, X1; Xe) Хз — X 
Λκ| хо, ж, Хз) Χα -- xX 


Τα Хо, Χι, Χαα хз) = 


Разложение в ряд Тейлора 


25.2.24. f(x) = 


РА Хо + (x — Xo) fo + τ. ον oe 


25.2.25, Ra= \ poy =O re 
п: 
ож 
a f"™"©)- Ge < E < >). 


25.2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


Интерполяционная формула Ньютона 
с разделенными разностями 


n 
25.2.26. f(x) = fo + >. πκ-ι(Χ) [хо, X1, .... Xk] + Ra. 
k=l 


χο fo 
[Χο, Χι] 
m A [xo, χι, Xo] 
[x1, Xe] [Xo, Хз» Ха, Xa] 
Xo fa [x1, Χα, Xs] 
[x2, fl 
Хз fs 
25.221. Вых) = παχ][κ,..'. М, М = Hel) pee, 
(8 - 1)! 
о». 
(Определение πῃ см. в 25.1.6.) 
Формула Ньютона 
для интерполирования «вперед» 
25.2.28. /(хо + ph) = 
= fot pot [7] AR + «+ (2) AR + Rn. 
х fo 
Ao 
χι Л AG 
Ay Ag 
х Л ΔΙ 
A; 
xs fs 


Ρ a 
25.2.29. Ra = "| | ("+1 (2) ας | | Ant 
n 541 а № чт] 8 


ЗЕ. 


Соотношения между коэффициевтами формул Ньютона 
и Лагранжа 


25.2.30. (3) = A3,(p), 


a = —A‘,(p), Й = ΑΝ] — р) 


[4]-- 42--Ρ.. 
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Формула Эверетта 
25.2.31. /(хо + ph) = 
— | —2 
=p) fot pf — P= P= ap 4 


3! 2n + | 


(Pin Jat" + Rn = ( — p) fo + ρῇ + Ειδὲ + 
2n-+ 1 
+ 2.8 + Ειδὲ + Ειδέ }-... + Ren. 
Xo fo δῷ 5% 
81/2 δῦ 
χι Л δὶ δὶ 


2η +2 


2n+2 2n+2 
А [7 vA | (Xx. << = Xn+1). 
n 


25.2.32. Roy = het | τ 7) SOME) wy 


Соотношения между коэффициентами формул Эверетта 
и Лагранжа 


25.2.33, Ex = А4., Е, = А8., Ey = A8s, 
Е. = As, Е = 48, Е = 48. 
Формула Эверетта с модифицированными 
центральными разностями 
25.2.34. /(хо + ph) = 
= (1 — p) fo + ph + Е 6% о + Ел + В. 
25.2.35. 52, = δ) -- 0.18484. | 
25.2.36, Κ 5; 0.00045 | μδήα| + 0.00061 | 88» |. 
25.2.37. /(хо + ph) = 
= (1 — p)fo+ ph + Ειδὲ + 2588 + 
+ Е. о + Fadia + В. 
25.2.38, 54, = δ — 0.20758 + 
25.2.39, Вл 0.000032] μδῦ ο! + 0.000052 | 87,1. 
25.2.40. [(χο + ph) = 
=(1—p) fot pA + F282 + Ειδῖ + 
+ Ειδὲ + РВ + Еда + Роб, at В. 
25.2.41. 3, = δύ — 0.21888 + 0.049814 ны 
25.2.42. В = 0.0000037 | «5%» | + ... 
25.2.43, /(хо + ph) = | 
= (1 — p) fo + РА + Εοδῖιο + Fitna + 
+ Е. 0-5 Fa Sha + К. 
25.2.44. 52, = δ) — 0.01312δ5 + 0.004388 — 0.0018". 


| ‚ 25: 245. 8% = δ' --0. 278278" a 0. 068557 — 0.016515. 


* 5.2.46. R x 0.00000083 Ги» Г 0000009487. 
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Формула Бесселя с модифицированными 
цеитральными разностями 


25.2.47. Г(хо + ph) = 
= (1 — р) № + pi + Вэ(бь о + 83,4) + B38} + A, 


p, = Re, αμ... Serer 
4 6 


25.2.48. δὴ, -- 3 0.18485“. 
25.2.49. К х 0.00045 | 51 »| + 0.00087 | 83/91. 


Иятерполяционная формула Тила 
25.2.50. f(x) = f(x) + 
α--.Κ 
ея» χα) + χ-- ж 
ребха» χε, хз) — Лол) х — хз 
> Хз, τ 
— ρίχι. Xe) +... 


Тригонометрическая интерполяция 
Формула Гаусса 
2» 
25.2.51. f(x) = D> firla(x) = ta(x). 
k=0 
25.2.52. Ex{x) = 


ΜΝ: 
sin р: (x — Xo)... Sin г: (x — Χκ-ι) 


= ---------------------------------- x 


oo a. 
sin р (x; — Χο)... sin ; (XE — хь-1) 


„ J р 
sin = (Xk — Xk41)... sin 3 (x 


= Xen) 
Е РЕНИ 


ΜΉ 
sin τε — Хоп) 


-- 


ΗΝ 
sin — (xk — χκιι)... 
2 
tn(x) — тригонометрический многочлен степени п такой, 


что 


= (k= 0, 1... 


Гармонический анализ 


Пусть. % = 0, χι, ... 
абсциссы. Тогда 


‚ Xm-1, Xm = 2% — равноотстоящие 


25.2.53, f(x) © 


2 
2 


n 
ао + В (ак cos kx -+ by sin Ах). 
k=1 


25.2.54. т = 2n + 1, 
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25.2.55. т = 21, 
1 2n—1 
ак = — № coskxy (k =0, 1, ..., п), 
n 5ο 
2n—1 
br ae ny fr sinkx, (k = 0, 1, .. m-— 1), 


bn — произвольное. 


Субтабулирование 


Предположим, функция f(x) была протабулирована 
первоначально для значений х, отстоящих друг от друга 
на интервал длины h. Требуется протабулировать f(x) с 
интервалом f/m. Эта операция называется субтабулиро- | 
ванием. Пусть через Аи А обозначены разности, соответ- 
ствующие первоначальному и последующему интервалам. 


Таким образом, Ду = f (= Ῥ =| — κο). Предположим, 


что первоначальные разности 5-го порядка равны нулю; 


тогда 
25.2.56. Ло = 
к. 
в -ᾱ Ао + = т да. + (1 — m)(1 — 2m) Ag + 
m ont 6m? 
ет 
247 
-- | | на бе. д Ma 
m- 3 m “12m! 
— 1 3(1 — т) 
Ae. т 
- пе“ ыы 2m‘ ы 
Hee | Δε 
ee ee 
m 


Последовательно суммируя полученные разности, можно 
построить требуемую таблицу. Для т = 10 


25.2.57. 
Ao = 0.1Δο — 0.045 Д8 + 0.02854} — 0.020664, 
Δὲ = 0.0142 — 0.0098 + 0.007725 Да, 
ДЗ = 0.00143 — 0.001354, 
As = 0.0001 Ad. 


Обратная интерполяция 


Найти р при данном fp = f(Xo + ph). 


Линейная обратная интерполяция 


ay ee oe 


25.2.58. p 
и 


Квадратичная обратная интерполяция 


Ι 26259 (К — Yo + fade? — (fi — fad p+ Ufo fo) & 0 


25.3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 


Обратная интерполяция путем обращения ряда 


Пусть 
[ ο) 
25.2.60. /(хо + ph) = fp = У акр. 
k=0 
Тогда 


25.2.61. В = A+ сз + ολ НР ων А = (Sp a αο)/αι. 
25.2.62. | 


—а 54243 54 
Бе... TN ts ЗВ... 


Са = 
ay az a3 
— ad,  баа , 3a% ~— 2 Naja, 14a$ 
= Зы И ee 
σι ay ay а1 ay 


Если обращается формула Ньютона для интерполирования 
‚ «вперед», то 


25.2.63. 
ao = fo, 
Az ΔΙ Aa 
a= Мо — +7 - —+..., 
2 3 4 
AS Ag... ΙΙΔΙ 
аз = — — 2 4+ —* + .., 
2 И) 24 
3 4 
a3 = Ao — Ab им 
4 
A4 
a= ки + «509 
24 
Если обращается формула Эверетта, то 
25.2.64. 
Яо = fo, 
52 2 4 ae 
Пе, ee ee „РА ΕΝ 
3 6 20 30 
_ 88 δὲ 
| τ... . 
_ -δ--δ δὲ: δε, 
6 24 7 
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δό 
ав = — a 
* 54 
__ &4 4 
a = w+ δὲ 
120 


ДВУМЕРНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


Интерполяция по трем точкам (линейная) 


25.2.65. 


Лоо +ph,yo + qk) = (1 — p — 4) foo + РА + Gfoa + 0(№). 


Интерполяция по четырем точкам 


25.2.66. 


f (xo + ph, yo + gk) {1 — p) 1 — g) foro + PUL -Зл.о + 
+ q(l — p)fo,1 + рай, 1 + Oh’). 


Интерполяция по шести точкам 
25.2.67. 


Л (хо + ph, Yo + аК) = - Ме у. ἔνε За 


-ᾱ, 6 
—2q+ 1 
+ (1 + pq — р’ —9*) foro + Ол, + 


— 2Ρ 1-1 
+ aon vet Л.1 + раЛ,1 + Oh’). 


25.3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 


Формула Лагранжа 


25.3.1. f’(x) = D> I(x) fc + R(x) 
k=0 | 


(см. 25.2.1). 


n 


25.3.2. [7(χ) = πῶ  . 
a Σ (x — χι) (x — χὴ) пою) 
j#k | 
frre) > tn(x) dom 
25.3.3. Ry Ξ----------- rr), πος. ---- ΚΕΙ, 
| (χ) ΠΕ T(x) + + =. р 
Е = E(x) (αο-ξ χο). 
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Равноотстоящие абсциссы 
Три точки 


25.3.4. fi, = Г/(хо + ph) = 


Ηρ Нат 
-Ἡ» ‚| дб + (0+ >) Ah + 


Четыре точки 
25.3.5. fi, = [χο + ph) = 
Oe 3p° — 4p — 1 
olf wate, ge 
h 6 2 
3p — 2p — 2, | 3—1 


2 a 


η) + Κι. 


Пять точек 


25.3.6. fp = [(χο + ph) = 


Lf op 3g p+ 4p? — 3p? — 8p + 4 
oD (AE Phy о аб ь 
h 12 6 
2p® — 5 Ap® + 3p? — 8p — 4 
py ee 
2 6 
2p? + 3p? —p—1 ; 
mn Gant δε 


Числовые значения коэффициентов формул дифферен- 
цирования см. в табл. 25.2. 


Формулы Маркова 
(Формула Ньютона для дифференцирования вперед.) 
25.3.7. Г’(ао + ph) = 5 + Ῥ “Pa ΔΗ 


3p? — 6 2 
р и] + Ry, 
6 dp \n 


25.3.8, Ry = AMserrn(e) --- als : )+ 
+ 1 


a Ot dz FETE) — (ao < & < an). 


; 1 1 | 
25.3.9. hf, — А en А? -- — A3 SS “Ἠν 4 - nm 
0 0 2 0 3 0 4 о 


25.3.10. Hf — Δὲ — Ag+ м > ase... 
Г 
25.3.11. 13 = Az — > apy ae — «3 µε... 
4 8 


25.3.12, hifi = At — 2+ = ΔΕ — > № +... 


25.3.13. 15/45 = Δὲ — ag — = д 2х — 35 №. 
6 6 


м Sp* — 20р3 + 15р? + 10Ρ — 6 


_ 25.3.22. 


Формула Эверетта 
25.3.14. hf’(xo + ph) & 


2 _ Pi 
п жа. №к. т ᾱ-- 


ng 4. SPA 1+4 
120 120 


a eat ea (ae τ 
2n + 1 2n + | 


25.3.15. 1х -- ἢ 1 ῇ -- = δῷ — 


м + 


ΜΗΝ." δ} -ᾱ- мм. 
6 20 30 


Выражение разностей через производные 


3 
25.3.16. Δε В + = fi + - 3) 4 


| he 
----- f(4) —_ ΕΓ(5) 
ы ΤΕ ο, mcd το 
25.3.17. Ag κ 26S? + 8) + — - Ио + — < 
12 


25.3.18. ДЗ м γώ + =i fo + 5. pes, 
4 
25.3.19. Да = hif + 21515, 


25.3.20. Δᾷ = hb fi. 


Частные производные 


25.3.21. 


aes ” = (fio — fae) + OF). 


Ox 
25.3.23. 


Foro — "τ (6a fiat ha 3 αὐθι 


&fo, о __ 


2 


-0. о — 25,0 + Ха, о) + OCh*). 
Ox 
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25.3.24. 25.3.29. 
δ᾽, ο 1 21 1 
i frig 4: Po ОД ‚ВН -. 
ха р (—№. о fi, 0 fo, ο δια ay? м (5.111.115 Π,-α-Ει,- 
+ ЮУ — J-2,0) + 0. — 27, о — 21.0 — 2,1 — 2fo, 1 + 4,0) + O(n’). 
25.3.28, Оператор Лапласа 


25.3.30. 


9, о 1 
ао ap it ort fart fio 
x 1 Е = 
0, 0 


ν΄μρ, ο = 
—2fo,o + Лао - Л, —1 — 2fo, 1 + Ла.) + OCF’). a δχ᾽ γ᾽ 


= = (ил, о + №, 1 + Ил, о + Uo, -ι — 4№, о) + Oh") 


25.3.26. 
23.3.31. 
д? ] 
ΜΙ = (а -Л.а ~ far + faa) + 00%) 
У?ио, о = 
25.3, 2. 
8 1 
= 5 [— 60мо, ο + 16(ил, ο + мо, 1 + И, о + Uo, г а 
к — (из, о + мо, 2 + Шо, о + Uo, -2)] + O(h*). 
Бигармонический оператор 
Hee = Gt fan aa te 
aye a ee ee oe 23.3.32. 
— 2foo —fi.1 — Ла, 1) + OCF"). 
25.3.28. 
4 4 4 
Ving = (Fe +2 + и | = 
0х4 Ox? dy" Oy Jeo 
H*fo, ο = > [201ο, ο — 8(U1,0 + №0, 1 + U-1,0 + Uo, -1) + 
ax! 


+ 21,2 + Uy, — + ил, 1 + ид, a) + 
+ (Ug. 2 + №, о Изо + Uo, -2)] + O(h*). 


— 
--- 


πώεα — Vivo + бо — но Ль у + OO, 
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1 
25.3.33. νήμρ о = Ут [—(Uo, 3 + мо, -з + Из, о + Из, о) + 


+ 14(ио, 2 + Uo, -ᾱ из, ο + U-2, 0) — 

— 77 (мо, 1 + Uo, -1 + и, о + U-1,0) + 
+ 184uo, о + 20(u1,1 + ил, 1 + ила + и, -1) — 
— (а м + het oe a + a gp 5Η. 


+ и, -2 + и, -1)] + OCA‘). 


25.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Формула трапеций 


25.4.1. Vic dx = 


- и t= ᾽ | G+ пифы 


ΚΩῚ 


h ' μ᾽ 
=> ФЛ - oo ем. 


Ат 
25.4.2. \ f0dde = 
Ε 7 
he 
=h Е + fit... + Лю + = — = Ро. 
_ Остаточный член формулы трапеций 
для периодических функций 


Если f(x) — периодическая функция и имеет К непрерыв- 
ных производных и если интеграл берется на интервале, 
равном периоду, то остаточный член К формулы трапеций 
удовлетворяет неравенству 


25.4.3. |R|< = где C= const. 
m* 


Модифицированная формула трапеций. 
Ят 


25.4.4. \ fx) ах = 


ΚΩ 


ρα fe 
τ. ЕЛ... + Sma + =| + 


A : -- ilm_,; (4) 
+ 74 [—fa +A t+ βπ-ι — πι] + πη h? (5). 


Формула Симпсона 
Δ. 


25.4.5. | fond = - [№ + 44 + fel + 


№ 
1 


+ < \ (xo — 12 (xy — 1) FON) dt + 


№ 


+ ба — 06а — Nf) dt = 


χι 


---- 
— 


[5 
0+ 4h + fl — — fe). 
г [fo + 4fi + fal a” (5) 


25.4.6. \ бое 


ΚΩῚ 


= Fit ah + fs +.... + fons) + 


| 5 
+ fo + fa +... + fon-2) + βα] — oe (4)(8). 


Формула Эйлера — Маклорена 


25.4.7. \ I(x) dx = 


№ 


=P +i tht κ ΤΙΝ 


Во ру , Boyh?* = 
ee ae ae fe a ty es ae [ (2k-1) — f(2k 1)] |. Κ ks 
i (fn — fo) (2k)! Л Хо 2 
2k +3 
Roy = "Вай пах | уно] (—1<0 <1). 


(2k + 2)! № < #5 Ζῃ 


(Числа Бернулли Вок см. в гл. 23.) 

Если f(?**2)(x) и /(2Е+4)(х) не меняют знак Ha интер- 
вале хо < х< Xn, то | В.к| меньше, чем первый отброшен- 
ный член. Если f(?*+2)\(x) не меняет знак на интервале 
Хх. < X<Xn, TO | Rox| меньше, чем удвоенный первый OT- 
брошенный член. 


Формула Лагранжа 
b 


25.4.8. ) fx) dx = D> (LH) — ΕῬ(α}) Г, + Rn 


ἐ--0 


a 


(см. 25.2.1). 
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25.4.9, [{Ῥ(χ) = 1 \ ral) gy = ( I(t) dt. 
Tn( Xi) t-—x 
b 
ci ИИ \ πι(χ) +1 (Е) ах. 
(n + 1)! 


Равноотстоящие абсциссы 


25.4.11. I(x) dx = 


LA Et! ( πιῶ 
= LG GU | ил, 
a Ae 


% 


tne [2] 


25.4.12. \ f(x) ах = в >; 


| n—1 
Xm $ = — 
| 


(Значения Αγ(πι) см. в табл. 25.3.) 


Ат) fi -+ Rn. 


Формулы Ньютова — Котеса (замкнутый тип) 


(Формулы трапеций и Симпсона см. в 25.4.1 —25.4.6.) 
33 
25.4.13, к 


2ο 


(4) 5 
= фз ++ - О. 
25.4.14. (Формула Боде) 
С 2h 
| fs) ax = 7 АЗ + 129+ 
| gf(O(E) h? 
4.90% 2 yy Oe 
fs + Tha) — 
25.4.15. ок ы 
Sh 
= зак Ye + 15h + 504 + 504 + 
275f (9) Е) hh? 
Bh + 197) — 27 К". 
ΠΗ ΤΉΝ 12096 
25.4.16. \ fo) dx 
Μι τ (Alfo + 2164 + 274 + 2724 + 
ΠΙΟ 


+ 27/, + 216[, + 41 
fy у: 4) Ἔν 


2: 
25.4.17. \ f(x) dx = 
| ) 
im a (751 fo + 3577} + 1323ῃ + 29894, + 2989f; + 
8183/(8)(Е) h® 
+ $5005 О ΝΞ, 
. F fi 518400 
Χρ 


25.4.18. \ I(x) dx = 


2ο 


τ mite . (089 + 5888} — 928}, + 


+ 10496}: — 4540f, + 10496]; — 928f, + 


+ 5888f, -- 989ῃ) — ae 


(oy Е) ра. 
rae SOME) ἡ 


2 
9} 
25.4.19, ©) ах = —-—— #2857 ds fy 
| сэ к { (fo + fo 


*o 


+ 15741(ft + fe) + 1080(f2 + fz) + 19344Cf3 + fo) + 


173 
+ 5778 Ὁ} — ----- ЛЕ) п. 
Е 5778(fa + Л} aise © (5) ἡ 


| С Sh 
25.4.20. dx = 
᾽ | we 299376 
+ 106300(fi + fo) — 48525(fo + fe) + 
+ 272400( fs + fy) — 260550( fy + №) + 427368f,} — 


1346350 
[326918592 


{16067(fo + Ло) + 


Деви”. 


Формулы Ньютона —Котеса (открытый тип) 


33 


25.4.21. | f(x) dx 


| 


9 
2 4:5 cur. 


25.4.22. | f(x) ах = 


4} 286 (4)(E)h® 
fd ys — 2 3 —_— 
3 Ол — fa + 2fs) + 90 
25.4.23. f(x) dx = 
5h 95 f(E)hP 
= — Ἶ 5 3+ 11 ---------- 
on + fet fit ПА + ΤΡ 
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2ᾳ 


25.4.24. f(x) ах = 


2ο 


= = (Пл +264 — АЕ ПД) + и. 
д 
25.4.25. Peers 
Xo 
7 Τι (6 ИЛ— 453}; + 562f + 562f4 — 
— 453]; + 611 f,) + ae Е. 


Xs 


25.4.26. | f(x) ах -- 


о 


8/ 
= a с (460fi — 954}, + 2196}, — 2459 f4 ++ 


3956 


+ 2196f, — 954ῃ, + 460) + ae ΠΟ 


Формула интегрирования аналитических функций 
по пяти точкам 


25.4.27. 20+ 
ra 
Zp 7h : 29th 
И-М 
Zoth 
I(2) dz = 
Zy—h 


- 24/20) + 4Lf(zo + В) + f(zo — В -- 


— [f(Zo + ih) + f(Z0 — №) + К. 


и Max | Ле, 
1890 х 


5 — квадрат с вершинами 2% + i*h(k = 0,1, 2, 3); h может 
быть комплексным. 


Квадратурная формула Чебышева 
с равными весами 


25.4.28. \ f(x) ах = 


* om, αὶ 


— λαὸ + Rn. 
ΕΙ 


---ἶ 


Абсцисса x4 является i-M нулем полиномиальной части 
выражения 


x ay | a УЕ. в > | 
р - -------- --., 
2:31 4.515 6.1% Ἢ 


(значения ху см. в табл. 25.5). 

Для п =8 ип > 10 некоторые из этих нулей являются 
комплексными. 

Остаточный член: 


1 | 
за. ^^ | 
Rn = μκρρκώπεκο. ΕΚΤ GES ann 
\ (η + 1)! eh 


2 oe” ig 
отр, 


° $ =] 


где & = E(x) ‚удовлетворяет неравенствам 0<ё<хи 
0<& <x (ἑ--1,...,π 


Квадратурные формулы типа Гаусса 
(Ортогональные многочлены см. в гл. 22.) 
Формула Гаусса 

1 


25.4.29. ло ах = py wi f(xi) + Ra. 


= $ =1 


Coanpenseuioumee этой формуле ортогональные много- 
члены — многочлены Лежандра Р»(х), Ри(Т) =1. 
Абсциссы: х; — 1-й нуль многочлена Ρη(χ). 
2 


Весовые коэффициенты: из -------------' 
(1 — х2) (Р(х)у 
(Значения ху и wi см. в табл. 25.4.) 

и ыы η 


(350) 
(2n + 1) [2 ут, ыы 


== I), 


Формула Гаусса для произвольного интервала 
δ 


28.4.30. \ а --- > ин f(s) + Rn, 


$=1 


b—a δα 
| 2 | | 2 | 
Соответствующие ортогональные многочлены: Ρῃ(χ), Ρη(1) = 


= 1. Абсциссы: x; — ЁЙ нуль многочлена Ри(х). 
Весовые коэффициенты: 


et AN 
(1 — №) (Раб) 

_@- ata 
(2n + 1){(2n)!? 


w= 
2211 [2 (Е). 


Квадратурная формула Радо 


n—1 
f(x) dx = Shs + ae wi f(xi) + Ra. 


$ =1 


25.4.31. 


НИИ 


Р. π-1(Χ) --Φ (Хх) | 


Соответствующие многочлены: +1 
| х 
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Абсциссы: х; — 1-й нуль многочлена 
Pn—(x) + Ρη(χ) : 
x+1 
Весовые коэффициенты: 
a ie 1 — Xi чт о 1 
п? [Pa-ra(xi)P 1-- х [РА (хо 
Остаточный член: 
ey Qn 
кинет 
[(2п — 1) 13 
(-1<&< 1). 


[(и — 1ῃ’ Хе" (Е) 


Квадратурная формула Лобатто 
1 
25.4.32. f(x) ах = 
—1 
2 
n(n — | 


Соответствующие многочлены: Pp (x). Ἢ 
Абсциссы: xj — (i — 1)-Йй нуль многочлена Ρἠ-ι(Χ). 
Весовые коэффициенты: 


2 


n—1 
MA) == D+ >; wi f(xi) + Rn. 


) $2 


we = (χε +1). 
n(n — 1) [Pn-a(xi)P 
(Значения x4 и Wy см. в табл. 25.6.) 
Остаточный член: 
Ra = —n(n — 1) 2?"-"[(n — 2}1} fen) 
(2n — 1) [Оп — 2)1 


(-1<&< |. 


1 
n 


25.4.33. \ x I(x) dx = a wi f(xi) + Κα. 


о $ =] 
Соответствующие ортогональные многочлены: © 


ав(х) = Vk + 2m 1 PE” V4 — 2x). 


(Многочлены Якоби pl 9) 


см. в гл. 22.) 
Абсциссы: 
| xq — 1-й нуль qn(x). 
Весовые коэффициенты: 
п—1 =! 
из = Σ ΤΠ 


(Значения x4 и Wy см. в табл. 25.8.) 
Остаточный член: 


p= LO [ET ce Ny 
(К +2n +1)(2n)!L (k + 2n)! | 


$ καὶ 


1 
25.4.34. f(x) УТ x ах= УХ wi f(xi) + Rn. 
0 


Соответствующие ортогональные многочлены: 


mi 7 
ЕЕ Рин — 2), Pana) = 1. 


Абсциссы: x1 = 1 — #2, где & — 1-й положительный 
нуль многочлена Ри: 1(Х). 

Весовые коэффициенты: из = 26? и, где и" 
являются весовыми коэффициентами формулы Гаусса 
порядка 2n + 1. 

Остаточный член: 


_ 24143 [(2п -- 1) 
δ ση (4n + 3) ((4n + 2) 
b 


25.4.35. \ f(y) Vb — 9 dy = (b — а о), 


; i= 1 


FENE) 0<E < 1). 


я =а- (6 — a)xi. 
Соответствующие ортогональные мкогочлены: 
1 
J 1[—х 
Абсциссы: х; = 1 — &, roe & — 1-й положительный 
нуль многочлена Pen, (x). 
Весовые коэффициенты: из = 2 E2wl2"t) где we") явля- 


ются весовыми коэффициентами формулы Гаусса порядка 
2η +1. 


Рэп (УТ — x), Peonyi(1) = 1. 


1 
f(x) - 
25.4.36. нь а — Ne 
| и > 2 νε/(χι) + К 


Соот ветствующие ортогональные многочлены: 
Pon(¥ 1 — x), Pon (1) = 1. 


Абсциссы: x4 = 1 — &, где &—1-й положительный 
нуль многочлена Pon(x). 


Весовые коэффициенты: wi = 2и(®), (2 — весовые 
коэффициенты формулы Гаусса порядка 2n. 
Остаточный член: 


_ 2" (a)! 
"48+ 1 [(4n)!2 


0 


yur) M<e = 1). 


я 
25.4.37. и ау = Ъ-а > wif(yi) + Ra, 
$=1 


у =а-+ (b— а) ж. 
Соответствующие ортогональные многочлены: 
Pon(v 1 — x), Pen(1) = i 


Абсциссы: x4 = 1 — &, где ἕξι — 1-Й положительный 
нуль многочлена Pon(x). 

Весовые коэффициенты: из = 204i, wi?” — весовые 
коэффициенты формулы Гаусса порядка 2π. 


1 
F(x) - 
25.4.38, ) тэ ах = 8 wi f(xi) + as 
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Соответствующие ортогональные многочлены: 
| 


члены Чебышева первого рода Ти(х), Ти(1) = 
Абсциссы: 
(21— т 
n 


Xi = COS 
Весовые коэффициенты: 


Tw 
И = —: 
n 


Остаточный член: 


Rn = nee © (-1<5<1. 


b 
f(y) dy - 
25.4.39, πο -- из Гу) - Ra, 
\ ear > 


Соответствующие ортогональные многочлены: 


1 
Ta(x), Τη(1) = Sea 
Абсциссы: 


(2: — Пл. 


vi += COS 
2n 


Весовые коэффициенты: 


к 
И = =< + 
п 


25.4.40. { fo Л ах = Ур a 


t= 1 


Соответствующие ортогональные многочлены: 
члены Чебышева второго рода 


в ры sin [(и + 1) arccos x] 


sin (arccos x) 


Абсциссы: 


х = COS т. 


n+ | 


Весовые коэффициенты: 


Остаточный член: 


Л") (5) (-1<8< 1. 


Κα = 


(2n) )! Tr 


ΜΗΟΓΟ- 


get 


ΜΗΟΓΟ- 


b 
25.4.41. \ VO — a)(b—y) f(y) dy = 


“(73 


y= 


“ΠΣ >> wif (yi) + Rn, 
t=] 


Sta. bx 
4 Xi. 
2 2 ^ 


Соответствующие ортогональные многочлены: 


sin [(1 + 1) arccos x] | 


Un(x) == - 
sin (arccos x) 
Абсциссы: 
Xi = COS п 
n+ 
Весовые коэффициенты: 
п Μ᾽ i 
Из = $11“ т. 
и? Ap 


x 


ra и > Wif (xi) + Rn. 


t=] 


25.4.42. Μω [τ΄ 


Соответствующие ортогональные многочлены: 


᾿Ξ Τῳ μέγ.) 


Абсциссы: 
petve Πε 
Xi = COS” жж 
1-1 2 
Весовые коэффициенты: 
2π 
= х 
2η + 1 


Остаточный член: 


= яя "(Ὁ  O<E<)), 


Кв = 


b 


25.4.43. \ ro > - 


у = а + (b— а) м. 
Соответствующие ортогональные многочлены: 


Ἔ Г. mentee x). 


Абсциссы: 
ж = с0 —-.-. 
2-1 2 
Весовые коэффициенты: 
2π 
и; = хз. 
2η + 1 


dx = (b — a) > wif(yi) + Rn, 
$=1 
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1 я я 
25.4.44. jin x f(x) dx = У\ ино) + Κη. 
0 


t= 1 


Соответствующие ортогональные многочлены: много- 
члены, ортогональные с весом (— In x). 

Абсциссы: см. табл. 25.7. 

Весовые коэффициенты: см. табл. 25.7. . 


ied n 
25.4.45. ) е® f(x) ах = > их) + Rn. 
0 t=] 
Соответствующие ортогональные многочлены: много- 
члены Лагерра Ln(x). 


бециссы: x; — 1-й нуль многочлена Ly(x). 
Весовые коэффициенты: 


ΕΕ» М 
(и + 17° аб Р 


(Значения х; и Μι см. в табл. 25.9.) 
Остаточный член: 


-- (n!)? on 
Rn ‘ог (2) (0<&< о). 


25.4.46. \ годах = УХ wif(xi) + Rn. 


--οὉ $=1 


Соответствующие ортогональные многочлены: много- 
члены Эрмита H,(x). 

Абсциссы: х; — 1-й нуль многочлена H,(x). 

Весовые коэффициенты: 


27-11 ук | 
ΕΟ 


(Значения х; и νι см. в табл. 25.10.) 
Остаточный член: 


νι = 


Ат γῶν =. 
Re = 28 (ξ) (--οο <E< ®). 


Квадратурная формула Филона *) 
- 
25.4.47. \ F(x) cos (tx) ах = 


ΚΩ; 


ый [ecm (fan sin (tx2n) — fo sin (tx0)) + 


| и 
+ 8(0h) Can ++ ИВ) Can-a + = ἢ ем. 


я 
$=0 


— > Lfon COS (tX2n) + fo cos ({χο)]. 


*) По поводу некоторых трудностей, связанных с при- 
менением этой формулы, см. работу: Tukey J. W. On 
Numerical, Approximation/Ed. В. Е. Langer. — Madison, 
1959, p. 400. | 


я 


25.4.49, Cana = У > fei-a COS (ίΧοι-α). 


$=0 
и 
25.4.50. Sona = У > f§P21 sin (1х1). 
1=0 


25.4.51. Ка = - nh? [(}(ξ} + O(th’?). 


sin 20 2 sin? 0 


25.4.52. α(0) = = -- 


26? 03 
{t+ cos?@ — sin 20 
β(θ) = ee ok 
in 0 cos 0 
а sinv _ 
γ(θ) [ ae |, 


Для малых θ имеем 


25 29 20 


25.4.53, α = -- + - — όεὸ 
45 315 4725 
2 202 404 205 
B=— + — —~ — + — assy 
3 15 105 567 
ПВ 25 9 δ 
3 15 210 11340 
ἅρη 
25.4.54. | F(x) sin (tx) dx = 


о 


= | ace) (fo cos (1х0) — fon COS (tXen)) + 


2 , 
+ BSon + YSen-1 + 45 Ci — Ra. 


n 
25.4.55. Sen = >> Ла sin (ихьй) — 


1=0 


= > Lfan sin (txan) + fo sin ({κο}]. 


n 
25.4.56. Sona = > Уна sin (ίΧαι-1). 


t= 1 
n | : 
25.4.57. Con-a = У > S$ 4 οο5(ίΧαι-1). 
t=1 


Значения a, В, Y см. в табл. 25.11. 


Повторные интегралы 
x 


tn 
25.4.58. а dtn-1 sien | dt, ео dt, == 
0 0 0 0 


ь ‘в 


1 


es [α — д" К dt. 


0 
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x tn ts t, 
25.4.59. \ dtn \ Чиа A dts \ f(ts) ан = 
а a в 


а 
.. μὲ” a)” 
(n — 1)! 
0 
МНОГОМЕРНЫЕ КВАДРАТУРЫ 


Окружность круга Г: х? 1- у? = #2 


25.4.60. + 


1 adele 
РР μα, У) 45 = 
τ 


2m 
“oa a! {5 cos» Asin =| + O(h?™-2), 
=i т 


2т 


Круг С: χ᾽ - у? < |? 


25.4.61. + 


- μι, у) dx dy = 2 wif(xi, Yi) + Е. 
ς 

(xi, уд wi 

(0, 0) 1/2 R= О(№) 


(+h, 0), (0, th) 1/8 


t™ 1 f(x — (x — a) dt. 


(χι, yi) Wi 
(44/2, +h/2) 1/4 R= O(h') 


(xi, yi) Wi 
(0, 0) 1/2 
(+h, 0) 1112 R= OCh') 


(+h/2, +(h/2)° М3) 1/12 


Xi, У Wi 
(0, 0) 1/6 

(+h, 0) 1/24  R=O(h) 
(0, +h) 1/24 


(1/2, th/2) 1/6 


(xe, ys) 
(0, 0) 1/4 
(+ /2/3h, 0) 1/8 R= OCA’) 


(+ J1/6h, =(#/2)* /2) 1/8 
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(x, y t ) Wi 


689 


(xi, уд Wi 
δα ως В = О(#°) 
(0, 0) | 1/9 (1Ε} Ν15, 1113) 1/4 
( τ v6 h cos ae. , Se ο. v6 h sin = | АА v6 
10 10 10 10 360 
(κ = |, ..., 10) 
----------- ———— -εε-ὶ = 6 
6+ 06, 27 ыы 9 т, 
10 10 10 10 360 
В = O(h"). 
ро (xi, γι) Wi 
Квадрат *) 5: |x| < р, ly| <h (0, 0) 16/81 
1 ” (+ VG/5) 1, +VG/5) № 25/324 
25.4.62. ----- | \ fo: y) dx dy = >. wif(xi, γι) + В. ΗΝ 
ant ) = (0, + ¥(3/5) h) 10/81 R= O(h®) 
(+ /3/5) №, 0) 10/81 
Равносторонний треугольник Τ 
Радиус описанного круга равен h. 
25.4.63. (\/ (x, у) ах ау = 
| = УТ 
(Χι, γι) Wi 4 ы 
(0, 0) 4/9 n 
= wi (χι, + К. 
(th, и) 136 R= OCH") δ. S (xt, уд) 
(+h, 0) 1/9 ' 
Ι 
(0, +h) 1/9 
1 
| 
| 
1 
*) Для таких областей, как квадрат, куб, цилиндр и т.д., (x4, Ys) és 
являющихся декартовым произведением областей более (0, 0) 3/4 R= Ο(9) 
низкой размерности, можно всегда построить кубатурные 
формулы путем «перемножения» формул меньшей размер- (A, 0) 1/12 


ности. Так, если a 
—(h/2, +h 3/2) 1/12 


ὦ 


1 
{ I(x) ах = Σ, wif (xi) 
0 


$=1 


— одномерная формула, то выражение 


С ο. : > - 


1 ® 
(ία, уахаум У) wang fre, χ 
0 


$7=1 


oO αὶ 


является двумдрной формулой. 


44 — под ред. В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной 
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(xi, νι) Wi 

(0, 0) 27/60 

(h, 0) 3/60 В = O(n) 
(—h/2, +h 3/2) 3/60 
(— h/2, 0) 8/60 


(h/4, +hJ3/4) 8/60 


(x1, γι) Μι 
(0, 0) 270/1200 


(Jas 


155 — Ν15 
ins 1200 
ie 
( 14 | " 
+ [set] узи] R= 0(1°) 
{--««--]»5] 
155 + Ν15 
— 1200 


Правильный шестиугольник Н 
Радиус описанного круга равен Й. 


(Але. y) dx dy = 
> ψ315 Ἢ 


25.4.64. 


= >> we f(x, У) + В 


$ =1 


(xi, γι) Wi 
(0, 0) 21/36 
- Κος) 
(+ h/2, +h 3/2) 5/72 
(+h, 0) 5/72 
(xi, γι) Wi 
(0, 0) 258/1008 
(+h 14/10, +h 42/10) 125/1008 πω 
(+h 14/5, 0) 125/1008 


Поверхность сферы >: x? + у? + 22 = fh? 


1 
25.4.65. —— x, y, z)do = 
= Ал у, 2) do 
>» 


n 
= > wi f(xt, γι, 24) + В. 
berg 


\^ 


(xi, Yi, Zi) Μι 
(+h, 0, 0) 1/6 
(0, +h, 0) 1/6 
(0,0, +h) 1/6 


te 
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(xi, Yi, 29 Wi 
(+ V1/2h, + Ν' 1/21, 0) 
(А, 0, + 1/24) И 

(0, + V1/2h, + 1/2h) 


(ЕР 0, 0) К =O(h*) 
(0, -Eh, 0) 1/30 
(0, 0, ЕЙ) 

(χι, у, Zi) Wi 


(+ J13h, + V1/3h, EV1/3 hk) 27/840 
(+ «1721, + М2, 0) 


(+ V1/2h, 0, 1- ¥1/2h) 32/840 R= O(h) 
(0, + V1/2h, 1- V/1/2h) 

(+h, 0, 0) 
(0, А, 0) 40/840 _ 
(0, 0, Ей) 


Сфера 5: χ᾽ -- у |-Ζ᾽ <Р 


25.4.66. Це у, 2) ах dy dz = 
5 


4π/ϑ/3 


и 
= 2» wif(xi, γι, 28) + К. 
#—1 


$ 


(χι, γι, 24) Wi 
(0, 0, 0) 2/5 
(А, 0, 0) 1ο R= on’ 

(0, +1, 0) 1/10 

(0,0, +h) 1/10 

Куб*) С: |x| <h, |у|< А, [zl <h 
25.4.67. τ \\\ f(x, у, 2) dx dy dz = 
Cc 


he 


n 
= >; wif (Xi, Ji, Zi) +s 
$=1 


*) См. сноску к формуле 25.4.62. 
44 * 


(Xi, γι, Ζι) Wi 

(+h, 0, 0) 1/6 | 
(0, +h, 0) 16 R= O(h') 
(0; 0, 4:5 6 


1 
25.4.68. — x, ¥, 2)ax dy dz = 
33 NW y, z) dx dy 
iG ь 


1 
= 30 Г 496fm + 128 Узи 4.555 fel + OCH) 


1 
25.4.69. — x, у; σ)άχ ὦν ἀξ = 
813 \\ A Fy 4 


| 
= F591 Deft 40 e+ 16D) М + 0, 


где fm = 0,0, 0), 
3 Jr — сумма значений f в 6 точках, лежащих Ha сере- 
дине расстояний между центром С и 6 его гранями, 
>; Jf — сумма значений }в 6 центрах граней С, 


> fy — сумма значений Г в 8 вершинах С, 
> `]е — сумма значений [Β 12 серединах ребер С, 
>> fa — сумма значений Г в 4 точках на диагоналях 


1 = 
каждой грани, лежащих на расстоянии — \ 5й от центра 
я 


этой грани. 


Тэтраэдр: 9 


25.4.70. -. {νε у, 2) ах ау dz = 
T 


1 9 
= — > | + — > Sr + члены 4-го порядка, 
ο ae ea 


1 Ai te Ὁ oe SA. 
= (νο. y, 2) dx dy dz = Ал + 
΄ Ν 


4 
= τ. fe -+ члены 4-го порядка, 
y 


где V — объем 9, 
> fy — сумма значений функции в вершинах 9, 
> fe — сумма значений функции в серединах ребер 9, 


ff — сумма значений функции в центре тяжести 
граней J, | | 
fm — значение функции в центре тяжести 9. 


692 25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


25.5. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ *) 


УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА у’ = f(x, у) 
Формулы Эйлера 
25.5.1. уп = Yn + hyn + O(h*). 


25.5.2. Ynit = γη-ι + 2]ιγῃ + O(h*). 
ees трапеций 
25.5.3. упал = γη + — > hea + Yn) + O(n’). 


ии формула Адамса 
25.5.4. Уп+1 = Ув + vy (65% — 59Yn-a + 
+ 37-2 — 9¥n-s) + Oh’). 
Интерполяционная формула Адамса 


h ; » 
25.5.5. упал = Yn + 24 (9¥ng1 19% — 


— 5Yn-1 + Ya-2) + O(h*) 


ФОРМУЛЫ РУНГЕ—КУТТА 
Второй порядок 


1 
25.5.6. ул = Yn + гы (ky + ke + O(h'), 


ky =hf(xn, yn), ke =hf(xn+h, yn + Κι). 


25.5.7. γῃγι = Yn + Κα + O(h'), 


Е 1 
Κι = hf (xn, yn), Ка = и [№ + 5 — = h, yn ς 2 ει] ы 


Третий порядок 


2 1 
25.5.8. Уп+1 = Yn + - Κι + 3 Κα T 6 ks κ (1), 


1 1 
k= ies, ελ. = if (xe toh mts κ]; 


yn — Κι + 2Κα). 


++ = ks + 09, 


ks = hf (xn Ἔ h, 


25.5.9. Yn+1 
1 1 
Κι == hf (xn, yn), ke = is (xe + 3 h, Yn + 3 η , 


Κα = ΠΣ, ув]. 


Четвертый порядок 


в №: № 
ἘΠ Sie ae 


+ O(h*), 
в с (1) 


25.5.10. γαι = ув + ot 
Κι 
Κι =hf(xn, γε), Κα = hf Xn + ‚ мт Εν i 


ks = М [№ + ИЕ О. = Мо» + hy yu + №). 


+ 3Κα Е. Ка. 


25.5.11. yas, = Yn πος — 4 5 5 + O(h’), 


h 
Κι — hf (xn, Уп), Κα oe ον ео 2 Ya + Ἢ , 


3 
2 
a= hf [st Sym we + ha): 
Ка = hf (xn +h, Ув + Κι — kp + Κα). 


Формула Гилла 
' ae 
25.5.12. γη = Yn + τε +2 [ — [η Κα + 
г 
Ἔ of = |: Кз + =]  0(№), 
Κι i hf(xn, Уп), 


=W leat >, Yn + >}: 


h | 1 
ks = Wy [xn 4, + [-т+ 3] + 


Ка = ace +h, Yn — [τα + ( + [η в 


ФОРМУЛЫ ТИПА ПРЕДИКТОР-КОРРЕКТОР (II-K) 
Формулы Милна 
25.5.13. П: γῃιι = 


Ч. р ; 
= Уп-з + 3 (2% — Yn-1 + 2-2) + OCA"), 


в, ; ь 
К: you = Yaa + a (Yn-1 + 4¥n + Ува) + OCA’). 


3h ΄ ΄ 
25.5.14. IT: Уп-л = Ya-5 + 10 (Тук = 14а 


+ 2672 — 14% + yea) + OCF), 


*) Предупреждаем читателя о возможной неустойчивости, особенно при применении формул 25.5.2 и 25.5.13 


(см. [25.11], [25.12]. 


К: γη! = Уп-з + 


25.5. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 693 


ο + За + 
+ 12% а + 32yh-2 + 7% 3) + Oh) 


Формулы с производными высших порядков 


25.5.15. Il: γῃιι = 
= Yn-2 + 3(yn — Ув) + WY, — Yaa) + 0(#°), 
h ΄ , h? ” ” 
К: you = Ynt γη (Упал + Ya) — 1 mH — J) + O(h’). 
25.5.16. П: Yaw = 


h® are sae 
= Yn-2 + З(уп — Yuna) + = (ув + Yn) + OCF), 
ow a т P 
К: γημι = Yn + 9 (ужа + Yn) — +0 (θα — Ya) + 
2 7 
-- БР δ + в) + O h 1 
120 (Урна + Yn (h’) 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА y’=f(x, у, 2), 2’ = a(x, у, 2). 


Формула Pyure—Kytta второго порядка 


25.5.17. ув = γη + — > (ει + А») + 0(№®), 


ἔκ = 2. t+ — (hi + be) + OC, 


Κι = hf(xn, yn, Zn), 
I, = hg(xn, Yn, Zn), 

= hf(xn +h, yn + ka, 2в + hh), 
[9 = hg(xn + h, ув + Ка, Zn + 1h). 


_ Формула Рунге—Кутта четвертого порядка 


25.5.18. Yau = 
1 
— У - 6 (Κι + 2Κα + 2ks + Κι) + O(h’), 
1 
2141 = Zn + Ἔ (I, + 211 + 25 +1) + O(h'), 


ky = hf(xn, Ув, Zn), 1 = hg(xn, Ув, Zn), 


1 1 1 
=H (t+ >> Yat > ἴα, Zn + τη) 


ки, Yat: a +3), 
h k | 
+, ae +3]. 


Ка = hf(xn + №, yun + ks, Zn + Is), 
I, = hg(xn + h, yn + ks, Zn + 1). 


УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА у” = f(x, у, у’) 
Формула Милна 
25.5.19. IL: yas = 


= Yn-3 rie τ 26-2 - Yn-1 + 2yn) + O(h*), 
К: Yau = Yaa + — = (ars + 4yn + ума) + О(#?). 


Формула Рунге—Кутта 


25.5.20. Yasa= Yn +h E + = ἘΠΕ ΕΙ κο] + on’), 


Уча= γε + — = (hs + 2Κα + 2Κα + ky), 


ad hf(xn, Уп, = 


1 №. р К 
=hf|xn+ —A, +— + — ki, + 
i (> 5 Ув >» 8 1 У ah 


h h , h k 
вю +5. Yat > Int mee Yn + =). 


ви [№ ΕΣ h, Yn ΚΤ hyn + > Κα, Yn τ ks) 
УРАВНЕНИЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА у” = f(x, у) 


Формула Милна 
25.5.21. II: γη = Ул + Уп-а — Уп-з + 


+ - (був + 2yn-1 + 5γ}-ο) + Oh’), 
К: yn = 2уп-1 — ул + 


Miss ь , 
+15 On t+ 0% + Yaa) + O(h'). 


Формула Рунге—Кутта 


25.5.22. γηιι = Yan th a + 5 + 24) + O(n), 


Κι = hf(xn, yn), 


h h h 
ke=hf|xnt+—+ γε--- γε --- Κι]; 
9 и 5 Ув 5 8 ) 


ka= W(x + h, ув t+hyy + > hy): 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по трем точкам 


ooo 
ee © 


> 


> D> 
οΟοοςο-σοο AYWNHO OO NOW A2WNFO OOS "OW Фо OSCUI A2aWNKO WO "Ooul 


οοοοςο 9 


ooooeco Οοοοσοσ 
“о о’ 


ооо 
5 9 


-δ-ᾱ--]1-1-5) 
Ἢ ο 


ооо 
о о ο 


г > 
3B м 
> 


A) 
-0.00980 
-0.01455 
-0.01920 


-0.02375 
-0.02820 
-0.03255 
-0.03680 
-0.04095 


-0.04500 
-0.04895 
-0,05655 
-0.06020 


-0.06375 
-0.06720 
-0.07055 
-0.07380 
-0.07695 


-0.08000 
-0.08295 
-0.08580 
-0.08855 
-0.09120 


-0.09375 
~0.09620 
-0.09855 
-0.10295 


-0.10500 
-0.10695 
-0.10880 
-0.11055 
-0.11220 


-0.11375 
-0.11520 
0.11655 
-0.11780 


-0.12000 
-0.12095 
-0.12180 
-0.12320 


-0.12375 
-0,12420 
-0.12455 
-0.12480 


-0.12495 


-0.12500 
Αι 


См. 25.2.6. 


А-П 


40 
1.00000 
0.99990 
0.99960 
0.99910 
0.99840 


0.99750 
0.99640 
0.99510 
0.99360 
0.99190 


0.99000 
0.98790 
0.98560 
0.98310 
0.98040 


0.97750 
0.97440 
0.97110 
0.96760 
0.96390 


0.96000 
0.95590 
0.95160 
0.94710 
0.94240 


0.93750 
0.93240 
0.92710 
0.92160 
0.91590 


0.91000 
0.90390 
0.89760 
0.89110 
0.88440 


0.87750 
0.87040 
0.86310 
0.85560 
0.84790 


0.84000 
0.83190 
0.82360 
0.81510 
0.80640 


0.79750 
0.78840 
0,77910 
0.76960 
0.75990 


0.75000 
Ao 


Взято из [25.40]. 


Αι 
0.00000 
0.00505 
0.01020 
0.01545 
0.02080 


0.02625 
0.03180 
0.03745 
0.04320 
0.04905 


0.05500 
0.06105 
0.06720 
0.07345 
0.07980 


0.08625 
0.09280 
0.09945 
0.10620 
0.11305 


0.12000 
0.12705 
0.13420 
0.14145 
0.14880 


0.15625 
0.16380 
0.17145 
0.17920 
0.18705 


0.19500 
0.20305 
0.21120 
0.21945 
0.22780 


0.23625 
0.24480 
0.25345 
0.26220 
0.27105 


0.28000 
0.28905 
0.29820 
0.30745 
0.31680 


0.32625 
0.33580 
0.34545 
0.35520 
0.36505 


0.37500 
А—1 


p(p?—1) 
+k)!(1—k)!(p—k) 

р А—1 
0.50 -0.12500 
0.51 -0.12495 
0.52 -0.12480 
0.53 -0.12455 
0.54 -0.12420 
0.55 -0.12375 
0.56 -0.12320 
0.57 -0.12255 
0.58 -0.12180 
0.59 -0.12095 
0.60 -0.12000 
0.61 -0.11895 
0.63 -0.11655 
0.64  -0.11520 
0.65 -0,11375 
0.66 -0.11220 
0.67 -0.11055 
0.68 -0.10880 
0.69 -0.10695 
0.70 -0.16500 
0.71 -0.10295 
0.72 -0.10080 
0.73 -0.09355 
0.74 -0.09620 
0.75 -0.09375 
0.76 -0.09120 
0.77 -0.08855 
0,79 -0.08295 
0.80 -0.08000 
0.81 -0.07695 
0.82 -0.07380 
0.83 -0.07055 
0.84 -0.06720 
0.85 -0.06375 
0.86 -0.06020 
0.87 -0.05655 
0.88 -0.05280 
0.89 -0.04895 
0.90 -0.04500 
0.91 -0.04095 
0.92 -0.03680 
0.93 -0.03255 
0.95 -0.02375 
0.96 -0.01920 
0.97 -0.01455 
0.98 -0.00980 
0.99 -0.00495 
1.00 -0.00000 
-р Αι 


Ао 
0.75000 
0.73990 
0.72960 
0.71910 
0.70840 


0.69750 
0.68640 


0.67510 © 


0.66360 
0.65190 


0.64000 
0.62790 
0.61560 
0.60310 
0.59040 


0.57750 
0.56440 
0.55110 
0.53760 
0.52390 


0.51000 
0.49590 
0.48160 
0.46710 
0.45240 


0.43750 
0.42240 
0.40710 
0.39160 
0.37590 


0.36000 
0.34390 
0.32760 
0.31110 
0.29440 


0.27750 
0.26040 
0.24310 
0.22560 
0.20790 


0.19000 
0.17190 
0.15360 
0.13510 
0.11640 


0.09750 
0.07840 
0.05910 
0.03960 
0.01990 


0.00000 
Ao 


0.41580 


0.42625 
0.43680 
0.44745 
0.45820 
0.46905 


0.48000 
0.49105 
0.50220 
0.51345 
0.52480 


0.53625 
0.54780 
0.55945 
0.57120 
0.58305 


0.59500 
0.60705 
0.61920 
0.63145 
0.64380 


0.65625 
0.66880 
0.68145 
0.69420 


0.70705 


0.72000 
0.73305 
0.74620 
0.75945 
0.77280 


0.78625 
0.79980 
0.81345 
0.82720 
0.84105 


0.85500 
0.86905 
0.88320 
0.89745 
0.91180 


0.92625 
0.94080 
0.95545 
0.97020 
0.98505 


1.00000 
Α-ι 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по четырем точкам 


p(p?—1)(p—2) 


АБ) =(— 1)? рев κ 


р А 1 Ао Αι A2 ый 
0. 00 0:00000 00 1.00000 00 0.00000 00 0.00000 00 1.00 
0. 01 -0. 00328 35 0. 99490 85 0. 01004 95 -0. 00166 65 0. 99 
0. 02 -0. 00646 80 0.98960 40 0.02019 60 -0. 00333 20 0.98 
0. 03 -0. 00955 45 0.98411 35 0. 03043 65 -0. 00499 55 0. 97 
0. 04 -0. 01254 40 0. 97843 20 0. 04076 80 —0. 00665 60 0. 96 
0. 05 -0. 01543 75 0. 97256 25 0. 05118 75 -0. 00831 25 0.95 
0. 06 -0. 01823 60 0.96650 80 0. 06169 20 -0. 00996 40 _ 0. 94 
0. 07 -0. 02094 05 0. 96027 15 .0. 07227 85 -0. 01160 95 0. 93 
0. 08 -0. 02355 20 0. 95385 60 0. 08294 40 -0. 01324 80 0. 92 
0.09 -0. 02607 15 0. 94726 45 0. 09368 55 -0. 01487 85 0. 91 
0. 10 -0. 02850 00 0. 94050 00 0. 10450 00 -0. 01650 00 0. 90 
0. 11 -0. 03083 85 0. 93356 55 0. 11538 45 -0. 01811 15 0. 89 
0. 12 -0. 03308 80 0. 92646 40 0. 12533 60 -0. 01971 20 0. 88 
0. 13 -0. 03524 95 0. 91919 85 0. 13735 15 -0, 02130 05 0. 87 
0. 14 -0. 03732 40 0. 91177 20 0. 14842 80 -0. 02287 60 0. 86 
0. 15 -0. 03931 25 0. 90418 75 0. 15956 25 -0. 02443 75 9. 85 
0. 16 —0. 04121 60 0. 89644 80 0. 17075 20 -0. 02598 40 0. 84 
0.17 —0. 04303 55 = 0.88855 65 _ 0. 18199 35 -0. 02751 -45 0. 83 
0. 18 -0. 04477 20 0. 88051 60 0. 19328 40 -0. 02902 80 0. 82 
0. 19 -0, 04642 65 0. 87232 95 0. 20462 05 -0. 93052 35 0. 81 
0. 20 -0. 04800 00 0. 86400 00 0. 21600 00 -0. 03200 00 0. 80 
0.21 -0, 04949 35 0. 85553 05 0. 22741 95 -0. 03345 65 0. 79 
0. 22 -—0. 05090 80 0. 84692 40 0. 23887 60 —0. 03489 20 0. 78 
0. 23 -0. 05224 45 0. 83818 35 0. 25036 65 -0. 03630 55 0. 77 
0.24 -0. 05350 40 0. 82931 20 0. 26188 80 -0. 03769 60 0.76 
0. 25 -0. 05468 75 0. 82031 25 0. 27343 75 -0. 03906 25 0. 75 
0. 26 -0. 05579 60 0. 81118 80 0. 28501 20 -0. 04040 40 0. 74 
0. 27 -0. 05683 05 0. 80194 15 0. 29660 85 ~0. 04171 95 0. 73 
0. 28 -0. 05779 20 0. 79257 60 0.30822 40 -0. 04300 80 0. 72 
0. 29 -0. 05868 15 0. 78309 45 0. 31985 55 -0. 04426 85 0, 74 
0. 30 -0. 05950 00 0. 77350 00 0. 33150 00 -0. 04550 00 0. 70 
0. 31 -0. 06024 85 0. 76379 55 0. 34315 45 -0. 04670 15 0. 69 
0. 32 _0. 06092 80 0. 75398 40 0. 35481 60 -0. 04787 20 0. 68 
0. 33 -0, 06153 95 0. 74406 85 0. 36648 15 -0. 04901 05 0. 67 
0. 34 -0. 06208 40 0. 73405 20 0. 37814 80 -0. 05011 60 0. 66 
0. 35 -0. 06256 25 0. 72393 75 0. 38981 25 -0. 05118 75 0. 65 
0. 36 -0. 06297 60 0. 71372 80 0. 40147 20 —0. 05222 40 0. 64 
0. 37 -0. 06332 55 0. 70342 65 0. 41312 35 -0. 05322 45 0. 63 
0. 38 -0. 06361 20 0. 69303 60 0. 42476 40 -0. 05418 80 0. 62 
0. 39 —0. 06383 65 0. 68255 95 0. 43639 05 -0. 05511 35 0. 61 
0. 40 -0. 06400 00 0. 67200 00 0. 44800 00 -0. 05600 00 0. 60 
0. 41 -0.06410 35 0.66136 05 0.45958 95 -0. 05684 65 0.59 
0. 42 —0. 06414 80 0. 65064 40 0.47115 60 #£-0.05765 20 0. 58 
0. 43 -0, 06413 45 0. 63985 35 0. 48269 65 -0. 09841 55 0. 57 
0, 44 -0. 06406 40 0. 62899 20 0.49420 80 _ -0.05913 60 0.56 
0. 45 —0. 06393 75 0. 61806 25 0. 50568 75 -0. 05981 25 0. 55 
0. 46 —0. 06375 60 0. 60706 80 0. 51713 20 -0. 06044 40 0. 54 
0.47 —-0. 06352 05 — 0.59601 15 0.52853 85 — 00610295 0553 
0. 48 -0. 06323 20 0. 58489 60 0. 53990 40 -0. 06156 80 0. 52 
0. 49 -0. 06289 15 0. 57372 45 0. 55122 55 -0. 06205 85 0. 51 
0. 50 -0. 06250 00 0.56250 00 0.56250 00 -0, 06250 00 0.50 

A2 Αι Ао | 7. р 


696 25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по четырем точкам 


м ‚ pre-e κ 
д О-В 


р A-| Ao Αι А? 

1. 00 0. 00000 00 0. 00000 00 1. 00000 00 0. 00000 00 0. 00 
1. 01 0. 00166 65 -0. 00994 95 1. 00489 95 0. 00338 -35 0. 01 
1. 02 0. 00333 20 -0. 01979 60 1. 00959 60 0. 00686 80 0. 02 
i. 03 0. 00499 55 -0. 02953 65 1. 01408 65 0. 01045 45 0. 03 
1. 04 0. 00665 60 -0. 03916 80 1. 01836 80 0. 01414 40 9. 04 
1. 05 0. 00831 25 -0. 04868 75 1. 02243 75 0. 01793 75 0. 05 
1. 06 0. 00996 40 -0. 05809 20 1. 02629 20 0.02183 60 0. 06 
1.07 0. 01160 95 -0. 06737 85 1. 02992 85 0. 02584 05 0. 07 
1.08 0. 01324 80 -0. 07654 40 1. 03334 40 0. 02995 20 0. 08 
1.09 0.01487 85 -0. 08558 55 1. 03653 55 0. 03417 15 0. 09 
1.10 0. 01650 00 -0. 09450 00 1.03950 00 0. 03850 00 0.10 
1.11. 0. 01811 15. -0. 10328 45 1. 04223 45 0. 04293 85 0. 11 
1.12 .0. 01971 20 -0. 11193 60 1. 04473 60 0. 04748 80 0. 12 
1.23 0. 02130 05 0. 12045 15 1. 04700 15 0. 05214 95 0.13 
1.14 0. 02287 60 -0. 12882 80 1. 04902 80 0. 05692 40 0. 14 
Ανα" 0. 02443 75 -0. 13706 25 1. 05081 25 0. 06181 25 0. 15 
1.16 0. 02598 40 -0. 14515 20 1, 05235 20 0. 06681 60 0.16 
1.17 0.02751 45 -0. 15309 35 1. 05364 35 0.07193 55 0.17 
1.18 0.02902 80 -0.16088 40 1.05468 40 0.07717 20 0.18 
1.19 0.03052 35 -0. 16852 05 1. 05547 05 0. 08252 65 0. 19 
1.20 0. 03200 00 -0. 17600 00 1.05600 00 0. 08800 00 0.20 
1.21 0. 03345 65 -0. 18331 95 1. 05626 95 0. 09359 35 0. 21 
1.22 0. 03489 20 -0. 19047 60 1. 05627 60 0. 09930 80 0. 22 
1.23 0. 03630 55 -0. 19746 65 1.05601 65 0.10514 45 0. 23 
1. 24 0. 03769 60 -0. 20428 80 1.05548 80 .- 0.11110 40 0. 24 
1.25 0. 03906 25 -0. 21093 75 1. 05468 75 0. 11718 75 0. 25 
1.26 0. 04040 40 -0. 21741 20 1. 05361 20 0. 12339 60 0. 26 
1.27 0. 04171 95 -0. 22370 85 1.05225 85 0.12973 05 0.27 
1.28 0.04300 80 -0. 22982 40 1.05062 40 0.13619 20 0.28 
1. 29 0. 04426 85 -0. 23575 55 1. 04870 55 0. 14278 15 0. 29 
1.30 0. 04550 00 -0. 24150 00 1.04650 00 0. 14950 00 0. 30 
1.31 0. 04670 15 -0. 24705 45 1. 04400 45 0. 15634 85 0. 31 
1:32 .0. 04787 20 -0. 25241 60 1. 04121 60 0.16332 80 0. 32 
1.33 0. 04901 05 -0. 25758 15 1. 03813 15 0. 17043 95 0. 33 
1.34 0.05011 60 -0. 26254 80 1. 03474 80 0. 17768 40 0. 34 
1. 35 0. 05118 75 -0. 26731 25 .1.03106 25 0.18506 25 0. 35 
1.36 0. 05222 40 -0. 27187 20 1. 02707 20 0. 19257 60 0. 36 
1. 37 0. 05322 45 -0. 27622 35 1. 02277 35 0. 20022 55 0. 37 
1. 38 0. 05418 80 -0. 28036 40 1. 01816 40 0. 20801 20 0. 28 
1. 39 0. 05511 35 -0. 28429 05 1. 01324 05 0. 21593 65 0. 39 
1.40 0. 05600 00 -0, 28800 00 1. 00800 00 0.22400 00 0. 40 
1.41 0. 05684 65 -0. 29148 95 1, 00243 95 0. 23220 35 0. 41 
1.42 0. 05765 20 -0. 29475 60 0. 99655 60 0. 24054 80 0. 42 
1.43 0. 05841 55° -0. 29779 65 0. 99034 65 0. 24903 45 0. 43 
1. 44 0. 05913 60 -0. 30060 80 0.98380 80 0. 25766 40 0. 44 
1:45 0. 05981 25 -0. 30318 75 0. 97693 75 0. 26643 75 0. 45 
1. 46 0. 06044 40 -0. 30553 20 0. 96973 20 0. 27535 60 0. 46 
1.47 0. 06102 95 -0. 30763 85 0. 96218 85 0. 28442 05 0. 47 
1.48 0. 06156 80 -0. 30950 40 0. 95430 40 0. 29363 20 0. 48 
1. 49 0. 06205 85 -0. 31112 55 0. 94607 55 0. 30299 15 0. 49 
1, 50 0. 06250 00 -0. 31250 00 0.93750 00 0. 31250 00 0. 50 

Аз Αι Ao A -Р 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по четырем точкам 


с p(p?—1)(p—2) 
Αμ) =(—)*¥? Ga Ф-В 


р A} Ao Αι A2 
1.50 0.06250 00 -0. 31250 00 0.93750 00 0.31250 00 0.50 
$. 51 0. 06289 15 -0. 31362 45 0. 92857 45 0. 32215 85 0. 51 
}.52 0. 06323 20 -0. 31449 60 0.91929 60 0. 33196 80 0.52 
1.53 0. 06352 05 -0. 31511 15 0. 90966 15 0. 34192 95 0. 53 
1.54 0. 06375 60 —0. 31546 80 0. 89966 80 0. 35204 40 0. 54 
1. 55 0. 06393 75 -0. 31556 25 0. 88931 25 0. 36231 25 0. 55 
1. 56 0. 06406 40 -0. 31539 20 0.87859 20 0.37273 60 0. 56 
1.523 0. 06413 45 -0, 31495 35 0. 86750 35 0. 38331 55 0. 57 
1.58 0. 06414 80 -0. 31424 40 0.85604 40 0.39405 20 9. 58 
1.59 0. 06419 35 -0. 31326 05 0. 84421 05 0. 40494 65 0. 59 
1. 60 0.06400 00 -0. 31200 00 0. 83200 00 0. 41600 00 0. 60 
1.61 0. 06383 65 -0, 31045 95 0.81940 95 0.42721 35 0. 61 
1, 62 0. 06361 20 _0. 30863 60 0. 80643 60 0. 43858 80 0. 62 
1. 63 0. 06332 55 -0. 30652 65 0.79307 65 0.45012 45 0. 63 
1. 64 0.06297 60 -0. 30412 80 0.77932 80 0..46182 40 0. 64 
1. 65 0. 06256 25 -0. 30143 75 0. 76518 75 0. 47368 75 0. 65 
1.66 0. 06203 40 -0. 29845 20 0. 75065 20 0.48571 60 0. 66 
1.67 0. 06153 95 -0. 29516 85 0.73571 85 0.49791 05 0.67 
1. 68 0.06092 80 -0. 29158 40 0.72038 40 0.51027 20 0. 68 
1.69: 0. 06024 85 -0. 28763 55 0. 70464 55 0. 52280 15 0. 69 
1.70 0. 05950 00 -0. 28350 00 0. 68850 00 0. 53550 00 0. 70 
1. fi 0. 09868 15 -0. 27899 45 ‘0.67194 45 0.54836 85 0. 71 
1:22 0. 05779 20 -0. 27417 60 0. 65497 60 0. 56140 80 0. 72 
$413 0. 05683 05 -0. 26904 15 0. 63759 15 0. 57461 95 0. 73 
1.74 0. 05579 60 -0. 26358 80 0. 61978 80 0. 58800 40 0. 74: 
1.75 0. 05468 75 -0. 25781 25 0. 60156 25 0. 60156 25 0. 75 
1.76 0. 05350 40 -0. 25171 20 0. 58291 20 0. 61529 60 0. 76 
Led? 0.05224 45 -0. 24528 35 0. 56383 35 0. 62920 55 0. 77 
1.78 0. 05090 80 -0. 23852 40 0. 54432 40 0. 64329 20 0. 78 
1.79 0. 04949 35 -0. 23143 05 0. 52438 05 0. 65755 65 0. 79 
1.80 С. 04800 00 -0. 22400 00 0. 50400 00 0. 67200 00 0. 80 
1.81 0. 04642 65 0. 21622 95. 0. 48317 95 0. 68662 35 0. 81 
1. 82 0. 04477 20 —0. 20811 60 0. 46191 60 0. 70142 80 0. 82 . 
1. 83 0.04303 55 -0.19965 65 0.44020 65 0. 71641 45 0. 83 
1. 84. 0. 04121 60 _0. 19084 80 0. 41804 80 0. 73158 40 0. 84 
1.85 0. 03931 25 -0. 18168 75 0. 39543 75 0. 74693 75 0. 85 
1.86 0. 03732 40 -0. 17217 20 0. 37237 20 0. 76247 60 0. 86 
1.87 0. 03524 95 -0. 16229 85 0. 34884 85 0. 77820 05 0. 87 
1.88 0. 03308 80 -0. 15206 40 0. 32486 40 0. 79411 20 0. 88 
1.89 0. 02083 85 -0. 14146 55 0. 3004] 55 0. 81021 15 0. 89 
1.90 0. 02850 00 -0. 13050 00 0. 27550 00 0. 82650 00 0. 90 
1.91 0, 02607 15 -0.11916 45 0.25011 45 0. 84297 85 0.91 
1.92 0. 02355 20 -0. 10745 60 0. 22425 60 0. 85964 80 0. 92 
1.93 0. 02094 05 -0. 09537 15 0. 19792 15 0.87650 95 0. 93 
1.94 0. 01823 60 -0. 08290 80 0.17110 80 0.89356 40 0.94 
1.95 0.01543 75 -0.07006 25 0.14381 25 0.91081 25 0.95 
1.96 0. 01254 40 -0. 05683 20 0.11603 20 0.92825 60 0.96 
1.97 0.00955 45 -0, 04321 35 0.08776 35 0.94589 55 0.97 
1.98 0.00646 80 -0. 02920 40 0. 05900 40 0. 96373 20 0. 98 
1.99 0. 00328 35 -0. 01480 05 0. 02975 05 0. 98176 65 0. 99 
2. 00 0.00000 00 0.00000 00 0. 00000 00 1.00000 00 1.00 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по 


Α.-ᾱ 


0. 00000 
0..00082 
0. 00164 
0. 00246 
0. 00326 


0. 00405 
0. 00483 
0. 00560 
0. 00635 
0. 00710 


0. 00783 
0. 00855 
0. 00926 
0. 00995 
0. 01063 


0. 01130 
0. 01195 
0. 01258 
0. 01320 
0. 01281 


0. 01440 
0. 01497 
0. 01552 
0. 01606 
0. 01658 


0. 01708 
0. 01757 
0. 01804 
0. 01849 
0. 01892 


0. 01933 
0. 01973 
0. 02010 
C, 02046 
0. 02079 


0. 02111 
0. 02141 
0. 02168 
0. 02194 
0. 02218 


0. 02240 
0. 02259 
0. 02277 
0. 02292 
0. 02306 


0. 02317 
0. 02327 
0. 02334 
0. 02339 
0. 02342 


0. 02343 


60000 
90838 
93400 
02838 
14400 


23438 
25400 
15838 
90400 
44838 


75000 
76838 
46400 
79838 
73400 


23438 
26400 
78838 
77400 
18838 


00000 
17838 
69490 
51838 
62400 


98438 
57400 
36838 
34400 
47838 


75000 
13838 
62400 
18838 
81400 


48438 
18400 
89838 
61400 
31838 


00000 
64838 
25400 
80838 
30400 


73438 
09400 
37838 
58400 
70838 


75000 


42 


Ар) =(Ь—1*+? 


Μα. 


0. 00000 
-0. 00659 
-0. 01306 
-0, 01939 
-0. 02558 


-0, 03164 


-0. 03756 


-0. 04334 
-0. 04898 


`=.0. 05448 


-0. 05985 
-0, 06506 
-0. 07014 
-0, 07508 
-0. 97987 


-0, 08452 
-0. 08902 
-0, 09338 
—0. 09760 


-0. 10167 


-0. 10560 


-0. 10938 


-0.11301 
-0. 11650 
-0. 11984 


-0. 12304 


-0. 12609 


-0.12900 


-0. 13176 
-0. 13438 


_0. 13685 


-0. 13917 


-0. 14135 
-0. 14338 


-0. 14527 


-0. 14702 
-0. 14862 
-0. 15008 


-0. 15139 
-0. 15256 


-0. 15360 
-0. 15448 


-0, 15523 
-0. 15584 
-0. 15631 


-0. 15664 
-0. 15683 
-0. 15689 
-0. 15681 
-0. 15659 


-0. 15625 


00000 
98350 
53600 
56350 
97600 


68750 
61600 
68350 
81600 
94350 


00000 
92350 
65600 
14350 
33609 


18750 
65690 
70350 
29600 
40350 


00000 
06350 
57600 
52350 
89600 


68750 
89600 
52350 
57600 
06350 


09000 
40350 
29600 
70350 
65600 


18750 
33600 
14350 
65600 
92350 


00000 
94350 
81600 
68350 
61600 


68750 
97600 
56350 
53600 
98350 


00000 


А! 


Ас 
1.00000 
0. 99987 
0. 99950 
0. 99887 
0. 99800 


0. 99687 
0. 99550 
0. 99388 
0. 99201 
0. 98989 


0. 98752 
0. 98491 
0. 98205 
0. 97894 
0. 97559 


0. 97200 
0. 96816 
0. 96408 
0. 95976 
0. 95520 


0. 95040 
0. 94536 
0. 94008 
0. 93457 
0. 92882 


0. 92285 
0. 91664 
0. 91020 
0. 90353 
0. 89664 


0. 88952 
0. 88218 
0. 87462 
0. 86683 
0. 85884 


0. 85062 
0. 84219 
0. 83356 
0. 82471 
0. 81565 


0. 80640 
0. 79693 
0. 78727 
0. 77742 
0. 76737 


0. 75712 
0. 74669 
0. 73607 
0, 42527 
0. 71428 


0. 70312 


p(p2—1)(p2— 4) 


00000 


50025 
00400 
52025 
06400 


65625 
32400 
10025 
02400 
14025 


50000 
16025 
18400 
64025 
60400 


15625 
238400 
38025 
24400 
08025 


00000 
12025 
56400 
46025 
94400 


15625 
24400 
36025 
66400 
32025 


50000 
38025 
14400 
98025 
08400 


65625 
90400 
04025 
28400 
86025 


00000 
94025 
92400 
20025 
02400 


65625 
36400 
42025 
10400 
70025 


50000. 


Ао 


(2+ ky'(2-k)'(p-k) 


А! 


0. 00000 
0. 00673 
0. 01359 
0. 02059 
0. 02772 


0. 03497 
0. 04236 
0. 04987 
0. 05750 
0. 06526 


0. 07315 
0. 08115 
0. 08927 
0. 09751 
0. 10587 


0.11435 
0. 12294 
0. 13164 
0. 14045 
0. 14937 


0. 15840 
0.16753 
0. 17676 
0. 18610 
0. 19554 


0. 20507 
0. 21470 
0. 22443 
0. 23425 
0. 24415 


0. 25415 
0. 26422 
0. 27439 
0. 28463 
0. 29495 


0. 30535 
0. 31582 
0. 32626 
0. 22697 
0. 34765 


0. 35840 
0. 36920 
0. 38006 
0. 39098 
0. 40195 


0. 41297 
0. 42404 
0. 43516 
0. 44632 
0. 45751 


0. 46875 


00000 
31650 
86400 
53650 
22400 


81250 
18400 
21650 
78400 
75650 


00000 
37650 
74400 
95650 
86400 


31250 
14400 
19650 
30400 
29650 


00000 
23650 
82400 
57650 
30400 


81250 
90400 
37650 
02400 
63650 


00000 
89650 
10400 
39650 
54400 


31250 
46400 
75650 
94400 
77650 


00000 
35650 
58400 
41650 
58400 


81250 
82400 
33650 
06400 
71650 


00000 
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25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИВ 


пяти точкам 


ΔΑ; 
9. 00000 
-0, 00083 
-0. 00168 
-0. 00253 
-0. 00339 


-0..09426 
-0. 00513 
0. 00600 
-0. 00688 
-0. 00777 


-0. 00866 
-0. 00955 
-0. 01044 
-0, 01134 
-0. 01223 


-0. 01313 
-0. 01403 
-0. 01492 
-0. 01582 
-0. 01671 


-0. 01760: 


-0. 01848 
-0. 01936 
-0, 02024 
-0. 02110 


-0, 02197 
-0, 02282 
-0. 02367 
-0. 02451 
0. 02534 


-0, 02616 
-0. 02697 
-0. 02776 
-0. 02854 
-0. 02931, 


-0. 03007 
-0. 03081 
-0. 03153 
-0. 03224 
-0. 03293 


-0. 03360 
-0. 03425 
-0. 03487 
-0. 03548 
-0. 03607 


-0. 03663 
-0, 03717 
-0. 03768 
-0, 03817 
-0. 03863 


--0. 03906 


00000 
74163 
26600 
52163 
45600 


01563 
14600 
79163 
89600 
40163 


25000 
38163 
73600 
25163 
86600 


51563 
13600 
66163 
02600 
16162 


00000 
47163 
50600 
03163 
97600 


26563 
82600 
58163 
45600 
37163 


25000 
01163 
57600 
86163 
78600 


26563 


21600 
55163 
18600 
03163 


00000 
00163 
94600 
74163 
29600 


51563 
30600 
57163 
21600 
14163 


25000 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА | 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по пяти точкам 


р(р2—1)(р?—4) 


A-2 


0. 02343 
0. 02342 
0, 02339 
0. 02334 
0. 02327 


0. 02317 
0. 02306 
0. 02292 
0. 02277 
0. 02259 


0. 02240 
0. 02218 
0. 02194 
0. 02168 
0. 02141 


0. 02111 
0. 02079 
0. 02046 
0; 02010 
0. 01973 


0. 01933 
0. 01892 
0. 01849 
0. 01804 
0. 01757 


0. 01708 
0. 01658 
0. 01606 
0. 01552 
0. 01497 


0. 01440 
0. 01381 
0. 01320 
0. 01258 
0. 01195 


0.01130 
0. 01063 
0. 00995 
0. 00926 
0. 00855 


0. 00783 
0. 00710 
0. 00635 
0. 00560 
0. 00483 


0. 00405 
0. 00326 
0, 00246 
“0. 00164 
0, 00082 


0. 00000 


75000 
70838 
58400 
37838 
09400 


73438 


30400 
80838 
25400 


64838 


00000 
31838 
61400 
89838 
18400 


48438 
81400 
18838 
62400 
13838 


75000 
47838 
34400 
36538 
57400 


98438 
62400 
51838 
69400 
17838 


00000 
18838 
77400 
78838 
26400 


23438 
73400 
79838 
46400 
76838 


75000 
44838 
90400 
15838 
25400 


23438 


14400 
02838 
93400 
90838 


00000 


Aa 


Ax(p)=(—1)#+? 


A —1 


-0. 15625 
-0. 15576 
-0.15515 
-0. 15440 
-0. 15352 


-0. 15252 
-0. 15138 
-0. 15012 
-0. 14874 
-0, 14723 


-0. 14560 
-0. 14384 
-0. 14197 
-0. 13998 
-0. 13787 


-0; 13564 
-0. 13330 
-0. 13085 
-0. 12829 
-0. 12562 


-0. 12285 
-0.11996 
-0. 11698 
-0. 11389 
-0. 11070 


-0. 10742 
-0. 10404 
-0. 10056 
-0. 09699 
-0. 09334 


-0. 08960 
-0. 08577 
-0. 08185 
-0. 07786 
-0. 07379 


-0. 06964 
-0. 06542 
-0. 06113 
-0. 05677 
-0. 05234 


-0, 04785 


-0. 04329 
-0. 03868 
-0. 03401 
-0, 02929 


-0. 02452 
-0. 01970 
-0. 01483 
-0, 00992 
-0, 00498 


0. 00000 


00000 


68350 
13600 
46350 
77600 


18750 
81600 
78350 
21600 
24350 


00000 
62350 
25600 
04350 
13600 


68750 
85600 
80350 
69600 
70350 


00000 
76350 
17600 
42350 
69600 


18750 
09600 
62350 
97600 
36350 


00000 
10350 
89600 
60350 
45600 


68750 
53600 
24350 
05600 
22350 


00000 
64350. 


41600 
58350 
41600 


18750 


\ 


Ао 


0. 70312 
0. 69178 
0. 68027 
0. 66860 
0. 55675 


0. 64475 
0. 63258 
0. 62026 
0. 60779 
0. 59516 


0. 58240 


0. 56948 
0. 55644 
0. 54325 
0. 52994 


0. 51650 
0. 50293 
0. 48925 
0. 47545 
0. 46154 


0. 44752 
0.43340 
0. 41918 
0. 40487 
0. 39046 


0. 37597 
0. 36140 
0. 34675 
0. 33203 


0. 31725 


0. 30240 
0. 28749 
0. 27253 
0. 25752 
0. 24246 


0. 22737 
0. 21225 
0. 19709 
0. 18192 
0. 16673 


0. 15152 
0.13631 
0. 12109 
0. 10588 
0. 09068 


0. 07550 
0. 06033 
0. 04519 
0. 03009 
0. 01502 


0. 00000 


50000 
80025 
90400 
12025 
76400 


15625 
62400 
50025 
12400 
84025 


00000 
96025 


08400 


74025 


30400 


15625 
68400 
28025 


34400. 


28025 


50000 
42025 


46400. 


06025 
64400 


65625 
54400 
76025 
76400 
02025 


00000 
18025 
04400 
08025 
78400 


65625 
20400 
94025 
38400 
06025 


50000 
24025 
82400 
80025 
72400 


15625 
66400 
82025 
20400 
40025 


00000 


Ао 


(2+k)!(2—k)!(p—k) 


Αι 


0. 46875 
0. 48001 
0. 49131 
0.50263 


0. 51398 


0. 52535 
0. 53673 
0. 54814 
0. 55955 
0. 57097 


0. 58240 
0. 59382 
0. 60525 
0. 61667 
0. 62808 


0. 63947 
0. 65085 


0. 66222 
0. 67355 


0. 68486 


0.:69615 
0. 70739 
0. 71860 
0. 72976 
0. 74088 


0. 75195 
0. 76296 
0. 77392 
0. 78481 
0. 79564. 


0. 80640 
0. 81708 
0. 82768 
0. 83820 
0. 84863 


0. 85897 
0. 86922 
0. 87936 
0. 88946 
0. 89933 


0. 90915 
0. 91884 
0. 92841 
0. 93786 
0. 94717 


0. 95635 
0. 96538 
0. 97427 
0. 98300 
0. 99158 


1. 00000 


00000 
61650 
26400 
63650 
42400 


31250 
98400 
11650 
38400 
45650 


00000 
67650 
14400 
05650 
06400 


81250 


94400. 


09650 
90400 
99650 


00000 


53650. 


22400 
67650 
50400 


31250 
70400 
27650 
62400 
33650 


00000 
19650 
50400 
49650 
74400 


81250 
26400 
65650 
54400 
47650 


00000 
65650 
98400 
51650 
78400 


31250 
62400 
23650 
66400 
41650 


00000 


Α-ι 


A2 
-0. 03906 25000 
-0. 03946 44163 
-0. 03983 61600 


-0. 04017 
-0. 04048 


-0. 04076 
-0. 04100 
-0. 04120 
-0. 04137 
-0. 04150 


-0. 04160 
-0. 04165 
-0. 04166 
-0, 04163 
-0. 04156 


-0. 04144 
-0. 04128 
-0. 04107 
-0, 04082 


~0. 04051 


~0. 04016 
-0. 03975 
-0. 03929 
-0. 03878 


-0. 03822 


-0. 03759 
-0. 03691 
-0. 03617 
-0. 03538 
-0. 03452 


-0. 03360 
-0, 03261 
-0. 03156 
-0, 03044 
-0, 02926 


-0, 02801 
-0. 02668 
-0, 02529 
-0. 02382 
-0. 02228 


-0. 02066 
-0. 01896 
-0. 01719 
-0. 01533 
-0. 01340 


-0. 01138 
-0. 00928 
-0. 00709 
-0. 00481 
-0. 00245 


0. 00000 


67163 
50600 


01563 
09600 
64163 
54600 
70163 


00000 
33163 
58600 
65163 
41600 


76563 
58600 
76163 
17600 
71163 


25000 
67163 
85600 
68163 
02600 


76563 
77600 
93163 
10600 
17163 


00000 
46163 
42600 
76163 
33600 


01563 
66600 
15163 
23600 
08163 


25000 
70163 
29600 
89163 
34600 


51563 
25600 
42163 
86600 
44163 


00000 


A-2 
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700 25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по пяти точкам 


p(p?—1)(p?- 4) 
(2--k)N2—E)(p—k) 


A-2 A 1 Ao А! А? 


АЗ(р)=( 1)*+2 


< © ^^ л > >глм-о OONOW оо «οοο-σ:ο HVWVNFO 


-0. 03293 03163 0.18683 47650 -0. 48187 23975 1.14496 17650 0.18300 61838 
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A, А, Ao A-, А—. 


0.00000 00000 0.00000 00000 0. 00000 00006 1.00000 00000 0.00000 00000 
-0. 00083 74163 0.00501 61650 -0.01497 39975 1.00824 91650 0.00254 60838 
-0. 00168 26600 0.01006 26400 -0. 02989 19600 1.01632 66400 0.00518 53400 
-0. 00253 52163 0.01513 63650 -0. 04474 77975 1.02422 73650 0.00791 92838 
-0. 00339 45600 0.02023 42400 -0. 05953 53600 1.03194 62400 0.01074 94400 


0. 00426 01563 0.02535 31250 -0.07424 84375 1.03947 81250 0.01367 73438 
-0. 00513 14600 0.03048 98400 -0.08888 07600 1.04681 78400 0.01670 45400 
-0.00600 79163 0.03564 11650 -0.10342 59975 1.05396 01650 0.01983 25838 
-0.00688 89600 0.04080 38400 -0.11787 77600 1.06089 98400 0.02306 30400 
-0.00777 40163 0.04597 45650 -0.13222 95975 1.06763 15650 0.062639 74838 


-0.00866 25000 0.05115 00000 -0.14647 50000 1.07415 00000 0.02983 75000 
-0.00955 38163 0.05632 67650 -0.16060 73975 1.08044 97650 0.03338 46838 
0. 01044 73600 0.06150 14400 -0.17462 01600 1.08652 54400 0.03704 06400 
0. 01134 25163 0.06667 05650 -0.18850 65975 1.09237 15650 0.04080 69838 
-0. 01223 86600 0.07183 06400 -0. 20225 99600 1.09798 26400 0.04468 53400 


-0, 01313 51563 0.07697 81250 -0. 21587 34375 1.10335 31250 0.04867 73438 
-0. 01403 13600 0.08210 94400 -0.22934 01600 1.10847 74400 0.05278 46400 
0. 01492 66163 0.08722 09650 -0, 24265 31975 1.11334 99650 0.05700 88838 
0. 01582 02600 0.09230 90400 -0.25580 55600 1.11796 50400 0.06135 17400 
0. 01671 16163 0.09736 99650 -0.26879 01975 1.12231 69650 0.06581 48838 


-0. 01760 00000 0.10240 00000 -0.28160 00000 1.12640 00000 0.07040 00000 
0. 01848 47163 0.10739 53650 -0. 29422 77975 1.13020 83650 0.07510 87838 
-0. 01936 50600 0.11235 22400 -0. 30666 63600 1.13373 62400 0.07994 29400 
0. 02024 03163 0.11726 67650 -0. 31890 83975 1.13697 77650 0.08490 41838 
-0. 02110 97600 0.12213 50400 -0. 33094 65600 1.13992 70400 0.08999 42400 


-0. 02197 26563 0.12695 31250 -0. 34277 34375 1.14257 81250 0.09521 48438 
-0. 02282 82600 0.13171 70400 -0. 35438 15600 1.14492 50400 0.10056 77400 
-0. 02367 58163 0.13642 27650 -0. 36576 33975 1.14696 17650 0.10605 46838 
-0. 02451 45600 0.14106 62400 -0. 37691 13600 1.14868 22400 0.11167 74400 
-0. 02534 37163 0.14564 33650 -0. 38781 77975 1.15008 03650 0.11743 77838 


-0. 02616 25000 0.15015 00000 -0. 39847 50000 1.15115 00000 0.12333 75000 
-0, 02697 01163 0.15458 19650 -0.40887 51975 1.15188 49650 0.12937 83838 
0. 02776 57600 0.15893 50400 -0. 41901 05600 1.15227 90400 0.13556 22400 
-0. 02854 86163 0.16320 49650 -0. 42887 31975 1.15232 59650 0.14189 08838 
-0. 02931 78600 0.16738 74400 -0. 43845 51600 1.15201 94400 0.14836 61400 


0. 03007 26563 0.17147 81250 -0. 44774 84375 1.15135 31250 0.15498 98438 
-0. 03081 21600 0.17547 26400 -0. 45674 49600 1.15032 06400 0.16176 38400 
-0. 03153 55163 0.17936 65650 -0. 46543 65975 1.14891 55650 0.16868 99838 
0. 03224 18600 0.18315 54400 -0. 47381 51600 1.14713 14400 0.17577 01400 
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0. 03360 00000 0.19040 00000 -0.48960 00000 1.14240 00000 0.19040 00000 
0. 03425 00163 0.19384 65650 -0. 49698 95975 1.13943 95650 0.19795 34838 
-0. 03487 94600 0.19716 98400 -0. 50403 27600 1.13607 38400 0.20566 85400 
0. 03548 74163 0.20036 51650 -0.51072 09975 1.13229 61650 0.21354 70838 
0. 03607 29600 0.20342 78400 -0.51704 57600 1.12809 98400 0.22159 10400 


-0. 03663 51563 0.20635 31250 -0. 52299 84375 1.12347 81250 0.22980 23438 
0. 03717 30600 0.20913 62400 -0. 52857 03600 1.11842 42400 0.22818 29400 
-0. 03768 57163 0.21177 23650 -0. 53375 27975 1.11293 13650 0.24673 47838 
-0. 03817 21600 0.21425 66400 -0. 53853 69600 1.10699 26400 0.25545 98400 
-0. 03863 14163 0.21658 41650 -0. 54291 39975 1.10060 11650 0.26436 00838 


-0. 03906 25000 0.21875 00000 -0. 54687 50000 1.09375 00000 0.27343 75000 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по пяти точкам 


p(p2—1)(p2—4) | 


A-2 


-0. 03906 
-0. 03946 
-0. 03983 
-0. 04017 
-0. 04048 


-0. 04076 
-0. 04100 
-0. 04120 
-0. 04137 
-0. 04150 


-0. 04160 
-0. 04165 


-0. 04166. 


-0. 04163 
~0. 04156 


-0. 04144 
-0. 04128 
-0. 04107 
-0. 04082 
-0. 04051 


-0. 04016 
-0. 03975 
-0. 03929 
-0..03878 
-0. 03822 


-0. 03759 
-0. 03691 
--0. 03617 
0. 03538 
-0. 03452 


-0. 03360 
-0. 03261 
-0. 03156 
-0, 03044 
0. 02926 


-0. 02801 
-0, 02668 
-0. 02529 
-0. 02382 
-0. 02228 


-0. 02066 
-0, 01896 
-0, 01719 
-0, 01533 
-0. 01340 


-0, 01138 
-0, 00928 


-=0, 00709 


-0. 00481 
-0, 00245 


0. 00000 


25000 
44163 
61600 
67163 
50600 


01563 
09600 
64163 
54600 
70163 


00000 
33163 
58600 
65163 
41600 


76563 
58600 
76163 
17600 
71163 


25000 
67163 
85600 
68163 
02600 


76563 
77600 
93163 
10600 
17163 


00000: 
46163, 
42600 


76163 
33600 


01563 
66600 
15163 
33600 
08163 


25000 
701 63 
29600 
89163 
34600 


51563 
25600 
42163 
86600 
44363 


00000 


А? 


Aj(p)=(—1)#+? 


Α-ι 


0. 21875 
0. 22074 
0. 22257 
0. 22422 
0. 22569 


0. 22697 
0. 22806 
0. 22896 
0. 22964 
0. 23013 


0. 23040 
0. 23044 
0. 23027 
0. 22987 
0. 22923 


0. 22835 
0. 22722 
0. 22584 
0. 22421 


0. 22231 


0. 22015 
0. 21770 


Ὁ, 21498 


0. 21197 
0. 20867 


0. 20507 
0. 20117 
0. 19696 
0. 19243 
0. 18758 


0. 18240 
0. 17688 
0. 17102 
0. 16482 
0. 15826 


0. 15135 
0.14407 
0.13641 
0.12838 
0.11996 


0. 11115 
0. 10193 
0. 09232 


0, 08229 


0. 07184 


0, 06097᾽ 
0. 04967 


0. 03793 
0. 02574 
0. 01310 


0. 00000 


00000 
91650 
66400 
73650 
62400 


81250 
78400 
01650 
98400 
15650 


00000 
97650 
54400 
15650 
26400 


31250 


74400 


99650 
50400 
69650 


00000 


83650 
62400 
77650 
70400 


81250 
50400 
17650 
22400 
03650 


00000 
49650 
90400 
59650 
94400 


31250 
06400 
55650 


14400. 


17650 


00000 
95650 
38400 
61650 
98400 


81250 
42400 
13650 
26400 
11650 


00000 


А! 


Ао 


-0. 54687 
-0. 55041 
-0. 55351 
-0. 55617 
-0. 55837 


-0. 5602 
-0. 56139 
-0, 56219 


--0. 56249 


-0. 56230 


-0. 56160 
-0. 56037 
-0. 55863 
-0. 55634 
-0, 55351 


-0. 55012: 


-0. 54616 
-0. 54163 
-0. 53651 
0. 53079 


-0, 52447 
—0. 51753 
-0. 50996 
-0.50176 
-0. 49290 


-0. 48339 
-0, 47321 
-0. 46235 
-0. 45081 
-0. 43856 


-0, 42560 
-0. 41191 
-0. 39750 
-0. 38234 
-0. 36642 


-0. 34974 
-0. 33229 
-0. 31404 
-0. 29500 
-0. 27515 


-0.25447 
-0. 23296 
-0. 21061 
-0. 18740 
-0. 16332 


-0. 13837 
-0. 11252 
-0. 08577 
-0. 05811 
-0. 02952 


0. 00000 


50000 
09975 
29600 
17975 
83600 


34375 
77600 
19975 
67600 
25975 


00000 
93975 
11600 
55975 
29600 
34375 
71600 
41975 


45600. 


81975 


50000 
47975 
73600 
23975 
95600 


84375 
85600 
93975 
03600 
07975 


00000 
71975 
15600 
21975 
81600 


84375 
19600 


75975. 


41600 
03975 


50000 
65975 
37600 
49975 
87600 


34375. 


73600 


87975: 


59600 
69975 


00000 


Ао 


(2+k)(2—k)!(p—k) 


Αι 


1, 09375 


00000 


1. 08643 21650 


1. 07864 
1. 07036 
1. 06160 


1. 05235 
1. 04259 
1. 03232 
1. 02154 
1. 01023 


0. 99840 
0. 98602 
0. 97309 
0. 95962 
0. 94558 


0, 93097 
0. 91579 
0.90002 
0. 88367 
0. 86671 


0, 84915 
0, 83097 
0. 81217 
0. 79273 
0. 77266 


` 0. 75195 


0. 73058. 
0. 70855 
0. 68584. 
0. 66246 


0. 63840 
0. 61363 
0. 58817 
0. 56199 
0. 53510 


0. 50747 
0. 47911 
0. 45001 
0.42015 
0. 38953 


0. 35815 
0. 22598 
0. 29302 
0. 25927 
0. 22472 


0. 18935 
0. 15316 
0. 11614 
0. 07827 
0. 03956 


0. 00000 


06400 
83650 
82400 


31250 
58400 
91650 
58400 
85650 


00000 
27650 
94400 
25650 
46400 


81250 
54400 
89650 
10400 
39650 


00000 
13650 
02400 
87650 
90400 


31250 
30400 
07650 
82400 
73650 


00000 
79650 
30400 
69650 
14400 


81250 
86400 
45650 
74400 
87650 


00000 
25650 
78400 


71650. 


18400 


31250 
22400 
03650 
86400 


81650 


00000 


A2 


0.27343 
0. 28269 
0. 29213 
0. 30175 
0. 31155 


0. 32155 
0. 33173 
0. 34210 
0. 25267 
0. 36343 


0. 37440 
0. 28556 
0. 39692 
0. 40848 
0. 42025 


0. 43223 
0. 44443 
0. 45683 
0. 46945 
0. 48228 


0. 49533 
0. 50861 
0. 52210 
0. 53583 
0. 54978 


0..56396 
0. 57837 
0. 59302 


0. 60791 


0. 62303 


0. 63840 
0. 65409 
0. 66986 
0. 68596 
0. 70232 


0. 71892 


0. 75290 
0. 77028 


0. 78793` 


0. 80583 
0. 82401 
0. 84245 
0. 86117 
0. 88016 


0. 89942 
0. 91897 
0. 93880 
0. 95891 
0. 97931 


1. 00000 


75000 
40838 
18400 
27838 
89400 


23438 
50400 
90838 
65400 
94838 


00000 
01838 
21400 
79838 
98400 


98438 


01400 
28838 
02400. 
43838 


75000 


17838 


94400 
26838 
37400 


48438 
82400 
61838 
09400 
47838 


`00000-- 


88838 
37400 


68838 
Ὅ6400 


73438 
0. 13578. 


93400 
89838 
86400 
06838 


75000 
14838 
50400 
05838 
05400, 


73438 
34400 
12838 
33400 
20838 


00000 
—2 


701 


702 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по шести точкам 


р(р?—1) (2-4) (p- 8) 
(248) З-ЮТФ-В. 
Α. 


0.00000 
0.00049 
0.00098 
0.00146 
0.00193 


0.00239 
0.00284 
0.00328 
0.00371 
0.00413 


0.00454 
0.00494 
0.00523 
0.00571 
0.00608 


0.00644 
0.00678 
0.00712 
0.00744 
0.00776 


0.00806 
0.00835 
0.00863 
0.00890 
0.00915 


0.00939 
0.00963 
0.00985 
0.01006 
0.01025 


0.01044 
0.01061 
0.01077 
0.01092 
0.01106 


0.01119 
0.01130 
0.01140 
0.01149 
0.01157 


0.01164 
0.01170 
0.01175 
0.01178 


0.01180 


0.01182 
0.01182 
0.01181 
0.01179 
0.01176 


0.01171 


25 


-2 

00000 
57921 
30066 
14085 
07725 


08828 
15335 


25281 - 


36794 
48096 


57500 
63412 
64326 
58827 
45585 


23359 
90995 
47422 
91654 
22787 


40000 
42553 
29786 
01118 
56045 


94141 
15055 


18513 


04314 
72328 


22500 
54844 
69446 
66459 
46105 


08672 
54515 
84054 
97774 
96219 


80000 
49786 
06306 
50351 
82765. 


04453 
16375 
19546 
15034 
03961 


87500 


Аз 


A. 


0.00000 
-0.00493 
-0.00973 


-0.01440. 


-0.01893 


-0.02333 
-0.02761 
-0.03175 
-0.03576 
-0.03964 


-0.04339 
-0.04701 
-0.05050 
-0.05387 
-0.05710 


-0.06022 
-0.06320 
-0.06607 
-0.06881 
-0.07142 


-0.07392 
-0.07629 
-0.07854 
-0.08067 
-0.08269 


-0.08459 
-0.08637 
-0.08804 
-0.08960 
-0.09104 


-0.09237. 


-0.09359 


-0.09470 


-0.09571 
-0.09660 


-0.09740 
-0.09809 
-0.09867 
-0.09916 
-0.09955 


-0.09984 
-0.10003 
-0.10012 
-0.10013 
-0.10004 


-0.09986 
-0.09959 
-0.09923 
-0.09879 
-0.09826 


-9.09765 


00000 
33767 
36932 
12590 


64224 


95703 
11276 
15567 
13568 
10640 


12500 
25223 
55232 
09296 
94524 


18359 
88576 
13273 
00868 
60096 


00000 
29929 
59532 
98752 
57824 


47264 
77876 
60729 
07168 
28802 


37500 
45385 


64832 
08458: 


89124 


19922 
14176 
85435 
47468 
14258 


00000 
19092 
86132 
15915 


23424 


23828 


A2 


A (p)=(-1)**3 


Ао 


1.00000 
0.99654 
0.99283 
0.98888 
0.98469 


0.98026 
0.97559 
0.97069 
0.96555 
0.96019 


0.95460 
0.94879 
0.94276 
0.93652 
0.93006 


0.92340 
0.91652 
0.90945 
0.90217 

0.89470 


0.88704 
0.87918 
0.87114 
0.86292 
0.85452 


0.84594 
0.83720 
0.82828 
0.81920 
0.80996 


0.80057 
0.79102 
0.78132 
0.77148 
0.76150 


0.75138 
0.74113 
0.73075 
0.72024 
0.70962 


0.69888 
0.68802 
0.67706 
0.66599 
0.65482 


0.64355 
0.63220 
0.62075 
0.60922 
0.59762 


0.58593 


00000 
20858 
67064 
64505 
39648 


19531 
31752 
04458 
66336 
46604 


75000 
81771 
97664 
53917 
82248 


14844 
84352 
23870 
66936 
47517 


00000 
59183 
60264 
38830 
30848 


72656 
00952 
52783 
65536 


76929. 


25000 
48096 
84864 
74242 
55448 


67969 
51552 
46195 
921 36 
29842 


00000 
43508 
01464 


15155 


26048 


75781 
06152 
591 08 
76736 
01254 


75900 


Αι 


4 
0.00000 
0.01006 
0.02026 
0.03058 
0.04102 


0.05159 
0.06227 
0.07306 
0.08396 
0.09496 


0.10606 
0.11726 
0.12855 
0.13994 
0.15140 


0.16295 
0.17457 
0.18627 
0.19803 
0.20986 


0.22176 
0.23370 
0.24570 
0.25775 
0.26984 


0.28198 
0.29415 
0.30635 
0.31858 
0.33083. 


0.34310 
0.35538 
0.36768 
0.37998 
0.39229 


0.40459 
0.41688 
0.42917 


0.44144 


0.45369 


0.46592 
0.47811 
0.49028 
0.50241 
0.51450 


0.52654 
0.53854 
0.55048 
0.56236. 
0.57418 


0.58593 


1 

00000 
60817 
19736 
41170 
89152 


27344 
19048 
27217 
14464 
43071 


75000 
71904 
95136 
05758 
64552 


32031 
68448 
33805 
87864 
90158 


00000 
76492 
78536 
64845 
93952 


24219 
13848 
20892 
03264 
18746 


25000 
79579 
39936 
63433 
07352 


28906 
85248 
33480 
30664 
33833 


00000 
86167 
49336 
46520 


34752. 


71094 
12648, 
16567 
40064 
40421 


75000 


Ао 


А? 


0.00000 
-0.00250 
-0.00501 
-0.00752 
-0.01004 


-0.01256 
-0.01508 
-0.01760 
-0.02011 
-0.02262` 


-0.02512 
-0.02761 
0.03008 
-0.03255 
-0.03500 


-0.03743 
-0.03984 
-0.04224 
-0.04461 
-0.04695 


-0.04928 
-0.05157 
-0.05383 
-0.05606 
-0.05826 


~0.06042 
-0.06254 
-0.06463 
-0.06667 
-0.06868 


-0.07063 
-0.07254 
-0.07441 
-0.07622 
-0.07798 


-0.07969 
-0.08134 
-0.08293 
-0.08447 
-0.08594 


-0.08736 
-0.08870 
-0.08998 
-0.09120 
-0.09234 


-0.09341 
-0.09441 
-0.09534 
-0.09619 
-0.09696 


-0.09765 


00000 
38746 
43268 
95922 
78976 


74609 
64924 
31946 
57632 
23873 


12500 
05290 
83968 
30217 
25676 


51953 
90624 
23240 
31332 
96417 


00000 
23583 
48668 
56760 
29376 


48047 
94324 
49783 
96032 
14711 


87500 
96127 
22368 
48054 
55076 


25391 
41024 
84077 
36732 
81254 


00000 
75421 
90068 
26598 
67776 


96484 
95724 
48621 
38432 
48548 


62500 


A_\ 


. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Аз 


0.00000 
0.00033 
0.00066 
0.00099 
0.00133 


0.00166 
0.00199 
0.00231 
0.00264 
0.00296 


0.00329 
0.00361 
0.00392 
0.00424 
0.00455 


0.00486 
0.00516 
0.00546 
0.00575 
0.00604 


0.00633. 
0.00661 
0.00689 
0.00716 
0.00743 


0.00769 
0.00794 
0.00819 
0.00843 
0.00866 


0.00889 
0.00911 
0.00932 
0.00953 
0.00973 


0.00992 
0.01010 
0.01028 
0.01044 
0.01060 


0.01075 
0.01089 
0.01102 
0.01114 
0.01125 


0.01135 
0.01144 
0.01153 
0.01160 
0.01165 


0.01171 


00000 
32917 
63334 
88752 
06675 


14609 
10065 
90557 
53606 
96742 


17500 
13426 
82074 
21011 
27815 


00078 
35405 
31416 
85746 
96051 


60000 
75284 
39614 
50719 
06355 


04297 
42345 
18324 
30086 
75510 


52500 
58993 
92954 
52378 
35295 


39766 
63885 
05783 
63626 
35618 


20000 
25052 
19094 
30487 
47635 


68984 
93025 
18292 
43366 
66877 


87500 


A-2 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по шести точкам 


A_2 


0.00000 
-0.00033 
-0.00066 
-0.00099 
-0.00133 


-0.00166 
-0.00199 
-0.00231 


--0.00264 


-0.00296 


-0.00329 
-0.00361 
-0.00392 
-0.00424 
-0.00455 


-0.00486 
-0.00516 
-0.00546 
-0.00575 
0.00604 


-0.00633 
-0.00661 
-0.00689 
-0.00716 
-0.00743 


-0.00769 
-0.00794 
-0.00819 
-0.00843 
-0.00866 


-0.00889 
-0.00911 
-0.00932 
-0.00953 
-0.00973 


-0.00992 
-0.01010 
-0.01028 
-0.01044 
-0.01060 


-0.01075 
-0.01089 


-0.01102. 


-0.01114 
-0.01125 


-0.01135 
-0.01153 
-0.01160 
-0.01166 


-0.01171 


00000 


32917 


63334 
88752 
06675 


14609 
10065 
90556 
53606 
96742 


17500 
13426 
82074 
21011 
27815 


00078 
35405 
31415 
85746 
96051 


60000 
75284 
39614 
50719 
06355 


04297 
42345 
18324 
30086 
75509 


52500 
58993 
92954 
52378 
35295 


39766 


62885 


05783 
62626 
35618 


20000 
15052 
19094 
30487 
47635 


68984 
93025 
18292 
43366 
66877 


87500 


Аз 


‚ Af(p)=(-1) 


A_| 


0.00000 
0.00249 
0.00498 
0.00745 
0.00991 


0.01235 
0.01478 
0.01719 
0.01958 
0.02195 


0.02429 
0.02661 
0.02890 
0.03116 
0.03340 


0.03560 
0.03777 
0.03990 
0.04200 
0.04405 


0.04608 
0.04805 
0.04999 
0.05189 
0.05373 


0.05554 
0.05729 
0.05990 
0.06065 
0.06226 


0.06381. 


0.06531 
0.06675 
0.06813 
0.06946 


0.07073 
0.07194 
0.07309 
0.07417 
0.07520 


0.07616 
0.07705 
0.07788 
0.07864 
0.07933 


0.07996 


0.08051 
0.08100 
0.08141 
0,08176 


0.08203 


00000 
55421 
10068 
46597 
47776 


96484 
75724 
68621 
58432 
28547 


62500 
43965 
56768 
84892 
12476 


23828 
03424 
35915 
06132 
99092 


00000 
94258 
67468 
05435- 


94176. 


19922 
69124 
28458 
84832 
25385 


37500 
08802 
27168 
80729 
57876 


47266 
37824 
18752 
79532 
09929 


00000 
40096 
20868 
33273 
68576 


18359 
74524 
29296 
75232 
05223 


12500 


42 


Ao 


0.00000 


0.00993 


-0.01972 
-0.02938 
-0,03889 


-0.05747 
-0.06653 
-0.07544 
-0.08418 


-0.09276 
-0.10118 
-0.10942 
-0.11750 
-0.12540 


-0.13312 
-0.14066 
-0.14801 
-0.15518 
-0.16217 


-0.16896 
-0.17555 
0.18195 
-0.18815 


-0.19415. 


-0.19995 
-0.20554 
-0.21092 
-0.21609 
-0.22105 


-0.22580 
-0.23033 
-0.23464 
-0.23873, 
-0.24261. 


-0.24626 
-0.24968 
-0.25288 
-0.25586 
-0.25860. 


-0.26112 
-0.26340 
-0.26545 
-0.26727 
-0.26886 


-0.27021 
-0.27133 
-0.27221 
-0.27285 
-0.27326 


-0.27343 


00000 
27517 
86936 
43870 


64352. 


14844 
62248 
73917 
17664 
61771 


75000 
26604 
86336 
24458 
11752 


19531 
19648 
84505 
87064 
00858 
00000 
59192 
53736 
59545 
53152 


11719 
13048 
35592 
58464 
61446 


25000 
30279 
59136 
94133 
18552 


16406 
72448 
72180 
01864 
48533 


00000 
44867 


72536. 


73220 
37952 


58594 
27848 
39267 
87264 
67121 


75000 


A) 


Αι 


1.00000 
1.00320 
1.00616 
1.00886 


1.01130 


1.01349 
1.01541 
1.01707 
1.01846. 
1.01958 


1.02044 
1.02102 
1.02133 
1.02136 
1.02112 


1.02060 
1.01979 
1.01871 
1.01734 
1.01569 


1.01376 
1.01153 
1.00902 
1.00622 
1.00313 


0.99975 
0.99608 
0.99212 
0.98786 
0.98331 


.0.97847 
0.97334 


0.96791 
0.96219 
0.95617 


0.94986 
0.94326 
0.93636 
0.92917 
0.92169 


0.91392 
0:90585 
0.89749 
0.88885 
0.87991 


0.87069 
0.86118 
0.85139 
0.84131 


00000 


79192. 
33736: 


39545 
73152 


11719 
33048 
15592 
38464 
81446 


25000 
50279 
39136 
74133 
38552 


16406 
92448 
52180 
81864 
68533 


00000 
64867 
52536 
53220 
57952 


58594 
47848 
19267 
67264 
87121 


75000 
27954 
43936 
21808 
61352 


63281 
29248 
61855 
64664 


42208. 


00000 
44542 
83336 
24895 
78752 


55469 
66648 
24942 
44064 


0.82095 38796 


0.82031 


25000 


Ао 


{14 P(p2—1) (p2—4) (ρ--8) 
(2556)! (3-Е)! (р-®) 


„Ао 


0.00000 
0.00506 
0.01026 
0.01560 
0.02106 


0.02667 
0.03240 
0.03827 
0.04428 
0.05041 


0.05669 
0.06309 
0.06963 
0.07630 
0.08311 


0.09005 
0.09712 
0.10432 
0.11166 


0.11912 


0.12672 
0.13444 
0.14229 
0.15028 


0.15838 


0.16662 
0.17498 
0.18347 
0.19208 
0.20081 


0.20967 
0.21864 
0.22774 
0.23695 
0.24628 


0.25573 
0.26529 
0.27496 
0.28474 


0.29463. 


0.30464 
0.31474 
0.32495 
0.33526 
0.34568 


0.35619 
0.36680 
0.37750 
0.38829 
0.39918 


0.41015 


00000 
67067 
69732 
09890 
89024 


08203 
68076 
68866 


10368. 


91940 
12500 


70523. 


64032 
90596 
47324 


30859 
37376 
62572 
01668 
49396 


00000 
47229 
84332 
04052 
98624 


59766 


78676. 


46029 
51968 
86102 


37500 
94685 
45632 
77758 
77924 


32422 
26976 
46735 
76268 
99558 


00000 
60392 
62932 
89215 
20224 


36328 
17276 
42192 
89568 
37265 


62500 


A. 


0.00153 
-0.00206 


-0.00259 
-0.00314 
-0.00368 
-0.00424 
-0.00480 


-0.00537. 
0.00594 
-0.00651 
-0.00710 
-0.00768 


-0.00827 
-0.00486 
-0.00946 
-0.01006 
-0,01066 


-0.01126 
-0.01186. 
-0.01247 
-0.01307 
-0.01367 


-0.01488 
-0.01548 
-0.01608 
-0.01667 


-0.01726 
-0.01785 
-0.01843 
-0.01901 
-0.01958 


-0.02070 
-0.02125 


-0.02179 


-0.02232 


-0.02335 
-0.02385 
-0.02481 


-0.02527 
-0.02615 
-0.02696 


63410 
38925 


86953 
04535 
88606 
35994 
43420 


07500 
24737 
91526 
04152 
58785 


51484 
78195 
34747 
16854 
20112 


40000 
71878 
10986 
52443 
91245 


22266 
40255 
39838 
15514 
61653 


72500 
42169 
64646 
33784 
43305 


86797 
57715 
49379 
54974 
67544 


80000 


85111 
75506 
43676 
81965 


82578 
37575 
38871 
78234 
47286 


-0.02734 37500 
А_2 
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25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по шести точкам 


a 


-0.01171 
-0.01176 
-0.01179 
-0.01181 
-0.01182 


-0.01182 
-0.01180 
-0.01178 
-0.01175 
-0.01170 


-0.01164 
-0.01157 
-0.01149 
-0.01140 
-0.01130 


-0.01119 
-0.01106 
-0.01092 
-0.01077 
-0.01061 


-0.01044 
-0.01025 
-0.01006 
-0.00985 
-0.00963 


-0.00939 
-0.00915 
-0.00890 
-0.00863 
-0.00835 


-0.00806 
-0.00776 
-0.00744 
-0.00712 
-0.00578 


-0.00644 
-0.00608 
-0.00571 
-0.00533 
-0.00494 


-0.00454 
-0,00413 
-0.00371 
-0.00328 
-0.00284 


-0.00239 
-0.00193 
-0.00146 
-0.00098 
-0.00049 


0.00000 


87500 


03961. 


15034 
19546 
16375 


04453 


82765 
50350 
06306 
49786 


80000 
96219 
97774 
84054 
54515 


08672. 


46105 
66459 
69446 
54845 


22500 
72328 
04314 
18513 
15055 


94141 
56045 
01118 
29786 
42553 


40000 
22787 
91654 
47422 
90995 


23359 
45585 
58826 
64326 
63412 


57500 
48096 
36794 
25281 
15235 


08828 
07725 
14086 
30066 
ТЕТ 


00000 


Аз 


А-_1 


0.08203 


0.08222 


0.08235 
0.08240 
0.08237 
0.08227. 
0.08210 
0.08185 
0.08152 
0.08112 


0.08064 
0.08008 
0.07944 
0.07873 
0.07793 


0.07706 
0.07612 
0.07509 
0.07399 
0.07280 


0.07154 
0.07021 
0.06879 
0.06730 
0.06573 


0.06408 
0.06236 
0.06056 
0.05869 
0.05674 


0.05472 
0.05262 
0.05045 
0.04821 
0.04589 


0.04351 
0.04106 
0.03853 
0.03594 
0.03328 


0.03056 
0.02777 
0.02492 
0.02201 
0.01904 


0.01600 
0.01291 
0.00976 
0.00656 
0.00330 


0.00000 


12500 


90640 
33568 
35567 
91276 


95703. 


44224 
32590 
56932 
13767 


00000 
12933 
50268 
10110 
90976 


91797 
11924 
51133 
09632 
88061 


87500 
09477 
55968 
29404 
32676 


69141 
42624 
57427 
18332 
30604 


00000 
32771 
35668 
15948 
81376 


40234 
01324 
73971 
68032 
93898 


62500 
85315 
74368 
42242 
02076 


67578 
53024 
73265 
43732 
80442 


00000 


A2 


АР(р)= (1) +3 


Ао 


-0.27343 
-0.27337 
-0.27306 
-0.27252 
-0.27174 


-0.27072 
-0.26947 
-0.26797 
-0.26624 
-0.26428 


-0.26208 
-0.25964 
-0.25697 
-0.25406 
-0.25092 


-0.24755 
-0.24395 
-0.24012 
-0.23606 
-0.23178 


-0.22727 
-0.22253 
-0.21758 
-0.21241 


-0.20141 
-0.19559 
-0.18956 
-0.18332 
-0.17688 


-0.17024 
-0.16339 
-0.15635 
-0.14911 
0.14168 


- -0.13407 


-0.12627 
-0.11829 
-0.11013 
-0.10180 


-0.09330 
-0.08464 
-0.07582 
-0.06684 
-0.05770 


-0.04843 
-0.03900 
-0,02945 


- -0.01975 


-0.00994 
0.00000 


75000 
07954 
63936 
41808 
41352 


63281 
09248 
81855 
84664 
22208 


00000 
24542 
03336 
44895 
58752 


55469 
46648 
44942 
64064 
18796 


25000 
99629 
60736 
27483 
20152 


60156 
70048 
73530 
95464 
61883 


00000 
38217 
06136 
34570 


55552. 
02344. 


09448 
12617 
48864 
56471 


75000 
45304 
09536 
11158 
94952 


07031 
94848 
07205 


94264 


07558 
00000 


Αι 


0.61358 


0.32876 


0.21619 


0.78672 
0.77497 


0.76295 
0.75066 
0.73811 
0.72529 
0.71221. 


0.69888 
0.68528 
6.67143 
0.65734 
0.64299 


0.62841 — 


0.59851 | 
0.58322 
0.56769 


0.55194 
0.53597 
0.51978 
0.50338 
0.48678 


0.46997 
0.45296 
0.43575 
0.41836 
0.40079 


0.38304 
0.36511 
0.34702 


0.31035 


0.29179 
0.27309 
0.25425 
0.23528 


0.19698 
0.17766 
0.15823 
0.13871 
0.11910 


0.09941 
0.07964 
0.05981 
0.03992 
0.01998 


0.00000 
Ao 


p(p?—1) (p?—4) (»--8) 
(21ἑ)!(8-Θ1(ρ-Ὁ 


42 


0.41015 
0.42121 
0.43235 


- 0.44357 


0.45487 


0.46625 


0.47769 
0.48921 
0.50080 
0.51244 


0.52416 


0.53592. 


0.54775 
0.55962 
0.57155 


0.58352 
0.59553 
0.60758 
0.61967 
0.63179 


0.64393 
0.65610 
0.66830 
0.68050 
0.69272 


0.70495 
0.71718 
0.72942 
0.74165 
0.75387 


0.76608 
0.77827 


0.79043 


0.80258 
0.81469 


0.82676 
0.83879 
0.85078 
0.86272 
0.87460 


0.88642 
0.89817 
0.90985 
0.92145 


0.93297 


0.94439 
0.95573 
0.96696 
0.97809 
0.98910 


1.00000 


62500 | 


41848 
51232 
65921 
60524 


08984 
84576 
59897 
06868 
96721 


00000 
86554 
25532 
85377 
33824 


37891 
63876 
77354 
43168 
25427 


87500 
92010 
00832 
75083 
75124 


60547 
90176 
22061 
13468 
20883 


00000 
05717 
92132 
12540 
19424 


64453 


98476 
71516 
32768 
30590 


12500 
25173 
14432 
25246 
01724 


87109 
23776 
53223 
16068 
52046 


00000 


ree 


-0.02836 
-0.02866 


-0.02893 
-0.02919 
~0.02962 
-0.02980 


-0.02995 
-0.03007 
-0.03016 
-0.03022 
-0.03025 


-0.03025 
-0.03022 
-0.03015 
-0.03004 


-0.02990. 


-0.02972 


--0.02949 


-0.02923 
-0.02893 
-0.02858 


‚ -0.02819 


-0.02776 
-0.02727 
-0.02674 
0.02616 


-0.02553 
-0.02485 
-0.02411 
-0.02332 
-0.02247 


-0.02156 
-0.02060 
-0.01957 
-0.01848 
-0.01733 


-0.01611 
-0.01483 
-0.01347 
-0.01205 
-0.01056 


-0.00899 
-0.00735 
-0.00563 
-0.00383 


-0.00195 | 


0.00000 
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по шести точкам 


А 2 


0.00000 
0.00050 
0.00101 
0.00153 
0.00206 


0.00259 
0.00314 
0.00368 
0.00424 
0.00480 


0.00537. 


0.00594 
0.00551 
0.00710 
0.00768 


0.00827 
0.00886 
0.00946 
0.01006 
0.01066 


0.01126 


0.01186 


0.01247 
0.01307 
0.01367 


0.01428 
0.01488 
0.01548 
0.01608 
0.01667 


0.01726 
0.01785 
0.01843 
0.01901 
0.01958 


0.02014 
0.02070 
0.02125 
0.02179 
0.02232 


0.02284 
0.02335 
0.02385 
0.02434 
0.02481 


0.02527 
0.02572 
0.02615 
0.02656 
0.02696 


0.02734 


00000 
41246 
63266 
63410 
38925 


86953 
04535 
88605 
35994 
43420 


07500 
24737 
91526 
04151 
58785 


51484 
78195 
34747 
16854 
20112 


40000 
71878 
10986 
52443 
91245 


22266 
40255 
39838 
15514 
61653 


72500 
42169 
64646 
33784 
43305 


86797 
57715 
49379 
54974 
67544 


80000 
85111 
75506 
43676 
81965 


82578 
37575 
38870 
78234 
47286 


37500 


Аз 


АКР)-(-1) 57 


Δ.“ 


0.00000 
-0.00335 
-0.00676 
-0.01021 
-0.01371 


-0.01725 
-0.02083 
-0.02445 
-0.02810 
-0.03179 


-0.03551 


-0.03926 


-0.04304 
-0.04684 
-0,05066 


-0.05451 
-0.05837 
-0.06224 
-0.06612 
-0.07002 


-0.07392 
-0.07782 
0.08172 
-0.08561 
-0.08950 


-0.09338 
-0.09724 
-0.10109 
-0.10492 
-0.10872 


-0.11249 
-0.11624 
-0.11994 
-0.12361 
-0.12723 


-0.12081 
-0.13434 
-0.13783 
-0.14121 
-0.14456 


-0.14784 
-0.15104 
-0.15416 
-0.15720 
-0.16016 


-0.16302 
-0.16579 
-0.16845 
-0.17101 
-0.17345 


-0.17578 


00000 
80392 
42932 
69214 
40224 


36328 
37276 
22191 
69568 
57264 


62500 
61847 
31232 
45921 
80524 


08984 
04576 
39898 
86868 
16721 


00000 
06554 
05532 
65377 
53824 


37891 
83876 
57353 
23168 
45427 


87500 
12010 
80832 
55083 
95124 


60547 
10176 
02060 
93468 
40883 


00000 
25717 
72132 
92540 


39424. 


64453 
18476 
51516 
12768 
50590 


12500 


Ag 


Ao 


0.00000 
0.01005 
0.02022 
0.03049 
0.04087 


0:05134 
0.06189 
0.07252 
0.08323 
0.09401 


0.10485 
0.11575 
0.12669 
0.13767 
0.14868 


0.15972 
0.17078 


0.18185: 


0.19292 
0.20399 


0.21504 
0.22606 
0.23706 
0.24801 
0.25892 


0.26977 
0.28055 
0.29126 
0.30188 
0.31240 


0.32282 
0.33312 
0.34329 
0.35333 
0.36323 


0.37296 
0.38253 
0.39191 
0.40111 
0.41010 


0.41888 
0.42743 
0.43574 
0.44380 
0.45160 


0.45913 
0.46637 
0.47331 


0.47993 


0.48623 
0.49218 


00000 
74108 
59064 
97755 
31648 


00781 
43752 
97708 
98336 
79854 


75000 
15021 
29664 
47167 
94248 


96094 
76352 
57120 
58936 
00767 


00000 
72433 
32264 
92080 
62848 


53906 
72952 
26033 
17536 
50179 


25000 
41346 
96864 
87492 
07448 


49219 
03552 
59445 
04136 
23092 


00000 
16758 
53464 
88405 
98048 


57031 
38152 
12358 


48736. 


14504 
75000 


Ay 


45 — под ред. В. А. Диткина, Л. H. Кармазиной 


P(p?—1) (2-4) (p—3) 
(2+k)!(8—K) !(p—k) 


Αι 


0.00000 
-0.02001 
-0.04005. 
-0.06011 
-0.08017 


-0.10023 
-0.12028 
-0.14031 
-0.16031 
-0.18027 


-0.20018 
-0.22003 
-0.23981 
-0.25951 
-0.27911 


-0.29862 
~0;31801 
-0.33728 
0.35642 
-0.37541 


-0.39424 
-0.41289 
-0.43137 
-0.44966 
-0.46773 


-0.48559 
-0.50322 
0.52060 
-0,53772 
-0,55457 


-0.57114 
~0.58741 
-0.60337 
-0.61900 
-0.63429 


-0.64923 
-0.66380 
-0.67798 
-0.69177 
-0.70513 


-0.71808 
-0.73057 
-0.74260 
-0.75416 
-0.76522 


-0.77578 
-0.78580 
0.79529 
-0.80421 
-0.81256 


-0.820 31 


00000 
52433 
52264 
12080 
42848 


53906 
52952 
46033 
37536 
30179 


25000 
21346 
16864 
07492 
87448 


49219 
83552 
79445 
24136 
03092 


00000 
96758 
73464 
08405 
78048 


57031 
18152 
32358 
68736 
94504 


75000 
73671 
52964 
69817 
84648 


52344 


26752. 


59770 
01336 
99417 


00000 
47083 
82664 
46730 
77248 


10156 
79352 
16683 
51936 
12829 


25000 


Ао 


42 


1.00000 
1.01076 
1.02140 
1.03190 
1.04226 


1.05247 
1.06252 
1.07240 
1.08211 
1.09165 


1.10100 
1.11016 
1.11912 
1.12787 
1.13641 


1.14472 
1.15281 


‘1.16066 


1.16827 
1.17562 


1.18272 
1.18954 
1.19609. 
1.20235 
1.20832 


1.21398 
1.21934 
1.22438 
1.22908 
1.23346 


1.23748 
1.24115 
1.24446 
1.24739 
1.24994 


1.25209 
1.25384 
1.25519 
1.25610 
1.25659 


1.25664 
1.25623 
1.25536 
1.25401 
1.25219 


1.24986 
1.24704 
1.24370 
1.23983 
1.23542 


1.23046 


00000 
97879 
82732 
90702 
57024 


16016 
01076 
44679 
78368 
32752 


37500 
21335 
12032 
36409 
20324 


58672 
65376 
75385 
34668 
70208 


00000 
43042 
17332 
39865 
26624 


92578 
51676 
16841 
99968 
11915 


62500 
60498 
13632 
28571 
10924 


65234 
94976 
02548 
89268 
55371 


00000 
21204 
15932 
80027 


08224. 


94141 
30276 
08004 
17568 
48077 


87500 


A_| 


A3 


0.00000 
0.00204 
0.00416 
0.00638 
0.00868 


0.01107 
0.01356 
0.01614 
0.01881 
0.02159 


0.02446 
0.02744 
0.03052 
0.03370 
0.03699 


0.04040 
0.04391 
0.04754 
0.05129 
0.05515 


0.05913 
0.06324 
0.06747 
0.07182 


.0.07631 


0.08093 
0.08568 
0.09057 
0.09559 
0.10076 


0.10607 
0.11152 
0.11712 
0.12287 
0.12878 


0.12484 
0.14105 
0.14743 
0.15397 
0.16067 


0.16755 
0.17459 
0.18181 
0.18920 
0.19677 


0.20452 
0.21245 
0.22058 
0.22889 
0.23739 


0.24609 
А 


00000 
19592 
90134 
29427 
55475 


86484 
40865 
37232 
94406 
31417 


67500 
22100 
14874 
65686 
94615 


21953 
68205 
54091 
00546 
28726 


60000 
15959 
18414 
89394 
51155 


26172 
37145 
06999 
58886 
16184 


02500 
41668 
57754 
75053 
18095 


11641 
80685 
50458 
46426 
94293 


20000 
49727 
09894 
27162 
28435 


40859 
91825 
08967 
20166 
53552 


37500 
«2 
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25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по шести точкам 


А 


0.02734 
0.02770 
0.02804 
0.02836 
0.02866 


0.02893 
0.02919 
0.02942 
0.02962 
0.02980 


0.02995 
0.03007 
0.03016 
0.03022 
0.03025 


0.03025 
0.03022 
0.03015 
0.03004 
0.02990 


0.02972 
0.02949 
0.02923 
0.02893 
0.02858 


0.02819 
0.02776 
0.02727 
0.02674 
0.02616 


0.02553 
0.02485 
0.02411 
0.02332 
0.02247 


0.02156 
0.02060 
0.01957 
0.01848 
0.01733 


0.01611 
0.01483 
0.01347 
0.01205 
0.01056 


0.00899 
0.00735 
0.00563 
0.00383 
0.00195 


0.00000 


2 
37500 
40203 
46566 
47616 
34225 


97109 
26835 
13812 
48294 
20377 


20000 
36943 
60826 
81107 
87085 


67891 
12495 
09704 
48154 
16317 


02500 
94834 
81286 
49650 
87545 


82422 
21555 
92044 
80814 
74609 


60000 
23376 
50946 
28741 
42605 


78203 
21015 
56335 
69274 
4475) 


67500 
22068 
92806 
63881 
19265 


42734 
17875 
28077 
56534 
86242 


00000 


Аз 


А8(р)=(-1)+ 


А- 


-0.17578 
-0.17798 
-C.18005 
-0.18200 
-0.18380 


-0.18545 
-0.18696 
-0.18831 
-0.18949 
-0.19051 


-0.19136 
-0.19202 
-0.19249 
-0.19277 
-0.19285 


-0.19273 
-0.19239 
-0.19183 
-0.19104 
-0.19002 


-0.18876 
-0.18725 
-0.18548 
-0.18346 
-0.18116 


-0.17858 


-0.17572 
-0.17257 
-0.16912 
-0.16535 


-0.16128 
-0.15687 
-0.15213 
-0.14706 
-0.14163 


-0.13584 
-0.12969 
-0.12316 
-0.11625 
-0.10895 


-0.10124 
-0.09312 
-0.08458 
-0.07562 
-0.06621 


~0.05635 
-0.04604 
-0.03525 
-0.02399 
-0.01224 


0.00000 


12500 
45173 
94432 
05246 
21724 


87109 
43776 
33223 
96068 
72046 


00000 
17879 
62732 
70702 


77024 


16016 
21076 
24679 


58368 


52752 


37500 
41335 
92032 
16409 
40324 


88672 
85376 
53385 
14668 
90208 


00000 
63042 
97332 
19865 
46624 


92578 
71676 
96841 
79968 
31915 


62500 
80498 
93632 
08571 
30924 


65234 
14976 
82547 
69268 
75371 


00000 


Ag 


Ao 


0.49218 
0.49778 
0.50302 
0.50787 
0.51233 


0.51637 
0.51999 
0.52317 
0.52589 
0.52815 


0.52992 
0.53118 
0.53193 
0.53215 


-0,53181 


0.53092 
0.52943 
0.52735 
0.52466 
0.52133 


0.51735 
0.51270 
0.50736 
0.50132 
0.49456 


0.48766 
0.47879 
0.46975 
0.45991 
0.44925 


0.43776 
0.42540 
0.41217 
0.39805 
0.38301 


0.36703 
0.35009 
0.33217 
0.31325 
0.29330 


0.27231 
0.25026 
0.22711 
0.20286 
0.17746 


0.15092 
0.12319 
0.09425 
0.06409 
0.03268 


0.00000 


75000 
93671 
32064 
49817 


04648 


52344 
46752 
39770 
81336 
19417 


0C000 
67083 
62664 
26730 
97248 


10156 
99352 


96683 


31936 
32829 


25000 
31996 
75264 
74142 
45848 


05469 
65952 
38095 
30536 
49742 


00000 
83408 
99864 
47055 
20448 


13281 
16552 
19008 
07136 
65154 


75000 
16321 
66464 
00467 
91048 


08594 
21152 
94420 
91736 
74067 


00000 


ΑἹ 


Αι 


-0.82031 
-0.82745 
-0.83395 
-0.83981 
-0.84501 


-0.84952 
-0.85332 
-0.85640 
-0.85874 
-0.86032 


-0.86112 
-0.86111 
-0.86029 
-0.85862 
-0.85610 


-0.85269 
-0.84837 
-0.84314 
~0.83696 
-0.82981 


-0.82167 ` 


-0.81252 
-0.80234 
-0.79111 
-0.77879 


-0.76538 
-0.75084 
-0.73515 
-0.71829 
-0.70023 


-0.68096 
-0.66044 
-0.63865 
-0.61557 
-0.59117 


-0.56542 
-0.53831 
-0.50980 
-0.47987 
-0.44849 


-0.41564 
-0.38128 
-0.34540 
-0.30796 


-0.26894 


-0.22831 
-0.18604 
-0.14210 
-0.09647 
-0.04911 


0.00000 


Ао 


з Р(р2-1)(р2-4)(р-3) 
(2+) 1(3—®(ф-®. 


A2 


1.23046 
1.22495 
1.21886 
1;21219 
1.20492 


1.19705 


° 1.18855 


1.17943 
1.16966 
1.15924 


1.14816 
1.13639 
1.12392 
1.11076 
1.09687 


1.08226 
1.06690 
1.05078 
1.03389 
1.01622 


0.99775 


0.97846` 


0.95836 
0.93741 
0.91561 


0:89294 
0.86939 
0.84494 
0.81958 


0.79330. 


0.76608 
0.73789 
0.70874 
0.67861 
0.64747 


0.61531 
0.58212 
0.54789 
0.51259 
0.47621 


0.43873 
0.40014 
0.36042 
0.31955 
0.27753 


0.23432 
0.18992 
0.14430 
0.09745 
0.04936 


0.00000 


87500 
22660 
39232 
21734 
53524 


16797 
92576 
60710 
99868 
87533 


00000 
12367 
98532 
31190 
81824 


20703 
16876 
38166 
51168 
21240 


12500 
87823 
08832 
35896 
28124 


43359 
38176 
67873 
86468 
46696 


00000 
96529 
85132 
13352 
27424 


72266 
91476 
27329 
20768 
11402 


37500 
35985 
42432 
91059 
14724 


44922 
11776 
44035 


69068 . 
12858 


00000 


Ant 


A3 


0.24609 
0.25499 
0.26408 
0.27338 
0.28289 


0.29261 
0.30254 
0.31268 
0.32305 
0.33363 


0.34444 


_ 0.35548 


0.36675 
0.37825 
0.39000 


0.40198 
0.41420 
0.42658 
0.43940 
0.45238 


0.46561 
0.47911 
0.49287 
0.50689 
9.52119 


0.53576 
0.55061 
0.56574 
0.58116 
0.59686 


0.61286 


0.62915 


0.64574 
0.66264 
0.67984 


0.69735 
0.71518 
0.73333 
0.75180 
0.77059 


0.78972 
0.80917 
0.82897 
0.84911 
0.86959 


0.89043 
0.91162 
0.93316 
0.95507 
0.97735 


1.00000 


А- 


37500 


00635 


71834 
80221 
55175 


26328 
23565 
77026 
17106 
74461 


80000 
64894 
60574 
98730 
11315 


30547 
88905 
19134 
54246 
27520 


72500 
23003 
13114 
77188 
49855 


66016 
60845 
69793 


28586. 
73228. 


40000 
65462 
86454 
40097 
63795 


95234 
72385 
33502 
17126 
62087 


07500 
92770 
57594 
41956 
86135 


30703 
16525 
84760 
76866 
34596 


00000 © 
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Таблица 25.1. Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по семи точкам 


Ai(p)=(-1) 


„3 Р(р?-1) (p2-4) (p2-9 
: И yok 


р А-з A_» A.; Ао Αἱ А? Аз 
0.0 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 
0.1 -0.00159 10125 0.01409 18250 -0.06725 64375 0.98642 77500 0.08220 23125 -0.01557 51750 0700170 07375 ΟἽ 
0.2 -0.00295. 68000 0.02580 48000 -0.11827 20000 0.94617 60000 0.17740 80000 -0.03153 92000 0.00337 92000 02 
0.3. -0.00400 28625 0.03445 94250 -Ὅ.15241 66875 0488062 97500 0.28305 95625 -0.04662 15750 0.00489 23875 03 
0.4 -0.00465 92000 0.03960 32000 -0.16972 80000 0.79206 40000 0.39603 20000 -0.05940 48000 .0.00609 28000 0.4 
0.5 -0.00488 28125 0.04101 56250 -0.17089 64375 0.68359 37500 0.51269 53125 -0.06835 93750 0 
0.6 -0.00465 92000 0.03870 72000 -0.15724 80000 0.55910 40000 0.62899 20000 -0.07188 48000 0 00690 88000 0 
0.7 -0.00400 28625 0.03291 24250 -0.13068 16875 0.42315 97500 0.74052 95625 -0.06835 65750 0.00643 93875 07 
0.8 -0.00295 68000 0.02407 68000 -0.09363 20000 0.28089 60000 0.84268 80000 -0.05617 92000 0.00510 72000 0.8 
0.9 -0.00159 10125 0.01283 78250 -0.04898 64375 0.13788 77500 0.93074 23125 -0.03384 51750 0.00295 47375 09 
1.0 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 
1.1 0.00170 07375 -0.01349 61750 0.04980 73125 -0.12678 22500 1.04595 35625 0.04648 68250 -0-00367 00125 1 
1.2 0.00337 92000 -0.02661 12000 0.09676 80000 -0.23654 40000 1.06444 80000 0.10644 48000 -0.00788 48000 1.2 
1.3 0.00489 23875 -0,03824 95750 0.13719 95625 -0.32365 02500 1.05186 33125 0.18031 94250 -0.01237 48625 1.3 
1.4 0.00609 28000 -0.04730 88000 0.16755 20000 -0.38297 60000 1.00531 20000 0.26808 32000 -0.01675 52000 1:4 
1.5 0.00683 59375 -0.05273 43750 0.18457 03125 -0.41015 62500 0.92285 15625 0.36914 06250 -0.02 
1.6 0.00698 88000 -0.05358 08000 0.18547 20000 -0.40185 60000 0.80371 20000 0.48222 72000 0102296 32000 1 
1.7 0.00643` 93875 -0.04907 85750 0.16813 95625 -0.35606 02500 0.64853 83125 0.60530 24250 -0.02328 08625 1.7 
1.8 0.00510 72000 -0.03870 72000 0.13132 80000 -0.27238 40000 0.45964 80000 0.73543 68000 -0.02042 88000 1.8 
1.9. 0.00295 47375 -0.02227 41750 0.07488 73125 -0.15240 22500 0.24130 35625 0.86869 28250 -0.01316 20125 1.9 
2.0 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 2.0 
2.1 -0.00367`00125 0.02739 08250 -0.09056 64375 0.17825 77500 -0.25523 26875 1.12302 38250 0.02079 67275 21 
2.2 -0.00788 48000 0.05857 28000 -0.19219 20000 0.37273 60000 -0.51251 20000 1.23002 88000 0.05125 12000 22 
2.3 -0.01237 48625 0.09151 64250 -0.29812 16875 0.57031 97500 -0.75677 04375 1.31173 54250 0.09369 53875 23 
2.4 -0.01675 52000 0.12337 92000 -0.39916 80000 0.75398 40000 -0.96940 80000 1.35717 12000. 0.15079 68000. 2.4 
2.5 -0.02050 78125 0.15039 06250 -0.48339 84375 0.90234 37500 -1.12792 96875 1:35351 56250 0.22558 59375 2.5 
2.6 -0.02296 32000 0.16773 12000 -0.53580 80000 . 0.98918 40000 -1.20556 80000 1.28593 92000 0.32148 48000 2.6 
2.7 -0.02328 08625 0.16940 54250 --0.53797 66875 0.98296 97500 -1.17089 04375 1.13743 64250 0.44233 63875 2.7 
2.8 -0.02042 88000 0.14810 88000 -0.46771 20000 0.84633 60000 -0.98739 20000 0.88865 28000 0.59243 52000 28 
2.9 -0.01316 20125 0.09508 88250 -0.29867 64375 0.53555 77500 -0.61307 26875 0.51770 58250 0.77655 87375 2.9 
3.0 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 3,0 
Аз Ag A, Ag Α-1 х a3 -Ῥ 
Коэффициенты интерполяционной формулы Лагранжа по восьми точкам 
- Αδ(ρ)-(-1}1τ4 P(p?-1) (p?-4) (p?-9) (р-4) 
А (3+К)!(4-К)!(р-Ё) 
А-з 4-2 А-1 Ag A, Ag Аз Ag 
0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 
-0.00088 64213 0.00915 96863 -0.05246 00213 0.96176 70563 0.10686 30063 -0.03037 15913 0.00663 28763 -0.00070 45913 
-0.00160 51200 0.01634 30400 -0.08988 67200 0.89886 72000 0.22471 68000 -0.05992 44800 0.01284 09600 -0.00135 16800 
-0.00211 57988 0.02124 99787 -0.11278 83487 0.81458 25188 0,34910 67938 -0.08624 99137 0.01810 18337 -0.00188 70638 
-0.00239 61609 0.02376 19200 -0.12220 41600 0.71285 76000 0.47523 84000 -0.10692 86400 0.02193 40800 -0.00226 30400 
-0.00244 14063 0.02392 57812 -0.11962 89062 0.59814 45312 0.59814 45313 -0.11962 89062 0.02392 57812 -0.00244 14062 
0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 
0.06070 45912 -0.00652 31512 0.02888 82412 -0.09191 71312 1.01108 84438 0.06740 58962 -0.01064 30362 0.00099 61462 
0.00135 16800 -0.01241 85600 0.05419 00800. -0.16558 08000 0.99348. 48000 0.14902 27200 -0.02207 74400 0.00202 75200. 
0.00188 70638 -0.01721 23088 0.07408 77638 -0.21846 39188 0.94667 69812 0.24343 12238 -0.03341 21288 ‘0.00300 53238 
0.00226 30400 -0.02050 04800 0.08712 70400 -0.24893 44000 0.87127 04000 0.34850 81600 -0.04356 35200 0.00382 97600 
0.00244 14062 -0.02197 26562 0.09228.51562 -0.25634 76562 0.76904 29688 0.46142 57812 -0.05126 95312 0.00439 45312 
0.00239 61600 -0,02143 23200 0.08902 65600 -0.24111 36000 0.64296 96000 0.57867 26400 -0.05511 16800 0.00459 26400 
0.00211 57988 -0.01881 34538 0.07734 41988 -0.20473 46438 0.49721 27062 0.69609 77888 -0.05354 59838 0.00432 35888 
0.00160 51200 -0.01419 26400 0.05778 43200 -0.14981 12000 0.33707 52000 0.80898 04800 -0.04494 33600 0.00350 20800 
0.00088 64213 -0.00779 59613 0.03145 26712. -0.08001 11812 0.16891 24938 0.91212 74662 -0.02764 02263 0.00206 83163 
0.00000 00000 0.00000 00000 0,00000.00000 0.00000 00000. 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 
-0.00099 61462 0.00867 37612 -0.03441 52462 0.08467 24312 -0.16164 73688 1.06687 26338 0.03951 38012 -0.00267 38662 
-0.00202 75200 0.01757 18400 -0.06918 91200 0.16773 12000 -0,30750 72000 1.10702 59200 0.09225 21600 -0.00585 72800 
-0.00300 53238 0.02592 96538 -0.10136 13738, -0.24238 58938 -0.42883:65812 1.11497 51112 0.15928 21588 -0.00936 95388 
0.00382 97600 0.03290 11200 -0.12773 37600 `0.30159 36000 -0.51701 76000 1.08573 69600 0.24127 48800 -0.01292 54400 
-0.00439. 45312 `0.03759 76562 -0,14501᾽ 95312 0.33837 89062 --0.56396 48438 1.01513 67188 0.33837 89062 -0.01611 32812 
-0.00459 26400 0.03913.72800. -0.15002 62400 0.34621 44000 -0.56259 84000 0.90015 74400 0.45007 87200 -0.01837 05600 
`-0.00432 35888 0.03670. 45088 -0.13987 39388 0.31946 :51688`-0.50738 58562 0.73933 36762 0.57503 73038 -0.01895. 72738 
0.00350 20800 0.02962 17600 -0.11225 08800 0.25390 08000 -0.39495 68000 0.53319 16800 0.71092 22400 -0.01692 67200 
-0.00206 83162 0.01743 29512 -0.06570 88162 0.14727 83812 -0.22479 33188 0.28473 82038 0.85421 46112 `-0.01109 36962 
0.00000 00000 0.00000`00000 0.00000 00008 0.00000 00000 0.00000 00006 0.00000 00000 1.00000 00000 0.00000 00000 
0.00267 38662 -0.02238 70762 0.08354 20162 -0.18415 17562 .0,27184 30688 .0.31138 38788 1.14174 08888 0.01812.28712 
0.00585 72800 -0.04888 57600 0.18157 56800 -0.39719 68000. 0;57774.08000 .0.63551.48800 1.27102' 97600 0.04539 39200 
0.00936 95388 -0.07796 16338 0.28827 67388 -0.62605 55438 0.89825 36062 6.95353 07512 1.37732 21962 0.08432 58488 
0.01292 54400 -0.10723 32800 0.39481 34400 -0.85155 84000 1.20637 44000 -1.24084 22400 1.44764 92800 0.13787 13600 
0.01611 32812 -0.13330 07812 0.48876 95312 -1.04736 32812 1.46630 85938 -1.46630 85938 1.46630 85938 0.20947 26562 
0.01837 05600 -0.15155 71200 0.55351 29600 -1.17877 76000 1.63215 36000 -1.59134 97600 1.41453 31200 0.30311. 42400 
0.01895'72738 -0.15598 17788 0.56750 81738 -1.20148 12688. 1.64647 43312 -1.56899 31862 1.27013 73412 0.42337 91138 
0.01692 67200 -0.13891 58400 0.50356 99200 -1.06014 72000 1.43877 12000 -1.34285 31200 1.00713 98400 0.57550 84800 
0.01109 36962 -0.09081 78862 0.32805 64462 -0.68695 58062 0.92383 71188..-0.84604 03088 0.59536 16988 0.76546 50412 
0.00000 00000 0.00000` 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 0.00000 00000 .1.00000- 00000 
Аз Ag Ay Ао Δ 4.2 A.3 
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25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.2. Коэффициенты формулы численного дифференцирования k-ro порядка по п точкам 


Формулы дифференцирования: 


Первая. производная (к.1) 


Аз 


«30 4} 41 
Гри тачки (m=2) 
—3 4 - 
-ι 0 | 
1 — 3 


Четыре почки (m=8) 


~ll 18 -. 
—2 -π 6 

1 χα... 2 
_2 9 -18 


2 
-ι 


2 
11 


ПЯГПВ (ПОЧЕМ (т=4) 


50 96 -72 
~~  -20 36 
2 -16 “a 
-2 12 -36 
6 -32 72 


32 


Лесь MOYER (m=5) 


—274 600 -600 
-24 -130 240 
6 —60 —40 
—4 30 —29 
6 —40 120 
*-24 150 -—490 


Ay 


Вторая nponzBogHas (k-2) 


A3 


Ao Ay A2 
Гри ПОЧКИ (m=2) 
1 - 1 
1 -ᾱ 1 
1 -- 1 


Yembipe π70 Κα (m=8) 


WN © 


bWnNr- Oo 


(ΠΠ δ515 56 


=2 
0 
3 
6 


—56 
4 
16 
—20 


6 —5 .12 

3. 6 3 

0 2 -6 

-3 12 -15 
Дать точек. (т=4) 

35 -104 114 

ll -20 6 

-ι 16 --30 

--1 4 6 

11 -5- 114 


~104 


Wecrib 107K (m=5) 


225 -770 1070 
50 -Ε5 ~20 
-5 80 -150 

0 -5 80 
κ -30 70: 
-50 305 -780 


Взято из [25.4]. 


Ag 


kt 


d* f(x) м. en 
πετ м —— У 4) 
ах” |=) mh" =) 
Бет 
k [ΡΘΤ53 производная (k=3) i 
АОИ 7 Ао ΑἹ Ag A3 Ag As Quudra 
Yermb! Pe ПОЧКИ (m=8) 
1/3 0 —1 3 -3 и. —1/4 - 
“ene, 1-38 1 -1/12 μά (4) 
1/3 2 3 —3 1 1/12 
3 -1 3 - 1 1/4 
“14 ПЯТЬ [MOYER (m=4) 
1/12 4,4)... 0° -10 «26 48 28 -6 7/24 
—1/12 1 -ὁᾱ “8 -ᾱ-. 12 -ᾱ 1/54 κα 
1/4 2 -2 4 0 <4 2 -1/24h°t 
| 3 2 -12 24 -20 6 1/24 
4 6 -28 48 -36 10 7/24 
— 2 0 Wlecmb 721714 Θλς {τι--5) 
1/30ь°:9 9 -ᾱ5 355 -590 490 -205 35 -5/16 
-1/20 1 -3%5 125 -17Ο 110 -35 5 -1/48 
1/5 2 5 55 50 -70 - ας. 1/48.6.(6) 
3 5 -35 70 -50 5 5 -1/48 
4 —5 35 -110 170 -125 35 1/48 
1/6 5 4-35 205 -490 590 -355 85 5/16 
yt: 6) 
1/60, 6 ,¢ 
17608 * 
-1/30 Η 
1/6 етвертая производная. (Κ-4) k 
1 4 ΑΙ. 42 43 44 AS 2 QuudKa 
κ. ; | | | 
блибка | Пять ITTOYER (т=4) у 
᾿ 0 1 --ᾱ 6 — 1 “1/12 μ5ε5) 
1/2 nt 2 1 —4 6 —4 1 —1/144n tf | 
3 1 -ᾱ 6 -4 1 1/24 .5 {5 
1/24n'2% 2 τ = ;.. = 1 13.5.1 
3 +(3) 
ме Ва [Лесгпь MOYER (m=5) 
0 15 -70 130 -120 55 -10 17/144 
1 10 —45 80 -70 30 -5. 5/144 
11/24 2 ας 5 «Ὁ 5 Ὁ. -1/144, 6 (0 
—1/24 4 (4) 3 0 5 -20 30 -20 5 —1/144 
-1/24 4 —5 30 -70 80 -45 10 5/144 
11/24 5 -Ю < 55 120: 130 -70 15 ..11/144 
-5/12 n> (5) 
1/24 4 Ὁ | 
1/1801 am Пятяя производная (1-5) и 
= §,45 
~ ae . 
5/12 F Ao Αι Ag Ay Ag As; Пудилибка | 
Шесл?ё ГПОЧЕК (m=5) 
137/360 ο - 5 10... 18 «5 ή: 1. .-α}48 
ΕΒ © ’* 1 —1 5 -10 10 -5 1 -1/80 
1/180 56; (6) 2 —] 5 -10 10 -5 1 -1/2405.(6) 
1/180 3 -1 5. -10 10 -5 1 1/240. 
-13/360 4 —1 5 -10 10 -5 1 1/80 
137/360 5 —1 5 -10 10 -5 1 1/48 


3 


oa) 


КОЭФФИЦИЕНТЫ ФОРМУЛЫ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 709 
Таблица 25.3. Коэффициенты формулы Лагранжа’ для численного интегрирования по и точкам 
"+! (рат = 2. Ax(m) f (7%) 
Zr | 
РА (т) 
п —леуеткое 
m\k —4 -3 ~2 «ᾱ 0 1 2 8 4 р 
— 5 8 -1 ь 0 1Σ 
--2 25} 646 —264 106. -19 1 720 
-l- -19 346 456 -74 11 0 
-3 19087 65112 —46461 37504 -20211 6312 —853 2 60430 
-2 -863 25128 46989 -16256 7299 -2089 271 i 
-1 271 -2760 30819 37504 —6771 1608 -191 0 
—4 1070017 4467094 -4604594 5595358 -5033120 2146338 -1291214 3212874 -33953 3 3628800 
~3 -33953 1375594 3244786 -1752542 1317280 -755042 294286 -68906 7297 2 
~2 7297 -99626 1638286 2621838 -833120 397858 -142094 31594 —3233 1 
-} -3233 36394 -216014 1909858 2224480 -425762 126286 -25706 2497 0 
4 3 2 1 0 -1 с -8 -4 Аз 
τι -- 87200 
m\k -4 a 2 -1 0 1 2 8 5 D 
-1 | 9 19 —5 1 1 24 
0 —1 13 13 —1 0 
-2 475 1427 -798 482 -173 27 2 1440 
-1 ‚ -27 637 1022 -258 77 -11 1 
0 11 -93 802 802 -93 ‘li 0 
- 36799 139849 -121797 123133: -88547 ° 41499 -11351 1375 3 120960 
-2 - “1375 47799 101349 —4479] 26883 -11547 2999 -35} 2 - 
-] 351 —4183 57627 с 81693 -20227 7227 -1719 191 1 
0 -191 1879 -9531 68323 68323 -953} 1879 -191 0 
—4 2082753 9449717 -11271304 16002320 -17283646 13510082 -7394032 2687864 -583435 57281 4 7257600 
—-3 -57281 2655563 6872072 -4397584 — 3973310 -2848834 1481072 -520312 110219 -10625 3 
-2 10625 -163531 3133688 5597072 -2166334 1295810 -617584 206072 -42187 3969 2 
-1 —3969 ° 50315 -342136 3609968 4763582 -1166146 462320 -141304 27467 -2497 1 
0 2497 -28939 162680 -641776 4134338 4134338 -641776 162680 -28939 2497 0 
5 4 9 2 1 0 -] =. - 3 -4 Ат 


Взято из [25.40]. 


710 


Узлы +x; (нули многочленов Лежандра) 


0.57735 


0.00000 
0.77459 


0.33998 
0.86113 


0.00000 
0.53846 
0.90617 


0.23861 
0.66120 
0.93246 


0.00000 
0.40584 
0.74153 
0.94910 


Взято из [25.32], [25.33] и [25.39]. 


25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.4. Узлы и весовые коэффициенты квадратурнэй формулы Гаусса 


+1 а 
| £60) ах му weflerd 
--ᾱ $==1 


= ak | 


02691 


C0000 
66692 


10435 
63115 


00000 
93101 
98459 


91860 
93864 
95142 


00000 
51513 
11855 
79123 


Весовые коэффициенты из 


wi ny 
oe 9 7% = 8 
0.18343 46424 95650 0.36268 
89626 1.09000 00000 00000 °— 0.52553 24099 16329 0.31370 
0.79666 64774 13627 0.22238 
n=3 0.96028 98564 97536 0.10122 
00000 0.88888 88888 88889 
41483 0.55555 55555 55556 n9 
0.00000 00000 00000 0.33023 
. n=4 _ 0.32425 34234 03809 0.31234 
84856 0.65214 51548 62546 0.61337 14327 00590 0.26061 
94053 0.34785 4845] 37454 — 0.83603 11073 266% 0.18064 
᾽ 0.96816 02395 07626 0.08127 
w= 
00000 0.56888 88888 88889 7 в =10 
05683 0.47862 86704 99366 —`0.14887 43389 81631 :0.29552 
38664 0.23692 68850..56189 —0,43339 53941 29247 `0.26926 
| 0.67940 95682 99024 0.21908 
_ п=б 0.86506 33666 88985 0.14945 
83197 0.46791 39345 72691 0.97390 65285 17172 0.06667 
66265 0.36076 15730 48139 
03152 0.17132 44923 79170 n=12 
0.12523 34085 11469 0.24914 
n=7 | 0.36783 14989 98180 0.23349 
00000 0.41795 91836 73469 0.58731 79542 86617 0.20316 
77397 0.38183 00505 05119 0.76990 26741 94305 0.16007-. 
99394 0.27970 53914 89277 0.90411 72563 70475 0.10693 
42759 0.12948 “49661 68870 0.98156 06342 46719 0.04717 
+73 n=16 7 Ww; 
0.09501 25098 37637 440185 0.18945 06104 55068 496285 
0.28160 35507 79258 913230 0.18260 34150 44923 588867 
0.45801 67776 57227 :386342 0.16915 65193 95002 538189 
0.61787 62444 02643 748447 0.14959 59888 16576 732081 
0.75540 44083 55003 033895 0.12462 89712 55533 872052 
0.86563 12023 87831 743880 0.09515 85116 82492 784810 
0.94457 50230 73232 576078 0.06225 35239 38647 892863 
0.98940 09349 91649 932596 0.02715 24594 11754 094852 
n=20 
0.07652 65211 33497 333755 0.15275 33871 30725 850698 
0.22778 58511 41645 078080 0.14917 29864 72603 746788 
0.37370 60887 15419 560673 0.14209 61093 18382 051329 
0.51086 70019 50827 098004 0.13168 86384 49176 626898 
0.63605 36807 26515 025453 0.11819 45319 61518 417312 
0.74633 19064 60150 792614 0.10193 01198 17240 435037 
0.83911 69718 22218 823395 0.08327 67415 76704 748725 
0.91223 44282 51325 905868 0.06267 20483 34109 063570 
0.96397 19272 77913 791268 0.04060 14298 00386 941331 
0.99312 85991 85094 924786 0.01761 40071 39152 118312 
n=24 | 
0.06405 68928 62605 626085 0.12793 81953 46752 156974 
0.19111 88674 73616 309159 `0.12583. 74563 46828 296121 
0.31504 26796 96163 374387 0.12167°04729 27803 391204 
0.43379 35076 26045 138487, 0.11550 56680 53725 601353 
0.54542 14713 88839 535658 0.10744 42701 15965 634783. 
0.64809 36519. 36975 569252 0.09761 86521 04113 888270 
0.74012 41915-78554 364244 0.08619 01615 31953 275917 
0.82000 19859 73902 921954 0.07334: 64814 11080 305734 
0.88641 55270 04401 034213 0.05929:85849 15436 780746 
0.93827 45520 02732 758524 0.04427᾽ 7438817419’ 806169 
0,97472 85559 71309 498198 0.02853. 13886-28933 663181 
0,99518 72199 97021 360180 0.01234 12297 99987 199547 


и 


37833 
66458 
10344 
85362 


93550 
70770 
06964 
81606 
43883 


42247 
67193 
63625 
13491 
13443 


70458 
25365 
74267 
83285 
93259 
53363 


78362 
77887 
53374 
90376 


01260 
40003 
02935 
94857 
61574 


14753 
09996 
15982 
50581 
08688 


13403 
38355 
23066 
43346 
95318 
86512 


УЗЛЫ И ВЕСОВЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ГАУССА 


Таблица 25.4. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Гаусса 


+1 Ν 
бочку мо 
> $=1 


Узлы 4x4 (нули многочленов Лежандра) 
£7; 


0.04830 
0.14447 
0.23928 
0.33186 
0.42135 
0.50689 
0.58771 
0.66304 
0.73218 
0.79448 
0.84936 
0.89632 
0.93490 
0.96476 
0.98561 
0.99726 


0.03877 
0.11608 
0.19269 
0.26815 
0.34199 
0.41377 
0.48307 
0.54946 
0.61255 


0.67195. 
Тат. 


0.77830 
0.82461 
0.86595 
0.90209 
0.93281 
0.95791 
0.97725 
0.99072 
0.99823 


0.03238 
0.09700 
0.16122 
0.22476 


0.28736. 
0.34875 


0.40868 
0.46690 
0.52316 
0.57722 
0.62886 
0.67787 
0.72403 
0.76715 
0.80706 
0.84358 
0.87657 
0.90587 
0.93138 
0.95298 
0.97059 
0.98412 
0.99353 
0.99877 


76656 
19615 
73622 
86022 
12761 
99089 
57572 
42669 
21187 
37959 
76137 
11557 
60759 
22555 
152115 
28618 


24175 
40706 
75807 
21850 
40908 
92043 
58016 
71250 
38896 


66846 


82551 
56514 
22308 
95032 
88069 
28082 
68192 
99499 
62386 
77097 


01709 
46992 


23560. 


37903 
24873 
58862 
64819 
29047 
09747 
47260 
73967 
23796 
41309 
90325 
62040 
82616 
20202 
91367 
66907 
77031 
15925 
45837 
01722 
10072 


87738 
82796 
52137 
82127 
30635 
32229 
40762 
30215 
40289 
67942 
32569 
66052 
37733 
87506 
45268 
49481 


06050 
75255 
01371 
07253 
25758 
71605 
86178 
95128 
67980 
14179 
89927 
26519 
33311 
12259 
68874 
78676 
13791 
83774 
99457 
10559 


62869 
09462 
68891 
94689 
55455 
92160 
90716 
50958 
22233 
83972 
76513 
32663 
23814 
15740 
29442 
24393 
74247 
15569 
06554 
60430. 
46247 
22826 
66350 
52426 


316235 
493485 
074545 
649780 
345364 
390024 
329041 
200975 
680387 
406963 
970134 
123965 


689171. 


430774 
335400 
563545 


821933 
208483 
099716 
681141 
473007 
001525 
712909 
202076 
237953 
548379 
103281 
387695 
663196 
503821 
296728 
533361 
655805 


262663. 


006453 
200350 


362033 
698930 
718056 
061225 
576736 
738160 
729916 
404545 
033678 
703818 
623995 
905212 
654674 
339254 
627083 
530711 
885906 
672322 
333114 
860723 
250461 
857745 
757548 
118601 


п=82 


п=40 


п=48 


Весовые коэффициенты ΜΗ 
Ш 


0.09654 
0.09563 
0.09384 
0.09117 
0.08765 
0.08331 
0.07819 
0.07234 
0.06582 
0.05868 
0.05099 
0.04283 
0.03427 
0.02539 
0.01627 
0.09701 


0.07750 
0.07703 
0.07611 
0.07472 


- 0.07288 


0.07061 
0.06791 
0.06480 
0.06130 
0.05743 
0.05322 
0.04869 
0.04387 


0.03878 


0.03346 
0.02793 
0.02224 
0.01642 
0.01049 
0.00452 


0.06473 
0.06446 
0.06392 
0.06311 
0.06203 
0.06070 
0.05911 
0.05727 
0.05519 
0.05289 
0.05035 
0.04761 
0.04467 
0.04154 
0.03824 
0.03477 
0.03116 
0.02742 
0.02357 
0.01961 
0.01557 
0.01147 
0.00732 
0.00315 


00885 
87200 
43990 
38786 
20930 
19242 
38957 
57941 
22227 
40934 
80592 
58980 
38629 
20653 
43947 
86100 


59479 
98181 
03619 
31690 
65823 
16473 
20458 
40134 
62424 
97690 
78469 
58076 
09081 
21679 
01952. 
70069 
58491 
10583 
82845. 
12770 


76968 
61644 
42385 


41922 


94231 
44391 
48396 
72921 
95036 
01894 
90355 
66584 
45608 
50829 
13510 
72225 
72278 
65097 
07608 
61604 
93157 
72345 
75539 
33460 


14727 
79274 
80804 
95763 
04403 
26946 
87070 
08848 
76361 
78535 
62376 
22226 
13021 
09262 
30905 
09470 


78424 
64247 
00626 
57968 
95804 
91286 
15233 
56601 
92928 
99391 
83936 
35072 
85673 
74472 
82547 
80023 
94166 
81907 
31152 
98533 


12683 
35950 
84648 


86254 


59892 
65893 
98395 
00403 
99984 
85193 
53854 
92490 
56694 
43464 
65830 
64770 
32798 
08356 
39324 
57355 
22943 
79234 
01276 
52305 


800567 
859419 
565639 
884713 
811143 
755222 
306472 
506225 
846838 
547145 
176196 
680657 
433103 
059456 
670605 
096600 


811264 
965588 
242372 
264200 
059061 
779695 
903826 
038075 
939167 
551367 
824355 
232061 
271992 


017640: 


847393 
401098 
957262 
888713 
813615 
191258 


922503 
082207 
186624 
025657 
663904 
880053 
635746 
215705 
162868 
667096: 
474958 
474826 
280419 
749214 
706317 


438893 


088902 
948200 
379141 
527814 
848728 
539430 
262102 
838633 
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Таблица 25.4. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Гаусса 


+1 ‘ 
) £0) dx & wifes) 
—1 


t=1 


Узлы +x; (нули многочленов Лежандра) Весовые коэффициенты Wi 


πα - и; 
| n 64 | 
0.02435 02926 63424 432509 0.04869 09570 09139 720383 
0.07299 31217 87799 039450 0.04857 54674 41503 426935 
0.12146 28192 96120 554470 0.04834 47622 34802 957170 
0.16964 44204 23992 818037 0.04799 93885 96458 307728 
0.21742 36437 40007 084150 0.04754 01657 14830 308662 
0.26468 71622 08767 416374 0.04696 81828 16210 017325 
0.31132 28719 90210 956158 0.04628 47965 81314 417296 
0.35722 01583 37668 115950 0.04549 16279 27418 144480. 
0,40227 01579 63991 603696 0.04459 05581 63756 563060 
0.44636 60172 53464 087985 0.04358 37245 29323 453377 
0.48940 31457 07052 957479 0.04247 35151 23653 589007 
0.53127 94640 19894 545658 0.04126 25632 42623 528610 
0.57189 56462 02634 034284 0.03995 37411 32720 341387 
0.61115 53551 72393 250249 0.03855 01531 78615 629129 
0.64896 54712 54657 339858 0.03705 51285 40240 046040 
0.68523 63130 54233 242564 0.03547 22132 56882 353811 
0:71988 18501 71610 826849 0.03380 51618 37141 609392 
0.75281 99072 60531 896612 0.03205 79283 54851 553585 
0.78397 23589 43341 407610 0.03023 46570 72402 478868 
0.81326 53151 22797 559742 0.02833 96726 14259 483228 
0.84062 92962 52580 362752 0.02637 74697 15054 658672 
0.86599 93981 54092 819761 0.02435 27025 68710 873338 
0.88931 54459 95114 105853 0.02227 01738 08383 254159 
0.91052 21370 78502 805756 0.02013 48231 53530 209372 
-. 0.92956 91721 31939 575851 0.01795 17157 75697 343085 
0.94641.13748 58402 816062 0.01572 60304 76024 719322 
0.96100 87996 52053 718919 0.01346 30478 96718 642598 
0.97332 68277 89910 963742 0.01116 81394 60131 128819 
0.98333 62538 84625 956931 0.00884 67598 26363 947723 
0.99101 33714 76744 320739 0.00650 44579 68978 362856 
0.99634 01167 71955 279347 0.00414 70332 60562 467635 
0.99930 50417 35772 139457 0.00178 32807 21696 432947 
п = 80 - 
0.01951 13832 56793 997656 0.03901 78136 56306 654811 
0.05850 44371 52420 668629 0.03895 83959 62769 531199 
0.09740 83984 41584 599063 0.03883 96510 59051 968932 
0.13616 40228 09143 886559 - 0.03866 17597 74076 463327 
0.17471 22918 32646 812559 0.03842, 49930 06959 423185 
0.21299 45028 57666 132572 0.03812 97113 14477 638344 
0.25095 23583 92272 120493 0.03777 63643 62001 397490 
0.28852 80548 84511 853109 0.03736 54902 38730 490027 
0.32566 43707 47701 914619 0.03689 77146 38276 008839 
0.36230 47534 99487 315619 0.03637 37499 05835 978044 
0.39839 34058 81969 227024 0.03579 43939 53416 054603 
0.43387 53708 31756 093062 0.03516 05299 44747 593496 
0.46869 66151 70544 477036 0.03447 31204 51753 928794 
0.50280 41118 88784 987594 0.03373 32149 84611 522817 
0.53614 59208 97131 932020 0.03294 19393 97645 401383 
0.56867 12681 22709 784725 0.03210 04986 73487 773148 
0.60033 06228 29751 743155 0.03121 01741 88114 701642 
- 0.63107 57739 46871 966248 0.03027 23217 59557 980661 
0.66085 98989 86119 801736 0.02928 83695 83267 847693 
0.68963 76443 42027 600771 0.02825 98160 57276 862397 
0.71736 51853 62099 880254 0.02718 82275 00486 380674 
0.74400 02975 83597 272317 0.02607 52357 67565 117903 
0.76950 24203 35041 373866 0.02492 25357 64115 491105 
0.79383 27175 04605 449949 0.02373 18828 65930 101293 
0.81695 41386 81463 470371 0.02250 50902 46332 461926 | 
0.83883 14735 80255 275617 0.02124 40261 15782 006389 
0.85943 14066 63111 096977 0.01995 06108 78141 998929 
0.87872. 25676 78213 828704 0.01862 68142 08299 031429 
0.89667 55794 38770 683194 0.01727 46520 56269 306359 
0.91326 31025 71757 654165 0.01589 61835 «83725 688045 
0.92845 98771 72445 795953 0.01449 35080 40509 076117 
0.94224 27613 09872 674752 0.01306 87615 92401 339294 
0.95459 07663 43634 905493 0.01162 41141 20797 826916 
0,96548 50890 43799 251452 0.01016 17660 41103 064521 
0.97490 91405 85727 793385 0.00868 39452 69260 858426 
0.98284 85727 38629 070418 0.00719 29047 68117 312753 
0.98929 13024 99755 531027 9.00569 09224 51403 198649 
0.99422 75409 65688 277892 0.00418 03131 24694 895237 
0.99764 98643 98237 688900 0.00266 35335 89512 681669 
0.99955 38226 51630 629880 0.00114 49500 03186 941534 


УЗЛЫ И ВЕСОВЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ГАУССА 


Таблица 25.4. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Гзусса 


+1 


—1 


Узлы $x; (нули многочленов Лежандра) 


0.01627 
0.04881 
0.08129 
0.11369 
0.14597 
0,17809 


0.21003 
0.24174 


0.27319 


0.20436 
0.33520 
0.36569 


0.39579. 


0.42547 
0.45470 
0.48345 
0.51169 
‚ ΒΡΟΘ3Θ 


0.56651 
0.59303 
0.61892 
0.64416 
0.66871 
0.69256 


0.71567 
0.73803 
-0.75960 
0.78036 
0.80030 
0.81940 


0.83762 
0.85495 
0.87138 
0.88689 
0.90146 
0.91507 


0.92771 
0.93937 
0.95003 
0.95968 
0.96832 
0.97593 


0.98251 
0.98805 
0.99254 
0.99598 
0.99836 
0.99968 


2 


67448 
29851 
74954 
58501 
37146 
68823 


13104 
31561 
88125 
49443 
85228 
68614 


76498 
89884 
94221 
191729 
41771 
81083 


04185 
23647 
58401 
34037 
82100 
45366 


68123 
06437 
23411 
90438 
87441 
03107 


35112 
90334 
85059 
45174 
06353 
14231 


24567 
03397 
27177 
82914 
68284 
91745 


12029 
41263 
39003 
18429 
43758 
95038 


49602 
36049 
64425 
10665 
54896 
67618 


60567 
63840 
91049 
54496 
92625 
72313 


28908 
07300 
67743 
20596 
54667 
24357 


61397 
77572 
25468 
84967 
43916 
42171 


48967 
44400 
76647 
67433 
39140 
37931 


28187 
34601 
09296 
02420 
15852 
20898 


22308 
92155 
84437 
48742 
63264 
85136 


62014 
29623 
23762 
87209 
63181 
83230 


969579 
731112 
558994 
920911 
941989 
602759 


203603 
012328 
141487 
353024 


422616 | 


635031 


603285 
545365 
008636 
359768 
673586 
436227 


168404 
080684 
570386 
106798 
оз 
561344 


626225 
132851 
498703 
217604 
817229 
675539 


121494 
455463 
502874 
416057 
341319 
074206 


690965 


216932. 
635756 


539300 
212174 
466453 


677447 
799481 
624572 
290650 
677724 
766828 


п = 96 


! T(x) dx 5: > лич Го) 
$=1 


Весовые коэффициенты Μὲ 


0.03255 
0.03251 
0.03244 
0.03234 
0.03220 
0.03203 


0.03182 
0.03158 
0.03131 
0.03101 
0.03067 
0.03029 


0.02989 
0.02946 
0.02899 
0.02849 
0.02797 
0.02741 


0.02682 
0.02621 
0.02557 
0.02490 
0.02420 
0.02348 


0.02273 
0.02196 
0.02117 
0.02035 
0.01951 
0.01866 


0.01778 
0.01688 


0.01597. 
` 0.01503 


0.01409 
0.01312 


0.01215 
0.01116 
0.01016 
0.00914 
0.00812 


0.00709 


0.00605 
0.00501 
0.00396 
0.00291 
0.00185 
0.00079 


им 


06144 


61187 


71637 


38225 


62047 
44562 


87588 
93307 
64255 
03325 
13761 
99154 


63441 
10899 
46141 
74110 
00076 
29627 


68667 
23407 
00360 
06332 
48417 
33990 


70696 
66444 
29398 
67971 
90811 
06796 


25023 
54798 
05629 
87210 
09417 
82295 


16046 
21020 
07705 
86712 
68769 
64707 


85455 
42027 
45543 
07318 
39607 
67920 


92363 
13868 
14064 
68575 
94030 
31992 


94411 
70727 
96861 
86313 
23669 
20827 


36328 
58167 
50555 
65085 
16848 
26029 


25591 
35672 
05349 
22483 
92364 
85926 


58329 
38744 
92191 
54333 
40145 


‘27411 


16045 
64245 
02562 
26994 
72314 
66961 


71088 
99838 
35008 
30783 
25698 
91153 


04235 
42927 
38444 
17934 
88946 
65552 


166242 
835987 
269364 
928429 
250669 
663218 


006535 
168558 
355813 
837423 
149014 
593794 


385984 
905970 
236543 
385646 
334440 
242823 


762198 
413913 
361499 
610288 
691282 
219842 


374001 
349195 
298988 
324595 
022410 
467385 


260838 
172450. 
291381 
938006 
860916 
572637 


319635 
498591 
415758 
386633 
759217 
865269 


961683 
517693 
686674 
946408 
921732 
012429 
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714 


Таблица 25.5. Узлы квадратурной формулы Чебышева с равными весами 


1 
2 я 
\ F(x) dx я = Уч 
Й +=1 
— 1 
Узлы x4 
be aan n Έα) η +2: 
2 0. 57735 02692 5 0.83249 74870 7 0. 88386 17008 
0. 37454 14096 0. 52965 67753 
0. 00000 00000 0. 32391 18105 
0.00000 00000 
3 0. 70710 67812 
0.00000 00000 
9 0. 91158 93077 
0. 60101 86554 
| 6 0.86624 68181 0. 52876 17831 
4 0, 79465 44723 0. 42251 86538 0.16790 61842 
0. 18759 24741 0. 26663 54015 0. 00000 00000 


Взято из [25.44]. 


Таблица 25.6. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Лобатто 


+1 n—1 
) лсд dx = νι [Ὁ + УТ 9 + wef 
nat t==2 р 
Узлы Ед: Весовые коэффипиенты Wi 
rt] AU их Nl +12 wi 
7 1.00000 000 0.04761 904 
0. 83022 390. 0. 27682 604 
0. 46884 879 0.43174 538 
0. 00000 000 0. 48761 904 
3 1.00000 000 0. 33333 333 
0.00000 000 1.33333 333 
8 1.00000 000 0.03571 428 
0.87174 015 0. 21070 422 
0. 59170 018 0. 34112 270 
4 1.00000 000 0. 16666 667 0. 20929 922 0. 41245 880 
0. 44721 360 0. 83333 333 
9 1.00000 00000 0. 02777 77778 
0. 89975 79954 0. 16549 53616 
5 1. 00000 000 0. 10000 000 0. 67718 62795 0. 27453 87126 
0. 65465 367 0. 54444 444 0. 36311 74638 0. 34642 85110 
0. 00000 000 0. 71111 111 0. 00000 00000 0. 37151 92744 
10 1.00000 00000 0. 02222 22222 
0. 91953 39082 0. 13330 59908 
6 1.00000 000 0. 06666 667 0. 73877 38651 0. 22488 93420 
0. 76505 532 0, 37847 496 0. 47792 49498 0. 29204 26836 
0. 28523 152 0. 55485 838 0. 16527 89577 9, 32753 97612 


Взято из [25.13]. 


Таблица 25.7. Узлы и весовые коэффициенты формулы интегрирования функций с логарифмической особенностью 


1 


Ξ да" (о 
\оомхах = ото + К, 
i (2n)! 
0 
Узлы 24 Весовые коэффициенты ид 
я т Ww; pe 7% тг wy Ka ть Li Μὲ Κι 
2 0.112009 0.718539 0.00285 3 0.063891 0.513405 0.60017 4 0.041448 0.383464 0.00001 
0.602277 0.281461 ~* 0.368997 0.391980 0.245275 0.386875 
0.766880 0.094615 0.556165 0.190435 
0.848982 0.039225 


Взято из [25.2]. 


Таблица 25.8. Узлы и весовые коэффициенты формулы интегрирования функций, содержаших мпожитель xX 


УЗЛЫ И ВЕСОВЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ (ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ОСОБЕННОСТЬ) 


Узлы ду. 


2 
0.50000 


0.21132 
0.78867 


0.11270 
0.50000 
0.88729 


0.06943 
0.33000 
0.66999 
0.93056 


0.04691 
0.23076 
0.50000 
0.76923 
0.95308 


0.03376 
0.16939 
0.38069 
0.61930 
0.83060 
0.96623 


0.02544 
0.12923 
0.29707 
0.50000 
0.70292 
0.87076 
0.97455 


0.01985 
0.10166 
0.23723 
0.40828 
0.59171 
0.76276 
0.89833 
0.98014 


Взято из [25.35]. 


k=0 


00000 


48654 
51346 


16654 
00000 
83346 


18442 
94782 
05218 
81558 


00770. 


53449 
00000 
46551 
99230 


52429 
53068 
04070 
95930 
46932 
47571 


60438 


44072 


74243 


00000. 


25757 
55928 
39562 


50718 


67613 
37950 
26788 
ЗС: 
62050 
32387 
49282 


Wy 


1.00000 


0.50000, 


0.50000 


0.27777 
0.44444 
0.27777 


0.17392 
0.32607 
0.32607 
0.17392 


0.11846 
0.23931 
0.28444 
0.23931 
0.11846 


0.08566 
0.18038 
0.23395 
0.23395 
0.18038 
0.08566 


0.06474 
0.13985 
0.19091 
0.20897 
0.19091 
0.13985 
0.06474 


0.05061 
0.11119 
0.15685 
0.18134 
0.18134 
0.15685 
0.11119 
0.05061 


00000 


00000 
00000 


77778 
44444 
77778 


74226 
25774 
25774 
74226 


34425 
43352 
44444 
43352 
34425 


22462 
07865 
69673 
69673 
07865 
22462 


24831 
26957 
50253 
95918 
50253 
26957 
24831 


42681 
05172 
33229 
18917 
18917 
33229 
05172 
42681 


2 — ἅμα 


т 
0.66666 


0.35505 


0.84494 


0.21234 
0,59053 
0.91141 


0.13975 
0.41640 
0.72315 
0.94289 


0.09853 
0.30453 
0.56202 
0.80198 
0.96019 


0.07335 
0.23076 
0.44132 
0.66301 
0.85192 


_ 0.97068 


0.05626 
0.18024 
0.35262 
0.54715 
0.72421 
0.88532 
0.97752 


0.04463 
0.14436 
0.28682 
0.45481 
0.62806 
0.78569 
0.90867 
0.98222 


x(x) ах 5 Σὺν Γαι) 


ὑπαὶ 


k=1 


10257 
89743 


05382 
31356 
20465 


98643 
95676 
69864 
58039 


50858 
57266 
51898 
65821 
01429 


43287 
61380 
84812 
53097 
14003 
35728 


25605 
06917 
47171 
36263 
01772 
09468 
06136 


39553 
62570 
47571 
33152 
78354 
15206 
63921 
00849 


w 
66667 0.50000 


0.18195 
0.31804 


0.06982 
0.22924 
0.20093 


0.03118 
0.12984 
0.20346 
0.13550 


0.01574 
0.07390 
0.14638 
0.16717 
0.09678 


0.90873 
0.04395 
0.09866 
0.14079 
0.12554 
0.07231 


0.00521 
0.02740 
0.06638 
0.10712 
0.12739 
0.11050 
0.05596 


0.00329 
0.01784 
0.04543 
0.07919 
0.10604 
0.11250 
0.09111 
0.04455 


‘00000 


86183 
13817 


69799 
11064 
19137 


09710 
75476 
45680 
69134 


79145 
88701 
69871 


46381 


15902 


83018 
51656 
11509 
25538 
24972 
03307 


43622 
83567 
46965 
50657 
08973 
92582 
73634 


51914 
29027 
93195 
95995 
73594 
57995 
90236 
08044 


Весовые коэффициенты ΜῈ 


= 
0.75000 


0.45584 
0.87748 


0.29499 
0.65299 
0.92700 


0.20414 
0.48295 
0.76139 
0.95149 


0.14894 
0.36566 
0.61011 
0.82651 
0.95542 


0.11319 
0.28431 
0.49096 
0.69756 
0.86843 
0.97409 


0.08881 
0.22648 
0.39997 
0.58599 
0.75944 
0.89691 
0.97986 


0.07149 
0.18422 
0.33044 
0.49440 
0.65834 
0.80452 
0.91709 
0.98390 


k=2 


‘00000 


81560 
51113 


77901 
62340 
59759 


85821 
27049 
92624 
94506 


57871 
65274 
36129 
96792 
10601 


43838 
88727 
35868 
30820 
60583 
54449 


68334 
27534 
84867 
78554 
58740 
09709 
72262 


10350 
82964 
77282 
29218 
80085 
48315 


93825. 


22404 


и 


0,33333 


0.10078 
0.23254 


0.02995 
0.14624 
0.15713 


0.01035 
0.06863 
0.14345 
0.11088 


0.00411 
0.03205 
0.08920 
0.12619 
0.08176 


0.00183 
0.01572 
0.05128 
0.09457 


0.10737 


0.06253 


0.00089 
0.00816 
0.02942 
0.06314 
0.09173 
0.09069 
0.04927 


000046 
0.00447 
0.01724 
0.04081 
0.06844 
0.08528 
0.07681 
9.03977 


33333 


58821 
74513 


07030 
62693 
63611 


22408 
38872 
87898 
84156 


38252 
56007 
01612 
89619 
47843 


10758 
02972 
95711 
71867 
64997 
87027 


26880 
29256 
22113 
63787 
38033 
88246 
65018 


85178 
45217 
68638 
44264 
71834 
47692 
80933 
89578 


TIS 


k 


716 


га 


Узлы x4 


k=3 


Xi 
0.80000 00000 


0.52935 
0.89871 


0.36326 
0.69881 
0.93792 


0.26147 
0.53584 
0.79028 
0.95784 


0.19621 
0.41710 
0.64857 
0.84560 
0.96943 


0.15227 
0.33130 
0.53241 
0.72560 
0.88161. 
0.937679 


0.12142 
0.26836 
0.44086 
0.61860 
0.78025 
0.90636 
0.98176 


0.09900 
0.22124 
0.36912 
0.52854 
0.68399 
0.82028 
0.92409 
0.98529 


T9359 
24927 


46302 
12692 


41006 


77538 
64461 
32300 
70806 


20074 
02118 
00042 
51500 
57035 


31618 
04570 
15667 
27783 
66844 
53517 


71288 
34403 
64606 
40284 
35520 
25341 
99145 


17577 


35074 ° 


39000 
54312 
32484 
39497 
37129 
34401 


w 


0.25000 


0.06690 
0.18309 


0.01647 
0.10459 
0.12892 


0.00465 
0.04254 
0.10900 
0.09379 


0.00152 
0.01695 
0.06044 
0.10031 
0.07076 


00000 


52498 
47502 


90593 
98976 
10432 


83671 
17241 
43689 
55399 


06894 
73249 
49532 
65045 
05281 


0.00656 17109 


0.00708 
0.03052 
0.06844 
0.08830 
0.05508 


0.00022 
0.00314 
0.01531 
0.04099 
0.06975 
0.07655 
0.04400 


0.00010 
0.00148 
0.00785 
0.02363 
0.04745 
0.06736 
0.06618 
0.03592 


53159 
61922 
32818 
09912 
25080 


99041 
75964 
21671 
51686 
00981 
65614 
85043 


24601 
56841 
50738 
15807 
43798 
18394 
20353 
69468 


1 


0 


,. Ὁ 
65. 82333 


0.58633 


0.91366 


0.42011 
0.73388 


0.94599 


0.31213 
0.57891 
0.81289 
0.96272 


0.23979 
0.46093 
0.68005 


0.86088: 


0.97261 


0.18946 


0.97898 


0.15324 
0.30632 
0.47654 
0.64638 
0.79771 
0.91421 


0.98334 


0.12637 
0.25552 


0.40364 
0.55831 


0.70600 
0.83367 
0.92999 
0.9&646 


| x™f(x) ах x > wi f (xi) 
$ == 1 


[=4 


33333 


65823 
34177 


30593 


93552 
75855 


54928 
56596 
15166 
39976 


20448 
36745 
92327 
63437 
44185 


95839 
11560 
23729 
64975 
51584 
52313 


14389 
65225 
00930 
93025 
66898 
99006 
38305 


29744 
90521 
12989 
66758 
95429 
15420 
57161 
21979 


0.04908. 


0.15091 


0.01046 
0.08027 
0.10925 


0.00251 
0.02916 
0.08706 
0.08124 


0.00069 
0.01021 
0.04402 
0.08271 
0.06235 


0.00021 
0.00372 
0.01995 
0.05223 
0.07464 


0.04920. 


0.00007 
0.00144 
0.00892 
0.02854 
0.05522 


0.06602 
0.03975. 


0.00002 
0.00059 
0.00407 


0.01 490 


0.03471 
0.05491 
0.05800 
0.03275 


t 


| 0. 
0.20000 00000 


24923 
75077 


90422 
66735 
42844 


63516 
93822 
£712), 
65541 


69771 


05417 
44695 
27131 
52986 


94140 
67844 
62647 


99543. 


91503 


84323 


70737 
70088 
69676 
78428 
48742 
18459 
43870 


97092 


89500 
79241 
99334 
99507 
00973 
05653 
28699 


25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Табли ца 25.8. Узлы и весовые коэффициенты формулы интегрирования функций, содержащих множитель x” 


Весовые коэффициенты Wj; 


р _ 
0.85714 


`0.63079 


0.92476 


0.46798 
0.76162 


. 0.95221 


0.35689 
0.61466 
0.83107 
0.96658 


0.27969 
0.49870 


0.70633. 


0.87340 
0.97519 


0.22446 
0.40953 
0.59778 
0.76841 


.0.90135 


0.98079 


0.18382. 


0.34080 
0.50794 
0.67036 
0.81258 
0.92085 


‚ 0.98466 


0.15315. 


0.28726 
0.43462 
0.58451 
0.72512 
0.84518 
0.93504 
0.98746 


k=5 


28571 


15938 
39617 


32355 
39697 
09767 


37290 
93899 
90039 
86465, 


31248 
98270 
38189 
27279 
38347 


89954 
33505 
90484 
36046 
07338 


72084 


87683 


75951 


05240 
34101 
84660 
64173: 
74508 


06616 
44039 
74067 
85666 
64097 


94879 
35075 | 


05085 


ω 
0.16666 


0.03833 
0.12832 


0.00729 
0.06459 
0.09477 


0.00153 
0.02142 


- 0.07205 


0.07164 


0,00036 
0.00672 
0.03376 
0.07007 
0.05572 


0.00010 
0.00218 
0.01396 
0.04148 
0.06445 
0.04446 


0.00003 


0.00075 
0.00565 
0.02095 
0.04510 
0.05790 
0.03624 


0.00001 
0.00027 
0.00233 
0.01004 
0.02648 


0.04588 
0.05153 


0.03009 


66667 


75627 


91039 


70036 
66123 
30507 


44797 
84046 
63642 
74181 


$1155 
96904 
77450 
13397 
81761 


13258 
79257 
96531 
63470 
88592 
25560 


11046 
53838 
04137 
92982 
49816 
76135 
78712 


05316 
83586 
53415 


46144 
53011 


56532 
42233 
26424 


Узлы x; (нули многочленов Лагерра) 


Взято из [25.45]. 


Таблица 25.9. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Лагерра 


ee) 


\ е?}(х) dx 


6 


УЗЛЫ И ВЕСОВЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ МНОГОЧЛЕНОВ ЛАГЕРРА 


А Yo wif (x4) 
i=l 


μά п 
\ g(x) ах = У > те") 


717 


Весовые коэффициенты из 


x; 10; we? x; wy wet 
n=2 п=9 
0. 58578 64376 27 ea 390593 1.53332 603312 0.15232 22277 32 (- 1)3. 36126 421798 0.29143 11243 16 
3.41421 35623 73 (-1)1.46446 609407 4.45095 733505 0. 80722 00227 42 (-1)4.11213 980424 0.92180 50285 29 
2.00513 51556 19 (- 1)1.99287 525371 1.48012 790994 . 
3. 78347 39733 31 (-2)4.74605 627657 2.08677 086755 
6.20495 67778 77 ἰ- 3)5, 59962 461079 2.77292 138971 
9. 37298 52516 88 (- 4)3. 05249 767093 3.59162 606809 
; i655 Но Ее 
0.41577 45567 83 (-1)7.11093 009929 1.07769 285927 18.822» о pause + 
о --δε.. пт 733569 2. 76214 296190  26.37407 18909 27 (-11)3.29087 403035 9.36321 823771 
6 28994 50829 37 (-2)1.03892 565016 5.60109 462543 
n=4 
0. 32254 76896 19 (-1)6.03154 104342 0.83273 91238 38 п=10 
1 74576 11011 58 (-1)3.57418 692438 2. 04810 243845 0.13779 34705 40 (- 1)3. 08441 115765 0.35400 97386 07 
4.53662 02969 21 (-2)3.88879 085150 3.63114 630582 0. 72945 45495 03 (-1)4.01119 929155 0.83190 23010 44 
9.39507 09123 01 (-4)5. 39294 705561 6.48714 508441 1.80834 29017 40 (-1)2.18068 287612 1.33028 856175 
| 3. 40143 36978 55 (-2)6.20874 560987 1.86306 390311 
5.55249 61400 64 (- 3)9.50151 697518 2. 45025 555808. 
8. 33015 27467 64° (- 4)7.53008 388588 3.12276 415514 
11. 84378 58379 00 (-5)2. 82592 334960 3.93415 269556 
nee 21; 99658 48119 81 κα. 9}1.83956 482398 6.57220 248513 
. -1)5.21755 610 0. 67909 40422 08 21. 2 ~_9)1. 83956 482398 6. 48515 
0. 26226 03197 18 {5 98666 811083 1.63848 787360 29.92069 70122 74 (-13)9:91182 721961 9.18469 584037 
4.59642 57710 41 (-2)7.59424 496817 2.76944 324237 
7.08581 00058 59 (-3)3. 61175 867992 4.31565 690092 
12. 64080 08442 76 (-5)2. 33699 723858 7.21918 635435 
| п-12 
| п-6 0.173 74843 15 (- 1)3.71759 275873 0.69646 29804 31 
= | ь = 43, 75873 0.6 804 31 
0. 22284 66041 79 (-1)4. 58964 673950 0.57353 55074 23 1.51261 02697 76 (- 1)2.44082 011320 1.10778 139462 
1.18893 21016 73 (-1)4.17900 820772 1.236925 259071 2. 83375 13377 44 (-2)9. 04492 222117 1.53846 423904 
2.99273 63260 59 (-1)1.13373 382074 2. 26068 459338 4. 59922 76394 18 (-2)2. 01023 811546 1.99832 760627 
5. 77514 35691 05 (-2)1.03991 974531 3.25052 458236 6. 84452 54531 15 (- 3)2. 66397 354187 2.50074 516910 
9. 837465 74183 83 (-4)2. 61017 202815 4.88682 680021 9. 62131 68424 57 (- 4)2. 03231 592663 3.06532 151828 
15. 98287 39806 02 (-7)8. 98547 906430 7.84901 594560 12, 00605 49933 06 (-6)8. 36505 585682 3.72328 911078 
17. 11685 51874 62 (-7)1. 66849 387654 4.52981 402998 
22.15109 03793 97 (-9)1. 34239 103052 5.59725 846184 
28. 48796 72509 84 (-12)3. 06160 163504 7.21299 546093 
7 37. 09912 10444 67 (-16)8.14807 746743 10, 54383 74619 
n= ; 
0.19304 36765 60 (-1)4. 09318 951701 0.49647 75975 40 
1. 02666 48953 39 (-1)4.21831 277862 1.17764 306086 
2.56787 67449 51 -1)1, 47126 348658 1.91824 978166 
4.90035 30845 26 -2)2. 06335 144687 2.77184 863623 
8. 18215 34445 63 (-3)1.07401 014328 3.84124 912249 
12. 73418 02917 98 (-5)1.58654 643486 5.38067 820792 n=15 
19. 39572 78622 63 (-8)3.17031 547900 8.40543 248683 0. 09330 78120 17 (- 1)2.18234 885940 — 0.23957 81703 11 
| | | 0. 49269 17403 02 (-1)3. 42210 177923 0.56010 08427 93 
1.21559 54120 71 (-1)2. 63027 577942 0.88700 82629 19 
2. 26994 95262 04 (-1)1.26425 818106 1.22366 440215 
3. 66762 2721751 (- 2)4. 02068 649210 1.57444 872163 
n-8 | 5. и 24 14 - 3 8. 56387 780261 1.94475 197653 
0.17027 96323 05 (-1)3.69188 589342 0.42772 34104 93 10, 12022 85680 19 (-4 1.11674 392344 2: 77408 192683 
0, 90370 17767 99 §-1)4.18786 780814 1, 03386 934767 13,13028 24821 76 (- 6)6.45992 676202 3.25564 334640 
2.25108 66298 66 (-1)1.75794 986637 1.66970 976566 16; 65440 77083 30 (-7)2 22631 690710 3.80631 171423 
4.26670 01702 88 (-2)3.33434 922612 2.37692 470176 20, 77647 88994 49 (-9)4 22743 038498 4.45847 77538, 
Τ᾽ 04590 -3)2. 79453 623523 3.20854 091335 «45640 775284 
. 04590 54023 93 25. 62389 42267 29 (-11)3.92189 726704 5.27001 778443 
10. 75851 60101 81 (-5)9.07650 877236 4.26857 551083 3]. 40751 91697 54 (-13)1. 45651 526407 6. 35956 346973 
15. 74067 86412 78 (-7)8.48574 671627 5.81808 336867 38, 53068 33064 86 (-16)1. 48302 705111 8 03178 763212 
22. 86313 17368 89 (-9)1.04800 117487 8.90622 621529 48, 02608 55726 86 (--20)1.60059 490621 11 52777 21009 


718 


co 


— oo 


25. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 


Таблица 25.10. Узлы и весовые коэффициенты квадратурной формулы Эрмита 


я 
2 
>) mez g(x) 


$=1 


! e f(x) dxx > wi f (xi) 


Узлы +x; (нули многочленов Эрмита). 


0. 70710 


0. 00000 
1.22474 


0. 52464 
1. 65068 


0. 00000 
0. 95857 
2. 02018 


0, 43607 
1. 33584 
2, 35060 


0. 00000 
0. 81628 
1.67255 
2. 65196 


0. 38118 
4615719 
1.98165 
2. 93063 


0, 00000 
0. 72355 
1. 46855 
2. 26658 
3. 19099 


Взято из [25.46]. 


2: 


67811 


00000 
48713 


76232 
01238 


00000 
24646 
28704 


74119 
90740 
49736 


00000 
78828 
16287 
13568 


69902 
37124 
67566 
74202 


00000 
10187 
32892 
05845 
32017 


86548 


00000 
91589 


75290 
85785 


00000 
13819 
56086 


27617 
13697 
74492 


00000 
58965 
67471 
35233 


07322 
46780 
95843 
57244 


00000 
52838 
16668 
31843 
81528 


См. 25.4.47. 


( 


Ww; 


n= 
-1) 8.86226 92545 
n=3 


| 0)}1. 18163 59006 


| 
| 


( 


| 


1)2.95408 97515 


п=4 
-1)8. 04914 09000 
-2)8. 13128 35447 


n=5 
ар: 93619 72048 
-1)3, 93619 32315 
-2)1, 99532 42059 


n=6 
-1) 7.24629 59522 
-1)1.57067 32032 
-3} 4.53000 99055 


=7 
-1)8. 10264 61755 
-1)4. 25607 25261 
-2)5. 45155 82819 
-4)9. 71781 24509 


п=8 
-1)6. 61147 01255 
-1)2. 07802 32581 
-2)1.70779 83007 
-4)1.99604 07221 


n=9 
-1)7. 20235 21560 
-1)4. 32651 55900 
-2)8. 84745 27394 
~3) 4. 94362 42755 
-5}3,96069 77263 


wer; 


1.46114 


1.18163 
3.32393 


1. 05996 
1. 24022 


0. 94530 
0. 98658 
1.18148 


0. 87640 
0. 92558 
1.13690 


0. 81026 
0. 82868 
0. 89718 
1.10133 


0. 76454 
0. 79289 
0. 86675 
1. 07193 


0. 72023 
0. 72030 
0. 76460 
0. 84175 
1. 04700 


11826 


59006 
11752 


44828 
58176 


87204 
09967 
86255 


13344 
05576 
83326 


46175 
73032 
46002 
07296 


41286 
00483 
26065 


01442 


52156 
24527 
81250 
27014 
35809 


0. 34290 
1. 03661 
1. 75668 
2. 53273 
3. 43615 


0. 31424 
0. 94778 
1. 59768 
2.21930 
3. 02063 
3. 88972 


0. 27348 
0.82295 
1. 38025 
1. 95178 
2.54620 
3.17699 
3, 86944 
4. 68873 


0. 24534 
0. 73747 
1.23407 
1. 72853° 
2. 25497 
2. 78880 
3. 34785 
3. 94476 
4. 60368 
5. 38748 


£X; 


13272 
08297 
36492 
16742 
91188 


03762 
83912 
26351 
70805 © 
70251 
48978 


10461 
14491 
85391 
79909 
21578 
91619 
79048 
89393 


07083 
37285 
62153 
{12021 
40020 
60584 
45673 
40401 
24495 
08900 
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4. 39934 
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Таблица 25.11. Коэффициенты квадратурной формулы Филона 
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26.1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ; ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СВОЙСТВА 


Одномерпые функции распределения *) 


Действительная функция F(x) называется (одномерной) 
кумулятивной функцией распределения (к.ф.р.) или просто 
функцией распределения, если она обладает следующими 
свойствами: 


1) F(x) не убывает, т.е. Ε(χι) < F(xs), если χι < χα. 
2) F(x) непрерывна справа, т.е. F(x) = lim F(x + 5). 
| e>+0 

3) Е(— со) = 0, Е(со) = 1. 


Функция F(x) определяет вероятнссть события {X < x}, 
где X — случайная величина, т.е. Pr{X < x} = F(x), и, 
таким образом, описывает к.ф.р. случайной величины X. 
Существуют два основных типа распределения: дискретное 
и непрерывное. ᾿ 


Дискретное распределение. —Дискретное 
распределение характеризуется случайной величиной Х, 
принимающей счетное число значений ..., х-1, Хо, χι, ... С 
вероятностями 


рв = Pr{ X = xn}>0, 
которые подчиняются условию 


Ὁ Pa = i: 
n 


*) Замечания по поводу обозначений. 


а. Здесь мы придерживаемся общепринятых правил, 
обозначая случайную величину заглавной буквой Х и ис- 
пользуя соответствующую маленькую букву х для обозна- 
чения ее отдельного значения. 


Ὁ. Для статистических приложений часто удобпо табу- 
лировать «площадь под верхним хвостом» распределения, 
1 — F(x), или к.ф.р. для |X|, т.е. F(x) — F(—x) вместо к.ф.р. 
F(x). Мы используем букву Р для обозначения к.ф.р. слу- 
чайной величины Х, О = 1 — P для обозначения «площади 
под верхним хвостом» и А = P — О для обозначения к.ф.р. 
случайной величины |X|. В частности, мы используем P(x), 
О(х) и A(x) в обозначении соответствующих функций для 
нормального, или гауссовского, распределения (см. 26.2— 
27.2.4). Ксгда эти функции зависят от параметров, напри- 
мер от 0, и 0,, мы применяем обозначения P(x| @,, 6,), 
О(х| θι, 6.) или α(χ|6ι, 0.). Например, распределение x? 
в 26.4 зависит от параметра у, и табулируемая функция 
обозначается О(х? | у). 


Соответствующая функция распределения имеет вид 


6.1.1. (αὶ --Ρτ{Χ х} = Συ. 


5х 


где суммирование распространяется на все значения Xn, 
для которых Xn < x. Множество {xn}, для которого 
Рв >0, называется областью значений случайной величи- 
ны Х. Дискретное распределение называется решетчатым 
распределением, если существуют числа a Μ᾿ В +2 0 такие, 
что каждое возможное значение Х можно представить в 
виде а + bn, где п принимает только целые значения. Пе- 
речень некоторых свойств избранных дискретных распре- 
делений представлен в 26.1.19—26.1.24. 


Непрерывное распределение. Непрерыв- 
ное распределение характеризуется абсолютно непрерыв- 
ной к.ф.р. Е(х). Следовательно, Е(х) имеет производную 
ΕΟ) = Кх), и к.ф.р. можно записать 


26.1.2. F(x) = Pr{X¥ <x}= ) f( dt. 


--οο 


Производная f(x) называется плотностью вероятности, 
и множество значений x, для которых f(x) > 0, образует 
область значений случайной величины Х. Перечень неко- 
торых свойств избранных непрерывных распределений 
помещен в разделах 26.1.25—26.2.34. 


Многомерные функции распределения 


Действительная функция F(x, хо, ....Хв) называется п- 
мерной кумулятивной функцией распределения, если 


1) F(x, Χο, ...ν Xn) не убывает по каждому переменному ху; 


2) Е(жл, хо, ....Хп) непрерывна справа по каждому пере- 
менному Xj, т..е.Е(ха, Χο, ..., Xn) = lim Ε(χι, ..., X¢ + E, ..., Χῃ); 
e>+0 
3) ЕС, Xo; ..., Xn) = 0, если какое-нибудь χι = — ©, F(a, 
CO, в, 9} = 


Функция F(x, Хо, ....Хп) равна вероятности события 
{2ι =х,, Хо < Kas anes Xn < Xn > где Αι, Xo, ...Φ Xn— множест- 
во п случайных величин. Таким образом, Рг{Х, < м, 
Хо < Х», ....Ав < Xn} = F(X, Хо, ...Хв). Два основных типа 
п-мерных распределений, дискретное и непрерывное, опре- 
леляются аналогично тому, как это было сделано для случая 
одномерных распределений. | 
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Характеристики функций распределения: моменты, характеристические функции, семиинварианты 


| Непрерывные распределения 


[5 6) 


26.1.3, п-й момент относительно начала| μὴ = { x" f(x) ах 

— © 

со 
26.1.4. Среднее значение т == μὴ = \ xf(x) dx 
— a 
[ο ο) : 
26.1.5. Дисперсия 6? = из — m= \ (x — т) /(х) ах. 
| — 0 
ie 9) 

26.1.6. п-й центральный момент te = { (x — m)" f(x) dx 

— 2 


[5 4) 
26.1.7. | Среднее значение случайной | E[g(X)] = \ g(x) f(x) dx 
величины 82(Х) в 


oO 
26.1.8. Характеристическая функция X | M(t) = E(e'**) = ) eZ F(x) ах 
— 00 


Дискретные распределения 


ot = щий Хх т pe 
$ 
Ив = (xs — т Ps 
5 


Elg(X)] = > $5) р 


a Ц] 
ο 


Ф( = Ве"®) = Dy ep, 
$ 


co 
26.1.9. Характеристическая функция | D,(t) = Е(е!''“^)) = ) е9 (2) ^(х) dx ®,(t) = Ее Х)) = > et8(*s) p, 
&(Х) a ' 
со /b 
ΞΡ b ἜΝ 
26.1.10. | Формула обращения f(x) = = \ ε-ἰϊσᾷφ(ῃ) dt a= “a \ etn (t) dt 
п п 
— 0 —/b 
(только для решетчатых распределений) 
Соотношение между характеристической функцией Соотношение между центральными моментами и моментами 
и моментами относительно начала относительно начала 

а” | τω, ὦ ΜΝ 
26.1.11. Ф(”(0) = ΕΞ «(ο] асы “; 26.1.14. Un = >; Ch— 1)" J pgm? 7. 

dt” t=0 1—0 

Коэффициенты асимметрии и эксцесса 
Функция семиинвариантов | 
ας ы 26.1.15. γι = %3/%3/2 = из/о3 (асимметрия). 

Oo (и 7; 26.1.16. уз = κι/κἲ = μεσ! — 3  (эксцесс). 
26.1.12. In (tr) = 2; Xn (i , 4 2 

в =0 i Иногда коэффициенты асимметрии и эксцесса опреде- 

ляются следующим образом: 
ет п-й семиинвариант. 
' cea а р 26.1.17. В = у? = (μα/σ)λ (асимметрия), 

26.1.13. x, = m, ха = 02, из = Us, Χα = μι — ЗЫ. 26.1.18. В. = у. + 3 = p,4/o*  (эксцесс). 
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Некоторые одномерные дискретные функции распределения 


Р =>] | | 
| ‘ae “ | hte ht Pr{ X=S} bg See oreo = Среднее] Дисперсия Асимметрия \, Эксцесс т, "Ὁ п“ Семиинварианты 
| | | | 
| | | 
26.1.19. | х = с (е— | ρ--] | < с< © | ς | 0 | ё 1 = С, ЖС=9 
 Вырож- αμα | | | aia r> | 
денное | | | | 
| | | | | 
АЕ | ЕЕ nen ae 9 eae | 
| | ; 
αρ, ἵν |’) pil — pyres [0 <Р<1 np | па = q—P 1—6pq | (q+ pe't)® | κι--πρ 
Биноми- | (s=0,!,...7) [5 (ge 1 <p) | | \ ира пра dtr 
альное Ἢ | | Mri = ра 
. | | | dp 
| | Ls | | о 
Е. а ей 
| | | 
26.1.21. | Хз =5 | КА | М, Νι и №. — целые| np Z| Ν--π Я -ὐ Wl {N 9 | сложное М, | сложное 
Гипер- (| (5=0,1,... | 5 п. $ ип М + М, Pa Δ... ----- : [ } выражение ἃ | выражение 
reome- | | | У пра N—n\'N— 2 F(—n, | 
триче- | mint; ) | | №, = № | (Ν = ΝΙ = №, | |.) | 
ское — | n p =N,|N,q = ΝΙΝ) п 
| | — Νι; Να -- ἡ + 
| | + 1; ef) 
| : 
newer | | a. oe Ue eee eS 
26.1.22. |x, -- 5 (5--! eon 0<m<oa m m Ἡ | mt | gale =?) иг = mM 
Пуас- | =0,1,2,...,00) 5! | ο. 1. «Ὁ, ὦ) 
сона | 
26.1.23. Xs =5 | р -δ- | "(1 0 01| πὲ | пРО | G+ P Ϊ 1 + 6РО (О — Pe'')-” | χι = ИР 
Отрица- | (s=0, 1,2... | (р = ШО, | У/пРО nPQ ых РО Ах: 
тельное | Иг--1 = 
альное . | (> | 
26.1.24 ΠΣ | ПР’ 5 O< p= ore 1 —р 2—р р 
Геоме- | (s=0,i,2,... р р? р | 1 — р 
триче- | oi | | τς... ἕῳ 
ское | , | Fil 
| 
| 
| 


Ον 
“| 
у 
к 
| 
Е 
| 
ας. 
— 
7, 
a 
лы 
| 
S 


VCL 


WALOOHLBOdsad чиняия(аапоуа ‘95 


| 


| Распределение 


26.1.25. 


' Функция 
ошибок 


Нормаль- 
ное | 


ee 


26.1.27. 
| Коши 


26.1.29. 


Лапласа, 
или двой- 


я 
© 
© 
ΕΙ 
© 
7 
re) 
Ww 
52 
1 


тельное 


26.1.30. 


Крайних 
значений *) 
(Фишера — 
Типпета 

I типа, или 
двойное 
показа- 
тельное} 


----------------------------------------------------------- --------------Π-τ πετ ---- 


Область | 
значений | 
| 


Некоторые одномерные непрерывные функции распределения 


Плотность Ограничения 
вероятности на параметры 
| 
a € 


—O< μι < 00 


0 


+) y (постоянная Эйлера) = 0.57721 56040 ... 


<< 


--οο << 


< & < © 


Среднее 


т 


не опреде- 


&-- В 


το 


Дисперсия 


не определено 


1ο 


me 
ΝΙΝ 
ΝΗ 


`Зарактеристическаи 


i 


| 


| | 

| Асимметрия | Эксцесс | функция Семиинварианты 

| | 

| | “1 — 0, Χα = — 

| | 2h° 

| | 

| | ив = 0 (> 2) 

| 

| 

—o2f2/2 

| 0. | 0 ἐπ; ЖЕ, Ne Е σι. 

| Хв = Ὁ (η 2) 

| | 

| 

| РЕ 

| | 

| не опреде- | неопре- | e— SA не определено 

| лено | делено 

| 

| | 

| | 

ως... Ὁ | 

| = 

| | 

| 2 | 6 εἰάί(] — 80? | x, = a + 8, 

| . %n = В"Г(и) (371)! 

| | 

| | 

| : a 

| | 

| 

. ο 1 [| et я oy = a, He = 26%, 

| | Хата = 0, %on = 

a ferme 

| | 

| | | (i= |, 2, ...) 

ae — 

| | | , 

| 13 | 2,4 ΓΗ — ἰβὴ εἶχ (xB)? 

| rs --Ὺν Жо se 

| | : 

| | 

| ra Ф 21 

| 7=1 рп 
(п > 2) 


ΥΒΙΟΜΟΗἥΟ И ΚΜΗΗΠΗΠΉΑΠΟ “9% 


SCL 


(продолжение) 


ИИС ИЛЬИ НОНО ОР EE ИЕН ЕН | 


Bon — числа Бер- 


нулли, Во = - , 


ΜΝ | 


pn ЕЕ Ви + ВИ able фр 60 -3} 


αβ αβ(α -- В 2) («В + 3) 


| 
Μεν στα χοροί ней Ξε πονέονόκα Среднее Дисперсия Асимметрия | Эксцесс рр ей Семиинварианты 
знтяттииттыаыпгспп,п,п‹зтшты”шым— ь с нь кц —дд6д—д6д65д5д5д5д5д6дкд a —— 
| 26.1.31. х <х<о γΡ-λρ9 -οο«α«οο | a+p8 | pe? | -- йа | ил = + Bp, 
Пирсона 1 | ВГС. в 
а” Be) v= Pe | ы ° | ип = В"рГ(и) 
| pnt] 0<p<o (n> 1) 
| | 
26.1.32. 0<x<m | or 0<p<m | р р 2 6 | (—in? нев 
Гамма-рас- Г(р) NP Ρ = 
пределение ив = pl(n) (n>1) 
26.1.33. Ох! Ш 1 < «< α αβ 2(α — 8) см.сноску Μία, « + 8, it) 
х => а ани | omnes 
Бета-рас- Βία, 8) “ «+В |(%+8)(«-+8+1) (α-- β--2) *) 
пределение 1<В< 2 
26.1.34. J —0o <m<oo m μὲ 0 --1.2 2". (ht) ит, | κ = Т, Χρή = 0, 
7 Ben р ты - οἱ _ е 
рямо- 2 и Qn 
угольное, h 0<h<o@ oe W™ Bon 
или равно- | <x<m+ — 2п 
мерное 2 


9ζι 


ΜΒΙΟΟΗΙΒΜΟΙΗΒ ΒἩΜΗΒΉΙΉΠπΉἁ1Ονα 97 
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Неравенства для функций распределения 


(F(x) означает к.ф.р. случайной величины X,  — положительную постоянную; предполагается, что т конечно и все 
математические ожидания существуют.) 


Неравенство 


Pr {g(X)'> ἡ < ИИ 


Pr {XS H < 
F(t) = aoa 


Pr {| Х— m| = to} < ПИР 
Е(т + tc) — F(m— to) > 1 -- ИР 


26.1.38. Pr {| X — πι! > №} < ИР 


F(m + to) — F(m— to) > 1 -- 


© | > 


№№ | 
σ 
26.1.40. Pr {| Χ -- m| > to} < 4/(905) 
Е(т + to) — Е(т — to) > 1 — 4/(9Р) 
Cy — ο" 
26.1.41. Pr {| Χ-- m| > to} < — 
| Ча + t*o4 = 2551 
μα — σ' 
F(m + to) -- F(m — to) => 1 -- ------------------ 
μα + ttot — 22° 


| (“<= 

i 
| 4 б 
26.1.39. Pr {| X — m| > to} < = ep See angle Oe 


ποφ-------.-π-ον-π----- 


Условия 


I, Pr {X <0} = 0 
Π. Ε(Χ) =m 


I. Ε(Χ) -- πι 

Il. Е(Х — т} = о* 

I. E(Xi) = m 

Il. E(Xi — mi)? = о 

Ш. E(Xi — mi) (Χα — тр) = 00 # J) 


IV. ν' ἃ — [Σ =) 
Ро | 
т τ p> т }' 
$=] 


I. Е(Х — т) = в? 

II. F(x) — непрерывная к.ф.р. 
Ш. Ε(χ) такова, что 

F’(xo) > F’(x) для 


Xx 5 № 


I. Е(Х — т} = σὂ 

II. F(x) — непрерывная к.ф.р. 
Ш. F(x) такова, что 

F’(xo) > F’(x) для 

x # Xo 


ТУ. = 


Il. E(X — т} = σ᾽ 
Il. Е(Х — т = μι 
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26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


26.2. НОРМАЛЬНОЕ, ИЛИ ГАУССОВСКОЕ, РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 


26.2.1. Ζ(χ) = ет 


26.2.2. Ρ(χ) = 


x x 
ге! at = | Z(t) dt. 
— 00 — < 
[ο ὁ) 
ΜΕΝ ΡΞ) 
ΠΣ 
x 


х x 
( ae 

κα ----- Г dt = Z(t) dt. 
2π 

v --. —* 


26.2.5. Р(х) + О(х) = I, 
26.2.6. P(—x) = Q(x). 
26.2.7. A(x) = 2P(x) — 1. 


ου 
26.2.3, O(x) = eT 2 dy | Z(t) dt. 


x 


26.2.4. A(x) = 


Интеграл вероятностей со средним значением 71 
и дисперсией σ᾽ 


Случайная величина Х имеет нормальное распределение 
со средним значением т и дисперсией σ᾽, если вероятность 
события {Х < х} определяется формулой 


x 


fm (etm ay 
ЗЕ 


— oo 
ΡΕ — | 
σ 


Соответствующая плотность вероятности имеет вид 


26.2.8. Рг 1A < х} -Ξ- 


(x—m)/o 


ii \ oP? = 


7 (27 


— Op 


1 ae —m)?/20? 
σ on 


Эта функция симметрична относительно т, т.с. 


Ni-P x т-х 
Ζ Gee еж A e 
σ σ 
Точки перегиба плотности вероятности имеют абсциссы 
т о. 


Разложения в степенной ряд (x > 0) 
| [ο ὁ) 
26.2.10. P(x) = —+—— о 


2 Е 


(-1)" x .2т--1 


п! 2"(2п ty ΤΝ 


1 со ent 
26.2.11. P(x) = — + Z(x) = ikea 
[2 1.3.5... (21+ 1) 


п=0 


Асимптотические представления (x > 0) 


26.2.12. Ο(χ) = 


Z(x) { 1 1.3 (-- 1) mal 
| ee ee a ee ᾽ς Ξ- 
x | x Τ № хп " 
где 
ο0 
Z(t 
Rn = Е- ΠΡ 1. .. (2п 3 1) is = dt. 


x 


Остаток К» по абсолютной величине меньше первого от- 
брошенного члена. 


ay ee, ee 
3 Ἔ 9 2 2 
х +2 (x* + 2) (x* + 4) © 


26.2.13. Ο(χ) ~ 29 | ie 
x 


а ео \, 
оо’ Ἢ 


где a, =1, a =1, а. = 5, а. = 9, а; = 129 и общий член 


имеет вид 
Gin = 1h 4 Tey 1:9. 
Ἔ Peal «3 aoe 


(2n — 3) + 
(Qn — 5) + a + Pea, 


с; есть коэффициент при {"-5 в разложении функции f(t — 1)... 
.(t—n +1). 


an = Col : 3 eee 


Разложения в непрерывные дроби 


26.2.14. (x) = 20a) | = Е “| 
N+ kM A RP ат 
(x > 0). 
] x”. 2 1χ᾽ δα 
26.2.15. О(х) = — —2Z(x) 2 — ----- — ----- — ... 
oa Ss μη og ida pe 
(x = 0). 


Полиномиальная и рациональная аппроксимация 
для P(x) и Z(x) 


26.2.16. P(x) = 1 -- Z(x) (ait + aot? + аз) + ε(χ), 


t= 1/(1 + px), 
| e(x)| < 1: 10-5, 
р = 0.33267, а = 0.43618 36, 
а» = —0.12016 76 
аз= 0.93729 80. 


26.2.17. P(x) = 1 -- Z(x) (bit + Вы + bat? + 
+ byt? + δεδ) + e(x), t= Иа + px), 
| (x) | < 7.5: 10-8, 
p = 0.23164 19, 
0.31938 1530, В = — 1.82125 5978, 
5 = 1.33027 4429, 


by — 
bz = — 0.35656 3782, 
1.78147 7937, 


bs = 


26.2. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ Ἢ 


26.2.18. P(x) = 1 -- = ое, 
+ te? + в" + ele), 
| ε(χ})! < 2.5. 1074, 
ει = 0.196854, ο) = 0.000344, 


Co = 0.115194, с. = 0.019527. 


26.2.19, P(x) = 1 -- τ ah о Ре 


+ ах“ + 4х? + 4х)" + e(x), 
| ε(χ)] < 1.5. 1077, 
d, = 0.04986 73470, dy = 0.00003 80036, 
4, — 0.02114 10061, ἀν = 0.00004 88906, 
ds — 0.00327 76263, 4 = 0.00000 53830, 
26.2.20. Ζ(χ) = (αυ -+ аз? + αχ! -+ авх® "+ ε(χ), 
| =(%)| < 2,7. 1073, 
dy = 2.490895, а. = — 0.024393, 


аз = 1.466003, ag= 0.178257. 


26.2.21. Z(x) = (bo + Вх? + Вх + Вх + 
+ bgx® + dyox!) 1 + ε(χ), 
| s(x) |) < 2.3.10 *, 
bo = 2.50523 67, be = .0.13064 69, 
р» = 1.28312 04, bg = —0.02024 90, 


by = 0.22647 18, Бо = 0.00391 32. 
Рациональная аппроксимация для Xp, где О(х,) =p 


(0 <р< 0.5) 


26.2.22. χγ-- ἵ{-- = se +ep), t= nt , 


1 + byt -+ bef? 


| =(р) | <3 107%, 


do = 2.30753, by = 0.99229, 
a, = 0.27061, bh, = 0.04481. 
Co + Cyt + cof? 
ΓΤ. Е - +e(p), 
; a Ὦ ; ] -+ Чи + dot” -f dat" (р 
= и 
ря 


| =(р)| < 4.5 : 1074, 


ee ee en 
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Co = 2.515517, 41 = 1.432788, 


Cy = 0.802853, ds = 0.189269, 


ce = 0.010328, ds = 0.001308. 


Границы для функции пормального распределения 


26.2.24. 


| ] 
Ρι(χ) = — + — (1 -- ети? 
1 ; 5 


P(x) < (x > 0), 
Хх) = 

21/2 __ 

Px) = 1 — ΕΕΣ} ие... (ἄπ) 1? е-* 2/2 


Cd 


(x > 1.4) 


(см. рис. 26.1 для кривых ошибок). 


26.2.25. P(x) > 


г: „29а 
тд т αι сан _ Е ene 
2 Z 3π5 
> (x > 0), 
Pix=2—— (ny ее (Oc > 22) 
x 
0.006 P»(2)-P (a) 
Р,(2)-Яхт) 
0.002 é 
P3(2)-P(t) 
-0.006 Py (£4) - Ρ(ά) 
Рис. 26.1. Кривые ошибок для границ нормального 
распределения. 
Производные плотности вероятности нормального 
распределения 
ат 
26.2.26. Z°™)(x) = —— Ζ(χ). 
ахт 
Дифференциальное уравнение 
26.2.27. 7(т+*?)(х) | хх (х) + (т + 1) Ζ((χ) = 0. 
Значение в точке х = 
26.2.28. 
к. μὴ 
Me nam = Ot = О Ue weg 
zimyg) -- М2 2”2(m/2)! 


0 для нечетных т > 0. 
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26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Выражение некоторых специальных функций через 


26.2.29. 


26.2.30. 


26.2.31. 


26.2.32. 


26.2.33, 


26.2.34. 


26.2.37. 


26.2.38. 


26.1.39. 


26.2.40. 


——ы—ы"———— 


ος Фи EON) _ ий 7х) 


Функция Соотношение 


Функция оши- | erf x = 2Р(х 26.2.29, | Функция оши- | еб x = 2P(x В 2)—1 (x20) 
бок 


Неполная гам-| (1/2, x) 


ма-функ a --[2Ρ(ψ2κ) ε.α 

(a P(1/2) 

чай) (x > 0) 

Полином Ῥ Z")(x) 

Эрмита H en (x) = (—1) Te 

II я = 

Ба A(x) --(-- 1)” 2т/2 2х 2) 
Z(x 42) 


Функция Η} Hh_»(x) = 
=(— 10" J 2m 7-12) 


(п > 0) 
Функция Нь Hhy(x) = 
-- 115 а” : 
= Gl ΗΠ..(χ) --- sch] 
n! dxn \ Z(x) 
(n> 0, 
TeTpaxopu- (— 1)*- | 
ческая функция | T(x) = ae Z(n—1)(x) 
Вырожденная +. 3 x2 
гипергеометри-| М Ε <a = = 
ческая функция 2 2 
(частный ἘΠῚ 
случай) _ Ν1. { =! | 
| Ро 
| я Е > 0) 
Вырожденная | м|| 3 . ΟῚ 
гипергеоме- " 9 2 
трическая | 
функция (част- 1 1 
ный случай) xZ(x) P(x) — г 
(x > 0) 
Вырожденная | jy 2m + 1 | Е ne x _ 
гипергеоме- 2 2 2 
трическая 
функция (час- _ 2х) a 
тный случай) = Femyoy ето) x2 
Вырожденная | jy 21152. 3 — Ea № 
гипергеоме- 2 2 7 
трическая 
функция (час- -. Ζθπ-1)χ) а 
тный случай) х7тХо) 
Функция пара- | (71| и — 1 в В 
болического 2 
цилиндра 
δ 22 η 1)* Z(™)(x) 
Z(x) 
| (n > 0) 


Повторные интегралы OT интеграла вероятностей 
нормального распределения 


26.2.41. Iy(z) =| Ins(t) 4 (120), 


где [-1(х) == Z(x). 


| а 7—1 
26.2.42. I_n(x) = | — | Z(x)= 
Xx 


= (—1)"- Z()(x) (n> —1). 


26.2.43. Е +x = — " Tn(x) = 0. 
αρ п 
26.2.44. (п + 1) Ги. 1(х) + xIn(x) — Ιπ-ι(χ) = 0 


(п> --1) 


26.2.45. In(x) = \ Ca yA ie 
hn! 


x 


co 
~ 4 
ager \ = 704 (n> —)). 
n 
0 


| 


36.1.46, 150) = Fal) = η οἴπαπ, 


(п — четное) © 


Асимптотические разложения произвольной плотности 
вероятности и функции распределения 


Пусть У; (=1,2,..,п) означает п независимых слу- 
чайных величин со средними значениями из, дисперсиями 
с? и семиинвариантами х,,4. Тогда асимптотические pa3- 
пожения относительно п для плотности и функции pac- 
пределения нормированной суммы 


я 
Σ (У; — т) 
$=1 
x = 1/2 
(3) 
t==1 
имеют вид 


26.2.47. f(x) -ο Z(x) — 


Yi «κα № 7(а) hee (6) _ 
— | — Z@(x)| + Z)(x) + ΖΕΧΧ) 

*6 24 72 

уз ΥΙΎα 7 9 

7(5)(х) + Z(7)(x) + —— Ζί 9] + 
и — 120 ο 144 ( aa 

+ | ZH 2) + 2 2800 + BE 2%] + 

720 ve 720 


+ “12 
1728 


vi 
31104 


|+ 


26.2. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 


26.2.48. F(x) ~ P(x) — 


_ | Ζω η: 7) (5) 
Е 2 сэ] + [12 (x) + nt сэ] - 


Уз _ УТ 
24х) + 2%) + —A_ Zien |+ 
т ο) 144 ο) т + 


т Ee а вх) + 18 
τα 


УТУ з_ 
7 (х) + ------ ZO (x) -- 
720 © 720 


9 
-- «ΠΣ. Tits. 
1728 


1 п” 
(4 
1 n i=1 

[52 


Члены в квадратных скобках имеют один и тот же поря- 
док относительно п. Если все У; имеют одинаковое распре- 
деление, TO ту = т, 6? = 0%", Х;4 = Ἂν и 


Γ μή. 
πτία-ι | στ у 
Асимптотическое представление для функции, 
обратной к функции распределения 


Ζώα) + TA τ 26969 | + - | 


где 


Yr-2 = 


r= 


Обозначим F(y) функцию распределения суммы У = 
n 


= >; У;. Тогда асимптотическое разложение Корниша 
— и относительно и для значения уу, определяе- 
мого из уравнения F(y,) =1 — р, имеет вид 

_ 26.2.49. ур ~ т + ow, 
где 

и = х + [yh] + [/э45(х) + Yihu(x)] + 


+ [Узйз(х) + ув (х) + УЗйиа(х)] + 
+ [а + γ3Πο(χ) + γιγαΐια(χ) + 
+ Yivzhue(x) + γἩψηιιι(χ)] + 


nx 
Q(x) = p, = ‚= Ш. 


0.025 


| | 0.25 | 0.10 0.05 
х 0.67449 1.28155 1.64485 1.95996 
hy(x) 0.09084 0.10706 0.28426 0.47358 
ho(x) — 0.07153 0.07249 0.02018 0.06872 
hy (x) 0.07663 0.06106 0.01878 0.14607 
h(x) 0.00398 | —0.03464 | —0.04928 | —0.04410 
hyo(x) 0.00282 0.14644 0.17532 0.10210 
Йа (х) — 0.01428 | —0.11629 | —0.11900 | —0.02937 
h(x) | 0.00998 0.00227 | —0.01082 | —0.02357 
hoo(x) — 0.03285 0.00776 0.05985 0.09659 
hy3(x) — 0.05126 0.01086 0.09462 0.16106 
‚йааэ(х) 0.14764 | —0.10858 | —0.39517 | —0.55856 
| йа (х) 0.06898 0.09585 0.25623 0.31624 
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26.2.50. hy(x) = 7 He,(x), 
h(x) = κ He,(x) 
2\- 24 2 » 
-1 
I(x) = — 36 [2Нез(х) + Ηει(χ)], 
| 
h3(x) = — [Не(х), 
3(X) οἱ a(x) 
| 
Й12(х) = — — [Неа(х) + Не›(х) 
24 
hua = ИОН ВН. 
324 
1 
h(x) = — He,(x), 
a(x) a (x) 
1 
h(x) = — aha [3Ηε.(χ) + 6He3(x) + 2Ηει(χ)], 
| 
й1з(х) = — — [2He;(x) + ЗНез(Х)], 
180 
Йа1>(х) = [14Не,(х) + 37Нез(х) + 8Ηει(χ)], 
о 
πμ) = — < [252He,(x) + Β32Ηον(αὸ + 


+ 227Ηει(χ)]. 


Члены в квадратных скобках 26.2.49 имеют один и тот 
же порядок относительно нп. Нез(х) означает полином 
Эрмита (см. гл. 22). 


26.2.51. Hep(x) = (—1" 20 — 


Σο 


= "ον НЕ eee i x 
ao 62 m!(n — 2m)! 


Следующая вспомогательная таблица дает значения поли- 
номов #1(х), йо(х), ..., Рала(х) для р = 0.25, 0.1, 0.05, 0.025, 
0.01, 0.005, 0.0025, 0.001, 0.0005. 

Вспомогательная таблица для асимптотического раз- 
ложения Корниша—Фишера (взята из работы: Fisher 
К.А. Contributions to mathematical statistics. Paper 30 
(with E. A. Cornish). — Extrait de la Revue de L’Institute 
International de Statistique, 1937, 4, p. 1—14). 


0.01 | 0.005 | 0.0025 0.001 | 0.0005 
2.32635 2.57583 2.80703 3.09022 3.29053 
0.73532 0.93915 1.14657 1.4249] 1.63793 
0.23379 0.39012 0.57070 0.84331 1.07320 
0.37634 0.59171 0.83890 | —1.21025 — 1.52234 

— 0.00152 0.06010 0.14841 0.30746 0.46059 
— 0.17621 | —0.53531 | —0.02868 | —1.89355 — 2.71243 
0.25195 0.59757 1.06301 1.86787 2.62337 
—0.03176 | —0.02621 ! —0.00666 0.04591 0.10950 
0.07888 | —0.01226 | —0.19116 | —0.59060 — 1.03555 
0.16058 0.05366 | —0.17498 | —0.70464 — 1.30531 
— 0.32621 0.35696 1.60445 4.29304 7.23307 
0.07286 0.46534 | —1.39199 | —3.32708 — 5.40702 
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26.3. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 


26.3.1. ρίχ, у, ©) = 
eee р ..... Ν 9 
— [27 V1 sais al Мы exp — > ΓΕ] : 


26.3.2. g(x, у, р) = (1— р’) "27 (х)2 ΕΠΙ 


ψ1-- ϱ 


οὐ οὐ 
26.3.3. L(h, К, ©) = \ dx \ σίχ, у, p) ay, 
h k 
οὐ co 
ГК, К, ©) = Z(x) dx | 20) dw, 
h w 
(=). 
Vl—¢ 
h k 
26.3.4, L(—h,—k, 0)= ) dx ! e(x, у, ©) dy. 
h оо 
26.3.5. [(— #1, К, —p) = | ах { εἴα, у, ©) ау. 
— k 
со 
26.3.6. Г(й, --Κ, —e) = {ἀν { σ(χ, у, с) dy. 
h --ς0 


26.3.7. L(h, К, ϱ) = ЩЕ, h, ϱ). 

26.3.8. L(—h, К, в) + L(h, К, —в) = O(k). 
26.3.9. L(—k, —k, ϱ) — L(h, К, ϱ) = P(k) — O(k). 
26.3.10. 2[L(h, К, ©) + L(h, К, —p) + 


h Κ 


\ ах { g(x, у, в) ау. 
—h —k 


+ Pa) OE 1 = 


Двумерное нормальное распределение со средними 71», My, 
дисперсиями Of, с; и коэффициентом корреляции о 


Случайные величины Х, У имеют двумерное нормаль- 
ное распределение со средними (Mz, ту), дисперсиями 
(cz, 02) и коэффициентом корреляции р, если вероятность 
события {Х < й, У < А} дается соотношением 


26.3.11. Рг{Х <h, У< К} = 


h—myz k--my 


Or Су 
= \ | σί5, 1, ϱ) ἂν dt= 
---ο -- 


τα[-[ττ]- = {4 <. 
Ox Oy 


Соответствующая плотность вероятности имеет вид 


26.3.12. Иа В ехр εξω, 148 = 
Ίπσισγψ!-ϱρ᾽ 21- 
ae , o> iy, ο)’ 


где 
ο-- (x — mz)” 2ρ(χ-- mz)(y — ту) mn (y—my)* | 
of бхбу σὺ 


Плотность кругового нормального распределения 


26.3.13. т Jay, 0) = 
om ς 


σ 


(x — πιο) + (y — т. 


2 


exp — 
2пе? 2σ 


Частные значевия L(h, Κ, ϱ) 
26.3.14. L(h, К, 0) = O(h)QO(K). 
26.3.15. L(h, К, —1) =0 (h-|-k = 0). 
26.3.16. ГАЙ, К, — 1) = P(h) — O(k) (h +k < 0). 
26.3.17. Lh, К 1) =Q(h) (ἐ- |). 
26.3.18. ГАЙ, К, 1) --Ο(Κ) (k = h). 


26.3.19. L(0, 0, ϱ) = ΕΝ ὁ... 1 
4 2π 


Lith, К, ©) как. функция от L(h, 0, ϱ) 


26.3.20. L(h, k, ϱ) -- 1 G 0, я] + 
и — 2ehk +k? 


(eh — k) (sgn k) =)" 


ε.α, 0, 
Nh? — 2ohk + Κα 


0, если AkK>O или Ak =O ий К>0 
1/2 в противном случае. 

Здесь senh = 1], если й > 0, и sen h = —1, если A<0. 
Интеграл по эллипсу с центром в точке (Mz, My) 
26.3.21. \\ (оду) о a, °| dx dy = 

A 


Ox бу 


1-е”. 


где А означает площадь, ограниченную эллипсом 


[--- - "ες πε". Ё — 2% | ss 
Ox O7Sy 


Интеграл по произвольной области 


26.3.22. \\ (оо) 2g о ин 3 


Ox бу 
A(x, у) 


5) ах dy = 2(5, t, 0) ὧς dt, 


Α"65, #) 
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26.3. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 


je - > 
S S S S ἃ 5 


RENAE ATCT 
К АУМ 
SNE SRERKENENES eae | 
ΙΒ ΝΔΝΝ ΕΙΝ ΒΒ; Detaled eb 
SASS AEE 


100 } 


< 0. Значения для h < 0 


0.70 G8 0.90 


e) для O<h<lu-—il<e 
можно получить, используя соотношение L(h, 0, — ϱ) = 1/2 — L(—A, 0, ϱ). 


ral 
a 
A 
ie 
eee 
ΜΒ; 
ΚΊ 
LZ 
ace 
δὲ 
[Β΄ 
ie 
№ 
LL isd 


PVT 
7-1 
wi 
τ 
я 
"р 
ooo 
yi 
an 
Ἢ 
Hep 
ate 
a= 
te 


М МАКА 
Е АА 
Е М А 
МЕ МА 
КОМА 
м ААА 
eC NENT К КАМ 


S 
< 


i, ον 027 030 C40 0.50 O60 


Puc. 26.2. L(h, 0, 


7 


+ 


ett 


7 


EXER SRNGUIASASASANUN 


— 
— 
— 
-_ 
— 
— 
— 


x 
[ PNUSURUUCUSASRNEKESSE| 


10. 

УД 

0 

100 } 
для h<0 


SS 


a: 
CPSC ив 
po | | ВЕГА Г ds 
ee SE OS 


= 08 @ а 
© < 1. Значения 


<А<Ти 0< 


CRS ERR ON 
SSS 


ar 


40 02 0.30 AV 4, 260 


Γ{}, 0, р) для 0 
можно получить, используя соотношение L(h, 0, — р) = 1/2 — L( — Ah, 0, 6). 


А Г EN INSTANT Г, 
ЕЕ, 


Рис. 26.3. 


нь 
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“Sb 
Ni 
S τα ee a ae eT le 
Nj 
2 
НЕЕ 
ее Е И 
Ὁ > 
S 
Bitte | 1.151 | ];]15 
DS 
ЗЕЕРЕЕРЕЕЕЕ τ 
ЕЕ Χάμ [μὲ Γ᾽ 
| В М ВИ Я В Ὁ 
- 
Ν ΠΒ ; 
a een. “See “κ ΚΕ ΜΡ {ΒΦ τν 
πὶ τῶ τα πῇ ΓΊ 18 
S 
8 
ЕР. 
ἃ : 
Dd 
ἃ < 
τ ἃ 
3 
Аня м 
ἓ Γ иным 8 
а | Κ ΝΙΝ ГМ .. 17” 
= κ "ΝΡ; SNA YN К RATA TTT Is 
αντ. es оао Qe 
SS Sigg ὦ es ¢ Js зто S Τ᾽ 


Интеграл от плотности кругового нормального 
и центром на расстоянии ro 


ГАР, 0, --ϱ) =1/2 —L(—A, 0, 6.) 
распределения, взятый по кругу с радиусом Ro 


Рис. 26.4. L(h, 0, ©) дляй>1и —1 < р<!. Значения для й < 0 можно получить, используя соотношение 


где A*(s, ) означает область, в которую переходит A(x, у) 


после преобразования 


от точки (7х, My) 


ΜΕΝ 
> 
| os 
|] Ὁ 
ti, 
~- 
8 
= 
8 
|| 6 
< 
— 
о. 
ся 
— || 
ON 


ν 


Условие 
Ες] 


2 степенями свободы и параметром не- 


Аппроксимация для Ρ(Ε}/2, г”) 


где P(R?/2, г?) — к.ф.р. нецентрального х?-распределения 
Аппроксимация 


(см. 26.4.25) су 
центральности /?. 


᾽ 


(A) 
Z 


0, c= I, 


ограниченному 


мального 


X= 


Pe al γ3}|2 ay dx 
Q 
L(h, 0, 2) —L(0, 0, ρ}-- = 


h ax 
SI 

00 

εἷ- 


1 
2 


] 


треугольнику, 


прямыми у = 0, у == ах, 


.. 


взятый по 


распределения с параметрами 171; = My = 
V(h, ah) 


Интеграл от плотности кругового нор 


26.3.23. V(h, ай) 


26.4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ 


Аппроксимация Условие 
26.3.26. P(x1) R>1 
26.3.27. P(x2) R>s5 
| К | = | “Ἢ 2" 
В. 9 (2+7°) 
Ε (2+ > 


ха = В — М? — 1, Ru r— большие. 


Неравенство 


ο 


26.3.28. O(h) — 


< Lh, К, ©) < Q(A), 


где ph — К>0,0<р<1. 


Разложение в ряд 
26.3.29. Г(й, К, ©). = 


| = 28) Ok) + SV OZ 


Zh) Z™(k) nea 
(n+ 1)! 


26.4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ 


x? 


26.4.1. РОЗ») = УГ | Ра etl? de 
0 
(0 < x? < ©). 
26.4.2. Ο(χ| ν) = 1 -- РОТУ) = 


[5 4) 
= о | wrt ett de O <i <) 
x? 
Связь с нормальным распределением 


Пусть Xj, Xo, ....Х, — независимые одинаково распре- 
деленные случайные величины, каждая из которых имеет 
нормальное распределение с ye средним и единичной 


Σ X? имеет распределение 
ἐ--1 

хи-квадрат с у степенями свободы и вероятность выпол- 
нения неравенства Х? < y? дается выражением Р(у?|у).. 


дисперсией. Тогда величина Х? = 


Семиинварианты 
26.4.3. ха = 2" пи!» (п=О0, |, ...). 


Разложения в ряд 
26.4.4. O(72| ν) = 


(v—1)/2 “orl 
= 2 +2Z a 
2) ο ΔΙ -5...(ΩΩ7-- 1) 


(ν --- нечетное их = a? +"). 
(v—2)/2 


26.4.5. Ο(χ5! ν) = Ν25 2601 αὐ 2 Ἢ 
| — κ 


(у — четное). 


26.4.6. Р ὶ Ея 
81) = > ‘| 


е-Х?/2 


ee 
Е» + 2)/2] 


εν ares © 
ine Frege et 


© (—1)" (7217/28 
26.4.7. Ρ(χ2|ν)-Ξ —— > ем, 

Γ(ν/2) brea n\(v/2 + п) 
Рекуррентные и дифференциальные соотношения 


(χϑ/2γ'ϑσ- χα 
6. 2 О. 
1648. ОМ ¥ + 2) 0019 + Ἔστ η 


Сео В πη] Оу 2; 
a m= Uy — 19 062 v2). 


26.4.9, 


Разложения в непрерывную дробь 
(χ3γν!3 е-Х212 


26.4.10. O(y? ake 
Q(x?) | у) Г) 


т 1 2 — v/2 2 | 
V/2+ + + 1+ 922+... 
Асимптотическое распределение для больших ν 


26.4.11. Ρ(χ5| у) ~ P(x), rae x =. 


2 
ψ2ν 
Асимптотические разложения для больших χ7 


26.4.12. Ο(χ5| ν) > 


WO ΠΕ ΣΥ. 1 ΧΗΣ sad 


Σ ει Ι--ν[2:-}) 27}. 
2? Г(\/2) Sh τ — wW2y 9 


Аппроксимации распределения хи-квадрат для больших у 


Аппроксимация Условие 

26.4.13. Ο(χ7| ν) ὦ O(x), 

= 427? — J2v—1 у > 100 

26.4.14. O(y?| ν) 5 Ο(χα), 

21. \1/3 __ ах 
_ ое — [1 = 2/95) εν 
A 2/9ν 

26.4.15. Ο(χ5! ν) = Оба + hy), 

ν ᾿ 
Звачения he, 

x | heo x heo x hoo 
--3,5] —0.0118 | —1D | +0.0006—17--1.5 | +0.0005 
—3.0 | —0.0067 | —0.5 0.0006 2.0 | +0.0002 
—2.5 | —0.0033 0.0 | +0.0002 2.9 0.0017 
—2.0 | —0.0010 | +0.5 | —0.0003 3.0 0.0043 
—1.5 | +0.0001 1.0 | —0.0006. 1 3.5 0.0082 
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Аппроксимация обратной функции для больших у 


Если Ο(χ} | ν) = ри О(хр) = 1 — Р(хр) = р, тогда 


Аппроксимация Условие 
26.4.16. 72 55 > хр + ЧЕ у > 100 
2 ИН: we 
А “ies 12109 | № 50 
ν 


26.4.17. χ} 


26.4.18. 2 


δὲ 


| IT — = +(xp + №) 270% } v > 30, 
Ον 
где Л, задается ΟΟΟΥΗΟΗΙΘΕΗΗΟΜ 26.4.15. 


Связь с другими функциями 


25.4.19. Неполная гамма-функция: 


γία, x) ὃ 

= FO = = ὄχ 
Г(а) 

Г(а, х) 

— = OC 24 
Г(а) 
26.4.20. Неполная гамма-функция Пирсона: 
и УР-+1 
Ки, р) = —- \ tPe-' dt = Ρ(χἑ| у), 
ip = 1) ) 


vy = Ap + 1), 2 = 2p + 1. 
26.4.21. Распределение Пуассона: 
c—1 


т ν x 
Q(x? | v) = er, Cm me 
Dae : 


30 Л 


(у — четное), 


mo} 


f= ΓΙ. 


26.4.22. Распределение Пирсона Ш Tuna: 


2 
ab ab 
[5 | [ + = ε-Ὅ- dt = Ρ(χ3] ν), 
е а 


Ο(χ5! у) — OO? | v — 2) =ет 


у = 2ab + 2, yx? = 2b(x + а. 
26.4.23. Неполные моменты нормального распределения: 


Же, 
(п — 1)!! a (п — четное), 


я 


{ ПАО dt = 


i 
0 eel Ρ(Χ! у) (п — нечетное) 
π 


ο} νε; {1-1} 
26.4.24. Обобщенные полиномы Лагерра: 
n+1 1 | 
EH)" we Joc v+2—%) 
о ЕО so A ae 
ΠΝ 2207 | v + 2) — Ο(χ!Ι ν)] 


(x = x7/2, «= v/2). 


Нецентральное )?-распределение 


26.4.25. Ρ(χ’"|ν, λ) = 


5 an ор | 
= лем NY pet 9+2), 
j=0 Л 


где Л > 0 называегся параметром нецентральности. 


Связь нецентрального '/?-распределения 
c v =2 с интегралом вероятностей 
кругового нормального распределения 
(co? = 1), взятым по кругу 
с радиусом R и центром на расстоянии г = 4/A 
от начала координат (см. 26.3.24—26.3.27) 


26.4.26. { ео Odxdy Pee = в ν --3.28) = 


4 


, 24} 


| Ο(4δ | 2 + 2}. 
4 = 


Аппроксимация нецентрального х?-распределения 
(а= у», ὁ --λ|(ν 1- λ)) 


Аппроксимирующая функция Аппроксимация 
ий 
26.4.27. х?-распределение Ρ(χ'' | у, A) 5 | χ "| , 
1+.) 

у* = ᾳ 
11-60 
26.4.28. Нормальное P(x"? | у, AVX P(x), 

распределение 
и } 
`’ 9 а 

SS 


{ΠῚ 
9 а 
26.4.29. Нормальное P(x’ | v) & P(x), 


распределение 
3-3 1/3 η 1/2 
ST fas 
1 +6 1 +В 


Аппроксимация обратной функции нецентрального 
х?-распределения 


(Ο(χ» ТУ, ^) =p, Ο(χ5| v*) = ри O(xp) = р) 


Аппроксимирующал Аппроксимация обратной 
переменная функции 


26.4.30. 7° ХВ? 


ААС 
2 № 
26.4.31. Нормальная Ур 5 | 5 г E + i a | 


26.4.32. Нормальная 


ns 2f1+b) 2f(1+b 
i mals, ЗЕ) 44-2 (44) 
9 a 9 a 


WOHHEUNdeEY Ἡ ‘Г ‘внижи Ἢ ‘а ‘ved You — LY 


Свойства распределений хи-квадрат, нецентрального хи-квадрат и связанных C ними величия 


λ а dé 
a=v+i, b= y(z)= —- шГ(2), 4“(2) = — (2) 
Ул 42 dzé 


Среднее Дисперсия Асимметрия 1, Эксцесс т, 
| τ | 
26.4.33. «5 т Ον 2: 12-1 
Νν 

a _ 11/2 η: 

26.4.34. «/2χ5 Е ВОЗ 1 а, то Е | т | ЗА one 
+ O(v-7/?) ἀν 8% ἐάν ψ2ν ὃν 128% 2: у? 2ν 
| 
+ Ο(ν 9) 

21 .\1/3 a Ys -4 ave -4 ~7/2 4 | 

26.4.35, (χ}| ν) + т; + 000 ο πα HOM) а =| + O72) ~4fi+ 46) + OW) 


ю 

со 

> 

[ο 

| seated 

«| 85 

το 

= 

το 

r—+ 
τ. 

| ο 


Ἔξ 
“απ. 
|< 
—’ 
2S 
ες 

=: 
—, 
> |< 
——7 
№ 

| 
ΙΥἁΠΎΒΣ ΙΧ зинякяизанпоуа 'γοζ 


6.4.36. ы — —] na и ‘(3)- : | -- “te κ 
26.4.36. In (χ5| ν) >] "(5 у [2] = — [1 +" [2 ΠΕ 
μον бин αἷς —4 а - Thad 7 
i O(v ὦ 30 р + Ο(( — 1-5) ᾽ 
2 1 4 4 
ны | ее ae -------- 
V3 ет ην 
| о + O(v — 1-5) 
2 3 12 1+ 3b 
6.4.37. x" 2a(1 +b ΠΝ ced 1 + 2b) q-/2 de τ 98 
26.4.37, χ a cain [5 ia a (1+ bP 
РЕ 7 + Ole! ee oe а] — b)(1 + 30) 1, [3δ(δ152) , 7 κα 
26.4.38. Υψ2χ [2а — (1+ BP Ο(σ5) | (1 +b) — [8b + ιτ. Oe 


+ (1 + b)(1 — 75)] + O(@*) 


_ 4(143b + 128? — 443 


| 21+ 40 δ5 7 16 2 132 | 
26.4.39. (ха ПЕ + 0) 5 a1 +b) + а? + Ο(α” | | Ba? + Ο(αἿ: 
ο т -. τ, > а(1 + 5 


Leo 
— O(c*) 


LEL 
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26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


26.5. НЕПОЛНАЯ БЕТА-ФУНКЦИЯ 


я 


1 12—(] — [2—1 dt 
a, b) 


26.5.1. ]χ(α, Ὁ) = 


(0<x < 1). 
26.5.1. ]αία, b) = | — ΓΠ.-α(ὖ, α). 


Связь с распределением хи-квадрат 


Если Х? и X2 являются независимыми случайными Be- 
личинами, каждая из которых имеег распределение хи- 
квадрат с νι и у степенями свободы соответственно, то 
величина Х1/(Х? + Х?) имеет бета-распределение с νι и Vs 
степенями свободы. Ее функция распределения имеет вид 


x? | 
ХЗ χ3 
x 


= 1 \ Επ в [2—1 АЕ = 
B(a, b) 


26.5.3. P| 


= I,(a, b), a= 4/2, ὃ = »v,/2. 


Разложения в ряд 
O< x<' JI) 


26.5.4. 1.(а, ὁ) = 


ΞΡ pu ох Baa + 1,n + 1) yn 
aB(a, b) «Ξὠ Βία 1- b,n+ 1) 


x*(1 — χ)ρ- 


aB(a, ὃ) 
ς᾽: It Ds Ba+1,n+1) ( x \t 
— 2 be — a= lat Dil x 


x1 — - ху 
aB(a, δ) 


Βία + 1, n+ 1) x ~ yet 
(ae prea a = |: 


26.5.5. ]χ(α, ὃ) = 


I,(a, b) — 


-|- I,(a | 5, b — 5). 


26.5.6. 1 — I,(a, ὁ) = I,-2(b, a) = 


d= x’ eo TET 4 
ορ. νος 


$ =0 


26.5.7. 1 — Ιι(α, b) = I1-2(b, a) = 


а—1 
= (1 — ΧγΡΡ-1 5 * (“ . Ш | far! (а — целое). 
i —х 


$=0.\ ' 

Разложения в непрерывную дробь 

26.5.8. Ι,(α, b) = а ея of 
аВ(а, 5) (1+1+ 14+ 
(a+ m)(a+b+m) 
(a + 2m) (a+ 2m + 1) 
m(b — m) ’ 

η + 2m -- 1}(α + 2m) 


| а 2m+1 


(а — целое). 


Наилучший результат можно получить, когда x < 


а—1 
ΤΕ; . Подходящие дроби, оканчивающиеся членами 
аа = 
dam И Ата, всегда меньше ]χ(α, δ), в то время как подхо- 
дящие дроби, оканчивающиеся членами ἐμπῇ И Чит. 
всегда больше I,(a, Б). 


2659. ную ти -| 
аВ(а, 5) 11-11-11 
х< м = 1, 

(a+ m-— 6-м . επ 
(a+ 2т- 2) а+т- 1 1-х 
ma+b—1+m) _x 
(a + 2m — 1) (a+ 2m) 1-х 


ἔν ----- 


Com+1 = 


Рекуррентные соотношения 
26.5.10. I,(a, b) = xI,(a — 1, ϱ) + (1 — x) Ιαία, b -- 1). 
26.5.11. Ιη(α, b) = 


Е, 
x 


ali—x)+ ὁ 
+ а(1 — x)I,(a+ 1, ὃ -- 1}. 


26.5.12. ]Ικία, ὃ) = {bI,(a,b + 1) + 


{al,(a + 1, ὃ) + bI,(a, b + 1}. 


26.5.13, Га, δ) = | 
a+b 


1 1 
26.5.14. I,(a, a) = > [1-х [- = ’ 


- ] 
х’=4х— —|, х< —. 
boa) 


26.5.15. I,(a, b) = 
__T@rt bd) ti — 
Г(а + 1) Td) 
26.5.16. I,(a, b) = 
_ T(a + b) 
Γία + IT) 


x)?! + Ifa + 1, ὁ — 1). 


x*(1 — x)? + I,(a + 1, δ). 


Асимптотические разложения 


26.547. 1 — (а, В) — 
Ε() 
| уе“ 
= —— 142 
24№ [2 - mG . + 
Ι το 36-2 x 
Ἔ-ποοΝι | yin )Φ-2 


ΧΟΠ -11-γ)- 6-53 У 


1 
y=—Ninx, N=a+t Pe 


wm | = 


26.5. НЕПОЛНАЯ БЕТА-ФУНКЦИЯ 


26.4.18. 1 — даун ug Se — + 
Г(а) Г(а) 2b 
1 р 2 о 
(25) 3 7 2 6 3 


26.5.19. I,(a, b) ~ P(y) — 


= 2 
Ἢ '᾽.᾽ т -] 
1+ a 1 + аз 


a =~ (b—a)lat+b—Da—YO=- YE 


|| 


аз 


о 8 Е. не | и 
ен 
15 ао — 2 


м-р оао РЕ. с + 
a+b (a+ b— 1х 


+ (b— ια ро 
eae Das 


— 1 
и у берется отрицательным, когда х< ------------- 
ао — о 


Аппроксимация 

26.5.20. Если (a + ὁ — 1)(1 — x) < 0.8, то 

Та, b) = QQ? |v) + в, 
|[=| < 5: 10-3, если а + b>6, 
= (а ь-— 1) (1— >) 3-х - (1-х) 6-1, 
у == Zp, 

26.5.21. Если (а + b— 1) (1—х) > 0.8, το 

Га, b) = Ρ(γ) + 5, 


|=| < 5: 10-3, если a+ b> 6, 


= (bx)?, we = [α(1 — χγ]9, 


Аппроксимация обратной функции 


26.5.22. Если Ιαρ(α, ϱ) = p u О(ур) = р, то 


а 


Xp 5 -------; 
а + be?” 


_ yeh + Ἄγ 


Е 2). 
h 2b—-1 2а-1 6 3h 


— 1 Е 
n= 2 — + а. 
pd Bed 6 


Связь с другими функциями и распределениями 


Функция 


26.5.23. Гипергеометрическая функция 


26.5.24. Биномиальное распределение 


26.5.25. Биномиальное распределение 


26.5.26. Отрицательное биномиальное распределение 


26.5.27. Распределение Стьюдента 


26.5.28. Е-распределение 


47* 


Соотношение 


1 
δία, ΠΣ а 


а 1 Б; ач+ 1; x) = Та, ὃ) 


> [" га — py * = Ip{a, n— a + 1 


s=a 


(” p°( — ϱ)-5 = Ша, n— at 1) -- Ιρ(α + 1, n— a) 


> oe Ἴ р" g° = I,(a, п) 


У 
1 — A(t| v = 15| —› 
(ИУ) -7 


| ν 
— №. Ἀν 
| v+ 2 


У ν ν 
ο(ξ!νι, νὴ -ь(*. Ἂ ee 
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26.6. Е-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ | 


26.6.1. P(F| νι, v2) = 


с ме ΐ У, + д-р 


в[ Е 
2 2 0 


26.6.2. O(F | νι, v2) = 1 — P(F| v1, v2) = 


(F > 0). 
Γι(να/2, νι/2), 
να 


де Χ = OO 
νο + WF 


Связь с распределением хи-квадрат 


Ясли A? и Хз являются независимыми случайными 
величинами, каждая из которых имеет распределение хи- 
квадрат с νι и у› степенями свободы соответственно, TO 
распределение отношения F = (X}/v,)/(X3/v.) называется 
Е-распределением с νι и у» степенями свободы. Соответ- 
ствующая функция распределения определяется выраже- 
нием Ρ(ΕῚ νι, vo). 


Статистические свойства 


26.6.3. Среднее: 


У2 
т = το (v2 - as 
2 


νο η 
дисперсия: 
2 _ 2-2). 


Oo” ΞΕ 


. (νο > 4), 
νιν: — 2)" (να — 4) 


третий центральный момент: 
on | | ὄνι(νι + νε — 2) (2νι + ve — 2) 
gai!) ---------------- Re: 
Ve (Уз — 2) (v2 — 4)(v2 — 6) 


(v2 > 6), 


моменты относительно начала координат: 


r(* + | Г (* - я 
В. Е 


характеристическая функция: 


@(t) = Е(е!Р') = м ως. So и). 
2 2 Vy 


Разложения в ряд 
(x = (№ + viF)) 
26.6.4. О(Е| νι, v2) = 
val? i+ № at a 5, CaP μμ Ἔ 


ув + 2)... (va + νι — 4) (1 = дна (νι —четное). 
2-4. (щ—2) 


26.6.5. Ο(Ε!νι, νι) = 


| νι(νι + 2) о 


=1-— (1 5 [1 Е: oa. + 
2.4 


νι(νι - 2) ene (νο + y= 4) 
2. 4 вое (να — 2) 


Ἔ х(\:-2)! : (να — четное). 


26.6.6. Ο(ΕῚ νι, ve) = 


χίνιΈνι--2}|2 | + νι + vg — 2 [+ 
2 x 


ie i κ Vg + 2) (4 nate αὶ a7 4 


2.4 ΠΝ a 


(муз). (να $2)(1 — χ}ίνι-2}2 
=. (νι — четное). 
2.4... (м — 2) x 


26.6.7. OF | νι, νο) = 
= 1—(1— xt DP | (+ \-2 Πο о 
2 l—x 


—2 eee 2 ( ‚—2 [2 
4 AED AES) = | | (ν; — четное). 
рам Ма 


26.6.8. O(F| νι v2) = 1 -- A(t| ve) + β(νι, уз) 


(v1, У. — нечетные) 


2 
= ‘0 + sin 0 [eos 0 +- ᾱ cos? 0-... 
π 3 


εχ 4..Οι-9 а 
A(t| να) = 3.5... (v2 — 2) 
для Vo > 1, 
— ДЛЯ № = 1; 
(=) 
κ 
--- - sin 0 σοο:θ x 
{πίνε — 
Ἢ 
("5 
x сабо, 
βίνι, νο) == 3 
‚++ СЭ)... «(μένε Φασὶ. δ 
3°53 uv — 2 
для νι», 


где 0 = arctg "--Ε- 


2 


26.6. Е-РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 741 


Рефлексивное соотношение 


Пусть Εγ(νι, v2) и Fy-p(ve, νι) удовлетворяют COOTHO- 


шениям 
Ο(Εγίνι, У2) | νι, να) = р, 


О(Е!-р(У2, νι)| νο, νι) = 1 -- р; 


тогда 


εν В ae, 
Ει-γ(να, V1) 


Связь с {[-распределением Стьюдента (см. 26.7) 


26.6.10. Ο(Ε!νι =1, м) =1- 4(#| №), t= УЕ 


Пределы 
26.6.11. lim OF | νι, νο) = O(x? | νι), σ᾽ ==: νι Е 
у, 0 
26.6.12. lim QO(F| νι, v2) = РО? | να), 47 = \/Р 
νι > 00 
Аппроксимация 


26.6.13. O(F | v1, νι) & O(a), 


R= 
XxX = ИВ. oe 
Vo |e t= 
Уз -- 2 νι(να — 4) 


(νι и у; — большие). 


26.6.14. O(F | νι, νο) ο Q(x), 


26.6.15. OF | νι, νο) 5 Q(x), | 


| ΚΝ :) bo ( = -) 
Ονο 9νι 


Хх = -------------------------- 
у: 2/3 2 
| ov ыы Ove 
Аппроксимация обратной функции 


26.6.16. Если О(Ер|\, v2) = р, то Fy 5 ε΄, где и дается 


соотношением 26.5.22 и νι = 26, у. = 2a. 


Функция нецентрального Е-распределения 
26.6.17. P(F’| νι, νι, A) = 
Е’ 
ied ре νι, νο, λ) αἱ -- 1 — Ο(Ε΄] νι. Va, ^), 
0 


где p(t| v4, Уз, A) = 


=F A OY оз, 


50 J! 5 2j νι 
2 2 


х и 29 —2)/2 [% + (νι + 2γε1Γ (vy +27 + )/2 


и Л > 0 означает параметр ненцентральности. 


Соотношения между функцией нецентрального Р-распределения и другими функциями 


Функция 


26.6.18. Е-распределение 


26.6.19. Нецентральное {-распределение 


26.6.20. Неполная бета-функция 


26.6.21. Вырожденная гипергеоместрическая функция 


Соотношение 


р eS ^/2)1 
Р(Е Iv, νο, A)= > е ια ἝΩΣ Р(Е” | Vy + 2), νο) 
΄ 7! 


j=0 
PUF'| vi, Ya, A= 0) = P(F’| v1, νι) 


РЕ’ м = 1, νι, Y= РР] у, δ), = ΝΕ’, v= ve, 8 = 


Ем \) = Уте м2 (λ/2}᾽ /2) ь[* 1:1 | 


ржи 
x= 
νι Е” -|- νο 


POPPI OK si, а бы мы 
я ἐν (νι + να) Βί(νι/2 + i + 1, νο/2 — i) = 


жх* ty мм = +i+, η) 


ν 
уз — четное H X=? 
νι Ε΄ + Vo 
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Разложение в ряд 


v,/2—-1 

26.6.22. P(F’| Vg.) Ve; λ) -- β-λίί-κ)|2., (у. у.— 2)/2 2 Ti 
4=0 

(у. — четное), 


где 
То = 1, 
1 1-х 
Ty = — (y+ να-- 2+ Av) - , 
2 x 
l—x ὶ 
Τι = iy > νε-- 22-Е Ax) Tea РА — МТ, 
en ‚РН 
WF’ + Уз 


Пределы 


26.6.23. lim P(F’| νι, %, A) = P(x’ |v, λ), 


у. 0 
3 
χ’ --:-νιξ΄, v= yy. 


26. РАСПРЕДЕЛЕНИВ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


2 
26.6.24. lim P(F’| νι, v2, A) = O(x?| v), x? = baat , 
у, -> 0 Γ 
где λ/νι -» с? при νι > ©. 


Аппроксимация нецентрального Е-распределекия 


26.6.25. P(F’| νι, vo, Л) ® P(x1) (νι и vg — большие), 


где в vals +2) 
νι(να — 2) 
χι = ‘i 2 (v, + 2)? 2° 
ac} Ее ce vs + >t) 
У1 (να — 2) (v2 — 4) { νο — 2 


26.6.26. P(F’| νι, νο, λ) Δ P(F | У, νο), 


В, Ч РКТ. 2. 
Vi -- А νι -- 2λ 
26.6.27. P(F’| νι, У, A) 5 Ρ(χα), 
| νι Ε΄ № Г = | | = 2(νι -- =| 
_ Е» Ove 9(νι + APD 
2 2 νι 4. 2) 2 | νι ΠΝ 
| 9 (νι -|- A)? Όνο Vi -+- А 


26.7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СТЬЮДЕНТА 


Если Х является случайной величиной, подчиняющейся 
нормальному распределению с нулевым средним и единич- 
ной дисперсией, а χ᾽ является случайной величиной с рас- 
пределением хи-квадрат с у степенями свободы, и если 


Хи 5? независимы, то распределение отношения XIV x7/v 
называется {-распределением Стьюдента с у степенями 


свободы. Вероятность события {|Х/ FI x?/v | < В дается co- 
X 


отношением 
at t | = 
ψχν 
xX = 


26.7.1. A(t| У) = р] 

1 
Глава, ре, 
=| (>. al || :) 


rie x = я 
v+ 7 
Статистические свойства 
26.7.2. Среднее: т = 0, 
У 
дисперсия: 5“ = еее (v > 2), 
асимметрия: γι =0, 
6 
эксцесс: уз = a (v > 4), 
5 ; ρ΄... я 
моменты: oe 1-3... 21 — Т)у > Bed, 
(ν — 2)(v — 4)... (ν — 2n) 
Мат = 0, 


характеристическая функция: 


(uy 
x 2 Jv 

Ф = it —= = --- 
a ities [exp (' {χΙν } п Г(у/2) 


“(3 


Разложения в ряд 


(о = arctg = 


τ 


к 


° -- sin 0 | cos 0 -- 2 cos® θ +... 


„+ 24 (y= 3) cos} 
113... (v— 2) 


(у >1 wu нечетное), 


26.7.3. A(t] ν)-- 


2 
.π 


26.7.4. A(t| у) = sin 0 | 1 + - cos? 0 +- + с05' 0 + ... 


1+3*3 (9 — 3) 
2°4°6...(v —2) 


Асимптотическое разложение 
для обратной функции 


cos"-0 | (у — четное). 


Если A(ty|v) = 1— 2p u О(хр) = р, то 


о ор р 
У У 


4559 
уз 


1 
Θι(χ)-- a (ж + x), 
1 5 3 | 
22(х)= — (5х + 16х° + 3х), 
(96 
1 
x)= —— (3x7 + 19χ5 + 17x* — 15x), 
£3(x) 384 ( ) 


] 
x)= ——— (79x® + 776x? + 1482x® — 1920х3 — 945χ). 
Θι(χ) 92160 ( 
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Предельное распределение 
t 
26.7.6. lim A(t| у) = ra | e Vl dy = A(t). 
- у 


Ν2π 


-- 


Аппроксимация для больших значений Г и у < 5 


26.7.7. A(t| vy) 5 1 -- 21| Ων by | 
|» pu 


ν | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 


ay 0.3183 0.4991 1.1094 3.0941 9.948 
by 0 0.0518 |—0.0460 |—2.756 


Аппроксимация для больших у 


| 

ры 
Ду 

26.7.8. A(t| у) ο 2Ρ(χ) — 1, x = —. 


Нецентральное {-распределение 


26.7.9. P(t’| v, ὃ) = 


(v+1)/2 а 2 
К У } ϱ--νδ'/[2(ν 1-31} .., 


| 
ΠΕ ΜΝ 
2 2 


δχ το α-5η2 (87/2) /2) ., 
и НВ = = 
{ ea) wee 2}! 
ν | ν 
ее 


где ὃ означает параметр нецентральности. 


Аппроксимация нецентрального 
{-распределения 


26.7.10. Ρ(ύ | ν, 5) ο P(x), где х = 


МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ 


26.8. МЕТОДЫ ОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 


Случайными цифрами называются цифры, полученные 
в результате повторного независимого выбора из совокуп- 
ности 0, 1, 2, ..., 9 с вероятностью выбора любой цифры, рав- 
ной одной десятой. Это эквивалентно помещению десяти 
шаров, занумерованных цифрами от 0 до 9, в урну и извле- 
чению из нее каждый раз одного из шаров с последующим 
возвращением его в урну после каждого извлечения. Полу- 
ченное множество чисел образует группу случайных цифр. 
Всякая группа п последовательных случайных цифр назы- 
вается случайным числом. Табл. 26.11 содержит случайные 
цифры, полученные указанным способом и сгруппирован- 
ные по пяти цифрам. 

Имеется несколько таблиц случайных цифр (см. ссылки). 
Однако использование случайных чисел в электронных 
вычислительных машинах потребовало образования слу- 
чайных чисел детерминированным путем. Числа, образо- 
ванные таким образом, называются псевдослучайными 
числами. Качество псевдослучайных чисел определяется 
проверкой их с помощью нескольких статистических кри- 
териев (см. [26.55], [26.56]). Целью проверки является обна- 
ружение свойств псевдослучайных чисел, отличных от 
свойств случайных чисел. 

Практика показала, что для образования псевдослучай- 
ных чисел в электронной машине наиболее удобен конгру- 
энтный метод. 

Пусть {Xn}, п= 0,1,2, ..., — последовательность псев- 
дослучайных чисел. Конгруэнтный метод образования 
псевдослучайных чисел определяется соотношением 


Ха = αΧα + b (mod Т), 


где ри T — взаимно простые числа. Выбор Т’определяется 
возможностями машины и принятой системой счисления; 
аи Ь выбираются с учетом следующих условий: 1) получен- 
ная последовательность {Х»} должна облалать желаемыми 
статистическими свойствами случайных чисел, 2) период 
последовательности должен быть возможно более длин- 


ным, 3) скорость образования должна быть большой. 
Величины а и Ь нужно выбирать таким образом, чтобы 
корреляция между числами была близка к нулю. Корреля- 
ция между числами Xn и Xn, в последовательности Хи, з = 
= а,Х» + bs(modT) выражается следующим образом: 


1 6 [1 
г 7, 


Ρε = —___—__*"————"_ + Ἐ, 
as 
где is ик 
аз = a*(mod Т), 
фута" (1 аа +. ὦ +9") (mod Τ), 
| =|' <a;/T. © 


Когда а & NT T, корреляция р: & 1 ΠΤ 

Последовательность, образованная мультипликативным 
конгруэнтным методом, будет иметь полный период г 
чисел, если 

1) Би Т взаимно просты; 

2) а =1 (mod р), если р является простым множи- 
телем Τ; : - 

3) а=1 (mod 4), если 4 является множителем 7. 

Следовательно, если T= 2%, то Ь должно быть нечет- 
ным и а = 1 (mod 4). Когда T = 109, то Бне должно делить- 
ся ни на 2, ни на 5 иа=! (mod 20). Наиболее удобно 
выбрать а = 2° + 1 (для машин с двоичной системой счис- 
ления} и а = 10$ +1 (для машин с десятичной системой 
счисления). С точки зрения ‘скорости образования случай- 
ных чисел эта схема требует лишь операции сдвига и две 
операции сложения. Для образования последовательности 
случайных чисел в качестве начальной точки можно взять 
любое число. Хороший обзор образования последователь- 
ности случайных чисел можно найти в [26.51]. 

Ниже помещены‘ различные конгруэнтные схемы ‘и 
перечислены их свойства. 


744 26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Конгруэнтные методы образования случайных чисел 
(Хил = аХ»ь + b(mod Τ), Т и Ь взаимно просты) 


и 


Случаи, в которых полученные числа были 


δ | т Период №. проверены с помощью статистических 
критериев 
26.8.1. 1+8 нечетное T = tf (ᾳ 0=Х < Т | Т --25. Χα неизвестно, 
g@=_2 +], b= 1; 
T = 27, a=24+1, b= 
= 29741 09625 8473, 
Xo = 76293 94531 25 
26.8.2. 728 + 1 0 T + ff 19-8 взаимно | Т = 24°, 28, Ху = 1, 
ное, $32) ΠΤ, а = 2) 
Tt 955. Я = ВТ 29, 
Xo= 1 — 2-89, 0.5478126193, 
α = §* = 3) T= 2, 
ieee и" = 2 
26.8.3. 25 + 0 T= % +1 | различные < T = 27° + 1, №= 10,987,654,321, 
Е ap ‚а = 23, период х 108; 
| = 105 + 1, Хо = 47,594,118, 
a = 23, период 5 5.8. 100 
26.8.4. т | 0 Т = 102 5. 109- < T= 10%”. ta 1. a= 7: 
=i"; тает 
26.8.5. 34841 0 т 188 5. 109- « 
(5=0, 2,3,4) 


X, были взяты в качестве начальных точек последовательности при проверке с помошью статистических критериев. 


—. == η... η..." 


В числах, полученных с помощью конгруэнтной схемы, случайных чисел (далее всюду {И} означает последователь- 
последняя значащая цифра имеет короткий период, по- ность равномерно распределенных случайных чисел на 
этому всю длину машинного слова использовать нельзя. интервале (0, 1). 

Если необходимо использовать случайные числа с воз- 
можно большим числом цифр, конгруэнтную схему следует 1. Метод инверсии. 


модифицировать. Одним из таких способов модификации 
является образование чисел mod 7 + 1. К сожалению, этот 
способ уменьшает период. 


Решения {У} уравнений {и = F(y)} образуют после- 
довательность независимых случайных чисел с функцией 
распределения F(y). (Если F(y) имеет разрыв в точке у = Vo, 
т.е. если и таково, что Εἴ(γο — 0) < и< ЕО»), то в качестве 
Образование случайных чисел с заданным соответствующего числа выбираем Yo.) Обычно метод ин- 

законом распределения версии мало используется на практике, за исключением 
тех случаев, когда обратная функция у = Е-Ки) известна 


; | 
Пусть {Х} означает последовательность независимых или имеется ее простое приближение. 


равномерно распределенных случайных чисел на интер- 
вале (0, Т). В качестве такой последовательности можно 


взять любую последовательность псевдослучайных чисел, 2. Образование случайных чисел с дискретным законом 


образованную одним из вышеперечисленных способов. оне 

Тогда {0} = {Τ-!Χ} образует последовательность равно- Пусть У означает дискретную случайную величину с 
мерно распределенных случайных чисел на интервале (0, 1). вероятностями р; = Рг {У=у:} для i =1,2,... Прямой 
Образование такой последовательности обычно является способ образования последовательности {У} из {0} за- 
предварительным шагом при получении последователь- ключается в том, что полагают У = γι, если py + pot... 
ности случайных чисел с заранее заданной функцией рас- ... НР < Ч< р +р-+... + pi Однако этот метод 
пределения F(y) или плотностью вероятности f(y). Ниже требует усложненных машинных программ, что делает 


перечислены некоторые общие схемы образования таких его достаточно медленным. 


26.8. МЕТОДЫ ОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ 745 


Другой способ, предложенный Марсалья [26.53], прост, 
быстр и хорошо использует возможности электронной 
машины. Пусть pi для i =1,2,.... п выражается К десятич- 
ными цифрами, т.е. pi = 0. 6: Soe... бы, где каждое ὃ 
означает десятичную цифру. (Если область изменения слу- 
чайной величины бесконечна, то следует обрезать распре- 
деление вероятностей на Pn.) 


Обозначим 


" 
PCRS So Fe де К, 


$=1 
$ 
т >> 107 Р, uaas=1,2,...,k. 
7=0 


Занумеруем группу ячеек запоминающего устройства 
электронной машины числами 0, 1,2, ..., Пк — 1. Эту группу 
ячеек делим на k взаимно исключающих множеств таких, 
что 5-е множество содержит ячейки сномерами П; 1, IIs_,+ 
+1, .... I; — 1. Информация, которая хранится в ячейках 
5-го множества, состоит из у, в δει ячейках, у) в д. ячейках, 
....Ув В Osn ячейках. 

Обозначим десятичное разложение значения равномерно 
распределенной случайной величины, образованной элек- 
тронной машиной, и = 0. 4,424. ..., и пусть o{m} озна- 
чает содержимое ячейки с номером т. Тогда, если 


8—1 


У ржи Ут, 
ὁ--0 


{i= 


TO положим 


s—1 
= 6 {a ...4 ds + ITs- ee 10°)» Pi В 


t=1 


Этот метод, возможно, является наилучшим всеобъем- 
лющим методом для образования случайных чисел с дис- 
кретным распределением. Чтобы проиллюстрировать этот 
метод, рассмотрим задачу образования случайных чисел 
с биномиальным законом распределения с вероятностями 


Ην 
ρι- [ ; | pi(1 — р)" 
для n = 5ир == 0.2. 


Вероятности Ρις 4: даются в таблице: 


Значения случайной Вероятности 
величины 
0 Ρο == 0.3227 
| рт = 0.4096 
2 Ρα = 0.2048 
3 Ps = 0.0512 
4 ра = 0.0064 
5 Ps = 0.0003 


Таким образом, Ру = 0, Р, == 0.9, Ρ» = 0.07, Ρε = 0.027, Р.= 
= 0.0030, II, based 0, Il, - 9, ΤΠ, = 16, II, = 43, II, == 73, 

73 ячейки запоминающего устройства разделяются Ha 
сследующие четыре взаимно исключающих множества: 


Множество Ячейки 
1 ο) 
f 4 7, i106 ing Lo 
3 16; .... 42 
4 43, ..., 72 


Среди девяти ячеек множества 1 нуль содержится διο =3 
раза, 1 содержится 611 = 4 раза, 2 содержится δια = 2 раза; 


семь ячеек множества 2 содержат нуль бо == 2 раза и 3 дз = 
= 5 раз и т.д. Содержание ячеек запоминающего устроиства 


дается ниже. 


Значение случайной величины 

Ὁ 11. 14.3 
Частота (множество 1) 3 
Частота (множество 2) 2 
Частота (множество 3) 7 
Частота (множество 4) 7 


и 


4 
0 
9 
6 


> 
Ww 

Ao 5 
> 


> 


Затем образуем значения случайной величины по пра- 
вилу: 


если 0 < и< 0.9, то у=с{ αι}; 

если 0.9 < и< 0.97, то y = o{ 41:4. — 81}; 

если 0.97 < и < 0.997, то у = в { 414.4: — 954}; 
если 0.997 < и < 1.000, то у = св { 41424заа — 9927 }. 


3. Образование случайных чисел с непрерывным законом 
распределения. 


Метод образования случайных чисел с дискретным 
распределением можно использовать при получении слу- 
чайных чисел с непрерывным распределением. Пусть Е(у) 
означает функцию распределения, изменяющуюся в конеч- 
ном интервале (a,b) (если область изменения бесконечна, 
следует обрезать ее, например, в точках а и Б). Разделим 
интервал (а, b) на п интервалов длины A(nA=b—a) таким 
образом, чтобы у-1иу; были границами 1-го интервала, 
где уу =а -- ГА, = 0,1,....п. Определим дискретное pac: 
пределение, сосредоточенное в точках 


ая 
2 


с вероятностями pi = Ε(γι) — Ε(γι-α). Наконец, пусть № 
означает равномерно распределенную случайную величину 
на отрезке (— 4/2, 4/2). Это можно сделать, положив 
W = A(U — 1/2). Тогда случайную величину с функцией 
распределения F(y) можно (приближенно) получить, поло- 
жив у= 2+ и = 2- A(u— 1/2). Этот метод основан на 
приближенном разложении непрерывной случайной вели- 
чины на сумму дискретной и непрерывной случайных ве- 
личин. Дискретную величину можно быстро получить 
методом, описанным выше. Чем меньше величина А, тем 
ближе будет приближение. Каждое число можно получить, 
используя первые цифры величины U для образования 
дискретной случайной величины, а оставшиеся цифры — 
для образования равномерно распределенной на отрезке 
(0, 1) случайной величины. 


4. Метод приема-отклонения. 


В дальнейшем предполагается, что случайная величина 
изменяется в конечной области (а, b). Если область беско- 
нечна, то в вычислительных целях следует обрезать ее- 
например, в точках а и b. Тогда полученная случайная 
величина будет изменяться в этой конечной области. 


а) Пусть f означает максимум f(y). Тогда процедура 
образования случайных чисел состоит в следующем: 1) обра- 
зуем пару (и1, из) равномерно распределенных случайных 
чисел; 2) вычисляем точку у=а + (ὦ — аи. на интервале 
(а, b); 3) если и! < Г(у)/Х, то принимаем у в качестве новой 
случайной величины, в противном случае пару (ил, из) от- 
брасываем и все начинаем сначала. Доля принятых величин 
равна [(b — а)/] *. Следовательно, отношение принятых 
величин к их общему числу уменьшается с увеличением 
области. Один из способов увеличения этого отношения 
состоит в разделении интервала (а, Ὁ) на взаимно исключа- 
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ющие интервалы. Для этой цели разделим интервал (a, b) 
на К интервалов таких, что /-Йй интервал имеет границы 


Е; 

{ f(y) dy = ру; далее, пусть 
51-1 

fj; означает максимум f(y) на /-м интервале. Для обра- 
зования случайных чисел с плотностью вероятности f(y) 
образуем и пар переменных (Uys, Uss), 5 = 1, 2, ΩΝ. 
Припишем [пиру] таких пар к ΜΥ интервалу и ВЫЧИСЛИМ 
У = Spa + (84 — Еул)и»з. Если из < Ку), TO прини- 
маем у) в качестве новой случайной величины. Доля при- 
нятых величин в этом случае равна | 


k 
Σ, pal(Es — Esa) fi 
j= 


(Ej, &) с Go =a, & = bu 


Ὁ) Пусть Е(у) такова, что f(y) = fi(y) fa(y), переменная 
У изменяется в интервале (a,b). Пусть далее fi и fo озна- 
чают максимумы f(y) и №(у) соответственно. Тогда метод 
образования. случайных чисел с плотностью вероятности 
ХУ) состоит в следующем: 1) получаем Uj, U2, Us; 2) опре- 
деляем 2 = а + (b— а) из; 3) если выполнимы оба неравен- 
ства и! < fi(z)/fi и из < (2), то берем 2 в качестве ис- 
комой случайной величины; в противном случае берем 
другую выборку и, U2, из. Доля принятых величин-равна 
[ὁ — ай fel’; ее можно увеличить, разделяя интервал 
(а, b) на несколько частей, как в предыдущем случае. 


с) Пусть плотность вероятности У имеет вид 
В 
Ло) = 50, 04 (@<t<B, a<ys<bd). 
α 


Пусть, далее, g означает максимум е(у, t). Тогда метод 
образования случайных чисел с плотностью вероятности 
J(y) состоит в следующем: 1) получаем Ил, U2, Us; 2) опреде- 
ляем 5 = a+ (В — Фи», = а- (Б — а) из; 3) если и, < 
< #(2, s)/g, то берем 2 в качестве искомой случайной 
величины; в противном случае берем другую выборку. 
Доля принятых величин равна [(b — а) $] '; это отношение 
можно увеличить, разделяя интервалы (х, В) и (а, b) на не- 
сколько частей. 

5. Составной метод. 

Пусть &г(у) — плотность вероятности, зависящая от па- 
раметра 2, Н(2) — функция распределения величины 2. 
Чтобы получить значения случайной величины У, имеющей 
плотность вероятности 


Ло) = { ван, 


сначала получаем значения случайной величины, имеющей 
функцию распределения H(z); затем получаем вторую вы- 
борку с плотностью вероятности 2.г(у). 

6. Образование случайных чисел, имеющих известные 
законы распределения. 

А. Нормальное распределение 

(1) Метод инверсии. Этот метод используется 
в том случае, когда имеется удобное приближение к обрат- 
ной функции x = Р`Ки), где 


i _ ae: \ мены dt. 
Ν2π 


— 0 


Для этой цели можно использовать два пути: а) приме- 
1/2 


или 6) прибли- 
и 

жение x = Р-Ки) с помощью полиномов Чебышева (cM. 

(26, 54]). 


нение формулы 26.2.23 с t = (1 a 


(2) Сумма равномерно распределенных 
случайных величин. Пусть Uj, О», ..., (в — последо- 
вательность и независимых равномерно распределенных 
на интервале (0,1) случайных величин. Тогда 


Ree a}a) 


t=1 


имеет асимптотически нормальное распределение. Когда 
п = 12, максимальная ошибка в значении нормальной 
случайной величины равна 9 10-39 для |X| <2 u 9-107 
для 2 < |X| < 3. Более точное приближение можно полу- 
чить, если в качестве нормальной величины взять полином 
от Xn, например, 


k 
Xe = Xn У`а» хр, 
| $=0 


где а; — соответствующим образом подобранные коэф- 
фициенты. Эти коэффициенты можно вычислить, исполь- 
зуя, например, полиномы Чебышева или согласуя пере- 
менную X, с нормальной переменной в некоторых опре- 
деленных точках. Когда п = 12, максимальная ошибка в 
значении нормальной величины равна 8 : 10-4, если коэф- 
фициентами выбраны следующие величины; 


ао = 9.8746, 

аз = (—3)3.9439, 
αἱ = (—5)7.474, 
ав = (-7)—5.102, 
аз = (—7)1.141. 


(3) Прямой метод. Образуем пару равномерно 
распределенных случайных величин (U;, U2). Тогда Λι = 
=(—21n и1) 2 cos 2% U2, Ха=(— 2щ Uy)? sin 20. образуют 
пару независимых нормальных случайных величин с нуле- 
вым средним и единичной дисперсией. Этот метод можно 
видоизменить, вычисляя Cos 2π U usin 27 U и применяя метод 
приема-отклонения; иными словами, вся процедурасостоит 
в следующем: 1) образуем пару (Uj, U2); 2) если (2U,;—1)?+ 
+ (20. — 1)? <1, то берем третью равномерно распре- 
деленную случайную величину ζ]ῃ, в противном случае от- 
вергаем пару U,, U, и начинаем все сначала; 3) вычисляем 


и? — и? 
= (—In из)? ————, 
ΣΣ 
ИИ | 
= +2(—In us)? ———— 
ΠΕΣ 


(+ берется случайным образом). Оба значения γι и γα явля- 
ются требуемыми случайными величинами. 

(4) Метод приема-отклонения. 1) Образуем 
пару равномерно распределенных случайных величин (U,, 

—(x%—1)2 
U2); 2) вычисляем x = —ш ил; 3) если е в 12 > μα (или, 
что эквивалентно, (x — 1)? < ----21ῃ из), TO x принимаем, в 
противном случае пара (01, Us) отвергается и все начинаем 
сначала. Величина х имеет нормальное распределение с 
нулевым средним и единичной дисперсией. 

В. Двумерное нормальное распределение. 

Пусть {Χι, Χο) — пара независимых нормальных вели- 
чин с нулевым средним и единичной дисперсией. Тогда 
{Хь ϱλι + ψ 1 — o2X,} — пара случайных величин, име- 
ющая двумерное нормальное распределение с нулевыми 
средними, единичными дисперсиями и коэффициентом 
корреляции р. | 

С. Показательное распределение. 

(1) Метод инверсии. Поскольку Е(х)=1 — е-*10 
το Х = —0 1nU имеет показательное распределение с пара- 
метром 9, 


26.9. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ И РАСШИРЕНИЕ ТАБЛИЦ 747 


(2) Метод приема-отклонения. 1) Образуем 
nmapy (Uo, Τι); 2) если И, < Up, то берем третью величину U3; 
3) если И, + Ug < Ц» то берем четвертую величину []ῃ, и 
т.д.; 4) продолжаем получать равномерно распределенные 
случайные величины до п включительно такие, что (/. + 
-НОз-... + О < Up <U1+U2,+... + Un3 5) ecm п четно, 
последовательность отвергается и начинаем новое испы- 
тание с новой величиной (Ду; в противном случае при не- 
четном п берем Х = 90% в качестве требуемой случайной 
величины. Случайная величина, полученная в результате 
такого процесса, имеет показательное распределение с 
параметром 0. Можно ожидать, что требуется около шести 
равномерно распределенных случайных величин для полу- 


чения одной случайной величины с показательным законом 
распределения. 

(3) Метод, основанный на дискретном 
распределении. Пусть У и п — дискретные случай- 
ные величины с вероятностями 


{7 --ῃ]--[ᾱ-- 100} го 2, us 
иле Ш 123. 


Тогда Х = У + min (Uj, U2, ..., Un) подчиняется показатель- 
ному распределению. Так как среднее значение п равно 
1,58, то в среднем необходимо 1,58 значений величины U, 
из которых затем выбирается минимум. 
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Использование неравенств 


Пример 1. Пусть Х — случайная величина с конеч- 
ным средним значением т и конечной дисперсией с^. 
Используя неравенства 26.1.37, 26.1.40, 26.1.41, вычислим 
нижнюю грань функции 


σ 


A(t) = F(t) — Ε(--ῃ = saa < ἠ 
musa ¢t = 1(1) 4. 


Нижняя грань функции A(t) = F(t) — F(—t) 


Замечания 


0 0.7500 | 0.8889 | 0.9375| F(x) — любая функ- 
ция распреде- 
ления; 26.1.37 


0.5556 | 0.8889] 0.9506| 0.9722| F(x) — унимодальная 
и непрерывная 
функция рас- 
пределения; 
26.1.40 


такова, что 
μα = 3;26.1.41 


0 0.8182| 0.9697| 0.9912] F(x) 


Следует заметить, что стандартное нормальное рас- 
пределение унимодально, имеет нулевое среднее значение 
и единичную дисперсию; μα = 3, непрерывно и такое, что 

A(t) = P(t) — Ρ(--0 = 0.6827, 0.9545, 0.9973 и 0.9999 


для t = 1,2,3 и 4 соответственно. 


Интерполяция функции Р(х) в табл. 26.1 
Пример 2. Вычислить Р(х) в точке х == 2.576 с 157, 


используя ряд Тейлора. 
Обозначив x = xX, + 9, получим 


P(x) = Р(хо) + Ζ(χο) 8 + Z(x0) ~ + 


6 6 
(2) Ἄνες (4) pl 
+ ΖΘ(.ο) a + Z)(x9) mt 


Беря ху = 2.58 и 0 = —4 - 103, вычислим с 160: 
-- 0.99505 99842 42230 


- 5 72204 35976 6 
= 2952 57449 6 
— 8 63097 8 
в 1439 4 
a 9 

0.99500 24676 84265 7 


Правильный результат с 17D: 
P(2.576) = 0.99500 24676 84264 98. 


Вычисление с произвольными средним 
и дисперсией 


Пример 3. Найти с 50 значение функции 


0.5 
1 —(t—1)2/8 
P{X <0.5} = ——= κ e~$ dt, 
2 27 \ 
— © 


используя 26.2.8 и табл. 26.1. 

Это значение равно вероятности того, что нормально 
распределенная случайная величина со средним т =1 и 
дисперсией в? = 4 меньше или равна половине. Используя 


26.2.8, получим 


Р{Х < 0.5} = 2 = P(—0.25). 


Поскольку P(—x) = 1— P(x), имеем 


P(—0.25) = 1 — P(0.25) = 1 — 0.59871 = 0.40129, 


где для интерполяции' использованы два первых члена 
ряда Тейлора. Заметим, что, интерполируя значение Р(х) 
для х, лежащего посередине интервала изменения перемен- 
ной, мы определяем x = ху + 0.01 и, используя первые 
два члена ряда Тейлора, получаем 


P(x) = Р(хо) + (хо) 10-*. 


Вычисление Р(х) для приближенного значения х 


Пример 4. Используя табл. 26.1, найти Р(х) для 
х = 1.96, если в значении х возможна ошибка в пределах 
+5 + 10-3. 

Этот пример иллюстрирует тот случай, когда аргумент 
х известен приближенно. Возникает вопрос, сколько деся- 
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тичных знаков следует оставить в значении Р(х)? Если Ах 
и AP(x) обозначают ошибку в x и окончательную ошибку 
в P(x) соответственно, TO AP(x) 5 Z(x) Ах. Следовательно, 
AP(1.960) = 3.104, т.е. Р(1.960) необходимо вычислять с 
4D. Поэтому P(1.960) = 0.9750. 


Обратная интерполяция для P(x) 


Пример 5. Найти значение x, для которого P(x) = 
= 0.97500 0000 0000, используя табл. 26.1 и определяя 
столько знаков, сколько совместимо со значениями про- 
табулированной функции. 


Так как табличные значения Р(х) имеют ошибку 
0.5 - 10-15, то 


. ви) 9 
Z(x) Z(x) 
Пусть P(x») соответствует ближайшему протабулиро- 


ванному значению P(x). Тогда удобная формула для обрат- 
ной интерполяции имеет вид 


Ах 


χοῦ 2χῇ -- 


χ--χοἼ-{Ἴ----- + τῳ 
2 6 


, 
где 
— P(x) — Ро) | 

Ζ(λο) 
Если взять только два члена (т.е. х = Χρ + В, ΤΟ ошибка 
в х будет ограничена величиной г - 10“; поэтому истин- 


ное значение будет всегда больше, чем приближенное. 


В нашем примере Ax x 10-14, поэтому найденное зна- 
чение х может иметь ошибку в единицу четырнадцатого 
десятичного ‘знака. Значение, ближайшее к P(x) = 
= 0.97500 00000 00000, равно Р(х,) = 0.9750 21048 51780 с 
Хо = 1.96. Следовательно, используя обратную интерполя- 
ционную формулу с 


t = —0.00003 60167 31129 
и беря пятнадцать десятичных знаков, получим 


+1.96000 00000 00000 
— 0.00003 60167 31129 
- 12 71261 
= 68 

0 


+1,95996 39845 40064 


Асимптотическое разложение Эджворта 


Пример 6. Найти асимптотическое разложение Эд- 
жворта 26.2.49 для функции распределения хи-квадрат. 


Метод 1. Разложение для χ7, Пусть 
O(x? | v) = ]— F(t), 
где 


х — у 


ψ2ν ᾿ 


Tak как значения γι и Yo, вычисленвье го фсрмулгм 26.4.33 


равны 


Ya > 12/ν, 


t= 


TO, используя первые два члена разложения 26.2.49, заклю 
ченные в квадратные скобки, получим 


[5 
F(t) — Ρ(0 -- -- Е αρ] + Ё Z@A(t) + 5 2ο] . 


vv 


Разложение Эджворта является асимптотическим раз- 
ложением с коэффициентами, зависящими от производных 
от нормальной функции распределения. Часто возможно 
так преобразовать случайную величину, что ее распределе- 
ние будет ближе к нормальному, чем распределение перво- 
начальной случайной величины. Следовательно, можно 
получить большую точность с тем же числом членов, если 
использовать разложение для преобразованной величины. 


Поскольку распределение ψ2χ5 ближе к нормальному рас- 
пределению, чем распределение χ᾽ (06 этом можно судить, 
сравнивая значения Y; и Y2), то следует ожидать, что асимпто- 


тическое разложение Эджворта для 2x? будет предпочти- 
тельнее, чем разложение для χ7. 


Метод 2. Разложение для 272. Пусть 
ИЕ) 


ОУ) = 1- Ε(9--1- r( ---- 
V1 —1/(4y) 


где Jf 2v—1 u 1—1/(4v) означают среднее и дисперсию 
величины 2x2 до членов порядка У? (см. 26.4.34). Значе- 


НИЯ γι И γ2 ДЛЯ | 2x” имеют вид 


1 5 3 
я -—— 11+ — |, =o ----. 
ba т | τ Τὰν 


Таким образом, получим 


FQ)® РО — -ᾱ- Е ( + ο) 26 + 


νν 

г 1 [τ Z(t) + ashe [ + = 2% ; 
у [32ν 144 ὃν 

Пример 12 иллюстрирует применение этого выражения в 


вычислительных целях. 


Вычисление ГАЙ, К, ©) 


Пример 7. Найти L(0.5, 0.4, 0.8). Используя 26.3.20, 
имеем 


Ji? — 2phk + Κλ = 0.09 = 0.3, 
L(0.5, 0.4, 0.8) = L(0.5, 0, 0) + L(0.4, 0, — 0.6). 

Из рис. 26.2 получаем, что 

L(0.5, 0, 0) + L(0.4, 0, —0.6) = 0.16 + 0.08 = 0.24. 
Ответ с 3D имеет вид 

L(0.5, 0.4, 0.8) = 0.250. 
Вычисление функции двумерного нормального 
распределения 

Пример 8. Пусть Х и Y имеют двумерное 

нормальное распределение с параметрами mz =3, 


ту =2, of =4, oy =2, р = — 0.125. Найти значение 
Pr {Х>2,У > 4}, используя 26.3.20 и рис. 26.2, 26.3. 
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Поскольку 
РР {ХР УВ -ε[----- -- 


имеем 
Pr {X > 2, Ур 4} = L(—0.25, 1, —0.125). 
Используя 26.3.20, получим 
Г[(-0.25, 1, —0.125) = 
= [(—0.25, 0, 0.969) + Lal, 0, 0.125) — 1/2. 


Рис. 26.2 дает значения только для й > 0, однако, исполь 
зуя соотношение 26.3.8 с k=0, L(—A, 0, в) — 1/2 -— 
— L(h, 0, —p), находим, что Г(—0.25, 0, 0.969) = 1/2 — 
— L(0.25, 0, —0.969). Поэтому 


L(—0.25, |, —0.125) = 
= —1(0.25, 0, —0.969) + Г(1, 0, 0.125) = 0.080. 
Значение Г(— 0.25, 1, —0.125) с 3D равно 0.080. 


Интеграл от плотности двумерного нормального 
‘распределения, взятый по многоугольнику 


Пример 9. Пусть случайные величины Хи У имеют 
двумерное нормальное распределение с параметрами mz = 
= 5, og =2, ту = 9, oy = 4, р =0,5. Найти вероятность 
того, что точка (Х, У) попадает внутрь треугольника с 
вершинами A = (7, 8), В = (9, 13), С = (2, 9). 

Для получения интеграла от плотности двумерного 
нормального распределения, взятого по многоугольнику, 
сначала следует использовать 26.3.22 и преобразовать 
переменные Х, У в новые переменные, имеющие круговое 
нормальное распределение. Многоугольник в области из- 
менения новых переменных разделяется на несколько об- 
ластей таких, что интеграл по каждой из этих областей 
можно легко вычислить. Ниже перечислены некоторые из 
наиболее часто встречающихся областей. 


Для следующих двух областей определим 


ho БА и  . | 
[(52 — 51)? + (tg — 477" 

ky = |5ι(δ — δι) + (8 = A) I 
[(52 — 53)? + (te — п 

— | 52(52 — δι) + 5 — 4) | | 


[(52 — я) + (te — в? 


Формулы преобразования переменных 26.3.22 для нашего 
примера имеют вид 


2 4 
Треугольник в плоскости (5, #) имеет вершины 


А(\314, --5|4), ВУЗ, —1), C(—¥3/2, 3/2). 


Эти точки обозначены на рис. 26.10. Из этого рисунка вид- 
но, что искомая вероятность равна сумме вероятностей 
того, что точка с координатами (5, 1} попадет внутрь тре- 
угольников AOB, AOC и ВОС. 


4 (24,2) (42,02) 
(2,,0,) < (42,6) 
am 2 er 
Puc, 26.5. 


Puc. 26.6. 


| 


Nese с: 


Рис. 26.7. 


Ay 
У, ty) 
[ΠΠ 4 (52,6) 


Рис. 26.9. 
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Рис. 26.10. 


Для этих треугольников имеем 


h Κι ks 
= ae 
AAOB 7-21 ^/7/14 ΧΙ 
м 
AAOC 7 vill 37437 a4 V37 
IN 7 ope 6-- 
ABOC 73 39 73 13 NG 


Из рис. 26.10 видно, что вероятность попадания в Tpe- 
ΥΓΟΠΡΗΗΚ АОВ можно найти тем же способом, что и вероят- 
ность попадания в треугольник на рис. 26.8. Аналогичным 
образом вероятность попадания в треугольники АОС и 
ВОС можно найти, используя рис. 26.9. 

Следовательно, 


ᾖεο у, 0.5) dx dy =} =. t, 0) а; dt = 


Е { ета { 2(5, t, 0) ds dt + 
AAOB AAOC 


ct (J 2(5, 1, 0) ds dt. 


ABOC 


Наконец, используя 26.3.23 и рис. 26.2, получим 


{ g(s, t, 0) а; а = 
ААОВ 
= [2 21, чу (2 /21, +1). 
7 7 
= 5 + (1.31, 0, --0.76) —ГКО, 0, — 0.76) — > 011.31) — 


Ри Е +- £(1.31, 0, —0.14) —L(0, 0, —0.14) — > ΠΠ = 


= (1.31, 0, —0.76) — L(0, 0, —0.76) — L(1.31, 0, —0.14) + 
+ L(0, 0, —0.14) = 0 — 0.11 — 0.04 + 0.23 = 0.08, 
{ 2(5, t, 0) ὧς dt = 
AAOC 
av (a. 8 ай Ν кет. и 7 
74 31 74 Ἢ 
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ο Γ + L(0.14, 0, —0.99) — L(0, 0, —0.99) — ~ 200.18] be 


4 G κῶλα. α =1)— 10.0; -—D= 500.14] ь 


= 0.01 + 0.02 = 0.03 


) 2(5, t, 0) ds dt = 
ABOC 


эр 


ΕΣ Е + L(0.48, 0, —0.97) — Г(0,0,—0.97) — - 0048 | + 


+ |; + ζ(0.48, 0, —0.96) — L(0, 0, --0.96) — Ξ (0.48) = 


= 0.05 + 0.04 = 0.09. 


Собирая все слагаемые, найдем, что вероятность попада- 
ния точки (Х, У) в треугольник АВС равна 0.08 + 0.03 + 
+ 0.09 = 0.2. Ответ с 3D равен 0.211. 


Вычисление кругового нормального распределения 
внутри смещенного круга 


Пример 10. Пусть Х и У имеют круговое нормаль- 
ное: распределение с с. = 1000. Найдем вероятность того, 
что точка (X, У) попадает внутрь круга с радиусом 540 и 
с центром, отстоящим на 1210 от среднего значения круго- 
вого: нормального. распределения. 


В единицах с радиус и расстояние от центра равны 
—=].21 соответственно. Таким 


= . 9 


образом, задача сводится к нахождению вероятности 
того, что точка (Х, У) попадет в круг радиуса А = 0.54, 
отстоящего на г = 1.21 от центра распределения с в = 1. 


Поскольку К < 1, то используется аппроксимация 
26.3.25. В результате получим 


Χ0.54} хр | — 2(1.21)? | в 
4+ (0.54) 4+ (0.54) 
= 0.1359 е-9.6823 — 0.06869. 


P(R?| 2, 1*)= 


Значение с 5) равно 0.06870. 


Интерполяция для Q(x? | у) 


Пример 11. Найти О (25.298|20), используя интер- 
поляционную формулу, которая дана вместе с таблицей 26.7. 


Беря x2 = 25, 0 = 0.298 и применяя интерполяционную 
формулу, получим 


0(25.298 | 20) = - {Ο(25| 16) 0’ + 
+ 0(251 18) (40 — 26%) +0(251 20) (8 — 40 4-09} = 
~ | ¢0,06982- 0.088804 + 0.12492- 1.014392 + 


8 
+ 0.20143 - 6.896804} = 0.19027. 
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Менее точное значение можно получить, полагая 6?= 0 
в вышенаписанном выражении. "Тогда результат будет 
равен 0.19003. Точное значение с 6D равно 0(25.298 | 20) = 
= 0.190259. 

С другой стороны, если предполагается, что возможная 
ошибка в значении χ᾽ = 25.298 равна +5 + 10-4, то какова 
будет ошибка в 0(5?| у)? Обозначая Ду? ошибку в и 
ΔΟΩΡ! у) ошибку в Ο(χ| ν), имеем приближенное соотно- 
шение 


90(5? | у 
ΔΟΩΣῚ ν) = = ) Ay?. 
ox 
Используя 26.4.8, получим 


POG. 19) = > [Ο(χ5!ν — 2) — O07 | У} 


9х 
ΔΟΩΣ! ν) = = loos ν-. 2) — 0021 у) АХ. 


Для практических целей достаточно вычислить производ- 
ную с одной или двумя значащими цифрами. Следователь- 
но, можно записать 


2021») _ 20081») , 
ay? by? 


где 7)? означает ближайшее к χ᾽ значение, для которого О 
протабулировано. Следовательно, 


AQG2 |v) = = lowe ν-. 2) — ОУ) Ay’. 


В нашем примере Ay? = +5-:10-4, χὸ = 25. Таким обра- 
30M, возможная ошибка в Ο(χ| ν) равна 


осу) = > (— 0.076) (+5) 10-4 = +2. 10-5, 


Вычисление Ο(χ7| у) за пределами 
табл. 26.7 


Пример 12. Найти Ο(84 | 72). 


Поскольку это значение лежит за пределами табл. 
26.7, его можно приближенно вычислить несколькими 
способами, используя 1) разложение `Эджворта для 
QO(x7| у), данное в примере 6; 2) аппроксимацию кубич- 
ного корня 26.4.14; 3) улучшенную аппроксимацию кубич- 
ного корня 26.4.15 или 4) аппроксимацию квадратного 
корня 26.4.13. Результаты использования этих четырех 
методов даются ниже. 

1. Разложение Эджворта. 

Ниже выписаны последовательные члены разложение 
Эджворта для распределения хи-квадрат: 


1 — Q(84| 72) = 0.841345 
0.000000 
0.001120 


0.842465 


Следовательно, Ο(84!| 72) = 0.15754. 
Последовательные члены разложения Эджворта для 


распределения «/2χ3 равны 


1 — Q(84| 72) =0.842544 
— 0.000034 
— 0.000138 


0.842372. 
Следовательно, O(84| 72) = 0.15764. 


2. Аппроксимация кубичного корня 26.4.14. 
Используя аппроксимацию кубичного корня, имеем 


0(841 72) = О(х), 


о ae 
(na) | 5a | 


Χ-Ξ--------------------- = 1.0046. 
> “71/2 
| τ 


Q(84| 72) = 0(1.0046) = 1 — P(1.0046) = 0.15754. 


где 


Результат равен 


3. Улучшенная аппроксимация кубичного корня 26.4.15. 


Улучшенная аппроксимация кубичного корня включает 
вычисление поправочного члена Ay для x. Интерполируя 
линейно в таблице Mg, (см. выше 26.4.15) для x == 1.0046, 
получим Йо = — 0.0006, следовательно, 


hog, = 5 (--0.0006) = — 0.00049. 


Таким образом, 
0(84| 72) = Ο(1.0046 — 0.0005) = O(1.0041) = 


= 1 — P(1.0041) = 0.15766. 


4. Аппроксимация ‘квадратного корня 26.4.13, 


Используя аппроксимацию квадратного корня, имеем 
0(84| 72) = О(х), где 


x = /2(84) — /2(72) —1 = 1.0032. 
Результат равен 0(84 | 72) = 0(1.0032) = 1 — P(1.0032) = 
— 0.15788. 


Точное значение 0(84 | 72) с 6D равно 0.157653. 


По-видимому, для вычислений за пределами табл. 26.7 
следует использовать улучшенную аппроксимапию кубич- 
ного корня, которая дает максимальную ошибку в не- 
сколько единиц пятого десятичного знака. 


Вычисление χ᾽ для O(y?| у) за пределами табл. 26.8 
Пример 13. Найти значение Хх, для которого 
O(x7 | 144) = 0.01. 


Поскольку у = 144 лежит за пределами табл. 26.8, то 
для вычисления можно использовать 1) асимптотическое 
Одеты ый — Фишера 26.2.50 для x2, 2) кубич- 
ную аппроксимацию 26.4.17, 3) улучшенную кубичную 
аппроксимацию 26.4.18 или 4) квадратичную аппрокси- 
мацию 26.4.16. Ниже рассмотрены все четыре метода. 


1. Асимптотическое разложение Корниша — Фишера 
26.2 .50. 


Асимптотическое разложение Корниша — Фишера для 
χ᾽ с у = 144 имеет вид 


- 2 
γ᾽ - 144 + iz «2 x+ 4h,(x) + Е [3ho(x) + 2hy(x)] + 
16 /2 
τ», 
x [304,(х) + Dhoo(x) + 12]1α(χ) + бйала(х) + 4Ππητι(χ)]. 


8 
= ΠΡΙ [6йз(х) + Зй12(х) + 2#а(х)] + Χ 
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Используя далее вспомогательную таблицу, следующую за 
формулой 26.2.51, ср = 0.01, найдем 


144.0000 
39.4794 
2.9413 

— 0.0242 
— 0.0019 
-+- 0.0002 


= 186.395 


2. Кубичная аппроксимация 26.4.17. 
Беря Хо.о1 = 2.32635, получим 


2 2] 
2 "Ἢ eee ant — 186.405. 
у? = 144 ie rd (2 32635) | πῃ 


3. Улучшенная кубичная аппроксимация 26.4.18. 


Применяя линейную интерполяцию, из таблицы зна- 
чений Иво для х = 2.33 Рав получим 


heo = 0.0012 и ва = — и ©. 0012) = 0.00049, 


следовательно, 


3 
2 [| 2 |= 
2 +: 6230635 — 0; 00049) | ae 


2 = 
xy" = ΤΗ 9(144) 


= 186.394. 
4. Квадратичная аппроксимация 26.4.16. 


χ᾽ = Bs [2.32635 +- V2(144) — 1} = 185.616. 
2 | 


Ответ с 3D равен xy? = 186.394. В общем, улучшенная 
кубичная аппроксимация в области у > 30 дает результат 
с ошибкой во втором или третьем десятичном знаке. 


Вычисление неполной гамма-функции 


Пример 14. Найти значение 
0.9 
у(2.5, 0.9) = { ete? di. 
0 
используя 26.4.19 и табл. 26.7. 
Используя 26.4.19, получим 


(2.5, 0.9) = Г(2.5) Р (1.815) = Г(2.5) 1920.8 5)] 


γ(2.5, 0.9) = = Vx [1 — 0.87607] = 0.16475. 


Распределение Пуассона 


Пример 15. Найти значение 77, для которого 


пи 
yy em M9 a7 
i! 


$=0 


используя 26.4.21 и табл. 26.8. 


Из табл. 26.8 с v=2c=8 и О = 0.99, найдем x? = 
= 1.646482. Следовательно, т = χ/2 = 0.823241. 


Функция, обратная к неполной бета-функции 


Пример 16. Найти значение x, для которого 
I,,(10, 6) = 0.1, используя табл. 26.9 и 26.5.28. 


Используя 26.5.28, найдем 
20 


= Phe 


О(Е| 12, 20)=0.1, где x= 


Из табл. 26.9 находим, что верхняя 10%-ная точка F рас- 
пределения с 12 и 20 степенями свободы равна F = 1.89. 
Следовательно, 


- 20 x 
20 + 12(1.89) 
Значение x с 4D равно 0.4683. 


Вычисление (a, b), когда a 
или р — малые целые числа 


Пример 17. Вычислить J, 1(3, 20). 


Значения J,(a,b) для малых целых значений а или В 
удобно вычислять, используя 26.5.6 или 26.5.7. Используя 
26.5.6, найдем 


(0.9)20 (0.9)! 
ie π---- 
aia BG, 20) δας ἡ К = 
0.121576 


= 0.620040. 


Биномиальное распределение 
Пример 18. Найти значение р, для которого 
20 
№; (*’ pig’? * = 0.95, g= р, 
5=0\5 


используя табл. 26.9 и формулу 26.5.24. 
Применяя 26.5.24 и 26.5.28, имеем 


n 


Ds, ("oa =Q(FI νι, va) 


s=0 
где 

y= 2п-а-+ 1), № = 2a, 

а 
р = НН ВЕОН 
a+(n—a-+tl]) F 

Следовательно, 
20 50 
Σ (*’ р8450-* = 1 — >, (”’ р8450- = 
ρας 9 gaa κ.α 


= 1 — О(Е| 60, 42) = 0.95. 


Гармоническая интерполяция по ν» в таблице для 
Ο(Εἰνι, νο) = 0.05 дает ЕЁ = 1.624 для νι--60, vo = 42, 
следовательно, 


42 


pw lik а = 0.301. 
42 + 60(1.624) 


Значение с 4D есть р == 0.3003. 
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Аппроксимация неполной бета-функции 


Пример 19. Найти 1%.5(16, 10.5), используя 26.5.21. 

Значения Ια(α, δ) удобно вычислять, используя аппрок- 
симацию 26.5.20 или 26.5.21. В данном примере имеем 
(a +b—1)(1—x) = 10.2 > 8, следовательно, нужно при- 
менять 26.5.21. Имеем 


и’; = [(10.5) (0.603 = 1.8469, 
и» = [16(0.4) 3 = 1.8566, 
y — 314.8469) (0.98942) — (1.8566) (0. 99306}. ба 
| (8469 (1.8566} |" 
10.5 16 


Интерполируя в табл. 21.1, получим 


Р(— 0.0668) = 1 — P(0.0668) = 0.47336. 
Ответ с 5D равен 0.47332. 


Интерполяция F в табл. 26.9 


Пример 20. Найти значение Е, для которого. 


O(F | 7,20) = 0.05, используя табл. 26.9. 


Табл. 26.9 допускает приближенно линейную интер- 
поляцию по обратным величинам степеней свободы νι и Vo, 
т.е. по величинам 1/νι и 1/\2. В данном примере необходимо 
интерполировать только по 1/νι. Линейная интерполяция 
по 1/νι дает результат F = 2.51. В данном случае линейная 
интерполяция является точной. 


Вычисление F для O(F| νι, v2) > 0.5 


Пример 21. Найти значение F, для которого 
Ο(ΕΙ 4, 8) = 0.9, используя 26.6.9 и табл. 26.9. 

В табл. 26.9 помещены только те значения F, для кото- 
рых O(F | νι, v2) =р при р=0.500, 0.250, 0.100, 0.040, 0.025, 
0.010, 0.005, 0.001. Однако, используя табл. 26.9, можно 
найти значения F, для которых р = 0.75, 0.9, 0,95, 0.975, 
0.99, 0.995, 0.999. 


В данном примере имеем 
РТ. ЗИ 
Е 0.10(8, 4) 


и, найдя по таблице значение Ο(ΕῚ νι, v2) = 0.10, соот- 
ветствующее значению Ро 1о(8, 4) = 3.95, окончательно 


получим 


Εο.ο(4, 8) = 


1 
Fo 90(4, 8) = —— = 0.253. 
6.90(4, ὃ) χη 


Вычисление Ο(Ε!] νι, νὰ) для малых целых 
значений у, или у 


Пример 22. Вычислить О(2.5 |4, 15), используя 26.6.4. 
Значение O(F | νι, νο) для малых целых νι или Vo можно 
легко получить, используя разложения 26.6.4—26.6.8. Ис- 
пользуя 26.6.4, получим 
15 


— 15+ 4(2.50) 


= 


0(0.501 4, 15) = (0.6)? | 4 = 0.)| = 0.086735. 


48 — под ред. В. A. Диткина, Л. H. Кармазиной 


Аппроксимация О(Ё| νι, v2) 


Пример 23. Вычислить 0(1.714110, 40), 
26.6.15. 

Аппроксимация 26.6.15 дает максимальную ошибку в 
пять единиц четвертого десятичного знака. В данном при- 
мере имеем 


cng ae }- [ - ΠῚ 
в 940) J 90] _ 


ΕΠ + ал —2 Τ᾽ 
9(10) 9(40) 


Интерполируя в табл. 26.1, получим 
0(1.714| 10, 40) 5 Ο(Ι.2222) = 1 — P(1.2222) = 0.1108. 


Точный ответ с 5D равен О0(1.714|10, 40) = 0.11108. 
С другой стороны, обычно менее точная аппроксимация 
26.6.14 дает 


|eao-nf22 wo)" 414) — ΧΙ) — 1 
RR DREN. is Pt Le = 1,2210, 
ос. 714) 


используя 


а интерполяция в табл. 26.1 дает 
0(1.714| 10, 40) 5 О. 2210) = 


Вычисление F за пределами табл. 26.9 


I — Р(.2210) = 0.1112. 


Пример 24. Найти значение F, для которого О(Е|10, 
20) = 0.0001, используя 26.6.16 и 26.5.22. 

В данной задаче имеем а = v.o/2. = 10, b = v,/2 = 5, p= 
== 0.0001. Значение нормальной величины, отсекающее 
0,0901 от «хвоста» распределения, равно у = 3.7190 (т.е. 
Ο(.7190) = 0.0001). Подставляя в 26.5.22, получим 


сауна 
Ре 25 + Я = 12.2143, 


19 
2. 
а 2 18050. 
6 
4\1/2 
w = 3.7190 (12.2143 + 1.8052) = 
12.2143 
ke & 15 т [1.8052 + 0.8333 — т, = 0.9889. 
9 19 3(12.2143) 
Таким образом, Е А e?” = 7.23. Точный ответ равен F = 
= 7.180. 


Аппроксимация нецентрального Р-распределения 


Пример 25. Вычислить Ρ(.71|3, 10,4), используя 
аппроксимацию нецентрального Е-распределения 26.6.27. 
Используя 26.6.27 с νι = 3, \ = 10, λ-- 4, Р’= 3.71, 


имеем 
ical), Ut ИЕ: 
_ tha +4 | 9(10) 9(3 + 4)? 


2 2/3) 1/2 
| 203 + 8) № 2 (Fert 6.79] | 
9(3 + 4)» 910) [13154 
Интерполируя в табл. 26.1, получим 


P(3.71| 3, 10, 4) < Р(0.675) = 0.750. 
Точный ответ равен P(3.71| 3, 10, 4) = 0.745. 
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Таблица 26.1. Функция нормального распределения и ее производные 


a ez’ P(x) = [^ В 2 (1) 4: 


α P(a) 249 2 (5) 
0.00 0.50000 00000 00000 0.39894 22804 01433 0.00000 00000 00000 
0.02 0.50797 83137 16902 0.39886 24999 23666 -0.00797 72499 98473 
0.04 0.51595 34368 52831 0.39862 32542 04605 -0.01594 49301 68184 
0.06 0.52392 21826 54107 0.39822 48301 95607 -0.02389 34898 11736 
0.08 0.53188 13720 13988 0.39766 77055 11609 -0.03181 34164 40929 
0.10 0.53982 78372 77029 0.39695 25474 77012 -0.03969 52547 47701 
0.12 0.54775 84260 20584 0.39608 02117 93656 -0.04752 96254 15239 
0.14 0.55567 00048 05907 0.29505 17408 34611. -0.05530 72437 16846 
0.16 0.56355 94628 91433 0.39386 83615 68541. -0.06301 89378 50967 
0.18 0.57142 37159 00901 0.39253 14831 20429 ~0.07065 56669 61677 
0.20 0.57925 97094 39103 0.39304 26939 75456 -0.07820 85387 95091 
0.22 0.58706 44226 48215 0.38940 37588 33790 -0.08566 88269 43434 
0.24 0.59483 48716 97796 0.38761 66151 25014 -0.09302 79876 30003 
0.26 0.60256 81132 01761 0.38568 33691 91816 -0.10027 76759 89872 
0.28 0.61026 12475 55797 0.38360 62921 53479 -0.10740 97618 02974 
0.30 0.61791 14221 88953 0.38158 78154 60524 -0.11441 63446 38157 
0,32 0.62551 58347 23320 0.37903 05261 52702 -0.12128 97683 68865 
0.34 0.63307 17360 36028 0.37653 71618 33254 -0.12802 25350 23306 
0.36 0.64057 64332 17991 0.37391 06053 73128 -0.13460 78179 34326 
0.38 0.64802 72924 24163 0.37115 38793 59466 -0.14103 84741 56597 
0.40 0.65542 17416 10324 0.36827 01403 03323 -0.14730 80561 21329 
0.42 0.66275 72731 51751 0.36526 26726 22154 -0.15341 03225 01305 
0.44 0.67003 14463 39407 0.36213 48824 13092 -0.15933 93482 61761 
0.46 0.67724 18897 49653 0.35889 62910 33545 -0.16508 95338 75431 
0.48 0.68438 63034 83778 0.35553 25285 05997 -0.17065 56136 82879 
0.50 0.69146 24612 74013 0.35206 53267 64299 -0.17603 26633 82150 
0,52 0.69846 82124 53034 0.34849 25127 58974 -0.18121 61066 34667 
0.54 0.70540 14837 84302 0.24481 80014 39333 -0.18620 17207 77240 
0.56 0.71226 02811 50973 0.34104 57886 30353 -0.19098 56416 32997 
0.58 0.71904 26911 01436 0.33717 99438 22381 -0.19556 43674 16981 
0.60 0.72574 68822 49927 0.33322 46028 91800 -0.19993 47617 35080 
0.62 0.73237 11065 31017 0.32918 39607 70765 -0.20409 40556 77874 
0.64 0.73891 37003 07139 0.32506 22640 84082 -0.20803 98490 13813 
0.66 0.74537 30853 28664 0.32086 38037 71172 -0.21177 01104 88974 
0.68 0.75174 77695 46430 0.31659 29077 10893 -0.21528 31772 43407 
0.70 0.75803 63477 76927 0.31225 39333 66761 -0.21857 77533 56733 
0,72 0.76423 75022 20749 0.30785 12604 69853 -0.22165 29075 38294 
0.74 0.77035 00028 35210 0.30338 92837 56300 -0.22450 80699 79662 
0.76 0.77637 27075 62401 0.29887 24057 75953 -0.22714 30283 89724 
0.78 0.78230 45624 14267 0.29430 50297 88325 -0.22955 79232 34894 
0.80 0.78814 46014 16604 0.28969 15527 61483 -0.23175 32422 09186 
0.82 0.79389 19464 14187 0.28503 63584 89007 -0.23372 98139 60986 
0.84 0.79954 58067 39551 0.28034 38108 39621 -0.23548 88011 05281 
0.86 0.80510 54787 48192 0.27561 82471 53457 -0.23703 16925 51973 
0.88 0.81057 03452 23288 0.27086 39717 98338 -0.23836 02951 82537 
0.90 0.81593 98746 53241 0.26608 52498 98755 -0.23947 67249 08879 
0.92 0.82121 36203 85629 0.26128 63012 49553 -0.24038 33971 49589 
0.94 0.82639 12196 61376 0.25647 12944 25620 -0.24108 30167 60083 
0.96 0.83147 23925 33162 0.25164 43410 98117 -0.24157 85674 54192 
0.98 0.83645 69406 72308 0.24680 94905 67043 -0.24187 33007 55702 
1.00 0.84134 47460 68543 0.24197 07245 19143 -0.24197 07245 19143 
r(—5)1 (3?) ey 
L 10 10 10 


zi (x) == Z (т) Hey(z) = (— 1)"Z'™ (x) /Z (a) 
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Таблица 26.1. Функция нормального распределения и ее производные 


И 2х) 


-0.39894 
-0.39870 
-0.39798 
-0.39679 
-0.39512 


-0.29298 
-0.39037 
-0.38730 
-0.38378 
-0.37981 


-0.27540 
-~9.37055 
-0.36528 
-0.35961 
-0.35353. 


-0.34706 
-0.34021 
-0.33300 
-0.32545 
-0.31755 


-0.30934 
-0.30083 
-0.29202 
-0.28294 
-0.27361 


-0,26404 
-0.25426 
-0.24426 
-0.23409 
-0.22375 


-0.21326 
-0.20264 
-0.19191 
-0.18109 
-0.17020 


-0.15924 
-0.14826 
-0.13725 


0.12624 


-0.11524 


-0.10428 
-0.09337 
-0.08253 
-0.07177 
-0.06110 


-0.05055 
-0.04013 
-0.02985 
-0.01972 
-0.00977 


0.09000 


6 


ми 


р —x)=]= Pix} 


22804 


29549 


54570 
12208 
26322 


30220 
66567 
87267 
53315 
34631 


09862 
66169 
98981 
11734 
15588 


29121 
78003 
94659 
17909 
92592 


69179 
03372 
55692 
91055 
78339 


89951 
01373 
90722 
38293 
26107 


37459 
56463 
67607 
55308 
03472 


95060 
11670 


33120 


37042 
98497 


89590 
79110 
32179 
09916 
69120 


61975 
εχ νι 
32587 
89163 
36558 


00000 


ФУНКЦИЯ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


Ζί5'(ν) 


0.00000 
0.02392 
0.04780 
0.07159 
0.09523 


0.11868 
0.14190 
0.16483 
0.18744 
0.20967 


0.23149 
0.25286 
0.27372 
0.29405 
0.31380 


0.33295 
0.35144 
0.36926 
0.38637 
0.40274 


0.41835 
0.43316 
0.44716 
0.46033 
0.47264 


0.48408 
0.49464 
0.50430 
0.51306 
0.52090 


0.52782 
0.53382 
0.53890 
0.54306 
0.54630 


0.54863 
0.55005 
0.55058 
0.55023 
0.54901 


0.54693 
1.54402 
0.54030 
0.53578 
0.53049 


0.52445 
0.51768 
0.51022 
0.50209 
0.49332 


0.48394 


000 
856 
928 
445 
664 


881 
445 
771 
353 
776 


727 
011 
S30 
426 
836 


156 
923 
849 
828 
947 


488 
939 
995 
566 
779 


982 
748 
874 
383 
525 


777 
841 
643 
327 
Роу 


016 
386 
рэ 
127 
073 


765 
952 
551 
644 
467 


403 
968 
810 
689 
478 


145 


Pe 
6 


Z| —x)=7 (x) 


ZON(x) 


1.19682 
1.19563 


1.19204. 


1.18607 
1.17774 


1.16708 
1.15410 
1.13884 
1.12136 
1.10169 


1.07990 3 
1.05604 ( 


1.03017 


1.00237. 


0.97272 


-0.94130` 


0.90818 
0.87347 
0.83725 
0.79963 


0.76069 
0.72055 
0.67932 
0.63709 
0.59398 


0.55010 
0.50556 
0.46048 
0.41496 
0.26913 


0.32309 
0.27696 
0.23085 
0.18486 


0.13911. 


0.09370 
0.04874 
+0.00432 
-0.03944 
-0.08247 


-0.1 2468 
-0,1 6597 
-0.20625 
-0.24546 
0.28351 


-0.32034 
-0.35587 
-0.39005 
-0.42282 
-0.45413 


-0.48394 


6 


ee 


684 
029 
400 


‘800 
897 


019 
144 


324 
047 
697 
336 
458 


003 
378 
463 
627 
132 


145 


Ζί5ι(χ) 


0.00000 
-0.11962 
-0.23891 
-0.35754 


-0.47516. 


-0.59146 
-0.70610 
-0.81878 
-0.92919 
~1,03701 


-1.14196 
-1.24376 
-1.34214 
-1.43683 
~1,52759 


-1.61419 
-1.69641 
-1.77405 
-1.84692 
-1.91485 


-1.97769 
-2.03531 
-2.08758 
-2.13440 
-2.17570 


-2.21141 
-2.24148 
-2.26589 
-2.28463 
-2.29771 


-2.30516 
-2.30703 
-2.30336 
-2.29426 
-2.27980 


-2.26011 
-2.23531 
-2.20553 
-2.17094 
-2.13170 


-2.08800 
-2.04002 
-1.98796 
-1,93204 
-1.87248 


-1.80951 
-1.74335 
-1.67426 
-1.60247 
-1.52824 


~1,45182 


000 


‚684 


887 
249 
649 


327 
997 
968 
252 
674 


980 
938 
434 
568 
737 


723 
762 
617 
643 
840 


904 
269 
144 
537 


278 


033 
307 
443 
613 
801 


783 
091 
981 
388 
875 


583 
162 
714 
715 


944 | 


401 
228 
617 
726 
587 


008 
486 
103 
436 
456 


435 


or 


Lr) —x )=( | Zor x) 


2(6)(х) 


-5.98413 
-5.97575 
-5.95066 


.-5.90893 


-5.85073 


-5.77625 
-5.68577 
-5.57961 
-5.45815 
-5.32182 


-5.17112 
-5.00657 
-4.82876 
-4, 6383] 
-4.43591 


-4.22225 
-3.99809 
-3.76420 
-3.52140 
-3.27051 


-3.01241 
-2.74796 
-2.47807 
-2.20363 
-1.92557 


-1.64480 
-1.36224 
-1.07881 
-0.79543 
-0.51298 


-0.23237 
+0.04554 
0.31990 
0.58988 
0.85469 


1.11354 
1.36570 
1.61045 
1.84714 
2.07512 


2.29381 
2.50267 
2.70117 
2.88887 


_ 3.06536 


>. 
3.38325 
3.52407 
3.65250 
3.76836 


3.87153 


421 
893 
325 
742 


151 


460 
399 


405 
074 
709 
311 
746 


943 
061 
643 
745 
044 


923 
538 
854 
673 
628 


159 


a 


755 


156 
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0.84134 
0.84613 
0.85083 
0.85542 
0.85992 


0.86433 
0.86864 
0.87285 
0.87697 
0.88099 


0.88493 
0.88876 
0.89251 
0.89616 
0.89972 


0.90319 
0.90658 
0.90987 
0.91308 
0.91620 


0.91924 
0.92219 
0.92506 
0.92785 
0.93056 


0.93219 
0.93574 
0.93821 


0.94062 
0.94294 


0.94520 
0.94738 
0.94949 
0.95154 


0.95352 


0.95543 
0.95728 
0.95907 
0.96079 
0.96246 


0.96406 
0.96562 
0.96711 
0.96855 
0.96994 


0.97128 


0.97257 
0.97381 
0.97500 
0.97614 


0.97724 


Таблица 26.1. 


Βία) 


47460 
57696 
00496 
77003 
89099 


39390 
31189 
68494 
55969 
98925 


03297 
75625 
23029 
53188 
74320 


95154 
24910 
73275 
50380 
66775 


33407 
61594 
63004 
49630 
33766 


27987 
45121 
98232 
00594 
65667 


07083 
38615 
74165 
27737 

13421 


45372 
37792 
04910 
60967 
20196 


96808 
04975 
58813 
72370 
59610 


34401 
10502 
01550 
21048 
82356 


98680 


So" 


12 


Z(z) = е7> 
: т : 


26.. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Функция нормального распределения и 


68543 
27265 


‚69019 
36091 . 
11231, 


53618 
57270 
37202 
48657 


44800. 


78292 
52166 
25413 
78700 
45558 


14390 


06528 
35548 
52915 
84986 


66229 
73454 
65673 
34106 
66669 


31142 
81064 
88188 
05207 
62246 


00442 
45748 
25897 
33277 
36280 


41457 
08671 
21193 
12518 
51483 


87074 
54110 
40836 
19248 
38800 


83998 
96163 
59548 
51780 
58492 


51821 


Ρω- | Z(t)dt 


0.24197 
0.23713 
0.23229 
0.22746 
0.22265 


0.21785 
0.21306 
0.20830 


_ 0.20357 


0.19886 


0.19418 


0.18954 
0.18493 
0.18037 
0.17584 


_ 0.17136 


0.16693 
0.16255 
0.15822 
0.15394 


0.14972 
0.14556 
0.14145 
0.13741 
0.13343 


0.12951 
0.12566 
0.12187 


_ 0.11815 


0.11450 


0.11092 
0.10740 
0.10396 
0.10058 
0.09728 


0.09404 
0.09088 
0.08779 
0.08477 
0.08182 


0.07895 
0.07614 
0.07340 
0.07074 
0.06814 


0.06561 


0.06076 
0.05844 
0.05618 


0.05399 


Ζίω) 


0724» 
19520 
70047 
96324 
24987 


21770 
91467 
77900 
13882 
31193 


60549 
31580 
72809 
11632 
74302 


85920 
70417 
50552 
47903 
82867 


74656 


41300 
99652 
65392 
53039 


75956 
46367 
75370 
72950 
48002 


08346 
60751 
10953 
63684 
22693 


90773 
69790 
60706 
63613 
77759 


01583 
32736 
68125 
03934 
35661 


58147 


‚ 65614 
51689 
09443 
31419 


09665 


ie 
‘10 - 


19143 
19380 
43366 
57386 
51761 


bra ped 
75718 
47108 
90759 
87276 


83213. 


91640 
63305 
27080 
97662 


47807 
41714 
25534 
70383 
62634 


35745 
37348 
24839 
82282 
51002 


65892 
89088 
32402 
59582 
59292 


79456 
13484 
28764 
27691 
31467 


76887 
16283 
10906 
08022 
92143 


00894 
96207 
81657 
56983 
01045 


74677 
35199 
54565 
33451 
03868 


13188 


-0.24197 
-0.24187 
-0.24158 
--0.24111 
-0.24046 


-0.23963 
~0.23863 
-0.23747 
-0.23614 
-0.23465 


-0.23302 
-0.23124 
-0.22932 
-0.22726 


-0.22508 


-0.22277 
-0.22935 
-0.21782 
-0.21518 
-0.21244 


-0.20961 


-0.20670 


-0.20370 
-0.20062 
-0.19748 


-0.19427 
-0.19101 
-0.18769 
-0.18432 
-0.18091 


-0.17747 
-0.17399 
0.17049 
-0.16697 
-0.16343 


-0.15988 
-0.15632 
-0.15276 
-0.14920 
-0.14565 


-0.14211 
-0.13858 
-0.13506 
-0.13157 
-0.12810 


-0.12467 
-0.12126 
-0.11788 
-0.11454 
-0.11124 


-0.10798 


πω 
| 10 = 


2) (т.) (о : Нет) = (—1)"Z" (2) /2 (2) 


ее производные 


ZQV(x) 


07245 
45910 
88849 
78104 
57786 


73947 
74443 
08806 
28104 
84808 


32659 
26528 
22283 
76656 
47107 


91696 
68950 
37740 
57149 
86357 


84518 
10646 
23499 
81473 
42498 


63934 
02479 
14070 
53802 
75844 


33354 
78416 
61963 
33715 
42124 


34315 
56039 
51628 
63959 
34412 


02849 
07581 
85351 
71318 
99042 


00480 
05979 
44277 
42508 
26209 


19330 


19143 
59767 
33101 
04829 
51902 


35806 
88804 
53704 
17281 
76986 


79856 
71801 
94499 
66121 
81008 


62150 
99062 
02216 
03721 
32434 


90043 
53034 
23768 
52131 
47483 


98838 
19414 
29899 
92948 
09682 


87129 
83844 
39173 
89966. 
76865. 


40708 
08007 
62976 
02119 
66014 


41609 
27097 
50249 
29989 
69964 


71886 
55581. 
71856 
93565 
69659 


26376 
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ФУНКЦИЯ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


Табли ца 26.1. Функция нормального распределения и ее производные 


(2) (х) 


0.00000 
0.00958 
0.01895 
0.02811 
0.02704 


0.04574 
0.05420 
0.06240 
0.07035 
0.07803 


0.08544 
0.09257 
0.09942 
0.10598 
0.11226 


0.11824 
0.12393 
0.12932 
0.13442 
0.13923 


0.14373 
0.14795 
0.15187 
0.15550 
0.15884 


0.16189 
0.16467 


_ 0.16716 


0.16939 
0.17134 


0.17303 
0.17447 
0.17565 
0.17658 
0.17728 


0.17775 
0.17799 
0.17801 
0,17782 
0.17743 


0.17684 


0.17607 
0.17511 
0.17399 
0.17270 


0.17125 
0.16966 
0.16793 
0.16606 
0.16407 


0.16197 


00000 
01309 
54356 
52466 
95422 


89572 
47909 
90139 
42718 
38880 


18642 


28784. 


22822 
60955 
09995 


43285 
40598 
88019 
77819 
08305 


83670 
13818 
14187 
05559 
13858 


69946 
09400 
72298 
02982 
49831 


65021 
04284 
26667 
94284 
72076 


27562 
30597 
53128 
68955 
53495 


83546 
37061 


92921 ВЫ 


30717 
30539 


72766 | 


37866 
06209 
57874 
72476 


28995 


ы 


203) (5) 


0.48394 
0.47397 
0.46346 
0.45243 
0.44091 


0.42895 
0.41656 
0.40379 
0.39067 
0.37723 


0.36351 
0.34954 
0.33536 
0.32099 
0.30647 


0.29184 
0.27712 
0.26234 
0.24754 
0,232,175 


0.21800 
0.20331 
0.18870 
0.17422 
0.15988 


0.14570 
0.13172 
0.11794 
0.10440 
0.09111 


0.07808 
0.06535 
0.05492 
0.04080 
0.02902 


0.01758 
+0.00650 


. -0.00421 


-0.01456 


-0.02452 
-0.03410. 


-0.04329 
-0.05208 
-0.06047 
-0.06846 


~0.07604 
-0.08323 


-0.09001 
-0.09640 
-0.10238 


-0.10798 


145 
745 
412 
346 
805 


094 
552 
549 
467 
697 


629 
639 
083 
285 
534 


071 
083 
695 
965 
873 


319 
117 
986 
548 
325 


730 
067 
528 
190 
010 


827 
359 
202 
829 
592 


718 
315 
632 
254 
804 


647 
263 
243 
285 
193. 


873 
327. 
655 
044 
771 


193 


be 


P(—x)=1—P(z) 


7(4) (т) 


-0.48394 
-0.51219 
-0.53886 
-0.56392 
-0.58734 


-0.60909 
-0.62916 
-0.64755 
-0.66424 
-0.67924 


-0.69254 
-0.70416 
-0.71411 
-0.72240 
-0.72907 


-0.73412 
-0.73760 
-0.73953 
-0.73995 
-0.73889 


_ -0.73641 


-0.73255 
-0.72735 
-0.72087 
-0.71315 


-0.70425 
-0.69422 
-0.68313 
-0.67103 
-0.65798 


-0.64405 
-0.62928 
-0.61375 
-0.59751 
-0.58062 


-0.56315 
-0.54516 
-0.52670 
-0.50785 
-0.48864 


-0.46915 
0.44942 
-0.42952 
-0.40949 
-0.38940 


-0.36927 
-0.34918 
-0.32915 
-0.30925 
-0.28950 


-0.26995 


145 
739 
899 
521 
012 


290 
776 
390 
543 
129 


515 
524 
427 
928 
143 


591 
168 
132 
087 
953 


957 
600 
645 
087 
137 


133 
823 
742 
785 


890 . 


073 
410 
011 
005 
516 


647 
459 
954 
061 
614 


342 
853 
621 
971 
073 


924 
347 
976 
250 
408 


483 


[η 


Ζί--α) ΞΖία) 


245) (α:) 


-1.45182 435 
-1.37346 846 
-1.29343 272 
ЕЕ Се 
-1.12934 487 


-1.04580 
-0.96159 
-0.87697 
-0.79217 
-0.70744 


158 
420 
050 
333 
ΡΣ 


-0.62301 
-0.53910 
-0.45594 
-0.37373 
-0.29268 


-0.21299 
_`=0.13484 
-0.05841 
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Таблица 26.1. Функция нормального распределения и ее производные 
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Таблица. 26.1. Фунхция нормального распределения и ее производные 
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Таблица 26.1. Функция нормального. распределения и. ее производные 
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Таблица 26.2. Функция — 12О(х) для больших значений аргумента 
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Взято из [26.11]. Обнаруженные ошибки исправлены. 
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Таблица 26.1. Функция нормального распределения и ее производные 
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и 53 (-2)5.13292 98 {-1) -1.10420 
-2)-1.68013 34 (-2)4.59935 51 (-1)-1.02970 
-2) -1.46272 12 (-2}4. 10347 00 Е 53712 
-2}-1,26915 17 -2}3. 64564 64 (-2)-8.77684 
-2)-1.09752 68 (-2)3.22558 66 κ 
~3)-9,45977 49 1-4 84244 39 Е. -7.30162 
-3) -8.12688 36 (-2)2.49493 35 (-2)-6.60423 
-3)-6.95917 17 κ΄. .18143 27 Geli, 
-3)-5.94009 36 (-2)1.90007 05 (-2)-5.31924 
~3) -5.05408 43 13 “64880 65 ЕЕ 
3) -4.28662 75 (-2)1.42549 82 {-2)-4.20116 
-3) -3.62429 14 (-2)1.22795 86 (=2)-3.70770 
-3)-3.05473 83 {2 .05400 40 (.-2)-3.25762 
-3) -2.56671 38 (-3)9.01492 78 (-2)-2.84973 
ое 71 Е .68355.55 (-2)-2.48233 
-3) -1.79545 89 (-3)6.52618 76 (-2)-2.15333 
-3) -1.49480 91 (-3)5.52421 34 (-2)-1.86035 
-3)-1.24073 79 53 .66025 95 Е 2) -460082 
-3) -1.02675 14 (-3)3.91825 60 (-2)-1.37210 
-4)-8.47126 22 (-3)3.28346 19 (-2)-1.17154 
-4)-6.96842 75 (- -3)2.74245 97 3 -9.96506 
-4)-5.71519 82 (-3)2.28312 43 (-3)-8.44460 

-4)-4.67351 25 3) 89457 22 -3)-7,12981 
-4)-3.81045 28 .56709 63 (-3)-5.99788 
-4}--3.09767 67 7 .29209`13 (-3)-5.02757 
-4)-2.51088 57 (-3)1.06197 25 (-3)-4.19931 
-4)-2.02933 60 3) 8.70091 63 (-3)-3.49521 
-4) -1.63539. 15 (-4)7.10651 93 (-3)-2.89910 


Таблица 26.2. Функция —1<О(х) для больших значений аргумента 
—log Φ(α) 
441.77568 
461.5456] 
481.74964 
502.38776 
523.45999 


544.96634 
783.90743 
1066.26576 
1392.04459 
1761.24604 


—108 © (2) 
267.94888 
283.37855 
299.24218 
315.53979 
332.27139 


349.43701 
367.03664 
385.07032 
403.53804 
422.43983 


ew 


2; 
45 
46 
47 
48 
49 


50 
60 
70 
80 
90 


P(—z)= 


-ᾱ-- (a) 


ie 


Q(e)=1-Ple) =z | et Варлей Pie) Z(t\dt #0) (7) = 


2(-х)=2 (1) 


x 
100 
150 
200 
250 
300 


350 
400 
450 
-.500 


—108 © (+) 


2173.87154 
4888.38812 
8688.58977 

13574.49960 

19546.12790 


26603.48018 
24746.55970 
43975.36860 
54289.90830 


ΚΝ 


---- 4(z) 


Z(6)(x) 
71 (-1)-4.25457 45 
82. (-1)-3.40704 15 
58 Eee 45 
09 -1)-1.91121 33 
47 -1)-1.27124 77 
14 -2)-7.05366 66 
69 (-2 -2:12970 34 
00 -2)+2.07973 11 
76 -2) 5.60664 85 
27 |= 8.49222 78 
45 -1) 1.07844 49 
96 -1) 165559 25 
44 -1) 1.38019 58 
53 (-1) 1.46388 44 
80 -1) 1.51024 21 
78 -1) 1.52468 79 
95 -1) 1.51237 96 
11 (-1) 1.47814 11 
14 κ. 1.42641 04 
39 (-1) 1.36120 56 
20 -1) 1.28610 85 
82 -1) 1.20426 03 
30 -1) 1.11837 07 
`64 -1) 1.03073 50 
95 -2) 9.43258 69 
18 -2) 8.57487 24 
34 -2) 7.74638 98 
98 -2) 6.95640 04 
90 = 6.21159 79 
13. -2) 5.51645 66. 
16 -2) 4.87356 75 
59 -2) 4.28395 39 
20 (-2) 3.74736 21 
67 (-2) 3.26252 61 
51 (-2) 2.82740 22 
28 (2 2.43937 50 
09 -2) 2.09543 47 
21 -2) 1.79232 68 
It -2) 1.52667 62 
92 -2) 1.29508 77 
31 (-2) 1.09422 56 


“(9 (—2)=(—-1)"Z (rz) 
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762 26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.3. Пооизводчые высокого порядка от функции нормального распределения 


2 #17) (т) ($) (5) 2(9) (т) Ζί10)(ς) 201 (5) #42) (=) 
0.0 0.00000 00 1) 4.18889 39 0.00000 00 2) -3.77000 46 0.00000 00 (3) 4.14700 50 
0.1 о} 4.12640 51 1) 4.00211 42 1) -3.70133 55 2) -3.56488 94 с 4.05782 44 (3) 3.88080 01 
0.2 (0) 7.88604 35 ( 1) 3.46206 56 1) -7.00124 79 2) -2.97583 41 (2) 7.59641 48 (3) 3.12148 92 
0.3 ; 1.09518 61 1) 2.62702 42 1) -9.54959 57 2)-2.07783 39 3 1.01729 46 (3) 1.98042 89 
0.4 ( 1) 1.30711 60 1) 1.58584 37 2)-1.10912 65 1)-9.83608 69 (3) 1.14847 09 (2)+6.22581 
0.5 (1) 1.40908 65 0) +4.46820 41 2) -1.14961 02 1)+1.72666 73 (3) 1.14097 69 (2)-7.60421 83 
0.6 (1) 1.29704 20 0) -6.75565 29 2) -1.07710 05 2) 1.25426 91 (3) 1.00184 44 (3)-1.98080 26 
0.7 ( 1) 1.27812 14 1)-1.67416 58 1)-9.05305 52 2) 2.14046 31 (2) 7.55473 11 (3)-2.88334 
0.8 5) 1.06929 69 1)-2.46111 11 ie -6.58548 60 2) 2.14183 89 (2) 4.39201 49 (3)-3.36738 
0.9 (0) 7.94982 72 1) -2.97666 59 1) -2.68086 24 2) 3.01027 69 (1)+9.71613 18 (3)-2.39874 
1.0 (0) 4.83941 45 1) -2.19401 36 0) -6.77518 03 2) 2.94236 40 [24 {--ντοι 60 (2)-3.01011 
1.1 ( 0)+1.65937 85 1)-2.11962 40 1)+2.10408 36 2) 2.57621 24 (2)-4.93791 72 (3)-2.29066 
1.2 ( 0)-1.31434 07 1) -2.78951 64 1) 4.329889 22 2) 1.98269 77 (2)-6.77812 94 (3)-1,36759 
1.3(0)-3.85379 20 ifs -2.26227 70 1) 6.02299 37 2) 1.25293 01 (2)-7.65280 28 (2)-3.83358 
1.4 ( 0)-5.79719 45 1)-1.61006 61 1) 6.89184 82 1)+4.84200 76 (2)-7.56972 92 (2) 415.27141 
1.5 ν᾽ 71 0) -9.09001 03 1) 7.00965 92 1)-2.23247 96 ae tases 73 [3 1.25562 
1.6 ( 0)-7.62276 66 0) -2.20231 44 1) 6.46658 36 1)-8.27445 07 (2)-5.14267 14 (3) 1.72301 
1.7(0)-7.54545 38 0)+2.67230 97 1) 5.41207 19 2) -1.25055 93 (2)-2.28612 11 (3) 1.93425 
1.8 ( 0)-6.92967 04 | 0) 8.41240 26 1) 44.02950 33 2) -1.48242 69 (2)-1.36113 54 р 1.87567 
1.9 ( 0)-5.91207 57 1) 1.16856 49 1) 2.50938 72 2)-1.52849 20 (1)+3.94747 58 (3) 1.60633 
2.0 ( 0)-4.64322 31 1) 1.34437 51 1)+1.02582 84 2)-1.41510 32 2) 1.80437 81 (5 1.19573 
2.1 ( 0)-3.27029 67 ἢ 1.27966 95 0) -2.81068 72 2) -1.18267 82 (2) 2.76459 29 (2) 7.20360 
2.2 ( 0)-1.92318 65 ἢ 1.29729 67 1)-1.21550 35 1)-8.78156 27 (2) 3.24744 73 (2)+2.51533 
2.3 (-1)-7.04932 91 δ) 1.12731 97 1) -2.02888 89 1)-5.47943 26 (2) 3.28915 84 (2)-1.53768 
2.4 (-1)+3.13162 82 9.02423 01 1)-2.41634 55 1)-2.32257 79 (2) 2.97376 42 (2) -4.58219 
2.5 7 1.09209 53 о 6.53922 01 те 12 ее 05 (2) 2.41200 50 (2)-6.45450 
2.6 ( 0) 1.62218 61 4.08745 39 1)-2.26048 69 1) 2.45855 73 (2) 1.72126 20 (2)-7.17969 
2.7 (0) 1.91766 20 9 1.87558 77 1)-2.04053 83 1) 3.82142 44 (2) 1.00875 37 (2)-6.92720 
2.8 (0) 2.00992 65 (-2)+4.01113 24 1)-1.61917 24 1) 4.49758 25 (1)+3.59849 29 (2)-5.95491 
2.9 (0) 1.94057 71 0) -1.25055 73 1)-1.16080 01 1) 4.58182 18 (1)-1.67928 25 (2)-4.55301 
3.9 о} 1.75501 20 ( на -2.28683 38 0) -7.17959 44 1) 4.21202 87 (1)-5.45649 18 а 
3.1 (0) 1.49720 05 0) -2.80440 64 0) -3.28394 42 1) 3.54198 84 (1)-7.69621 99 (2)-1.51035 
3.2 0) 1.20591 21 0) -2.96904 52 a -1)-1.46351 84 1) 2.71897 33 (1)-8.55436 26 (1)-2.53474 
3.3 (-1) 9.12450 33 0) -2.86200 69 0)+2.14502 00 1) 1.86794 96 (1)-8.20925 36 (1)+6.87309 
3.4 (1) 6.39748 51 0)-2.56761 03 (0) 3.61188 70 ( 1) 1.08280 77 (1)-7.29343 32 (2) 1.28867 
3.5 (-1) 4.02558 98 0) -2.16386 79 0) 4.35206 57 0) 14.22908 09 (1)-5.82674 40 (2) 1.57656 
3.6 =i 2.08414 13 0)-1.71642 80 ( 0) 4.51182 76 (-1)-7.94727 62 (1)-4.22572 56 (2) 1.60868 
3.7 (-2)+5.90352 21 0) -1.27559 98 0) 4.24743 76 0) -4.22512`06 (1)-2.68044 29 (2) 1.45762 
3.8 (-2)-4.80932 87 (-1)-8.75911 24 0) 3.71320 90 0) -6.22699 31 (1)-1.34695 16 (2) 1.19681 
3.9 (-1)-1.18202 76 (-1)-5.37496 49 0) 2.04185 84 0) -7.92577 94 (0)-3.01804 44 (1) 8.90539 
4.0 (-1)-1.57919 67 (-1)-2.68597 26 0) 2.33774 64 0) -6.93261 02 + +4.35697 68 (1) 5.88418 
4.1 | -1.74222 60 (-2)-6.85427 28 0) 1.67481 40 0) -6.24985 27 (0) 8.87625 64 (1) 3.23557 
4.2 (-1)-1.73706 08 (-2)+6.92844 60 0) 1.09865 39 0) -5.23790 66 (1) 1.10126 69 (1)+1.13637 
4.3 (-1)-1.62110 76 (-1) 1.54828 96 (-1) 6.31121 50 0) -4.10728 31 (1) 1.12501 02 (0)-3.62532 
4.4 (-1)-1.44109 96 (-1) 1.99:72 00 (-1) 2.76082 94 0) -2.00821 29 (1) 1.04753 07 (1)-1.30010 
4.5 (-1)-1.23261 24 πὶ 2.13525 86 τ.» 6} 0) -2.03523 88 (0) 8.90633 89 (1)-1.76908 
4.6 (-1)-1.02086 14 (-1) 2.07280 89 (-1)-1.36802 99 0) -1.23623 43 (0) 7.05470 76 (1)-1.88530 
4.7 (-2)-8.22202 74 (-1) 1.88517 13 о: 33 (-1)-6.23793 04 (0) 5.21451 06 (1)-1.76464 
4.8 (-2)-6.45935 81 (-1) 1.63368 76 (-1)-2.67421 39 ООО 14 (0) 3.57035 54 (1)-1.50840 
4.9 (-2)-4.96112 66 (-1) 1.36227 87 (-1)-2.70626 44 (-1)+1.00018 72 (0) 2.21617 27 (1)-1.19594 
5.0 (-2)-3.73166 60 (-1) 1.09987 51 (-1)-2.51404 27 (-1) 2.67133 76 (0) 1.17837 39 (0) -8.83034 


Bla)=pee- 1 Ζοή(ο--".Ζα) Не, (1) =(—1)"2 0) (1)/2(α) Z(n)(—x) =(-1)"Z()(z) 


Q (1) 
0.09 
0.01 
0.02 
0.03 
0.04 


0.05 
0.06 
0.07 
0.08 
0.09 


0.10 
0.11 
0.12 
0.13 
0.14 


0.15 
0.16 
0.17 
0.18 
0.19 


0.20 
0.21 
0.22 
0.23 
0.24 


0.25 
0.26 
ΩΙ 
0.28 
0.29 


0.30 
0.31 
0.32 
0.33 
0.34 


0.35 
0.36 
0.37 
0.38 
0.39 


0.40 
0.41 
0.42 
0.43 
0.44 


0.45 
0.46 
0.47 
0.48 
0.49 


Ошибка линейной интерполяции не превосходит 5 единиц пятого десятичного знака. 


0.000 
0.00000 
0.02665 
0.04842 
0.06804 
0.08617 


0.10214 
0.11912 
0.13427 
0.14867 
0.16239 


0.17550 
0.18804 
0.20004 
0.21155 
0.22258 


0.23316 
0.24331 
0.25305 
0.26240 
0.27137 


0.27996 
0.28820 
0.29609 
0.30365 
0.31087 


0.31778 


0.32437 
0.33065 
0.33662 
0.34230 


0.34769 
0.35279 
0.35761 
0.36215 
0.36641 


0.37040 
0.37412 
0.37757 
0.38076 
0.38368 


0.38634 
0.38875 
0.39089 
0.39279 
0.39442 


0.39580 
0.39694 
0.39781 
0.39844 
0.39882 


0.010 


0.001 


0.00337 
0.02896 
0.05046 
0.06992 
0.08792 


0.10478 
0.12067 
0.13574 
0.15007 
0.16373 


0.17678 
0.18926 
0.20121 
0.21267 
0.22365 


0.23419 
0.24430 
0.25401 
0.26331 
0.27224 


0.28080 
0.28901 
0.29686 
0.30439 
0.31158 


0.31845 
0.32501 
0.33126 
0.33720 
0.34286 


0.34822 
0.35329 
0.35808 
0.36259 
0.36682 


0.37078 
0.37447 
0.37790 
0.38106 
0.38396 


0.38659 
0.38897 
0.39109 
0.39296 
0.39457 


0.39593 
0.39703 
0.39789 
0.39849 
0.39884 
0.009 


Взято из [26.15]. 


ЗНАЧЕНИЯ 2(х) КАК ФУНКЦИИ P(x) И Q(x) 


Таблица 26.4. Значения Z(x) как функции P(x) и О(х) 


0:002 


0.00634 
0.03123 
0.05249 
0.07177 


0.08965. 


0.10641 
0.12222 
0.13720 
0.15146 
0.16506 


0.17805 
0.19048 
0.20238 
0.21379 
0.22473 


0.23522 
0.24529 
0.25495 
0.26422 
0.27311 


0.28164 
0.28981 
0.29763 
0.30512 
0.31228 


0.31912 
0.32565 
0.33187 
0.33778 
0.34341 


0.34874 
0.35378 
0.35854 
0.36302 
0.36723 


0.37116 
0.37483 
0.37823 
0.38136 
0.38423 


0.38684 
0.38920 
0.39129 
0.39313 
0.39472 


0.39605 
0.39713 
0.39796 
0.39854 
0.39886 


0.008 


Z(x) = 


0.003 
0.00915 
0.03348 
0.05449 
0.07362 
0.09137 


0.10803 
0.12375 
0.12866 
0.15285 
0.16639 


0.17932 
0.19169 
0.20354 
0.21490 
0.22580 


0.23625 
0.24628 
0.25590 
0.26513 
0.27398 


0.28247 
0.29060 
0.29840 
0.20585 
0.21298 


0.21979 
0.22628 
0.22247 
0.22836 
0.34395 


0.24925 
0.35427 
0.35900 
0.26346 
0.26764 


0,37154 
0.37518 
0.37855 
0.38166 
0.38451 


0.38709 
0.38942 
0.39149 
0.39330 
0.39486 


0.39617 
0.39723 
0.39803 
0.39853. 
0.39888 


0.007 


0.004 


0.01185 


0.03569 
0.05648 
0.07545 
0.09309 


0.10964 
0.12528 
0.14011 
0.15423 
0.16770 


0.18057 
0.19290 


0.20470 


0.21601 
0.22686 


0.23727 
0.24726 
0.25684 
0.26603 
0.27485 


0.28330 
0.29140 
0.29916 
0.30658 


0.31367 


0.32045 
0.32691 
0.33307 


0.33893 


1 


ψ2π 


0.24449 


0.24977 
0.35475 
0.25946 
0.26389 
0.36804 


0.37192 
0.37553 
0.37888 
0.28196 


0.38478 


0.28734 
0.38964 
0.29168 
0.39347 


0.39501 


0.39629 
0.39732 
0.39809 
0.39862 
0.39890 


0.006 


— 13 
е ΜΞ, 


0.005 


0.01446 
0.03787 


0.05845 


0.07727 


0.09479 


0.11124 
0.12679 
0.14156 
0.15561 
0.16902 


0.18184 
0.19410 
0.20585 
0.21712 
0.22792 


0.23829 
0.24823 
0.25778 
0.26693 
0.27571 


0.28413 
0.29219 
0.29991 
0.30730 
0.31436 


0.32111 
0.32754 
0.33367 
0.33950 
0.34503 


0.35028 
0.35524 
0.35991 
0.36431 
0.36844 


0.37229 
0.37588 
0.37920 
0.38225 
0.38504 


0.38758 
0.38985 
0.39187 
0.39364 
0.39514 


0.39640 
0.39741 
0.39816 
0.39866 
0.39891 


0.005 


Ρ(α) -- 1 -- 06) = \ 


0.006 
0.01700 


-0.04003 


0.06040 
0.07908 
0.09648 


0.11284 


0.12830. 


0.14299 
0.15698 
0.17033 


0.18309 
0.19530 
0.20700 
0,21822 
0.22898 


0.23930 
0.24921 
0.25871 
0.26782 
0.27657 


0.28495 
0.29298 
0.30067 
0.30802 
0.31505 


0.32177 
0.32817 


0.33427 


0.34007 
0.34557 


0.35079 
0.35572 
0.36037 
0.36474 
0.36884 


0.37266 
0.37622 
0.37951 
0.38254 
0.38531 


0.38782 
0.39007 
0.39206 


0.39380 
0.39528 


0.39651 
0.39749 
0.39822 
0.39870 
0.39892 


0.004 


0.007 
0.01949 
0.04216 
0.06233 
0.08087 
0.09816 


0.11442 
0.12981 
0.14442 
0.15834 
0.17163 


0.18433 
0.19649 
0.20814 
0.21932 
0.23003 


0.24031 
0.25017 
0.25964 
0.26871 
0.27742 


0.28577 
0.29376 
0.30142 
0.30874 
0.31574 


0.32242 
0.32879 
0.33486 
0.34063 
0.34611 


0.35129 
0.35620 
0.36082 
0.36516 
0.36923 


0.37303 
0.37656 
0.37983 
0.38283 
0.38557 


0.38805 
0.39028 
0.39224 


0.39396. 


0.39542 


0.39662 
0.39758 
0.39828 
0.39873 
0.39893 


0.003 


--οο 


0.008 
0.02192 


0.04427 | 


0.06425 
0.08265 


0.09983 


0.11600 
0.13139 
0.14584 
0.15970 
0.17292 


0.18557 
0.19768 


0.20928. 


0.22041 


0.23108 


0.24131 
0.25114 
0.26056 
0.26960 
0.27827 


0.28658 
0.29454 
0.30216 
0.30945 
0.31642 


0.32307 
0.32941 
0.33545 
0.34119 
0.34664 


0.35180 
0.35667 
0.36126 
0.36558 
0.36962 


0.37340 
0.37690 
0.38014 
0.38312 
0.38583 


0.38829 
0.39049 
0.39243 
0.39411 
0.39555 


0.39673 
0.39766 


0.39834 


0.39876 
0.39894 


0.002 


Z(t) dt 


0.009 
0.02431 
0.04635 
0.06615 
0.08442 
0.10149 


0.11756 
0.13279 
0.14726 
0.16105 
0.17421 


0.18681 
0.19886 
0.21042 
0.22149 
0.23212 


0.24232 
0.25210 
0.26148 
0.27049 
0.27912 


0.28739 
0.29532 
0.30291 
0.31016 
0.31710 


0.32372 
0.22003 
0.33604 
0.34175 
0.34717 


0.35230 
0.35714 
0.36171 
0.36600 
0.37001 


0.37376 
0.37724 
0.38045 
0.38340 
0.38609 


0.38852 
0.39069 
0.39261 
0.39427 


0.39568 


0.39683 
0.39774 


0.39839 
0.39879 


0.39894 
0.001 


0.010 
0.02665 
0.04842 
0.06804 
0.08617 
0.10314 


0.11912 
0.13427 
0.14867 
0.16239 
0.17550 


0.18804 
0.20004 
0.21155 
0.22258 
0.23316 


0.24331 
0.25305 
0.26240 
0.27137 
0.27996 


0.28820 
0.29609 
0.30365 
0.31087 
0.31778 


0.32437 
0.33065 
0.33662 
0.34230 
0.34769 


0.35279 
0.35761 
0.36215 
0.36641 
0.37040 


0.37412 
0.37757 
0.38076 
0.38368 
0.38634 


0.38875 
0.39089 
0.29279 


0.29442. 
0.329580. 


0.29694 
0.39781 
0.39844 
0.39882 
0.39894 


0.000 


O99000 
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764 26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.5. Значения х как функции Р(х) и О(х) 


0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 


со 3.09023 2.87816 2.74778 2.65207 2.57583 2.51214 2.45726 2.40892 2.36562 2.32635 
2.32635 2.29037 2.25713 2.22621 2.19729 2.17009 2.14441 2.12007 2.09693 2.07485 2.05375 
2.05375 2.03352 2,01409 1.99539 1.97737 1.95996 1.94313 1.92684 1.91104 1.89570 1.88079 
1.88079 1.86630 1.85218 1.83842 1.82501 1.81191 1.79912 1.78661 1.77438 1.76241 1.75069 
1.75069 1.73920 1.72793 1.71689 1.70604 1.69540 1.68494 1.67466 1.66456 1.65463 1.64485 


1.64485 1.63523 1.62576 1.61644 1.60725 1.59819 1.58927 1.58047 1.57179 1.56322 1.55477 
1.55477 1.54643 1.53820 1.53007 1.52204 1.51410 1.50626 1.49851 1.49085 1.48328 1.47579 
1.47579 1.46838 1.46106 1.45381 1.44663 1.43953 1.43250 1.42554 1.41865 1.41183 1.40507 
1.40507 1.39838 1.39174 1.38517 1.37866 1.37220 1.36581 1.35946 1.35317 1.34694 1.34076 
1.34076 1.32462 1.32854 1.32251 1.31652 1.31058 1.30469 1.29884 1.29303 1.28727 1.28155 


1.28155 1.27587 1.27024 1.26464 .1,25908 1,25357 1.24808 1.24264 1.23723 1.23186 1.22653 
122653 1.22123 1.21596 1.21072 1.20553 1.20036 1.19522 1.19012 1.18504 1.18000 1.17499 
1.17499 1.17000 1.16505 1.16012 1.15522 1.15035 1.14551 1.14069 1.13590 1.13113 1.12639. 
1.12639 1.12168 1.11699 1.11232 1.10768 1.10306 1.09847 1.09390 1.08935 1.08482 1.08032 
1.08032 1.07584 1.07138 1.06694 1.06252 1.05812 1.05374 1.04939 1.04505 1.04073 1.03643 


1.03643 1.03215 1.02789 1.02365 1.01943 1.01522 1,01103 1.00686 1.00271 0.99858 0.99446 
0.99446 0.99036 0.98627 0.98220 0.97815 0.97411 0.97009 0.96609 0.96210 0.95812 0.95416 
0.95416 0.95022 0.94629 0.94238 0.93848 0.93458 0.93072 0.92686 0.92301 0.91918 0.91537 
0.91537 0.91156 0.90777 0.90399 0.90023 0.89647 0.89273 0.88901 0.88529 0.88159 0.87790 
0.87790 0.87422 0.87055 0.86689 0.86325 0.85962 0.85600 0.85239 0.84879 0.84520 0.84162 


0.84162 0.83805 0.83450 0.83095 0.82742 0.82390 0.82038 0.81687 0.81338 0.80990 0.80642 
0.80642 0.80296 0.79950 0.79606 0.79262 0.78919 0.78577 0.78237 0.77897 0.77557 0.77219 
0.77219 0.76882 0.76546 0.76210 0.75875 0.75542 0.75208 0.74876 0.74545 0.74214 0.73885 
0.72885 0.73556 0.72228 0.72900 0.72574 0.72248 0.71923 0.71599 0.71275 0.70952 0.70630 
0.70630 0.70309 0.69988 0.69668 0.69349 0.69031 0.68713 0.68396 0.68080 0.67764 0.67449 


0.67449 0.67135 0.66821 0.66508 0.66196 0.65884 0.65573 0.65262 0.64952 0.64643 0.64335 
0.64335 0.64027 0.63719 0.63412 0.63106 0.62801 0.62496 0.62191 0.61887 0.61584 0.61281 
0.61281 0.60979 0.60678 0.60376 0.60076 0.59776 0.59477 0.59178 0.58879 0.58581 0.58284 
0.58284 0.57987 0.57691 0.57395 0.57100 0.56805 0.56511 0.56217 0.55924 0.55631 0,55338 
0.55338 0.55047 0.54755 0.54464 0.54174 0.53884 0.53594 0.53305 0.53016 0.52728 0.52440 


0.52440 0.52153 0.51866 0.51579 0.51293 0.51007 0.50722 0.50437 0.50153 0.49869 0.49585 
0.49585 0.49302 0.49019 0.48736 0.48454 0.48173 0.47891 0.47610 0.47330 0.47050 0.46770 
0.46770 0.46490 0.46211 0.45933 0.45654 0.45376 0.45099 0.44821 0.44544 0.44268 0.43991 
0.43991 0.43715 0.43440 0.43164 0.42889 0.42615 0.42340 0.42066 0,41793 0.41519 0.41246 
0.41246 0.40974 0.40701 0.40429 0.40157 0.39886 0.39614 0.39343 0.39073 0.38802 0.38532 


0.38532 0.38262 0.37993 0.37723 0.37454 0.37186 0.36917 0.36649 0.36381 0.36113 0.35846 
0.35846 0.35579 0.35312 0.35045 0.34779 0.34513 0.34247 0.33981 0.33716 0.33450 0.33185 
0.33185 0.32921 0.32656 0.32392 0.32128 0.31864 0.31600 0.31337 0.31074 0.30811 0.30548 
0.30548 0.30286 0.30023 0.29761 0.29499 0.29237 0.28976 0.28715 0.28454 0.28193 0.27932 
0.27932. 0.27671 0.27411 0.27151 0.26891 0.26631 0.26371 0.26112 0.25853 0.25594 0.25335 


0.25335 0.25076 0.24817 0.24559 0.24301 0.24043 0.23785 0.23527 0.23269 0.23012 0.22754 
0.22754 0.22497 0.22240 0.21983 9.21727 0.21470 0.21214 0.20957 0.20701 0.20445 0.20189 
0.20189 0.19934 -0.19678 0.19422 0.19167 0.18912 0.18657 0.18402 0.18147 0.17892 0.17637 
0.17637 0.17383 0.17128 0.16874 0.16620 0.16366 0.16112 0.15858 0.15604 0.15351 0.15097 
0.15097 0.14843 0.14590 0.14337 0.14084 0.13830 0.13577 0.13324 0.12072 0.12819 0.12566 


0.12566 0.12214 0.12061 0.11809 0.11556 0.11304 0.11052 0.10799 0.10547 0.10295 0.10043 
0.10043 0.09791 0.09540 0.09288 0.09036 0.08784 0.08533 0.08281 0.08030 0.07778 0.07527 
0.07527 0.07276 0.07024 0.06773 0.06522 0.06271 0.06020 0.05768 0.05517 0.05266 0.05015 
0.05015 0.04764 0.04513 0,04263 0.04012 0.03761 0.03510 0.03259 0.03008 0.02758 0.02507 0.51 
0.02507 0.02256 0.02005 0.01755 0.01504 0.01253 0.01003 0.00752 0.00501 0.00251 0.00000 0.50 
0.010 0.009 0.008 0.007 0.006 0.005 0.004 0.003 0.002 0.001 0.000 P(x) 
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Для O(x) > 0.007 линейная интерполяция дает ошибку в единицу третьего десятичного знака; для получения точного 
значения необходима интерполяция по пяти точкам. 
x 
eon ee \ Z(t) dt. 
—w 
Rsato из [26.15]. 


φῶ 
0.000 
0.001 
0.002 


0.0000 
со 
3.09023 
2.87816 
2.74778 
2.65207 


2.27583 
2.51214 
2.45726 
2.40891 
2.36562 


2.32635 
2.29037 
2.25713 
2.22621 
2.19729 


2.17009 
2.14441 
2.12007 
2.09693 
2.07485 


2.05375 
2.03352 
2.01409 
1.93523 
Liter 

0.0010 


ЗНАЧЕНИЯ x ДЛЯ КРАЙНИХ ЗНАЧЕНИЙ Ριχ) И О(х) 


Таблица 26.6. Значения 2 для крайних знач.ний P(x) и О(х) 


0.0001 


3.71902 
3.06181 
2.86274 
2.73701 
2.64372 


2.56897 
2.50631 
2.45216 
2.40437 
2.36152 


2.32261 
2.28693 
2.25394 
2.22323 
2.19449 


2.16746 
2.14192 
eehalst 
2.09467 
2.07270 


2.05269 
2.03154 
2.01219 
1.99356 
1.97560 
0.0009 


0.0002 


3.54008 
3.03567 
2.84796 
2.72655 
2.63555 


2.56224 
2.50055 
2.44713 
2.39989 
2.35747 


2.31891 
2.28352 


2507? 


2.22028 


2.19172 


2.16484 
2.13944 
2.11535 
2.09243 
2.07056 


2.04964 
2.02957 
2.01029 
1.99174 
1.97384 

0.0008 


0.0003 


3.43161 
3.01145 
2.83379 
2.71638 
2.62756 


2.95962 
2.49483 
2.44215 
2.39545 
2.35345 


2.31524 
2.28013 
2.24763 
2.21734 
2.18896 


2.16224 
2.13698 
2.11301 
2.09020 
2.06843 


2.04759 
2.02761 
2.00841 
1.98992 
1.97208 
0.0007 


0.0004 


3.35219 
2.98888 
2.82016 
2.70648 
2.61973 


2.54910 
2.48929 
2.43724 
2.39106 
2.34947 


2.31160 
2.27677 
2.24450 
2.21442 
2.18621 


2.15965 
2.13452 
2.11068 
2.08798 
2.06630 


2.04556 
2.02566 
2.00653 
1.98811 
1.97033 

0.0006 


0.0005 


3.29053 
2.96774 
2.80703 
2.69684 
2.61205 


2.54279 
2.48377 
2.43238 
2.38671 
2.34553 


2.30798 
2.27343 
2.24140 
Pet koe 
2.18349 


2.15107 
2.13208 
2.10836 
2.08576 
2.06419 


2.04353 
2.02371 
2.00465 
1.98630 
1.96859 
0.0005 


0.0006 


3.23888 
2.94784 
2.79438 
2.68745 
2.60453 


2.53640 
2.47833 
2.42758 
2.38240 
2.34162 


2.30440 
2.27013 
2.23832 
2.20864 
2.18078 


2.15451 
2.12966 
2.10605 
2.08356 
2.06208 


2.04151 
2.0 ΕΙ} { 
2.00279 
1.98450 
1.96685 
0.0004 


0.0007 


3.19465 
2.92905 
2.78215 
2.67829 
2.09785 


2.53019 
2.47296 
2.42283 
2.37814 
2.33715 


2.30085 
2.26684 
2.23526 


2.20577 


2.17808 


2, hed yO 
2.12724 
2.10375 
2.08137 
2.05998 


2.03950 
2.01984 
2.00093 
1.98271 


1.96512 


0.0003 


0.0008 


3.15592 
2.91124 
2.77033 
2.66934 
2.58991 


2.52408 
2.46765 
2.41814 
2.51992 
2433392 


2.29733 
2.26358 
2.23223 
2.20293 
2.17540 


2.14943 
2.12484 
2.10147 
2.07919 
2.05790 


2.03750 
2.01792 
1.99908 
1.98092 
1.96340 
0.0002 


0.0009 

3.12139 
2.89430 
2.75888 


2.66061 


2.58281 


2.51807 
2.46243 
2.41350 
2.36975 
2.33012 


2.29383 
2.26034 
2.22921 
2.20010 
2.17274 


2.14692 
2.12245 
2.09919 
2.07702 
2.05582 


2.03551 
2.01600 
1.99723 
1.97914 
1.96168 

0.0001 


0.0010 


3.09023 
2.87816 
2.74778 
2.65207 
2.57583 


2.51214 
2.45726 
2.40891 
2.36562 
2.32635 


2.29037 
2.25713 
2.22621 


2.19189 


2.17009 


2.14441 
2.12007 
2.09693 
2.07485 
2.05375 


2.03352 
2.01409 
1.99539 
1.97737 
1.95996 

0.0000 


Для Q(x) > 0.0007 линейная интерполяция дает ошибку в единицу трелеего десятичкого звака; для 
точного значения необходима интерполяция по пяти точкам. 


@ (<) 
(-4)1.0 


(-5)1.0 
(-6)1.0 
(-7)1.0 
(-8)1.0 


т 


3. 71902 
4. 26489 
4. 75342 
5. 19934 
5. 61200 


Взято из [26.15]. 


Q(z) 


(- 9)1. 0 
(-10)1.0 
(-11)1.0 
(-12)1.0 
(-13)1.0 


2 
5.99781 


6. 36134 
6. 70602 
7. 03448 
7. 34880 


(-14)1. 0. 
(-15)1.0 
(-16)1.0 


Q (2) 


(-17)1.0 
(-18)1.0 
Р(г)=1-0(1)=|[“ Ζίϑαι 


x 
7. 65063 
7. 94135 
8. 22208 
8. 49379 
8. 75729 


Q(z) 
(-19)1.0 


(-25)1.0 
(-21)1.0 
(-22)1.0 


(-23)1.0 


765 


0.999 
0.998 
9.997 
0.996 
0.995 


0.994 
0.993 
0.992 
0.991 
0.990 


0.989 
0.988 
0.987 
0.986 
0.985 


0.984 
0.983 
0.982 
0.981 
0.980 


0.979 
0.978 
0.977 
0.976 
0.975 


Ρ() 


получения 


τ 


9. 01327 
9, 26234 
9, 50502 
9, 74179 
9, 97308 
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16 


Q2))=1-P (5) ΕΠ 


Взято из [26.11]. 


0. 97477 
0. 99950 
0. 99399 


χ’--0.01 
т=0.005 


0. 92034 
0.99501 
0. 99973 
0. 99999 


0. 99984 
0. 99998 


х2=1.1 
т = 0.55 


0. 29427 
0. 57695 
0. 77707 
0. 89427 
0. 95410 


0. 98154 
0. 99305 
0. 99753 
0. 99917 
0, 99913 


0. 99992 
0. 99998 
0. 99999 


0.002 
0.0010 


0. 96433 
0. 99900 
0. 99998 


0.02 


0.010 

0, 88754 
0. 99005 
0. 99925 
0, 99995 


0.2 
0.10 
0. 65472 
0. 90484 
0, 97759 
0. 99532 
0. 99911 


0. 99985 
0.99997 


1.2 
0.60 


0, 27332 
0. 5488} 
0. 75300 
0. 87810 
0.94488 


0. 97689 
0.99093 
0. 99664 
0. 99882 
0. 99961 


0. 99987 
0. 99996 


0. 99999 


0.003 

(0.0015 
0. 95632. 
0. 99850 
0. 99996 


0.08 _ 


0.015 
0. 86249 
9.98511 
0. 99863 
0. 99989 
0. 99999 


0.3 
0.15 
0. 58388 
0. 86071 
0.96003 
0. 98981 
0. 99764 


0. 99950 
0. 99990 
0, 99998 


1.3 
0.65 
0. 25421 
0. 52205 
и. ia Bb 
0. 86138 
0.93493 


0.97166 
0.98844 


“0. 99555 


0. 99838 
0. 99944 


0, 99981 
0. 99994 
0. 99998 
0. 99999 


0.004 

0.0020 
0. 94957 
0. 99800 
0. 99993 


0.04 


0.020 
0. 84148 
0.98020 
0.99790 
0.99980 
0.99998 


0.4 
0.20 


0.52709 


0. 81873 
0. 94024 
0. 98248 
0. 99533 


0. 99885 
0. 99974 
0. 99994 
0. 99999 


1.4 
0.70 


0. 23672 
0. 49559 
`0. 70553 
0. 84420 
0. 92431 


0.96586 
0. 98557 
0. 99425 
0. 99782 
0. 99921 


0. 99973 
0. 99991 
0. 99997 
0. 99999 


0.005 
0.0025 
0. 94363 


0. 99750 
0. 99991 


0.05 


. 0.025 
0. 82306 
0. 97531 


0.99707 ` 
0.99969 


0.99997 


0.5 
9.25 
0. 47950 
0. 77880 
0. 91889 


0.97350. 


0.99212 


0.99784 
0. 99945 
0. 99987 
0.99997 
0.99999 


1.5 
_ 0.75 


0. 22067 
0. 47237 
0. 68227 
0. 82664 
0.91307 


0.95949 
0. 98231 
0. 99271 
0. 99715 
0. 99894 


0. 99962 


0. 99987 
С. 99996 
0.99999 


().006 
().0030 


0. 93826 
0. 99700 


0. 99988. 


0.06 


0.080 
0, 80650 
0. 97045 
0. 99616 
0. 99956 
0, 99995 


0.6 
0.30 
0. 43858 
0. 74082 
0, 89643 
0.96306 
0.98809 


0. 99640 
0.99899 
0.399973 
0.99993 
0.99998 


1.6 
0.80 


0.20590 
0. 44933 


0. 65939. 


0. 80879 
0. 90125 


0. 95258 
0. 97864 
0. 99092 
0.99633 
0. 99859 


(0.99948 


0.99982 
0.99994 
0.99998 
0.99999 
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().007 
0.0035 
0.93332 


0.99651 


0. 99984 
0.99999 


0.07 


0.035 
0.79134 
0.90561 
0.99518 
0.99940 
0. 99993 


0.99999 


0.7 
0.35 


0. 40278. 


0. 70469 
0. 87320 
0. 95133 
0.98297 


0.99449 
0.99834 
0. 99953 
0. 99987 
0. 99997 


.0.99999 


Е 
0.85 
0. 19229 


0. 42741 


0. 63693 
0. 79072 
0. 88890 


0. 94512 
0. 97457 
0. 98887 
0. 99537 
0. 99817 


0. 99930 
0. 99975 
0. 99991 
0. 99997 
0, 99999 


0.008 


0.0040 
0. 92873 
0. 99601 
0.99981 
0. 99999 


0.08 


0.040 
0. 77730 
0.96079 
0. 99412 
0. 99922 
0.993991 


0. 99999 


0.8 
0.40 
0. 37109 
0. 67032 
0. 84947 
0.93845 
0.97703 


0.99207 
0.99744 
0.99922 
0.99°78 
0.99994 


0. 99998 


1.8 


0.90 
0.17971 
0.40657 
0. 61493 
0. 77248 
0.87607 


0. 93714 
0. 97008 
0.98654 
0. 99425 
0. 99766 


0. 99908 
0. 99966 
0. 99938 
9. 99996 
0. 99999 


0.009 


0.0045 
0. 92442 
0. 99551 
0. 99977 
0. 99999 


().09 


().()45 
0. 76418 


0. 35600. 


0. 99301 
9.99902 
0.99987 


0.99999 


0.9 
0.45 
0. 34278 
0. 63763 
0. 82543 
0. 92456 
0. 97022 


0.98912 
0.99628 
0.99880 
0.99964 
0.99989 


0.99997 
0. 99999 


18 


0.95 


0. 16808 
0. 38674 
0. 59342 
0. 75414 
0. 86280 


0. 92866 
0.96517 
0.98393 
0. 99295 
0. 99705 


0. 99882 ` 
0. 99954. 


0. 99983 
0.99994 
0. 99998 


0. 99999 


Таблица 26.7. Интеграл вероятностей )?, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


х2=0.001 
т=0.0005 


(010 


0.0050 
0.92034 
0. 99501 
9.99973 
0. 99999 


0.10 


0.050 
0. 75183. 
0. 94123 
0. 99184 
0. 99879 
0. 99984 


0.99998 


1.0 
0.50 
0. 31731 
0. 60653 
0. 80125 
0.90980 
0.96257 


0. 98561 
0.9948? 
0.99825 
0.99944 
0.99983 


0.99995 
0.99999 
aN 
1.00 
0, 15730 
0. 36788 
0. 57241 
0. 73576 
0. 84915 


0. 91970 
0. 95984 
0. 9810] 
0. 99147 
0. 99634 


0. 99850 
0. 99941 
В, 7997! 
9.99992 
0.99997 


0. 99999 
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ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ χ: 


Таблица 26.7. Интеграл вероятностей χ᾽, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


Интерполяция по χ5: 


x2=2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 1.9 3.4 3.6 3.8 4.0) 

т=1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 
1 0.13801 0.12134 0.10686 0.09426 0.08327 0.07364 0.06520 0.05778 0.05125 0.04550 
2 0.33.87 0.30119 0.27253 0.24660 0.22313 0.20190 6.18268 0.16530 0.14957 0.13534 
3 0.53195 0.49363 0.45749 0.42350 0.39163 0.36181 0.33397 0.30802 0.28389 0.26146 
4 0. 69903 0.66263 0.62682 0.59183 0.55783 0.52493 0.49325 0.46284 0.43375 0.40601 
5 0. 82084 0.79147 0.76137 0..73079 0.69999 0.66918 0.63857 0.60831 0.57856 0.54942 
6 0.90042 0.87949 0.85711 0.83350 0.80885 0.78336 0.75722 0.73062 0.70372 0.67668 
7 0.94795 0.93444 0.91938 0.90287 0.88500 0.86590 0.84570 0.82452 0.80250 0.77978 
8 0.97426 0.96623 0.95691 0.94628 0.93436 0.92119 0.90681 0.89129 0.87470 0.85712 
9 0.98790 0.98345 0.97807 0.97170 0.96430 0.95583 0.94631 0.93572 0.92408 0.91141 
10 0. 99457 0.99225 0.98934 0.98575 0.98142 0.97632 0.97039 0.96359 0.95592 0.94735 
11 0.99766 0.99652 0.99503 0.99311 0.99073 0.98781 0.98431 0.98019 0.97541 0.96992 
12 0.99903 0.99850 0.99777 0.99680 0.99554 0.99396 0.99200 0.98962 0.98678 0.98344 
13 0.99961 0.99938 0.99903 0.99856 0.99793 0.99711 0.99606 0.99475 0.99314 0.99119 
14 0.99985 0.99975 0.99960 0.99938 0.99907 0.99866 0.99813 0.99743 0.99655 0.99547 
15 0.99994 0.99990 0.99984 0.99974 0.99960 0.99940 0.99913 0.99878 0.99832 0.99774 
16 0. 99998 0.99996 0.99994 0.99989 0.99983 0.99974 0.99961 0.99944 0.99921 0.99890 
i? 0. 99999 0.99999 0.99998 0.99996 0.99993 0.99989 0.99983 0.99975 0.99964 0.99948 
18 0.99999 0.99998 0.99997 0.99995 0.99993 0.99989 0.99984 0.99976 
19 0. 99999 0.99999 0.99998 0.99997 0.99995 0.99993 0.99989 
20 0. 99999 0.99999 0.99998 0.99997 0.99995 
21 0.99999 0.99999 0.99998 
22 0. 99999 

х?=4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 5.8 6.0 

ν m=2.1 Mes 2a 2.4 2.5 2.6 Ио 2.5 2.9 3.0 
1 0.04042 0.03594 0.03197 0.02846 0.02535 0.02259 0.02014 0.01796 0.01603 0.01431 
2 0.12246 0.11080 0.10026 0.09072 0.08209 0.07427 0.06721 0.06081 0.05502 0.04979 
3 0.24066 0.22139 0.20354 0.18704 0.17180 0.15772 0.14474 0.13278 0.12176 0.11161 
4 0.37962 0.35457 0.33085 0.30844 0.28730 0.26739 0.24866 0.23108 0.21459 0.19915 
a, 0.52099 0.49337 0.46662 0.44077 0.41588 0.39196 0.36904 0.34711 0.32617 0.30622 
6 0.64963 0.62271 0.59604 0.56971 0.54381 0.51843 0.49363 0.46945 0.44596 0.42319 
7 0. 75647 0.73272 0.70864 0.68435 0.65996 0.63557 0.61127 0.58715 0.56329 0.53975 
8 0.83864 0.81935 0.79935 0.77872 0.75758 0.73600 0.71409 0.69194 0.66962 0.64723 
9 0.89776 `0.88317 0.86769 0.85138 0.83431 0.81654 0.79814 0.77919 0.75976 0.73992 
10 0.93787 0.92750 0.91625 0.90413 0.89118 0.87742 0.86291 0.84768 0.83178 0.81526 
1; 0.96370 0.95672 0.94898 0.94046 0.93117 0.92109 0.91026 0.89868 0.88637 0.87337 
12 0.97955 0.97509 0.97002 0.96433 0.95798 0.95096 0.94327 0.93489 0.92583 0.91608 
13 0.98887 0.98614 0.98298 0.97934 0.97519 0.97052 0.96530 0.95951 0.95313 0.94615 
14 0.99414 0.99254 0.99064 0.98841 0.98581 0.98283 0.97943 0.97559 0.97128 0.96649 
15 0.99701 0.99610 0.99501 0.99369 0.99213 0.99029 0.98816 0.98571 0.93291 0.97975 
16 0.99851 0.99802 0.99741 0.99666 0.99575 0.99467 0.99338 0.99187 0.99012 0.98810 
17 0.99928 0.99902 0.99869 0.99828 0.99777 0.99715 0.99639 0.99550 0.99443 0.99319 
18: 0.99966 0.99953 0.99936 0.99914 0.99886 0.99851 0.99809 0.99757 0.99694 0.99620 
19 0.99985 0.99978 0.999659 0.99958 0.99943 0.99924 0.99901 0.99872 0.99836 0.99793 
20 0.99993 0.99990 0.99986 0.99980 0.99972 0.99962 0.99950 0.99934 0.99914 0.99890 
21 0.99997 0.99995 0.99993 0.99991 0.99987 0.99982 0.99975 0.99967 0.99956 0.99943 
22 _0.99999 0.99998 0.99997 0.99996 0.99994 0.99991 0.99988 0.99984 0.99978 0.99971 
23 0.99999 0.99999 0.99999 0.99998 0.99997 0.99996 0.99994 0.99992 0.99989 0.99986 
24 0. 99999 0.99999 0.99999 0.99998 0.99997 0.99996 0.99995 0.99993 
25 0.99999 0.99999 0.99999 0.99998 0.99998 0.99997 

i 

26 o=5(x2-x)) — ш=»-и>0 0.99999 0.99999 0.99998 
27 | 0. 99999 0.99999 


9 о 1 9 1 9 
Q(x" | У) = Ο(χδ! νο — 4) a ы + OG? | vo — 2) [Ф --ΦῚ + O(72| wf —Ф+ г ‹ |. 
Интерполяция по двум аргументам: | 


| го | | oes 
O42 | ν) = О! vo—4) В ‹ + O(73| vo — 2) Ф — © — имо vo — 1) | we = w+ we] + 


1 А 
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26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.7. Интеграл вероятностей χ᾽, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


x? =6.2 
m=3.1 


0.01278 
0. 04505 
0. 10228 
0. 18470 
0.28724 


0. 40116 
0. 51660 
0.62484 
0.41920 
0. 79819 


0. 85969 
0. 90567 
0. 93857 
0. 96120 
0. 97619 


0. 98579 
0. 99174 
0.99532 
0. 99741 
0.99860 


0. 99926 
0. 99962 
0. 99981 
0. 99990 
0. 99995 


0. 99998 
0.99993 


х2= 8.2 


77% = 4.1 


0. 00419 
0. 01657 
0. 04205 
0. 08452 
0. 14555 


0. 22381 
0. 31529 
0. 41418 
0.51412 
0. 60931 


0. 69528 
0. 76931 
0. 83033 
0. 87865 
0.91551 


0. 94269 
0. 96208 
0. 97551 
0. 98454 
0. 99046 


0. 99424 
0. 99659 
0. 99802 
0. 99888 
0. 99937 


0. 99966 
0. 99981 
0. 99990 
0. 99995 
0. 99997 


6.4 


eg 

0.01141 
9. 04076 
0. 09369 
0. 17120 


.0. 26922 


0. 37990 
0. 49390 
0. 60252 
0. 69931 
0. 78061 


0. 84539 
0. 89459 
0. 93038 
0. 95538 
0. 97222 


0. 98317 
0. 99007 
0. 99429 
0. 99679 
0. 99824 


0. 99905 
0. 99950 
0. 99974 
0. 99987 
0. 99994 


0. 99997 
0. 99999 
0. 99999 


8.4 


4.2 


0. 00375 
0. 01500 
0. 03843 
0. 07798 
ΠΠ 


0. 21024 
0, 29865 
0. 39540 
0. 49439 
0. 58983 


С. 67709 
0. 75314 
0. 81660 
0. 86746 
0.90675 


0. 93606 
0. 95723 
0. 97207 
0. 98217 
0. 98887 


0. 99320 
0.99593 
0. 99761 
0. 99863 
0. 99922 


0.99957 
0. 99977 
0. 99987 
0. 99993 
0. 99997 


6.6 

3.3 
0. 01020 
0. 03688 
0; 08580 
0.15860 
0. 25213 


0. 35943 
0. 47168 
0. 58034 
0. 67869 
0. 76259 


0. 83049 
0. 88288 
счет 
0. 94903 
0. 96782 


0.98022 
0.98816 
0. 99309 
0.99606 
0. 99781 


0.99880 
0. 99936 
0. 99967 
0.99983 
0, 39991 


0. 99996 
0. 99998 
0. 99999 


8.6 


4.3 
0. 00336 
0. 01357 
0. 03511 
0. 07191 
0. 12612 


0. 19736 
0. 28266 
0. 37715 
0. 47499 
0. 57044 


0. 65876 
0. 73666 
0. 80244 
0. 85579 
0. 89749 


0. 92897 
0. 95198 
0.96830 
0. 97955 
0. 98709 


0. 99203 
0. 99518 
0. 99714 
0. 99833 
0. 99905 


0. 99947 
0. 99971 
0. 99984 
0. 99991 
0, 99996 


6.8 


3.4 
0. 00912 
0. 03337 
0. 07855 
0. 14684 
0, 225395 


0. 33974 
0. 45000 
0. 55836 
0. 65793 
0. 74418 


0. 81504 
0. 87054 
0. 91216 
0. 94215 
0. 96296 


0. 97693 
0. 98599 
0.99171 
0.99521 
0.99729 


0.99850 
0.99919 
0. 99957 
0. 99978 
0. 99989 


0. 99994 
0. 99997 
0. 99999 


0599999. 


8.8 


4.4 
0.00301 
0. 01228 
0. 03207 
0. 06630 
0. 11731 


0. 18514 
0. 26734 
0. 35945 
0. 45594 
0. 55118 


0. 64035 
0. 71991 
0. 78788 
0. 84365 
0. 88774 


0. 92142 
0. 94633 
0. 96420 
0. 97666 
0. 98511 


0. 99070 
0. 99431 
0. 99659 
0. 99799 
С. 99884 


0. 99934 
0. 99963 
0. 99980 
0. 99989 
0.99994 


1.0 


3.5 
0. 00815 
0. 03020 
0. 07190 
0, 13589 
0.22964 


0. 32085 
0. 42888 
0. 53663 
0. 63712 
0. 72544 


0. 79908 
0. 85761 
0.90215 
0. 93471 
0. 95765 


0. 97326 
0. 98355 
0. 99013 
0. 99421 
0. 99669 


0. 99814 
0. 99898 
0. 99945 
0. 99971 
0. 99985 


0, 99292 
0.99996 
0.99998 
0.99999 


9.0 


4.5 
0. 00270 
0. 01111 
0. 02929 
0. 06110 
0. 10906 


0. 17358 
0. 25266 
0. 34230 
0. 43727 
0. 53210 


0. 62189 
0. 70293 
0. 77294 
0. 83105 
0.87752 


0. 91341 
0. 94026 
0. 95974 
0. 97348 
0. 98291 


0. 98921 
0.99333 
0. 99596 
0. 99760 
0. 99860 


0.99919 
0, 99995 
0.99975 
0. 99986 
0, 99993 


1.4 

3.6 
0. 00729 
0. 02732 
0. 06579 


0.12569 
0. 20619: 


0. 20275 
0. 40836 
0. 51522 
. 61631 
. 70644 


78266 
. 84412 
.89155 
92673 
‚ 95186 


0.96921 
0. 98081 
0. 98833 
0. 99307 
0. 99598 


ΘΙ 
0. 99873 
0.99931 
0. 99963 
0. 99981 


0. 99990 
0. 99995 
0. 99998 
0. 99999 
0.99999 


9.2 

4.6 
0. 00242 
0. 01005 
0. 02675 


0. 05629 
0.10135 


0.16264 
0. 23861 
0. 32571 
0. 41902 
0. 51323 


0. 60344 
0. 68576 
0. 75768 
0. 81803 
0. 86683 


0. 90495 
0. 93378 
0. 95493 
0. 97001 
0. 98047 


0. 98755 
0. 99222 
0. 99524 
0. 99714 
0. 99831 


0. 99902 
0. 99944 
0. 99969 
0. 99983 
9. 99991 


oe 


. 4 ν κ γάρ δ ἐκ р Г ро 
Фа =1- Рыйм=| 22г (5) я т αι-[τ (3) Дл" τ 


1.4 


es 
0.00652 
0. 02472 
0. 06018 
0.11620 
0. 19255 
0 


.28543 
0. 28845 
0. 49415 
0. 59555 
0. 68722 


0. 76583 
0. 83009 
0. 88038 
0. 91819 
0. 94559 


0. 96476 
0. 97775 
0.98630 
0. 99176 
0. 99515 


0. 99721 
0. 99843 
0. 99913 
0. 99953 
0.99975 


0. 99987 
0. 99993 
0. 99997 
0. 99998 
0. 99999 


9.4 


4.7 
0.00217 
0. 00910 
0. 02442 
0. 05184 
0. 09413 


0. 15230 
0. 22520 
0. 30968 
0. 40120 
0. 49461 


0. 58502 
0. 66844 
0. 74211 
0. 80461 
0. 85569 


0. 89603 
0. 92687 
0. 94974 
0.96623 
0.97779 


0. 98570 
0. 99098 
. 99442 
. 99661 
‚ 99198 


. 99882 
. 99932 
; 99962 
0. 99979 
0. 99988 


ooo оо 


1.6 


3.8 
0. 00584 
0. 02237 
0. 05504 
0. 10738 
0. 17970 


0. 26890 
0. 36918 
0.47349 
0. 57490 
0. 66784 


0. 74862 
0. 81556 
0. 86865 
0.90911 


0. 93882 


0. 95989 
0. 97437 
0. 98402 
0. 99026 
0. 99420 


0. 99662. 
0.99807 
0. 99892 
0. 99941 
0. 99968 


0. 99983 
0. 99991 
0. 99996 
0. 99998 
0.99999 


9.6 


4.8 
0.00195 
0. 00823 
0. 02229 
0. 04773 
0. 08740 


0. 14254 
0. 21240 
0. 29423 
0. 38383 
0. 47626 


0. 56669 
0.65101 
0. 72627 
0. 79081 
0. 84412 


0. 88667 
0. 91954 
0. 94418 
0. 96213 
0. 97486 


0. 98365 
0. 98958 
0. 99349 
0. 99601 
0. 99760 


0. 99858 
0. 99917 
0.99953 
9.39973 
0. 99985 


1.8 


3.9 
0. 00522 
0. 02024 
0. 05033 
0. 09919 
0.16761 


0. 25313 
0. 35056 
0. 45325 
0. 55442 
0. 64837 


0. 73110 
0. 80056 
0. 85638 
0. 89948 
0. 93155 


0.95460 
0.97064 
0.98147 
0.98857 
В За 


0.99594 


0.99765 
0.99867 
0.99926 
0.99960 


0.99978 
0.99989 
0.99994 
0.99997 
0. 99999 


9.0 


4.9 
0. 00175 
0. 00745 
0. 02034 
0. 04394 
0. 08110 


0. 13333 
0. 20019 
0. 27935 
0. 36692 
0. 45821 


0. 54846 


0. 63350 


0. 71020 
0. 77666 
0. 83213 


0. 87686 
0. 91179 
0.93824 
0. 95771 
0. 97166 


0. 98139 
0. 98803 
0. 99245 
0.99532 
0. 99716 


0. 99830 
0. 99900 
0. 99942 
0. 99967 
0. 99982 


8.0 


4.0 
0. 00468 
0. 01832 
0. 04601 
0. 09158 
0. 15624 


0. 23810 
0. 33259 
0. 43347 
0.53415 
0. 62884 


0. 71330 
0. 78513 
0. 84360 
0. 88933 
0. 92378 


0. 94887 
0.96655 
0.97864 
0, 98667 
0. 99187 


0. 99514 
0.99716 
0. 99837 
0. 99908 
0, 99949 


0. 99973 
0. 99985 
0. 99992 
0. 99996 
0, 99998 


10.0 


5.0 


0. 00157 
0. 00674 
0. 01857 
0. 04043 
0. 07524 


0. 12465 
0.18857 
0.26503 
0. 35049 
0. 44049 


0. 53039 
0. 61596 
0. 69393 
0. 76218 
0. 81974 


0. 86663 
0. 90361 
0 93191 
0. 95295 
0. 96817 


0. 97891 
0. 98630 
0. 99128 
0. 99455 
0. 99665 


0. 99798 
0. 99880 
0. 99930 
0. 99960 
0. 99977 
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Таблица 26.7. Интеграл вероятностей χ᾽, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


2 9 Ε 

х=10.5 110 05 120 125 130 135 140 45 150 

ут-= 5.25 5.5 545 6.0 6.25 65 В 10 1.25. ° Td 
1 0.00119 0.00091 0.00670 0.00053 0.00041 0.00031 0.00024 0.00018 0.00014 0.00011 
2 0.00525 0.00409 0.00318 0.00248 0.00193 0.00150 0.00117 0.00091 0.00071 0.00055 
3 0. 01476 0.01173 0.00931 0.00738 0.00585 0.00464 0.00367 0.90291 0.00230 0.00182 
4 0. 03280 0.02656 0.02148 0.01735 0.01400 0.01128 0.00907 0.00730 0.00586 0.00470 
5 0.06225 0.05138 0.04232 0.03479 0.02854 0.02338 0.01912 0.01561 0.01273 0.01036 
6 0.10511 0.08828. 0.07410 0.06197 0.05170 0.04304 0.03575 0.02964 0.02452 0.02026 
7 0.16196 0.13862 0.11825 0.10056 0.08527 0.07211 0.06082 0.05118 0.04297 0.03600 
8 0.23167 0.20170 0.17495 0.15120 0.13025 0.11185 0.09577 0.08177 0.06963 0.05915 
3 0. 31154 0.27571 0.24299 0.21331 0.18657 0.16261 0.14126 0.12233 0.10562 0.09094 
10 0.39777 0.35752 0.31991 0.28506 0.25299 0.22367 0.19704 0.17299 0.15138 0.12206 
11 0.48605 0.44326 0.40237 0.36364 0.32726 0.29333 0.26190 0.23299 0.20655 0.18250 
12 0.57218 0.52892 0.48662 0.44568 0.40640 0.736904 0.33377 0.30071 0.26992 0.24144 
13 0. 65263 0.61082 0.56901 0.52764 0.48713 0.44781 0.40997 0.37384 0.33960 0.30735 
14 0. 72479 0.68604 0.64639 0. 6063С 0.56622 0.52652 0.48759 0.44971 0.41316 0.37815 
25 0.78717 0.75259 0.71641 0.67903 0.64086 0.60230 0.56374 0.52553 0.48800 0.45142 
16 0.83925 0.80949 0.77762 0.74398 0.70890 0.67276 0.63591 6.59871 0.56152 0.52464 
17 0.88135 0.85656 0,82942 0.80014 0.76896 0.73619 0.70212 0.66710 Q.63145 0.59548 
18 0.91436 0.89436 0.87195 0.84724 0.82038 0.79157 0.76106 0.72909 0.69596 0, 66197 
19 0.93952 0.92384 0.90587 0.88562 0.86316 0.83857 0.81202 0.78369 0.75380 0.72260 
20 0.95817 0.94622 0.93221 0.91608 0.89779 0.87738 0.85492 0.83050 0.80427 0.77641 
21 0.97166 0.96279 0.95214 0.93962 0.92513 0.90862 0.89010 0.86960 0,84718 0.82295 
22 0.98118 0.97475 0.96686 0.95738 0.94618 0.93316 0.91827 0.90148 0.88279 0.86224 
23 0.98773 0.98319 0.97748 0.97047 0.96201 0.95199 0.94030 0.92687 0.91165 0.89463 
24 0. 99216 0.98901 0.98498 0.97991 0.97367 0.96612 0.95715 0.94665 0.93454 0.92076 
25 0.99507 0.99295. 0.99015 0.98657 0.98206 0.97650 0.96976 0.96173 0.95230 0.94138 
26 0.99696 0.99555 0.99366 0.99117 0.98798 0.98397 0.97902 0.97300 0.96581 0.95733 
27 0.99815 0.99724 0.99598 0.99429 0.99208 0.98925 0.98507 0.98125 0.97588 0.96943 
28 0.99890 0.99831 0.99749 0.99637 0.99487 0.99290 0.99037 0.98719 0.98324 0.97844 
29 0. 99935 0.99899 0.99846 0.99773 0.99672 0.99538 0.99363 0.99138 0.98854 0.98502 
30 о 0.99963 0.99940 0.99907 0.99860 0.99794 0.99704 0.99585 0.99428 0.99227 0.98974 

Хх =15.5 160 165 170 1.5 18.0 18.5 19.0 -19.5 20.0 

у m= 1.15. 38.0 8.25 8.5 8.75 9.0 9.25 9.5 9.75 19.0 
τ 0. 00008 0.00006 0.00005 0.00004 0.00003 0.00002 9.00092 0.00001 0.00001 0.00001 
2 0.00043 0.00034 0.00026 0.00020 0.00016 0.00012 0.00010 0.00008 0.00006 0.00005 
3 0.00144 0.00113 0.00090 0.00071 0.00056 0.00044 0.00035 0.00027 0.00022 0.00017 
4 0.00377 0.00302 0.00242 0.00193 0.00154 0.00123 0.00099 0.00079 0.00063 0.00050 
5 0. 00843 0.00684 0.00555 0.00450 0.00364 0.00295 0.00238 0.00192 0.00155 0, 00125 
6 0.01670 0.01375 0.01131 0.00928 0.00761 0.00623 0.00510 0.00416 0.00340 0.00277 
7 0.03010 0.02512 0.02092 0.01740 0.01444 0.01197 0.00991 0.00819 0.00676 0.00557 
. 8 0.05012 0.04238 0.03576 0.03011 0.02530 0.02123 0.01777 0.01486 0.01240 0.01034 
9 0.07809 0.06688 0.05715 0.04872 0.04144 0.03517 0.02980 0.02519 0.02126 0.01791 
10 0.11487 0.09963 0.08619 0.07436 0.06401 C.05496 0.04709 0.04026 0.03435 0.02925 
i 0.16073 0.14113 0.12356 0.10788 0.09393 0.08158 0.07068 0.06109 0.05269 0.04534 
12 0.21522 0.19124 0.16939 0.14960 0.13174 0.11569 0.10133 0.08853 0.07716 0.06709 
13 0.27719 0.24913 0.22318 0.19930 0.17744 0.15752 0.13944 0.12310 0.10840 0.09521 
14 0.34485 0.31337 0.28380 0.25618 0.23051 0.20678 0.18495 0.16495 0.14671 0.13014 
15 0.41604 0.38205 0.34962 0.31886 0.28986 0.26267 0.23729 0.21373 0.19196 0.17193 
16 0. 48837 0.45296 0.41864 0.38560 0.35398 0.32390 0.29544 0.26866 0.24359 0.22022 
17 0. 55951 0.52383 0.48871 0.45437 0.42102 0.38884 0.35797 0.32853 0.30060 0.27423 
18 0. 62740 0.59255 0.55770 0.52311 0.48902 0.45565 0.42320 0.39182 0.36166 0.33282 
19 0. 69033 0.65728 0.62370 0.58987 0.55603 0.52244 0.48931 0.45684 0.42521 0.39458 
20 0. 74712 0.71662 0.68516 0.65297 0.62031 0.58741 6.55451 0.52183 0.48957 0.45793 
21 0. 79705 0.76965 0.74093 0.71111 0.68039 0.64900 0.61718 0.58514 0.55310 0.52126 
22 0. 82990 0.81589 0.79032 0.76336 0.73519 0.70599 0.67597 0.64533 0.61428 0.58304 
23 0. 87582 0.85527 0.83304 0.80925 0.78402 0.75749 0.72983 0.70122 0.67185 0.64191 
24 0. 90527 0.88808 0.86919 0.84866 0.82657 0.80301 0.77810 0.75199 0.72483 0.69678 
25 0. 92891 0.91483 0.89912 0.88179 0.86287 0.84239 0.82044 0.79712 0.77254 0.74683 
26 0.94749 0.93620 0.92341 0.90908 0.89320 0.87577 0.85683 0.83643 0.81464 0.79156 
ΑΙ 0.96182 0.95295 0.94274 0.93112 0.91806 0.90352 0.88750 0.87000 0.85107 0.83076 
28 0.97266 0.96582 0.95782 0.94859 0.93805 0.92615 0.91285 0.89814 0.88200 0.86446 
29 0. 98071 0.97554 0.96939 0.96218 0.95383 0.94427. 0.93344 0.92129 0.90779 0.89293 
30 0.98659 0.98274 0.97810 0.97258 0.96608 0.95853 0.94986 0,94001 0.92891 0.91654 

в. (χ’ -X%) w=v-v4y>0 


Интерполяция по χ7: 


Интерполяция по двум аргументам: 


OG2 | v) = Ο(χἑ! vo — 4) |: +001 vo — 2}[Φ -- G — νῷ] + Ο(χἑ| vo — о] 


+ 0081 vo) | 
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26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.7. Интеграл вероятностей 2, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


.Х 


2 21 


т 10.5 


0. 00001 
0. 00003 
0. 00011 
0. 00032 
0. 00081 


0. 00184 
0. 00377 
0. 00715 
0. 01265 
0. 02109 


0. 03337 
0. 05038 
0. 07293 
0. 10163 
0.13683 


0. 17851 
0. 22629 
0. 27941 
0. 33680 
0. 39713 


0. 45894 
0. 52074 
0. 58109 
0. 63873 
0. 69261 


0. 74196 
0. 78629 
0. 82535 
0. 85915 
0. 88789 


x? — 31 
т = 15.5 


0. 00001 
0. 00003 
0. 00006 
0. 00014 
0. 00030 


0. 00059 
0. 00110 
0. 00197 
0. 00337 
0. 00554 


0. 00878 
0. 01346 
0, 01997 
0. 02879 
0. 04037 


0. 05519 
0. 07366 
0. 09612 
0. 12279 
0, 15378 


0. 18902 
0. 22827 
0. 27114 
0, 31708 
0, 36542 


0. 41541 


22 
11.0 


0. 00002 
0. 00007 
0. 00020 
0: 00052 


0. 00121 
0. 00254 
0. 00492 
0. 00888 
0. 01511 


0. 02437; 


0. 03752 
0. 05536 
0. 07861 
0. 10780 


0. 14319 
0. 18472 
0.23199 
0. 28426 
0. 34051 


0. 39951 
0. 45989 
0. 52025 
0. 57927 
0. 63574 


0. 68870 
0. 73738 
0. 78129 
0. 82019 
0. 85404 


32 


16.0 
0. 00001 
0. 00002 
0. 00004 
0.00009 
0. 00020. 


0. 00040 
0. 00076 
0. 00138 
0. 00240 
0. 00401 


0. 00644 
0. 01000 
0. 01505 
0. 02199 
0, 03125 


0. 04330 
0, 05855 
0. 07740 
0. 10014 
0. 12699 


0. 15801 
0. 19312 
0, 23208 
0.27451 
0, 31987 


0, 36753 


23: 
11.5 


0. 00001 
0. 00004 
0. 00013 
0. 00034 


0. 00080 
0. 00171 
0. 00336 
0. 00620 
0. 01075 


0. 01768 
0. 02773 
0. 04168 
0. 06027 
0. 08414 


0. 11374 
0. 14925 
0. 19059 
0.23734 
0. 28880 


0. 34398 
0. 40173 
0. 46077 
0. 51980 
0. 57756 


0. 63295 
0. 68501 
0. 73304 
0. 77654 
0. 81526 


33 
16.5 


0. 00001 
0. 00003 


0. 00006. 


0. 00013 


0. 00027 
0. 00053 
0. 00097 
0. 00170 
0. 00288 


0. 00469 
0. 00739 
0. 01127 
0. 01669 
0. 02404 


0. 02374 
0. 04622 
0. 06187 
0. 08107 


Ὁ, 10407 


0. 13107 
0. 16210 
0, 19707 
0. 23574 
0, 27774 


0, 32254 


24 
12.0 


0, 00001 
0. 00003 
0. 00008 
0. 00022 


0. 00052 
0. 00114 
0. 00229 
0. 00420 
0.90760 


0. 01273 
0. 02034 
0. 03113 
0. 04582 
0. 06509 


0. 08950 
0. 11944 
0. 15503 
0. 19615 
0. 24239 


0. 29306 
0. 34723 
0. 40381 
0.46160 
0. 51937 


0. 57597 
0. 63032 
0. 68154 
0. 72893 
0. 77203 


34 
17.0 


0. 00001 


0. 00002 


0. 00004 


0. 00009 


0. 00019 
0.00036 
0. 00068 
0. 00120 
0. 00206 


0. 00341 
0. 00543 
0. 00840 
0. 01260 
0. 01838 


0. 02613 
0. 03624 
0. 04912 
0. 06516 
0. 08467 


0. 10791 
0. 13502 
0. 16605 
0. 20087 
0, 22926 


0, 28083 


25 
12.5 


0. 00002 
0. 00005 
0. 00014 


0. 00034 
0. 00076 
9. 00155 
0. 00297 
0; 00535 


0. 00912 
0. 01482 
0. 02308 
0. 03457 
0. 04994 


0. 06982 
0. 09471 
0. 12492 
0. 16054 
0. 20143 


0. 24716 
0. 29707 
0. 35029 
0. 40576 
0. 46237 


0. 51898 
0.57446 
0. 62784 
0. 67825 
0. 72503 


35 
17.5 


0.00001 
0. 00003 
0. 00006 


0.00012 
0. 00025 
0. 00047 
0.00085 
0.00147 


0. 00246 
0. 00397 
0.00622 
0.00945 
0. 01397 


0.02010 
0. 02824 
0. 03875 
0.05202 
0. 06840 


0. 08820 
0.11165 
0. 13887 
0.16987 
0.20454 


0. 24264 


26 
13.0 


0. 00001 
0. 00003 
0. 00009 


0. 00022 
0. 00050 
0. 00105 
0. 00204 
0. 00374 


0. 00649 
0. 01073 
0. 01700 
0. 02589 
0. 03802 


0. 05403 
0. 07446 
0. 09976 
0. 13019 
0. 16581 


0. 20645 
0. 25168 
0.30087 


.0. 35317 


0. 40760 


0. 46311 
0, 51860 
0. 57305 
0. 62549 
0. 67513 


36 
18.0 


0. 00001 
0. 00002 
0. 00004 


0. 00008 
0. 00017 
0.00032 
9. 00059 
0.00104 


“0.00177 


0. 00289 
0. 00459 
0. 00706 
0. 01056 
0. 01538 
0. 02187 
0. 03037 
0. 04125 
0. 05489 


0. 07160 
0. 09167 
0. 11530 
0. 14260 
0, 17356 


0. 20808 


21 
13.5 


0. 00001 
0. 00002 
0.00006 


0.00015 
0. 00033 
0.00071 
0.00140 
0. 00260 


"0. 00460 


0. 00773 
0. 01244 
0.. 01925 
0. 02874 


0. 04148 
0. 05807 
0. 07900 
0. 10465 
0. 13526 


0.17085 
0. 21123 
0. 25597 
0. 30445 
0. 35588 


0. 40933 
0.46379 
0. 51825 
0. 57171 
0. 62327 


37 
18.5 


0. 00001 
0. 00003 


0.00006 
0. 00012 
0. 00022 
0. 00041 
0. 00074 


0. 00127 
0. 00210 
0. 00337 
0. 00524 
0. 00793 


0. 01170 
0. 01683 
0. 02366 
0. 03251 
0. 04376 


0. 05774 
0, 07475 
0. 09507 
0. 11886 


0. 14622 


0. 17714 


28 
14.0 


0. 00001 
0.00004 


0. 00009 
0. 00022 
0. 00047 
0.00095 
0.00181 


0.00324 
0. 00553 
0.00905 
0. 01423 
0. 02157 


0. 03162 
0. 04494 
0. 06206 
0. 08343 
0.10940 


0. 14015 
0. 17568 
0. 21578 
0. 26004 
0. 30785 


0. 35846 
0. 41097 
0. 46445 
0. 51791 
0. 57044 


38 
19.0 


0. 00001 
0. 00002 


0. 00004 
0. 00008 
0. 00015 
0. 00029 
0. 00052 


0.00090 
0.00151 
0. 00246 
0. 00387 
0. 00593 


0. 00886 
0. 01289 
0. 01832 
0. 02547 


-0, 03467 


0. 04626 
0. 06056 
0. 07786 
0, 09840 
0. 12234 


0. 14975 


29 
14.5 


0. 00001 
0. 00002 


0. 00006 
0. 00015 
0. 00032 


0. 00065. 


0. 00125 


0. 00227 
0. 00394 
0.00655 
0. 01045 
0. 01609 


0. 02394 
0. 03453 


0. 04838 


0. 06599 
0. 08776 


9.11400 
0.14486 
0.18031 
0.22013 
0. 26392 


0. 31108 
0. 36090 
0. 41253 
0. 46507 
0. 51769 


39 
19.5 


0. 00001 


0. 00003 
0. 00005 
0. 00011 
0. 00020 
0. 00036 


0. 00064 
0. 00109 
0. 00179 
0.00285 


0. 00442 


0. 00667 
0. 00981 
0. 01411 
0. 01984 
0. 02731 


0. 03684 
0. 04875 
0. 06235 
0. 08092 
0.10166 


0.12573 


30 
15.0 


0. 00001 
0.00002 


0.00004 
0.00010 
0.00021 
0. 00044 
0. 00086. 


0. 00159 
0. 00279 
0. 00471 
0. 00763 
0. 01192 


0. 01800 
0. 02635 
0. 03745 
0. 05180 
0. 06985 


0. 09199 
0. 11846 
0. 14940 
0. 18475 
0.22429 


0. 26761 
0. 31415 
0. 36322 
0. 41400 
0.46565 


40 
20.0 


0. 00001 


0. 00002 
0. 00004 
0. 00007 
0. 00014 
0. 00026 


0. 00045 
0. 00078 
0. 00129 
0.00209 
0. 00327 


0. 00500 
0. 00744 
0. 01081 
0. 01537 
0. 02139 


0. 02916 
0. 03901 
0. 05124 
0. 06613 
0. 08394 


9. 10486 


ИНТЕГРАЛ ВЕРОЯТНОСТЕЙ χ: 771 


Таблица 26.7. Интеграл вероятностей χ᾽, неполная гамма-функция, функция распределения Пуассона 


х2=42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 
Е т=21 22 23 24 25 26 yA 28 29 30 
10 0. 00001. | 
11 0.00002 0.00001 
12 0.00003 0.00002 0.00001 
17 0.00006 0.00003 0.00001 0.00001 
14 0. 00012 0.00006 0.00003 0.00001 0.00091 | 
15 0.00023 0.00011. 0.00005 0.00603 0.00001 0.00001 
16 0.00040 0.00020 0.00010 0.00005 0.00002 0.00001 0.00001 
17 0.00067 0.00034 0.00017 0.00009 0.00004 0.00002 0.00001 0.00001 
18 0. 00111 0.00058 0.00030 0.00915. 0.00008 0.00004 0.00002 0.00001 
19 0. 00177 0.00094 0.00050 0.00026 0.00013 0.00007 0.00003 0.00002 0.00091 
20 0.00277 0.00151 0.00081 0.00043 0.00022 0.00011 0.00006 0.00003 0.00001 0.00001 
21 0. 00421 0.00234 0.00128 0.00069 0.00036 0.00019 0.00010 0.00005 0.00003 0.00001 
22 0.00625 0.00355 0.00198 0.00109 0.00059 0.00031 0.00016 0.00009 0.00004 0.00002 
23 0.00908 0.00526 0.00299 0.00167 0.00092 0.00050 0.00027 0.00014 0.00007 0.00004 
24 0.01291 0.00763 0.00443 0.00252 0.00142 0.00078 0.00043 0.00023 0.00012 0.00006 
25 0. 01797 0.01085 0.00642 0.00373 0.00213 0.00120 0.00066 0.00036 0.00020 0.00011 
26 0.02455 0.01512 0.00912 0.00540 0.00314 0.00180 .0.00102 0.00056 0.00031 0.00017 
27 0. 03292 0.02068 0.01272 0.00768 0.00455 0.00265 0.00152 0.00086 0.00048 0.00026 
28 0.04336 0.02779 . 0.01743 0.01072 0.00647 0.00384 0.00224 0.00129 0.00073 0.00041 
29 0. 05616 0.03670 0.02346 0.01470 0.00903 0.00545 0.00324 0.00189 0.00109 0.00062 
30 0.07157 0.04769 0.03107 0.01983 0.01240 0.00762 0.00460 0.00273 0.00160 0.00092 
x? = 62 64 66 68 70 р 74 76 
ν т -- 81. 32 33 34 35 36 < 38 
1 .0. 00001 -.. . 
22 0. 00001 ..0.00001 
23 0. 00002 _:0. 00001 0.00001 
24 0.00003 0.00002 0.00001 
25 0.00006 0.00003 0.00002 0.00001 
26 0.00009 0.00005 0.00003 0.00001 0.00001 
27 0.00014 0.00008 0.00004 0.00002 0.00001 0.00001 
28 0. 00023 0.00012 0.00007. 0.00004 0.00002 0.00001 0.00001 
29 0.00035 0.00019 0.00011 0.00006 0.00003 0.00002 0.00001 
30 0.00052 0.00029 0.00016 0.00009 0.00005 0.00003 0.00001 0.00001 


ῳϑ|ν)--1-- Ρ(α9|ν) -[2 (5 


2 


—l pe 55-1 Nel ps 6-1 ΜΝ В | 


ш=,—т>0 


τί» -χὶ 
Интерполяция πο x7: 
0621 ν) =O (χἒΙνο — 4) |; |+ Ο(χ8! — 2) Ф — ©} +00 vo) | -Ф+ > a |. 
Интерполяция по двум аргументам: 
Ο(8! = 001 νο — 4) |; < +00» — 2)[@ — @ — w0] + 


ину wo], 
2 


1 1 1 1 
+ 008 vo — 1) ἘΞ ig νΦ | + O(x2| νο) П — Ww — O+ > @* + vo + 008% + 1) E 


49* 


772 


2— 
ель 6 


ом (πάρω ρα 


10 


Взято из [26.11]. 


Таблица 26.8. Процентные точки 7?-распределения; значения χ᾽ как функции О и v 


0.995 


-5) 3.92704 

-2) 1.00251 

-2) 7.17212 
0.206990 
0.411740 


0.675727 
0.989265 
1.344419 
1.734926 
2.15585 


2.60321 
3.07382 
3.56503 
4.07468 
4.60094 


5.14224 
5.69724 
6.26481 
6.84398 
7.43386 


8.03366 
8.64272 
9.26042 
9.88623 


10.5197 


11.1603 
11.8076 
12.4613 
13.1211 
13.7867 


20.7065 
27.9907 
35.5346 
43.2752 
51.1720 


59.1963 
67.3276 


-2.5758 


( 
( 


0.99; 
-4) 1.57088 
-2)2.01007 
0.114832 
0.297110 
0.554300 


0.872085 
1.239043 
1.646482 
2.087912 
2.55821 


3.05347 
3.57056 
4.10691 
4.66043 
5.22925 


5.81221 
6.40776 
7.01491 
7.63273 
8.26040 


8.89720 
9.54249 


10.19567 


10.8564 
11.5249 


12.1981 
12.8786 
13.5648 
14.2565 
14.9535 


22.1643 
29.7067 
37.4848 
45.4418 
53.5400 


61.7541 
70.0648 


-2.3263 
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( 
( 


0.9 


0.0157908 
0.210720 
0.584375 
1.063622 


1.61031 


2.20413 
2.83311 
3.48954 
4.16816 


4.86518. 


5.57779 
6.20380- 


7.04150 
1.18953 
8.54675 


9.31223 


0.75 


0.101531 
0.575364 
1.212534 


1.92255 
2.67460 


3.45460 
4.25485 
5.07064 
5.89883 


6.73720 


7.58412 
8.43842 
9.29906 


((х?]ь) -[ т ОГ Г. en 2-1! dt 


0.975 0.95 
-4) 9.82069 (-3)3.93214 | 
-2) 5.06356 0.102587 
0.215795 0.351846 
0.484419 0.710721 
0.831211 1.145476 
1.237347 1.63539 
.1.68987 2.16735 
2.17973 2.73264 
2.70039 3.32511 
3.24697 3.94030. 
3.81575 4.57481 
4.40379 5.22603 
5.00874 5.89186 
5.62872 6.57063 
6.26214 7.26094 
6.90766 7.96164 
7.56418 8.67176 
8.23075 9.39046 
8.90655 10.1170 
9.59083 10.8508 
10,28293 11.5913 
10.9823 12.3380 
11.6885 13.0905 
12.4011 13.8484 
13.1197 14.6114 
13.8439 15.3791 
14.5733 16.1513 
15.3079 16.9279 
16.0471 17.7083 
16.7908 18.4926 
24.4331 26.5093 
32.3574 34.7642 
40.4817 43.1879 
48.7576 51.7393 
57.1532 60.3915 
65.6466 69.1260 
74.2219 77.9295 
-1.9600 -1.6449 


10.0852 
10.8649 
11.6509 
12.4426 


13.2396 
14.0415 
14.8479 
15.6587 
16.4734 


17.2919 
18.1138 


18.9392 


19.7677 
20.5992 


29.0505 
37.6886 
46.4589 
55.3290 
64.2778 


73.2912 
82,3581 


-1.2816 


10.1653 
11.0365 


Е, 9122 
12.1319 
13.6753 
14.5620 
15.4518 


16.3444 
17.2396 
18.1373 
ТЭГ 
19.9393 


20.8434 
21.7494 
22.6572 
23.5666 
24.4776 


33.6603 
42.9421 
52.2938 
61.6983 
71.1445 


80.6247 
90,1332 


-0.6745 


0.5. 0.25 
0.454937 1.32330 
1.38629. - 6.14259 
2.36597 4.10835 
3.35670 5.38527 
4.35146 6.62568 
5.34812 7.84080 
6.34581 9.03715 
7.24412 10.2188 
8.34283 11.3887 
9.34182 12.5489 

10.3410 13.7007 
11.3403 14.8454 
12,2398 15.9839 
13,3393 47.1170 
14.3389 18,2451 
15.3385 19.3688 
16.3381 20.4887 
17.3379 21.6049 
18.3276 22.7178 
19.3374 23.8277 
20.3372 24.9348 
21.3370. 26.0393 
22.3369 27.1413 
23.3367 28.2412 
24.3366 29.3389 
25.3364 30.4345 
26.3363 31.5284 
27.3363 32.6205 
28.3362 33.7109 
29.3360 34.7998 
39.3354 45.6160 
49.3349 56.3336 
59.3347 66.9814 
69.3344 77.5766 
79.3343 88.1303 
89.3342 98.6499 
99.3341 109.141 
0.0000 0.6745 


ПРОЦЕНТНЫЕ ТОЧКИ χ’-ΡΑΟΠΡΕΠΕΠΕΗΜΗ 773 
Таблица 26.8. Процентные точки х?-распределения; значения y? как функции О и у 

‚\ 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001 
1 2.70554 3.84146 5.02389 6.63490 7.87944 10.828 12.116 15.137 
2 4.60517 5.99147 7.37776 9.21034 10.5966 12.016 15,202 18.421 
3 6.25139 7.81473 9.34840 11.3449 12.8381 16.266 а 21.100 
4 7.77944 9.48773 11.1433 13.2767 14.8602 18.467 19.997 2.913 
5 9.23635 11.0795 12,6325 15.0863 16.7496 20,515 22.105 25.745 
6 10.6446 12.5916 14.4494 16,8119 18.5476 22.458 24.103 27.856 
7 12.0170 14.0671 16.0128 18.4753 20.2777 24.322 26.018 29.877 
8 13.3616 15.5073 17.5346 20.0902 21.9550 26.125 27.868 31.828 
9 14.6837 16.9190 19.0228 21.6660 23.5893 27017 29.666 33.160 
10 15,9871 18.3070 20.4831 23.2093 25.1882 29.588 31.420 35.564 
11 17.2750 19.6751 21.9200 24.7250 26.7569 31.204 33,157 31.207 
ΗΝ 18.5494 21.0261 23.3367 26.2170 28.2995 32.909 34.821 39.134 
13 19.8119 22.3621 24.7356 27.6883 29.8194 34.528 36.478 40.871 
14 21.0642 23.6848 26.1190 29.1413 3153193 56,125 38.109 42.579 
15 22.3072 24.9958 27.4884 30.5779 32.8013 1.530 39.719 44.263 
16 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672 39.252 41.308 45.925 
17 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185 40.790 42.879 47.566 
18 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1564 42.312 44.434 49.189 
19 27.2036 39.1435 32.8523 36.1908 38.5822 43.820 45.973 50.796 
20 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968 45.315 47.498 52.386 
21 29.6151 32.6705 35.4789 38.9321 41.4010 46.797 49.011 53.962 
22 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7956 48.268 Руа 55.525 
23 32.0069 35,1725 38.0757 41.6384 44.1813 49.728 52.000 57.075 
24 33.1963 36.4151 39.3641 42.9798 45.5585 51.179 53.479 58.613 
de 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9278 52.620 54.947 60.140 
26 35.5621 38.8852 41.9232 45.6417 48.2899 54.052 56.407 61.657 
27 36.7412 40.1133 43.1944 46.9630 49.6449 55.476 57.858 63.164 
28 37.9159 41.3372 44.4607 48.2782 50.9933 56.892 59.300 64.662 
29 39.0875 42.5569 45.7222 49.5879 52.3356. 58.302 60.735 66.152 
30 40.2560 43.7729 46.9792 50.8922 53.6720 59.703 62.162 67.633 
40 51.8050 55,1505 59.3417 63.6907 66.7659: 73.402 76.095 82.062 
50 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900 86.661 89.560 95.969 
60 74.3970 79.0819 83.2976 88.3794 91.9517 99.607 102.695 109.503 
70 65,5271 90,5312 95.0231 100,425 104.215 112.317 115.578 122,155 
80. 96.5782 101.879 106.629 112.329 116.321 124.839 128.261 135.102 
90 107.565 113.145 118.136. 124.116 128.299 137.208 140.782 148.627 
100 118.498 124.342 129.561 135.807 140.169 149.449 15.150 161.319 

a 1.2816 1.6449 1.9600 УЕ, г. 3.0902 3,2905 3.7190 


вое [вт (5)] fret 


774 26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.9. Процентные точки Е-распределения; значения F как функции О, νι, να 
Ο(Ε!νι,νο) 0.6 


1 2 3 4 5 6 8 12 15 20 30 60 > 
1 100 1.50 1.71 . 1,88, 1.89 3.94 200 2.07 :2.09. 2.12 -2.15. 217 2.20 
2 0.667 1.00: 1.13 1.21 1.25 1.28 1.32 1.36 1.38 1.39 1,41 1.43 1.44 
> 0.585 0.861 1.00. 1.06 1.10 1115: 1.16 1.20 1.21° 1.23 1.24 1.25 1.27 
4 0.549 0.828 0.941 1.00 1.04 1.06 1.09 1.13 1.14 1.15 1.16 1.18 1,19 
5 0.528 0.799 0.907 0.965 1.00 1.02 1.05 1.09 1.10 1.11 1.12 1,14 1,15 
6 0.515 0.780 0.886 0.942 0.977 1:00 1.03 1.06 1.07 1.08 1.10 1/11 1.12 
7 0.506 0.767 0.871 0.926 0.960 0.983 1.01 1.04 1.05 1.07 1.08 1.09 1,10 
8 0.499 0.757 0.860 0.915 0.948 0.971 1.00 1.03 1.04 1.05 1.07 1.08 1.09 
9 0.494 0.749 0.852 0.906 0.939 0.962 0.990 1.02 1.03 1.04 1.05 1.07 1.08 

10 0.490 0.743 0.845 0.899 0.932 0.954 0.983 1.01 1.02 1.02 1.05 1.06 1.07 


11 0.486 0.739 0.840 0.893 0.926 0.948 0.977 1.01 1.02 1.03 1.04 1,05 1,06 
12 0.484 0.735 0.835 0.888 0.921 0.943 0.972 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 1.06 
13 0.481 0.731 0.832 0.885 0.917 0.939 0.967 0.996 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05 
14 0.479 0.729 .0.828 0.881 0.914 0.936 0.964 0.992 1.00 1.01 1.03 1.04 1.05 
15 0.478 0.726 0.826 0.878 0.911 0.933 0.960 0.989 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 


16 0.476 0.724 823 0.876 0.908 0.930 0.958 0.986 0.997 1.01 1.02 1.03 1:04 
17 0.475 0,72 .821 0.874 0,906 0.928 0.955 0.983 0.995 1.01 1.62 1.03 1.04 
18 0.474 0.721 0.819 0.872 0.904 0.926 0.953 0.981 0.992 1.00 1.02 1.03 1,04 
19 0.473 0.719 0.818 0.870 0.902 0.924 0.951 0.979 0.990 1.00: 1.01 1.02 1,04 
20 0.472 0.718. 0.816. 0.868 0.900 0.922 0.950 0.977 0.989. 1.00 1.01 1.02 1.03 


21 0.471 0.716 0.815 0.867 0.899 0.921 0.948 0.976 0.987 0.998 1.01 1.02 1,03 
22 0.470 0,715 0.814 0.866 0.898 0.919 0.947 0.974 0.986 0.997 1.01 1.02 1.03 
23 0.470 0.714 0.813 0.864 0.896 0.918 0.945 0.973 0.984 0.996 1.01 1.02 1,03 
24 0.469 0.714 0.812 0.863 0.895 0.917 0.944 0.972 0.983 0.994 1.01 1.02 1,03 
25 0.468 0.713 0.811 0.862 0.894 0.916 0.943 0.971 0.982 0.993 1.00 1.02 1,03 


26 0.468 0.712 0.810 0.861 0.893 0.915 0.942 0.970 0.981 0.992 1.00 1.01 1.03 
27 0.467 0.711 0.809 0.861 0.892 0.914 0.941 0.969 0.980 0.991 1.00 1.01 1.03 
28 0.467 0.711 0.808 0.860 0.892 0.913 0.940 0.968 0.979° 0.990 1.00 1.01 1.02 
29 0.466 0.710 0.808 0.859 0.89Т 0.912 0.940 0.967 0.978 0.990 1.00 1.01 1.02 
230 0.466 0.709 0.807 0.858 0.890 0.912 0.939 0.966 0.978 0.989 1.00 1.01 1.02 


40 0.463 0.705 0.802 0.854 0.885 0.907 0.934 0.961 0.972 0.983 0.994 1.01 1.02 
60 0.461 0.701 0.798 0.849 0.880 0.901 0.928 0.956 0.967 0.978 0.989 1.00 1.01 
120 0.458 0.697 0.793 0.844 0.875 0.896 0.923 0.950 0.961 0.972 0.983 0.994 1.01 
«0 0.455 0,693 0.789 0.839 0.870 0.891 0.918 0.945 0.956 0.967 0.978 0,989 1.00 


О(Ё|и, №) 0.25 


το 
© 
nN 


ии 1 5 6 8 12 15 20 30 00 > 
1 5.83 7.50 8.20 8.58 8.82 8.98 9.19 9.41 9.49 9.58 9.67 9.76 9.85 
2 2.57 3.00 3.15 3.23 3.28 3.31 3.35 3.39 3.41 3.43 3.44 3.46 3.48 
3 2.02 2.28 2.36 2.39 2.41 2.42 2.44 2.45 2.46 2.46 2.47 2.47 2.47 
4 1.81 2.00 2.05 2.06 2.07 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 2.08 
5 1.69 1.85 1.88 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.89 1.88 1,88 1.87 1.87 
6 1.62 1.76 1.78 1.79 1.79 1,18 1,18 1.17 1.16 1.76 1.15 1.14 1.74 
7 1.57 1.70 1.72 1.72 3.71 1.71 1,10 1.68 1.68 1.67 1.66 1.65. 1.65 
8 1.54 166 1.67 1.66 1.66 1.65 1.64 1.62 1.62 1.61 1.60 1.59 1.58 
9 1.51 1.62 1.63 1.63 1.62 1.61 1.60 1.58 1.57 1.56 1:55 1.54 1.53 
10 1.49 1.60 1,60 1.59 1.59 1.58 1.56 1.54 1,53 1.52 1.51 1.50 1.48 
11 1.47 1.58 1.58 1.5] 1.56 1.55 153 1.51 1.50 1.49 1.48. 1.47 1.45 
1. 1.46 1.56 1.56 1.55 1.54 1.53 1,51 1.49 1.48 1.47 1.45 1.44 1.42 
13 1.45 1.55 1.55 1.53 1.52 1.51 1.49 1.47 1.46 1.45 1.43 1.42 1.40 
14 1.44 1.53 1.53 1.52 1.51 1.50 1.48 1.45 1.44 1,42 1.41 1.40 1.38 
15 1.43 1.52 1.52 1.51 1.49 1.48 1.46 1.44 1.43 1.41 1.40 1.38 1,36 
16 1.42 1.51 1.51 1.50 1.48 1.47 1.45 1.43 1.41 1.40 1.38 1.36 1.34 
17 1.42 1.51 1,50 1.49 1.47 1.46 1.44 1.41 1.40 1.39 1.37 1.35 1.33 
18 1.41 1.50 1.49 1.48 1.46 1.45 1.43 1.40 1.39 1.38 1.36 1.34 1.32 
19 1.41 1.49 1.49 1.47 1.46 1.44 1.42 1.40 1.38 1.37 1.35 1.33 1.30 
20 1.40 1.49 1.48 1.47 1.45 1.44 1.42 1.39 1,37 1.36 1.24 1.32 1.29 
21 1.40 1.48 1.48 1.46 1.44 1.43 1.41 1.38 1.37 1.35 1.33 -1.31 1,28 
22 1.40 1.48 1.47 1.45 1.44 1.42 1.40 1.37 1.36 1.34 1.32 1.30 1.28 
23 1.39 1.47 1.47 1.45 1.43 1.42 140 137 1.35 1.34 132 1.30 1.27 
24 1.39 1.47 1.46 1.44 1,43 1,41 1.39 1.36 1.35 1.33 1.31 1.29 1.26 
25 1.39 1.47 1.46 1.44 1.42 1,41 1.39 1.36 1.34 1.33 1.31 1.28 1.25 
26 1.28 1.46 1.45 1.44 1.42 1.41 1.38 1.35 1.34 1.32 1.30 1.28 1.25 
27. 1.38 1.46 1.45 1.43 1.42 1.40 1.38 1.35 1.33 1.32 1.30 1:27 1.24 
28 1.38 1.46 1.45 1.43 1.41 1.40 1.38 1.34 1.33 1.31 1.29 1.27 1.24 
29 1.38 1.45 1.45 1.43 1.41 1.40 1.37 1.34 1.32 1,21 1.29 1.26 1.23 
20 1.38 1.45 1.44 1.42 1,41 1,29 1.37 1.34 1,32 1.30 1.28 1.26 1.22 
40 1.36 1.44 1.42 1.40 1.39 1.37 1.35 1.31 1.30 1.28 1.25 1.22 1.19 
60 1.35 142 141 1538 1 1.35 1 123 127 W25 12 19 15 
120 1.34 1.40 1.39 1.37 135 133 1.30 1.26 1.24 122 1.13 1.16 1,16 
во 1.32 1.39 137 1.35 133 131 128 1.24 1.22 119 116 1.12 1.08 


Взято из [26.11]. 


ПРОЦЕНТНЫЕ ТОЧКИ Г-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 775 


Таблица 26.9. Процентные точки РЕ-распределения; значения F как функции О, νι, 3 
Ο(ΕΊνι)νο) =0.1 


УИ 1 2 5 4 5 6 8 12 15 20 430 0 oo 
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 59.44 60.71 61.22 61.74 62.26 62.79 63.33 
2 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.37 9.41 9.42 9.44 9.46 9.47 9.49 
3 5.54 5.46 5.39 5.34 «Ἂν, κ 5.28 5.25 5.22 5.20 5.18 5.17 5.15 5.13 
4 4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.95 3.90 3.87 3.84. 3.82 3.79 3.76 
5 4.06 3.78 3.62 pe 3.45 3.40 3.34 3.27 3.24 к Ἐν al 3.17 3.14 310 
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.211 3.05 2.98 2.90 2.87 2.84 2.80 2.76 2.72 
7 3.57 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.75 2.67 2.63 2.59 2.56 2.51. 2.47 
8 3.46 3,31 2.92 2.81 2.73 2.67 2.59 2.50 2.46 2.42 2.38 2.34 2.29 
9 3.36 3.01 2.81 2.59 2.61 2.55 2.47 2.38 2.34 2.30 2.25 2.21 2.16. 
10 3.29 2.92 ΑΝ Κα 2.62 Lone 2.46 2.38 2.28 2.24 2.20 2.16 2.11 2.06 
11 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.30 2.21 Юл 2.12 2.08 2.03 1.97 
12 3.18 2.81 2.61 2.48 2.39 2.33 2.24 2.15 2.10 2.06 2.01 1.96 1.90 
13 3.14 2.76 2.56 2.43 2.30 2,28 2.20 2.10 2.05 2.0} 1.96 1.90 1.85 
14 3.10 2.73 2.52 2.39 Pook 2.24 2.15 2.05 2.01 1.90 Leo 1.86 1.80 
15 3.07 2.10 2.49 2.36 22а 2.01 2.12 2.02 1.97 1.92 ВТ 1.82 1.76 
16 3.05 2.67 2.46 eS | 2.24 2.18 2.09 1.99 1.94 1.89 1.84 1.78 1.72 
$7 3,03 2.64 2.44 #31 Zee pe 2.06 1.96 1,91, 1.36 ΠΠ j PAY ἐς’ 1.69 
18 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.04. 1.93 1.89 1.84 Г: 1.12 1.66 
19 2.99 2.61 2.40 Pa a | 2.18 1 2.02 1,91 1.86 1.81 1.76 1.70 1.63 
20 2.97 2.59 2.38 г №: 2.16 2.09 2.00 1.89 1.84 1.79 1.74 1.68 1.61 
21 2.96 2.57 2.36 2.23 2.14 2.08 1.98 1.87 1.83 1.78 ise 1.66 1.59 
22 2.95 2.56 L200 2.22 2.13 2.06 1.97 1.86 1.81 1.76 1.70 1.64 1.57 
23 2.94 2.55 2.34 2.21 Salk 2.05 1.95 1.84 1.80 1.74 1.69 1.62 1.55 
24 "Жк. 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.94 1.83 1.78 1.43 1.67 1.61 1.53 
25 2.92 2.53 2.32 2.18 2.09 2.02 1.93 1.82 Lali leita 1.66 1.59 oe 
26 2.91 2.52 ма 2.17 2.08 2.01 1.92 1.81 1.76 Lik 1,65 1.58 1.50 
27 2.90 2.51 2.30 roe 2.07 2.00 1.91 1.80 1.75 |: 1.64 ].57 1.43 
28 2.89 2.50 2.29 ‚2.16 2.06 2.00 1.90 1.79 1.74 1.69 1.63 1.56 1.48 
29 2.89 2.50 2.28 PAL 2.06 1.99 1.89 1.78 1.73 1.68 1.62 1.55 1.47 
30 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.88 Lid 1.72 1.67 1.01 1.54 1.46 
40 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.83 1.14 1.66 1.6} 1.54 1.4: 1.38 
60 2.79 2.39 2.18 2.04 1.95 1.87 1.77 1.66 1.60 1,54 1.48 1.40 1.29. 
120 "ΒΝ ο 2.35 2.13 1.99 1.90 1.82 | ἿΝ ὁ 1.60 i 1.48 1.41 1.32 1.19 
0 ΡΜ καὶ 2.30 2.08 1.94 1.85 1. Τὶ 1.67 1.55 1.49 1.42 1.34 1.24 1.00 


О(Е|и у) =0.05 
6 8 12 15 20 30 60 > 


1 `161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 245.9 248.0 250.1 252.2. 254.3 

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 - 19.43. . 19,45. 19.86 .. 19,45 19,50 
3 10,15 ‚ №: 9.28 9.12 9.01 8.94 8.85 8.74- 8.70 8.66 8.62 8.57 8.53 
4 ep! 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.04 «Ἐς αἱ 5.86 5.80 5.75 5.69 5.63 
5 6.61 5.79 5.4} 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.02 4.56 4.50 4.43 4.36 
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.34 4.28 4.15 4.00 3.94 3.87 3.31 3.74 3.67 
7 5.59 4.74 4.55 4.12 2.97 3.87 2.73 3.57 3.51 3.44 3.38 3.30 3.23 
8 5,32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3.28 3.22 3.15 3.08 3.01 2.93 
у 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.07 3.01 2.94 2.86 2.79 2.71 
16 4.96 4.10 3.11 3.48 3.33 3.22 5.07. 2.91 2.85 2.77 2.79 2.62 2.54 
11 4.84 2.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2.19 2.72 2.65 с 2.49 2.40 
12 4,75 3.89 3.49 3.26 3.11 2.00 2.85. 2:69 2.62 2.54 2.47 2.38 2.30 
13 4.67 3.81 2.41 2.18 3.03 2.92 2,77 2.60 2.93 2.46 2.38 2.30 2:21 
14 4.60 3.74 3.24 3.11 2.96 2.85 2.70 2.23 2.46 2.59 2.31 2.22 ya 
15 4.54 2.68 3,29 2.06 2.90 2.75 2.64 2.48 2.40 2.33 even 2.16 2.07 
lo 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74: 2.59 2.42 2,35 2.28 2.19 amy 2.01 
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.22 ras 212 2.06 1.96 
18 4.41 3.55 3.16 2,93 2.77 2.66 2.51 2.34 2.2 2.19 Е. 11 2.02 1.92 
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63. 2.48 №] | 2.23 2.16 2.07 1.98 1.88 
20 4.35 3.49 3.10 2.87 241 2.60 2.45 2.28 2.20 212° 2.04 1,95 1.84 
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.42 2360 2.18 2.10 2.01 1,72 1.81 
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.40 2.23 2.15 2.07 1.98 1.89 1.78 
23 4.28 3.42 3,03 2.80 2.64 2.53 2.37 2.20 2.13 2.05 1.96 1.86 1,76 
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.36 2.18 2.11 2.03 1.94 1.84 1.73 
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.34 2.16 2.09 2.01 1,42 1.82 1.71 
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.57 2.47 2.32 2.15 2.07 1.99 1.90 1.80 1.69 
7 4.21 3.35 2.96 2.73 rT | 2.45. 2.31 2.23 2.06 1.91 1.88 $579 1.67 
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.29 rae 2.04 1.96 1.87 Beit 1.65 
29 4.18 2.23 Ry 2,70 2.55 2.43 2.28 2.10 2.03 1.94 1.85 1.75 1864 
30 4.17 2.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.27 2.09 2.01 1.93 1.84 1.74 1.62 
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.18 2.00 1.92 1.84 1.7А 1.64 1.91 
60 4.09 343 2.76 4,53 2.37 2.25 2.10 1,92 1.84 1.13 1.65 1.53 1.39 
120 3,92 3.07 2.68 2.45 2.29 ды 2.02 1.83 1.75 1.66 2.55 1.43 1.25 
οὐ 2.84 3.09 2.60 2.37 2.21. 2.10 1.94 1.15 1.67 1.57 1.46 122 1.00 
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Таблица 26.9. Процентные точки Р-распределения; значения Е как функции О, νι, V2 
О(Е|и №) -0.025 


и 1 2 3 4. 5 6 8 12 15 20 30 60 - 


647.8. 799.5 864.2 899.6 921.8 ео! ‘956.7 976.7 984.9 993.1 1001 1010 1018 
38.51 39.00 39.11 39.25 39.30 39,32 39.37 39.41 39.43 39.45 39.46 39.48 39.50 
17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.54 14.34 14.25 14.17 14.08 13.99 13.90 
12,22 10,65 9.98 9.60 9.36 9.20 8.98 8.75 8.66 8.56 8.46 8.36 8.26 
10.01 8.43 7.76 1.39 7.15 6.98 6.76 6.52 6.43 6.33 6.23 6.12 6.02 


8.81 7.26 6.60 6.23 5 99 5.82᾽ 5.60 5.37 5.27 5.17 5.07 4.96 4.85 
8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.90 4.67 4.57 4.47 4.36 4.25 4.14 
7.57 6.06 5.42 5.05 .4.82 4.65 4.43 4.20 4.10 4.00 3.89 3.78 3.67 
7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.10 3.87 3.77 3.67 3.56 3.45 3.33 
6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.85 3.62 3.52 3.42 3.31 3.20 3.08 


il 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.66 3.43 3.33 3.23 3.12 3.00 2.88 
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.51 3.28 3.18 3.07 2.96 2.85 2.72 
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.17 3.60 3.39 3.15 3.05 2.95 2.84 2.12 2.60 
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.29 3.05 2.95 2.84 2.73 2.61 2.49 
i 6.20 4.77 `4.15 3.80 3.58 3.41 3.20 2.96 2.86 `2.76 2.64. 2:52 2.40 


16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.12 2.89 2.79 2.68 2.57 2.45 2.32 
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 "3.06 2.82 2.12 2.62 2.50 2.38 2.25 
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22. 3.01 2.77 .2.67 2.56 2.44 2.32 2.19 
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 2.96 2.72 2.62 2.51 2.39 2.27 2.13 
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 2.91 2.68 2.57 2.46 2.35 2.22 2.09 


21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.87 2.64 2.53 2.42 2.31 2.18 2.04 
22 5.79 4.38 3.78. 3.44 3.22 3.05 2.84 2.60 2.50 2.39 2.2% 2.14 2.00 
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2381 2.57 2.47 2.36 2.24 2.11 1.97 
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 78 2.54 2.44 2.33 2.21 2.08 | 1.94 
25 5.69 4.29 3.69 3.35 bm 2.97 2.75 2.51 2.41 2.30 2.18 2.05 1.91 


26 5.66 4.27 - 3.67 3.33 3.10 2.94 2.73 2.49 2.39 2.28 2.16 2.03 1.88 
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.71 2.47 2.36 2.25 2.13 2.00 1.85 
28 5.61 4.22 2.63 3.29 3.06 2.90 2.69 2.45 2.34 2.23 2.11 1.98 1.83 
29 . 5.59 4.20 3.61 3.27 `3.04 2.88 2.67 2.43 2.32 2.21 2.09 1.96 1.81 
30 5.57 4.18 2.59. 3.25 3.03 2.87 2.65 2.41 2.31 2.20 2.07 1.94 1.79 


40 5.42 4.05 3.46. 3.13 2.90 2.74 2,53 2.29 2.18 2.07 1.94 1.80 1.64 
60 5.29 2.93 3.34 3.01 2.79 2.63 2.41 2.17 2.06 1.94 1.82 1.67 1.48 
120 5.15 3.80 3.23 2.89 2.67 2.52 2.30 2.05 1.94 1.82 1.69 Lao pm 
© 5.02 3.69 ake 2.79 2.57 2.41 2.19 1.94 1.83 1.71 1.57 1.39 1.00 


О(Е}и.:)-0.01 


ии 1 2 8 4 5 6 8 1 15 2 э 9 В 


1 4052 4999.5 5403 5625 5764 5859 5982 6106 6157 6209 6261 6313 6366 

2 98.50 99.00 33.17: 39923 99.30 99.33 99.37 99.42 99.43 99.45 99.47 99.48 99.50 

3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.49 27.05 26.87 26.69 26.50 26.32 26.13 
21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.80 14.37 14.20 14.02 13.84 13.65 13.46 
16.26 33.27. 12.06 11.39 10.97 10.67 10.29 9.89 9.12 9.95 9.28 9.20 9.02 


- ; 
>220-+<^ Ψυνδιώλορ 


ПРОЦЕНТНЫЕ ТОЧКИ Е-РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


Таблица 26.9. Процентные точки Е-распределения; значения F как функции О, νι, V2 


Q(F |, νι) -0.005 


ди 1 2 9 4 5 6 8 12 15 20 30 60 
1. 1641} 20000 21615 22500 23056 23437 23925 24426 24630 24836 25044 25253 
2 198,5 199.0 199.2 199.2 199.3 199,3 199,4 199.4 199.4 199.4 199,5 199.5 
2 ке Ἄν 49.80 47.47 46.19 45.39 44.84 44.13 43.39 43.08 42.78 42.47 42.15 
4 31.33 26.28 24.26 23.15 22.46 21.97 21,35 20.70 20.44 20.17 19.89 19.61 
5 22.78 18,31 16.53 15.56 14.94 14.51 13.96 13.38 13.15 12.90 12.66 12.40 
6 18.63 14.54 им. 12.03 11.46 11.07 10,57 10.03 © 9.81 9.59 9.36 ху 
7 16.24 12.40 10.88 10.05 9.52 9.16 8.68 8.18 7.97 {515 7.53 7.31 
8 14.69 11.04 9.60 8.81 8.30 7.95 7.50 7.01 6.81 6.61 6.40 6.18 
9 13.61 10.11 8.72 7.96 7.47 7.13 6.69 6.23 6.03 5.83 5.62 5.41 
10 12.83 9.43 8.08 1.34 6.87 6.54 6.12 5.66 5.47 5.27 5.07 4.86 
11 12.23 8.91 «7.60 6.88 6.42 6.10 5.68 5.24 5.05 4.86 4.65 4.44 
12 11.75 8.51 7.23 6.52 6.07 5.76 5.35 4.91 4.72 4.53 4.33 4.12 
13 11.37 8.19 6.93 6.23 5.79 5.48 5.08 4.64 4.46 4.27 4.07 3.87 
14 11.06 7.92 6.68 6.00 5.56 5.26 4.86 4.43 4.25 4.06 3.86 3.66 
15 10.80 7.70 6.48 5.80 5.37 5.07 4.67 4.25 4.07 3.88 3.69 3.48 
16 10.58 7.51 6.30 5.64 5.21 4.91 4.52 4.10 3.92 3,73 3.54 3.33 
17 10.38 1.35 6.16 5.50 5.07 4.78 4.39 3.97 3.79 3.61 3.41 3.21 
18 10.22 7.21 6.03 5.37 4.96 4.66 4.28. 3.86 3.68 3.50 3.30 3.10 
19 10.07 7.09 5.92 5.27 4.85 4.56 4.18 3.76 3.59 3.40 3.21 3.00 
20 9.94 6.99 5.82 5.17 4.76 4.47 4.09 3.68 3.50 3.32 3.12 2.92 
21 9.83 6.89 5.73 5.09 4.68 4.39 4.01 3.60 3.43 3.24 3.05 2.84 
22 9,73 6.81 5.65 5.02 4.61 4.32 3.94 3.54 3.36 3.18 2.98 2.71 
23 9.63 6.73 5.58 4.95 4.54 4.26 3.88 3.47 3.30 3.12 2.92 2.71 
24 9.55 6.66 5.52 4.89 4.49 4.20 3.83 3.42 3.25 3.06 2.87 2.66 
25 9.48 6.60 5.46 4.84 4.43 4.15 3.78 3.37 3.20 3.01 2.82 2.61 
26 9.4] 6.54 5.41 4.79 4.38 4.10 3.73 3.33. 3.15 2.97 2.77 2.56 
27 9.34 6.49 5.36 4.74 4.34 4.06 3.69 3.28 3.11 2.93 2.12 2.52 
28 9,28 6.44 5.32 4.70 4.30 4.02 3.65 3.25 3.07 2.89 2.69 2.48 
29 9.23 - 6.40 5.28 4.66 4.26 3.98 3.61 323 3.04 2.86 2.66 2.45 
30 9.18 6.35 5.24 4.62 4.23 3.95 3.58 3.18 3.01 2.32 2.63 2.42 
40 8.83 6.07. 4.98 4.37 3.99 3.71 3.35 2.78 2.78 2.60 2.40 2.18 
60 8.49 5.79 4.73 4.14 3.76 3.49 3.13 2.74 2.57 2.39 `2.19 1.96 
120 8.18 5.54 4.50 3.92 3.55 3.28 2.93 2.54 2.37 "Ж 1.98 1.75 
со 7.88 5.30 4.28 3.72 3.35 3.09 2.74 2.36 2.19 2.00 1.79 1.53 
Q(F|v1,¥2)=0.001 =. 
ии 1 2 3 4 -6 6 8 12 15 20 30 60 
1 (5)4.053 (5)5.000 (5)5.404 (5)5.625 (5)5.764 (5)5.859 (5)5.981 (5)6.107 (5)6.158 (5)6.209 (5)6.261 (5 
2 938,5 999.0 999.2 999.2 999.3 999.3 999.4 999.4 999.4 999.4 999.5 999, 
3 107.0 148.5 141.1 137.1 134.6 132.8 130.6 128.3 127.4 126.4 125.4 124.5 
4 74.14 61.25 56.18 53.44 51.71 50.53 49.00 47.41 46.76 46.10 45.43 44.75 
5 47.18 37.12 33.20 31.09 29.75 28.84 27.64 26.42 25.91 25,39 24.87 24.33 
6 35,51 27.00 23.70 21.92 20.81 20.03 19.03 17.99 17.56 11.1: 16.67 16.21 
7 29.25 21.69 18.77 17.19 16.21 15.52 14.63 13.71 13.32 12.93 12.93 12.12 
8 25.42 18.49 15.83 14.39 13.49 12.86 12.04 11.13 10.84 10,48 10.11 PALE, 
9 22.86 16.39 13.90 12.56 11.71 11.13 10.37 9.57 9.24 8.90 8.55 8.19 
10 21.04 14.91 12.55 11.28 10.48 9.92 9.20 8.45 8.13 7.80 7.47 7.12 
11 19.69 13.81 11.56 10.35 9.58 9.05 8.35 7.53 7,32 7.01 6.68 6.35 
12 18.64 РА 10.80 9.63 8.89 8.38 7.71 7.00 6.71 6.40 6.09 5.76 
12 17.81 р. 10.21 9.97 8.35 7.86 7.21 6.52 6.23 5.93 5.63 5.30 
14 17.14 11.78 9.73 8.62 1.92 7.43 6.80 6.13 5.85 5.56 5.25 4.94 
15 16.59 11.34 9.34 8.25 7.57 7.09 6.47 5.81 5.54 5.25 4.95 4.64 
16 16.12 10.97 9.00 7.94 7.27 6.81 6.19 5.55 5.27 4.99 4.70 4.39 
17 15.72 10.66 8.73 7.68 7.02 6.56 5.96 5.32 5.05 4.78 4.48 4.18 
18 15.38 10.39 8.49 7.46 6.81 6.35 5.76 5.13 4.87 4.59 4.30 4.00 
19 15.08 10.16 8.28 7.26 6.62 6.18 5.59 4.97 4.70 4.43 4.14 3.84 
20 14.82 9.95 8.10 7.10 6.46 6.02 5.44 4.82 4.56 4.29 4.00 3.70 
21 14.59 A 7.94 6.95 6.32 5.88 5.31 4.70 4.44 4.17 3.88 3.58 
ee 14.38 9.61 7.80 -6,81 6.19 5.76 eb 4.58 4.33 4.06 3.78 3.48 
23 14.19 9.47 7.67 6.69 6.08 5.65 5.09 4.48 4.23 3.96 3.68 3.38 
24 14.03 9.34 ГА... 6.59 5.98 5.55 4.99 4.39 4.14 3.87 3.59 3.29 
25 13.88 9,22 7.45 6.49 5.88 5.46 4.91 4.31 4.06 3.79 3.52 3.20 
26 13.74 9.12 7.36 6.41 5.80 5.38 4.83 4.24 3.99 3.72 3.44 3.15 
2? 13.61 9.02 7.27 6.32 5,13 5.54 4.76 4.17 3,92 3.66 3.38 3.08 
28 13.50 8.93 7.19 6.25 5.66 5.24 4.69 4.11 3.86 3.60 3.32 3.02 
29 13.39 8.85 7.12 5.19 5.59 5.18 4.64 4.05 3.80 3.54 3.27 2.97 
30 19.29 КЕ: 7.05 6.12 5.53 5.14 4.58 4.00 3.75 3.49 3.22 2.92 
40 12.61 8.25 6.60 5.70 5,13 4.73 4.21 3.64 3.40 3:15 2.87 2.57 
60 11.97 7.76 6.17 5.31 4.76 4.37 3.87 3.31 3.08 2.83 2,55 2.25 
120 11.38 7.32 5.79 4.95 4.42 4.04 3.55 3.02 2.78 2.53 2.26 1.95 
«Ὁ 10.83 6,91 5.42 4.62 4.10 3.74 3.27 2.74 2.51 2.27 1.99 1.66 
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- 25465 
199.5 
41.83 
19.32 
12.14 


8.88 
7.08 
5.95 
5.19 
4.64 


4.23 
3.90 
3.65 
3.44 
3.26 


3.11 
2.98 
2.87 
2.78 
2.69 


2.61 
2.55 
2.48 
2.43 
2.38 


2.33 
2.29 
2.25 
2.21 
2.18 


1.93 
1.69 
1.43 
1.00 


)6.313 (5)6.366 
39.5 999.5 


}23.5 
44.05 
23.19 


15.75 
11.70 
9.33 
7.81 
6.76 


6.00 
5.42 
4.97 
4.60 
4.31 


4.06 
3.85 
3.67 
3.51 
3.38 


3.26 
3.15 
3.05 
2.97 
2.89 


2.82 
2.75 
2.69 
2.64 
2.59 


2.23 
1.89 
1.54 
1.00 
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Таблица 26.10. Процентные точки {-распределения; значения { как функции А Ην 
,\А 0.2 0.5 0.8 0.9 0.95 0.98 0.99 0.995 0.998 0.999 0.9999 0.99999 0.999999 


1 0.325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 127.321 318.309 636.619 6366.198 63661.977 636619.772 
2 0.289 0.816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.089 22.327 31.598 99.992 — 316.225 999.999 
3 0.277 0.765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7,453 10.214 12.924 28.000 60.397 130.155 
4 0.271 0.741 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5,598 7.173 8.610 15.544 27.771 49.459 
5 0.267 0.727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4,773 5.893 6,869 11.178 17.897 28.477 
6 0.265 0.718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5208. 5,959 9.082 13,555 20.047 
7 0.263 0.711 1.415 1.895 2.365 2.998 3,499 4,029 4.785 5.408 7.885 11.215 15.764 
8 0.262 0.706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041 7.120 9.782 13.257 
9 0.261 0.703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781 6.594 8.827 11.637 
10 0.260 0.700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3,581 4.144 4.587 6.211 8.150 10,516 
11 0.260 0.697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4,437 5.921 7.648 9.702 
12 0.259 0.695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318 5.694 ава 9.085 
13 0.259 0.694 1.350 1.771 -2.160 2.650 3.012 3,372 3.852 4,221 5.513 6.955 8.604 
14 0.258 0.692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3,326 3.787 4.140 5.363 6.706 8.218 
15 0.258 0.691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3,286 3.733 4,073 5.239 6.502 7.903 
16 0.258 0.690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3,252 3.686 4.015 5.134 6.330 7.642 
17 0.257 0.689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3,223 3.646 3.965 5.044 6.184 7421 
18 0.257 0.688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922 4.966 6.059 1.232 
19 0.257 0.688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3,883 4.897 5.949 7.069 
20 0.257 0.687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3,153 3.552 3,850 4.837 5.854 6.927 
21 0.257 0.686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3,135 3.527 2.819 4.784 5.769 6.802 
22 0.256 0.686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3,792 4.736 5.694 6.692 
23 0.256 0.685 1.319 1.714 2.069 2.500 2,807 3.104 3.485 3,768 4.693 5.627 6.593 
24 0.256 0.685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3,090 3.467 3.745 4.654 5.566 6.504 
25 0.256 0.684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725 4.619 5.511 6.424 
26 0.256 0.684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707 4.587 5.461 6.352 
27 0.256 0.684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 3,690 4.558 5.415 6.286 
28 0.256 0.683 1.313 1.701 2.048 2.467. 2.763 3,047 3405. 3.674 4.530 5.373 6.225 
29 0.256 0.683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3,396 ° 3.659. 4.506 5.335 6.170 
30 0.256 0.683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.150 23.030 3.385 3,646 4.482 5.299 6.119 
40 0.255 0.681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3,551 4.321 5.053 5.768 
60 0.254 0.679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.915 3.232 3,460 4.169 4.825 5.449 
120 0.254 0.677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 3,373 4.025 4.613 5.158 
о 0.253 0.674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 2.807 3.090 3,291 3.891 4.417 4.892 


А- (р) В (ὁ ἽΝ Г. у 


Взято из [26.11] и [26.44]. 


53479 
97344 
66023 
99776 
30176 


81874 
19839 
09337 
21151 
67619 


61946 
04811 
05763 
73260 
54909 


42583 
27266 
49843 
29316 
30463 


28708 
13183 
60796 
13486 
34914 


28105 
59231 
87437 
29046 
62035 


38856 
40666 
40588 
78237 
98247 


69977 
39843 
62880 
56138 
90804 


09665 
34756 
12157 
69384 
93358 


38879 
58314 
83568 
28067 
05730 


Взято из [26.55]. 


81115 


70328. 


28277 
#2723 
48979 


82339 
90630 
33435 
58295 
52515 


48790 
64892 
39601 
56877 
09976 


36335 
27403 
11442 
40460 
27856 


84088 


50652 
76639 
46918 
94502 


04814 
45028 


82758 


01301 
71886 


800 48 
43328 
90087 
86556 
67474 


78558 
23074 
87277 
64927 
56026 


44672 
50403 
73327 
07734 
64565 


35544. 
60298 
-10227 


91152 
15957 


2500 ПЯТИЗНАЧНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ 


Таблица 26.11. 2500 пятизначных случайных чисел 


98036 
58116 
74523 
03172 
92153 


14988 
71863 
53869 
40823 
03037 


11602 
96346 
56140 
40794 
76580 


60068 
97520 
66682 
27076 
67798 


65535 
94872 
30157 
64683 
39374 


85170 
01173 
71093 
55343 
94506 


59973 
87379 
37729 
50276 
71455 


65430 
40814 
99895 
29454 
48994 


74762 


76634 


74196 
94451 
43766 


99563 
72394 


9947}. 


40568 
93161 


12217 
919€4 
71118 
43112 
38416 


99937 
95053 
52769 
41330 
81699 


83043 
79065 
23917 
13948 
02645 


04044 
23334 
36055 
69232 
16837 


44258 


28257 


40295 
07411 
34185 


86490 
08848 
36833 
65732 
15263 


73368 
86418 
08667 
20431 
69540 


32627 
03713 
99965 
52967 
64569 


33357 
12767 
26668 
76428 


45041 
85404 


69668 
74729 
32105 


80921 ` 


ΧΡΥΣΑ: 
26240 
84892 
82086 
42436 


13213 
35578 
18801 
21093 
17106 


22257 
26999 
86151 
96289 
35795 


29678 
36453 
32002 
51423 
74273 


33869 
78547 
99476 
77842 
57500 


35695 
81925 
53582 
78714 
61435 


52876 
95841 
37256 
00243 
01169 


28312 
21891 
34374 
86624 
67465 


67301 
32220 
78087 
16121 
44930 


04913 
12474 
22075 
64510 
55873 


40238 
44643 
13956 
81982 
26636 


30177 
60908 
25820 
93882 
64982 


11832 
43967 
78657 
90185 
44537 


16342 
33699 
78600 
58515 
05793 


82530 
55286 


28334 


01908 
22514 


03483 
71494 


25986 


43644 


10369 


47673 
25590 
20317 
02303 
03320 


61815 
96353 
42556 
62422 
60180 


80546 
34545 
53636 
09300 
69970 


62547 
93059 
10233 
07067 


_ 54103 


40577 
83287 
98899 
14528 
83903 


47967 
84108 
96198 
49192 
60834 


04344 
63485 
02184 
47111 
64428 


48592 
23672 
36924 
49920 
02900 


98399 
33591 
15368 
47796 
04060 


57315 
95401 
46005 
46248 
42054 


41020 
54137 
53216 
71029 
67017 


14598 
96806 
11679 
30163 
12972 


97659 
18100 
52304 
67417 


16964 
‚ 78406 


02053 
21575 


64374 © 


34801 


ΠΏ 351 
97391 


"92315 


26162 
44722 


93793 
55342 
66518 
44876 
85319 


95541 
93572 
27115 
66807 
35441 


25547 
45884 
59962 
03901 
63498 


26387 
61965 
42481 
65796 
94511 


63174 
34049 
42840 
53205 


68257. 


82295 
94182 
50982 
49932 
92543 


79728 
24595 
99605 
76181 
02848 


11248 
53513 
00007 
68587 


08277 


01017 
29807 
20325 
26336 
83157 


43211 
92823 
65783 
24899 
69210 


86693 


48479 


78314 
47185 
47814 


20366 
80753 
04334 
61849 
28318 


63177 
41515 
68191 
26597 
00782 


02836 
51723 
60312 
44230 
44612 


71902 
04851 
81683 
94868 
14385 


26430 
42308 
32900 
23245 
97977 


55699 
26203 
98011 
95317 
62582 


78771 


14521 
05708 
87932 


67752 
86187. 


62645 
21317 
79652 


04534. 


69255 
77578 
59640 
20551 
69117 


98854 
62799 
97013 
81425 
08075 


55937 
96582 
15678 
44686 
99001 


75225 
04756 
62580 
33068 
35097 


36838 
14211 
42770 
77230 
10485 


71182 
65914 
21459 
48711 
79436 


87377 
07361 
32097 
00862 
52728 


91348 


26009 
48867 
29264 
93855 


45011 
72120 
63538 
238840 
60292 


22072 
12792 
57124 
31140 
81368 


EE EE EE 


779 


26687 
60675 
45418 
69872 
03765 


84686 
91512 
10737 
54870 
48967 


91430 
92564 
41734 
25251 
91657 


00149 
53250 
25587 
01176 
83531 


19902 
96516 
99417 
77699 
22245 


12874 
63899 
16255 
19553 
41772 


09270 
85058 
80222 
83901 
36303 


91543 
14415 
82465 
27306 
91960 


59284 
10428 
65527 
59688 


44452. 


87275 
94155 
26488 
37073 
83835 


26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Таблица 26.11. 2500 пятизначных случайных чисел 


74223 
75169 
98635 
48026 
86366 


57636 
49670 
49307 
19676 
49579 


79112 
29567 
12199 
78110 
11563 


84745 
73200 
17481 
12182 
15544 


98866 
78705 
56171 
57853 
83794 


72753 
41910 
43271 
30207 
18441 


01245 
17815 
87572 
88028 
57833 


63886 
33816 
07781 
39843 
82766 


96108 
96003 
41039 
43078 
10188 


82013 
93110 
76394 
34547 
89575 


43546 
24510 
83123 
89755 
79529 


32326 
32556 


18307. 


58367 
65369 


03685 
47476 
77441 
54178 
66036 


63222 
84066 
56716 
06882 
40834 


32805 
25556 
19848 
93213 
99528 


66469 
45484 
26540 
41814 
34685 


81765 
ΠΑ 
62758 
56743 
77622 


60539 
78231 
09938 
05634 
02331 


91610 
71223 
79574 
93215 
43565 


59804 
49964 
91282 
88296 
99956 


45699 
15100 
98558 
28470 
44183 


19867 
85189 
22246 
20905 
74305 


05411 
62804 
92415 
78241 
28522 


50533 
59620 
49749 
27562 
20296 


61091 
25181 
24352 
27342 
05150 


13782 
55461 
41298 
74985 
13892 


06809 
26356 
14858 
25598 
02238 


96334 
87674 
66874 
96368 
08797 


07483 
21352 
05105 
31978 
46531 


78595 
21153 
03419 
68638 
93957 


94469 
02011 
09953 
44130 
23886 


71345 
28023 
22461 
38324 
62085 


23027 
73428 
63542 
09226 
83705 


50159 
61009 
70733 
75456 
88576 


91587 
29064 
51844 
28906 
27246 


64330 
66518 
35095 
40223 
38843 


10561 
97519 
36350 
79349 
53285 


20804 
96473 
72128 
72022 
33858 


37943 
78685 
59588 
08768 
93023 


60553 
85090 
68758 
12976 
30361 


82125 
14375 
60255 
59979 
89977 


42002 
88151 
10003 
00026 
39297 


54735 
04535 
42115 
87529 
09956 


60433 
38542 
32733 
54261 
47815 


30340 
49005 
03791 
31052 
48263 


00056 
82486 
32170 
91223 
69007 


10080 
54144 
23304 
47880 
77316 


72692 
44451 
99685 
01278 
21847 


96832 
55964 
02115 
84805 
07618 


14038 
77677 
89575 
50896 
47679 


37370 
65187 


42071 


91063 
11964 


96997 
62896 
93157 
98440 
10309 


91550. 
86395 
84972 
35376 
76610 


04822 
05758 
60365 
38564 
96540 


84909 
29843 
72127 
65815 
62156 


73324 
74694 
70625 
64238 
10362 


17482 
«8 Κ᾽. 
70453 
77912 
40106 


08944 
25098 
84329 
92830 
17391 


15444 
35510 
33446 
50661 
12910 


12096 
69303 
66469 
10023 
83001 


23966 
10630 
40930 
28766 
51581 


84379 
95498 
66984 
37427 
23173 


06250 
12162 
12454 
90690 
88116 


49577 
06178 
14108 
89054 
79462 


64047 
68949 
57958 
21637 
62469 


03920 
07865 
66407 
73012 
84125 


05471 
83169 
21065 
52020 
38456 


02870 
29296 
14530 
40094 
53755 


12091 
94805 
56780 
18523 
60934 


95472 
66323 
97835 
27220 
35056 


68926 
64421 
97992 
85962 
18033 


27991 
29423 
44919 
22896 
74212 


18705 
59647 
323133 
54178 
78351 


89049 
80193 
52573 
96911 
78666 


67750 
50506 
08366 
49385 
97048 


13193 
09724 
01050 
83100 


08814. 


82273 
27313 
63812 
84305 
92214 


74892 
50679 
08410 
21776 
98079 


36690 
23422 
18402 
83235 
53403 


42736 
77811 
66681 
05785 
07103 


37663 
66745 
93085 
77} 73 
56239 


21459 
38138. 
30467 
37637 
32212 


18909 
97726 
48467 
08561 
50877 


16162 
26466 
39391 
88906 
25353 


87638 
45862 
43190 
75406 
16511 


19466 
76490 
44225 
92041 
66785 


06902 
68609 
29860 
02897 
54278 


22598 
07798 
45953 
41822 
48498 


58317 
04492 
36279 
50602 
18401 


08573 
22791 
03371 
77538 
63072 


55034 
25521 
85421 
61219 
20230 


95776 
07603 
00645 
62950 
79350 


48339 
05842 
25855 
25272 
73003 


81310 
10024 
84671 
29296 
21711 


12166 
78355 
09552 
15741 
13231 


50583 
99485 
54676 
99343 
35492 


98170 
02670 
36934 
56851 
05464 


15025 
95610 
09026 
81431 
21431 


95832 
99813 
77210 
13268 
44285 


70526 
88386 
83161 
50214 
97689 


81217 
99536 
72744 
48390 
03147 


83206 
17344 
17459 
83162 
19276 


69834 


08439 
02209 
16152 
29058 


94430 
44713 
52806 
58162 
94074 


56251 
67041 
51347 
63127 
99058 


03579 
57330 
39524 
71549 
40231 


25384 
86155 
42879 
12778 
28892 


20237 
08030 
40378 
99955 
59335 


76145 
44631 
31148 
02609 
71735 


45953 


11222 
73994 
71741 
29341 


2500 ПЯТИЗНАЧНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ 


90564 
43233 
97242 
47344 
58854 


56144 
01148 
78742 
61504 
81933 


59047 
79836 
07307 
82323 
17605 


22063 
59832 
89124 
21858 
70630 


60770 
22492 
33864 
34847 
93754 


38472 
10634 
73785 
10248 
34868 


03841 
56860 
81637 
24309 
14271 


63386 
81469 
05731 
52462 
58627 


11636 
43746 
50543 
79833 
26620 


79637 
25080 
17209 
33851 
67747 


Таблица 26.11. 


81943 
48786 
66383 
30413 
11650 


55955 
83300 
39005 
31557 
26347 


82175 
50957 
59942 
70718 
49298 


06584 
80721 
37691 
3136 
41286 


51672 
51522 
89018 
05660 
36730 


73236 
74905 
48864 
76036 
55356 


23920 
02592 
79952 
72560 
23778 


71122 
91066 
55128 
67667 
94822 


80284 


599790 


11603 
66058 
54691 


57374 
71462 
79441 
45144 
80643 


2500 пятизначных случайных чисел 


11241 
49221 
00132 
39392 
28415 


89787 
96955 
36027 
80590 
08068 


9201C 
32059 
71389 
98081 
47675 


38142 
63711 
20897 
94056 
90583 


36031 
31164 
75418 
06156 
44286 


67613 
90671 
69835 
31702 


12847 


47954 
01646 
07066 
84264 
88599 


06620 
88857 
74298 
97322 
65484 


17787 
86823 
50934 
80277 
14909 


05053 
09818 
64091 
05696 
13620 


84512 
06960 
05661 
9] 365 
12821 


64426 
65027 
98807 
47893 
67816 


58446 
32910 
76159 
38631 
90445 


00146 
67882 
82339 
88806 
87680 


77273 
30450 
81538 
48970 
44326 


72780 
19643 
62798 
76868 
68093 


10359 
42200 
41625 
24668 
17081 


07415 
56583 
49196 
69808 
09641 


97934 
12114 
02498 
08533 
52132 


`31965 


46001 
49790 
29935 
23943 


12288 
31564 
96442 
56203 
58931 


08448 
31713 
72666 
72360 


06659 


69591 
15842 
11263 
91956 
68919 


17496 
25100 
22627 
54603 
13961 


85218 
27600 
77399 
55699 
15729 


78174 
€9903 
65205 
88909 
52643 


70114 
79950 
96804 
16686 
33884 


94982 
01224 
31669 
21240 
41018 


12822 
31706 
09184 
28676 
81110 


33376 
19065 
11936 
12823 
49396 


89862 
21458 
37388 
79204 
30508 


45707 
89013 
54484 
72720 
87917 


56205 
13918 
38787 
49909 
05676 


2115 
45345 
06142 
00384 
55627 


14812 
44428 
30448 
61818 
37500 


18718 
60950 
69187 
69574 
32732 


11177 
37764 
92388 
02239 
88783 


32324 
28097 
42605 
65921 
85100 


73890 
05024 
95875 
37532 
74548 


13232 
68981 
44864 
01594 
82686 


00760 
88199 
57671 
05330 
65989 


80364 
79557 


68262 


08396 
74166 


95700 
41365 
61541 
76253 
23823 


61458 
55743 
05773 
66340 
23670 


90758 
96380 
97740 
91763 
47269 


99092 
17968 
05572 
27642 
67016 


63298 
82341 
88860 
66022 
39015 


79427 
19726 
30368 
12629 
16110 


66009 
28156 
85840 
70535 
78853 


85666 
18310 
86978 
08453 
37302 


76159 
06312 
27916 
31196 
26675 


60262 
49755 
38827 
33674 
85519 


86211 
80115 
22606 
33970 
84892 


65790 
67618 
03547 
69232 
35109 


23677 
26772 
18158 
20821 
13333 


64114 
37217 
74741 
00336 
46784 


99903 
71952 
68580 
64133 
57118 


70387 
71465 
96424 
92896 
32077 


27521 
04202 
71954 
82356 
31996 


86615 
74178 
34538 
52825 
95350 


781 


782 


12267 
38890 
80788 
02395 
73720 


61383 
39161 
80907 
09052 
33425 


72651 
04142 
85226 
54888 
33258 


15973 
90638 
65061 
64420 
£4105 


32215 
54209 
59286 
83872 
83310 


64545 
39269 
29763 
06310 
97541 


82968 
76878 
87394 
74040 
47896 


87778 
96977 
43820 
57203 
49065 


94250 
68148 
12208 
88317 
56728 


07138 
21188 
02154 
90953 
80103 


23891 


30239 


55410 
77585 
70184 


11222 
44282 
74484 
65670 
24226 


69474 
32092 
14193 
03579 
51516 


15957 
75314 
15498 
07427 


17389 


30094 
58043 
66964 
58167 
57080 


29500 
00076 
05675 
02998 
47607 


85717 
34727 
78884 
12731 
41413 


71697 
63143 
13285 
82960 
72111 


84270 
81382 
97809 
89705 
80359 


12320 
64554 
12250 
85238 
91308 


31506 
34237 
39770 
08854 
69112 


55234 
14975 
29884 
63660 
32043 


72648 
83586 
Ri 
91674 
82032 


32405 
35381 
93348 
82233 
76963 


87276 
72350 
84843 
01221 
03366 


13154 
55489 
28193 
01463 
57655 


11619 
12524 
87237 
59616 
66431 


64148 
72219 
77811 
40096 
80939 


95798 
82383 
33619 
26119 
29613 


01073 
55618 
88738 
32771 
12858 


Таблица 26.11. 


90721 
22578 
93317 
23562 
71887 


18963 
97498 
19885 
34035 
60082 


71530 
61825 
60746 
59502 
45233 


82081 
34451 
33566 
97812 
75117 


56896 
89828 
71549 
95558 
80017 


78647 
01524 
65514 
27738 
59102 


97721 
90642 
92086 
33697 
70046 


54363 
80040 
81697 
39234 
06017 


13477 
18674 
28868 
12416 
63052 


19304 
36088 


43917 


07305 
41293 


2500 пятизначных случайных чисел 
58595. 


18710 
74420 
18270 
33544 
80140 


39006 
25973 
27311 
06578 
20418 


55454 
35482 
24414 
08619 
99351 


02214 
49246 
19427 
39572 
45580 


15625 
02706 
67553 
22196 
29601 


92628 
76568 
11954 
90288 
21851 


53512 
16921 
95633 
12592 
50793 


92114 
11990 
29937 
65953 
90323 


80139 
40453 
41646 
19438 
15251 


87042 
24331 
02655 
36181 
00325 


89140 
22734 
21141 
45796 
72876 


93504 
33605 
04209 
87837 
85047 


19576 
32736 
57858 
33790 
33229 


57143. 


11465 
66826 
07766 
99904 


32594 
16815 
33867 
65905 
40698 


19354 
22571 
78599 
17697 
44446 


53781 
13669 
66841 
44891 
45920 


34037 
47698 
70750 
59911 
63687 


26335 
92828 
16734 
65665 
44684 


58920 
84390 
21099 


47420 


15013 


26. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


26930 
52085 
10976 
28984 


18273 
60141 
49675 
28125 
53570 


15552 
63403 
31884 
29011 
59464 


33526 
25102 
02044 
65844 


47160 


80663 
89985 
83011 
38785 
56434 


60479 
20328 
63902 
64511 
07976 


98941 
17420 
22906 
67982 
96564 


59061 
95621 
02029 
91411 
07932 


55169 
30042 
88860 
60989 
64681 


28454 
16022 
60805 
19681 
19579 


99425 
40604 
78093 
44721 
23409 


49815 
30030 
39596 
48883 
32554 


20577 
91499 
51266 


85193. 


65545 


47194 
71489 
97361 
29980 
55364 


08082 
37380 
66213 
01355 
64055 


57338 
84623 
21346 
99552 
54295 


28401 
84483 
64989 
72972 
67958 


62051 
72990 


32377 


55543 
99587 


73417 
37412 
32636 
59766 
42354 


81069 
12200 
63246 
33184 
91132 


22840 
10782 
85638 
24781 
63957, 


52802 
77677 
01052 
50482 
64099 


12124 
27196 
82293 
62262 
76809 


94526 
89883 
08159 
19533 
25666 


19422 
44032 
69372 
47489 
02495 


oF i Mie 
30188 
19219 
34694 
84671 


70939 
68309 
86952 
89795 
56369 


62049 
29047 
00556 
88427 
49014 


40766 
43423 
41985 
11418 
51029 


93978 
77559 
26842 
41386 
12720 


08267 
80128 
81149 
C9690 
44751 


69675 
49294 
43999 


55735 


52326 


50038 
02762 
73553 
28684 
16982 


73253 
99708 
47485 
90114 
25405 


80717 
59366 
23903 
28170 
50880 


07114 
43904 
90286 
03211 
78755 


11319 
85241 
54700 
10587 
44725 


33526 
85893 
86687 
45573 
26452 


45170 
45138 
84615 
18250 
77680 


66659 
75661 
35816 
03249 
92603 


92630 
79445 
59654 
31524 
06348 


28703 
68108 
99938 
91543 
42103 


17138 
28297 
09331 
31295 
36146 


29553 
23501 
57888 
55336 
10087 


34101 
53362 
82975 
54827 
25464 


67609 
44921 
33170 
84687 
71886 


00475 
25993 
92882 
25138 
84631 


34003 
АЕ 
59316 
20479 
86180 


21451 
98062 
01788 
62465 
94324 


05797 
10395 
35177 
25633 
16464 


2500 ПЯТИЗНАЧНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ 


19267 
71549 
27386 
76612 
90379 


94456 
94730 
93621 
34449 
73920 


25296 
54524 
51333 
93712 
27592 


13630 
63081 
67967 
88472 
55980 


66090 
60430 
84731 
22898 
27436 


41475 
61295 
98130 
06208 
36567 


74722 
66361 
99195 
07093 
12991 


12793 
05734 
72807 
50705 
25455 


72710 
80089 
14430 
43272 
84159 


21575 
52185 


25549. 


75882 
94254 


95457 
44843 
50004 
39789 
51392 


48396 
95761 
66330 
53513 
56297 


28357 
21615 
06289 
51287 
42089 


05529 
08191 
07835 
04334 
64688 


88872 
22834 
19436 
08094 
89421 


84950 
51137 
95828 
17654 
09395 


14721 
59560 
93803 
15677 
83028 


61453 
86169 
54966 
26999 
26044 


40261 
24135 
94575 
68702 
92933 


09908 
09721 
59730 
98256 
45777 


53497 


26104. 


05358 
13537 
55887 


73780 
75023 
33393 
83834 
72678 


51359 
95320 
75345 
05754 
99281 


02791 
89420 
11314 
63919 
68239 


37818 
14130 
55790 
14326 
80754 


40133 
47596 
49786 
51333 


96951 


40215 
41274 
56985 
60688 
82484 


48121 
42762 
60859 
09854 
02227 


61281 
72355 
75153 
01274 
99989 


70221 
25789 


64718 


02126 
45150 


23894 
67318 
94031 
48086 
71015 


06436 
48464 
95261 
99411 
12249 


61664 
381 74 
08811 
73396 
59640 


81017 
67800 
01545 
26394 
20461 


72142 
96593 
69229 
87038 
89924 


02546 
86735 
13301 
02878 
35507 


21351 
69742 
53089 
04410 


90339 


74271 
70175 
11932 
52591 
52015 


13172 
95428 
94576 
05437 


89500 


19791 
38562 
52630 
72099 
68865 


37708 
00701 
29281 
59483 
09209 


86641 
65544 
95349 
58826 
25270 


37893 
60579 
82711 
87399 
15221 


49027 
55137 
48535 
11196 
89381 


67140 
23298 
28661 
42892 
19097 


09570 
35561 
36081 
35010 
17555 


08596 
40703 
15305 
24505 
91950 


28363 
97310 
35265 
14063 
21820 


63819 
11808 
61393 


22953 


91586 


51578 
54794 
31100 
57183 
11382 


79862 
34986 
18544 
60680 
79157 


69239 
96583 
51769 
40456 
36678 


05363 
08089 
57392 
51773 
96079 


79031 
54707 
17142 
92470 
93809 


50785 
56203 
13675 
21127 
67737 


45682 
76649 
80761 
67578 
35212 


45625 
31993 
50522 
37890 
74579 


66561 
73894 
71601 
30214 
50599 


48970 
29740 
96192 
18946 
02802 


36432 
04897 
62384 
55887 
11782 


Таблица 26.11. 2500 пятизначных случайных чисел 


76471 
66751 
52429 
84675 
24440 


57662 
18911 
91616 
69258 
21313 


44143 
94999 
25252 
33075 
09961 


50912 
32945 
08552 
70543 
00796 


21380 
92671 
99318 
39712 
80368 


50165 
18217 
33985 
61574 
69106 


83981 
03435 
55900 
67186 
03539 


75220 
88606 
δη} 
19890 


51671 


51732 
81644 
03227 
99053 
69471 


33494 
59012 
49483 
09320 
22695 


66418 
99723 
06080 
53014 
30244 


80181 
16391 
33238 
48562 
75767 


42677 
78460 
30333 
97061 
05371 


09399 
64522 
67457 
29776 
95945 


16703 
13925 
76873 
48489 
08795 


15609 
63446 
68621 
20749 
01679 


63748 
18873 
43026 
62829 
90122 


35908 


19994 
67715 
19292 
65411 


54113 
86610 
32258 
41690 
68274 


79888 
89251 
11409 
73463 
41988 
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Глава 27 
РАЗНЫЕ ФУНКЦИИ 


А. СТИГАН 
СОДЕРЖАНИЕ 
27.1. Функции Дебая [2 = Je ot 1. err eer er rer eT i Tr 788 
0 


x = 0(0.1)1.4(0.2)5(0.5)10, 6D. 


27.2. Функция излучения “Планка χεπς...1},..,...............»»...»-5--«».:»: 789 

x = 0.05(0.005)0.1(0.01)0.2(0.02)0.4(0.05)0.9(0.1)1.5(0.5)3.5, 30; хшах, /(Хшах), 9— 105. 
р а ПИ ое ео 789 

xz 2 

ο 5. йа > ποθι 

(οἵ --1); οὗ--] e* — 1] 

x = 0(0.05) 1.5(0.1) 3(0.2)6, 5D. 
соо соо 5 НОР ПИ 790 

0 

| do 

0 

x = 0(0.1)1(0.2)3(0.5)10, θ = 10°(10°)60°(15°)90°, 6D. 

[$] 
rs pe ft) = \ тей dy ῃ родственные ему интегралы .......................... 791 
0 
т(х), т = 1, 2, 3; x = 0(0.01)0.05, 0.1(0.1)1, 4D. 
8х), x = 0(0.2)8(0.5)15(1)20, 4—5). 
8 co 
a 
27.6: fix) = { να, eee 793 
оёх 
f(x) + шх, x = 0(0.05)1, 
f(x), x = 1(0.1)3(0.5)8, 4D. 
x 
271. Дилогарифы fix) me —— Vi ide анна назва 794 
1 t— 1 

x = 0(0.01)0.5, 9D. 

27.8. Интеграл Клаузена и связанные с ним суммирования ........................ 795. 
0 Е 
76) = — \ In | 2 sin 4 & = У` ae 
4 2 ευ № 

ΛΘ) + ϐ 150, 0 = 0°(1°) 15°, 

(9), 9 = 15°(1°)30°(2°)90°(5°)180°, 6D. 
27.9. Коэффициенты векторного сложения (ἠεπιρπο]}ι]ο]πι)........................ 796 


Алгебраические выражения при / = 1/2, 1, 3/2, 2. 
Десятичные значения при /» = 1/2, 1, 3/2, SD. 


788 27, РАЗНЫЕ ФУНКЦИИ 


271. ФУНКЦИИ ДЕБАЯ 


Представления в виде ряда Таблица 27.1. Функции Дебая 


n 
27.1.1. \ = 2 Ly aad 2 6 tat ay па 4 ¢ “αὶ 
ze! aoe 1 же —1 ое ре 
co 2k 
ει... + Bax _ 0.0 | 1.000000 | 1.000000 1.000000 1.000000 
п An+1) ΕΞίΩΚ--π)Ωι}! 0.1 | 0.975278 | 0.967083 0.963000 0.960555 
0.2 | 0.951111 | 0.934999. 0.926999 0.922221 
0.3 | 0.927498 | 0.903746 0.891995 0.884994 
(1х| < 2, пр 1). 0.4 | 0.904437 | 0.873322 0.857985 0.848871 
| _0.5 | 0.881927 | .0.843721 0.824963 0.813846 
Числа Бернулли Вьк см. в гл. 23. 0.6 | 0.859964 | 0.814940 | 0.792924 0.779911 
0.7 | 0.838545 | 0.786973 0.761859 0.747057 
0.8 | 0.817665 | 0.759813 0.731759 0.715275 
was па _ 0.9 | 0.797320 | 0.733451. 0.702615 0.684551 
a а | | 
᾽ 10 | 0.777505 | 0.707878 0.674416 0.654874 
1.1 | 0.758213 | 0.683086 0.647148 0.626228 
τ τ 0.739438 | 0.659064 0.620798 0.598598 
[x nx πο. ΠῚ п! .3 | 0.721173 | 0.635800 0.595351 0.571967 
= > `е № | + τ ν᾽ ία, TOT: a 1.4 | 0.703412 | 0.613281 0.570793 0.546317 
k=1 
1.6 | 0.669366 | 0.570431 0.524275 0.497882 
(x > 0, п> |). 1.8 | 0.637235 | 0.530404 0.481103 0.453131 
2.0 | 0.606947 | 0.493083 | 0.441129 0.411893 
2.4 | 0.578427 | 0.458343 0.404194 0.373984 
2.4 | 0.551596 | 0.426057 0.370137 0.339218 
Связь с дзета-функцией Римана (см. гл. 23) 
2.6 | 0.526375 | 0.396095 0.338793 0.307405 
7 2.8 | 0.502682 | 0.368324 0.309995 0.278355 
” dt 3.0 | 0.480435 | 0.342614 0.283580 0.251879 
27.1.3. \ =n! С(и + 1). 3.2 | 0.459555 | 0.318834 0.259385 0.227792 
i oe 1 3.4 | 0.439962 | 0.296859 0.237252 0.205915 
| | 3.6 | 0.421580 | 0.276565 0.217030 0.186075 
27.1. Beattie J. А. Six-place tables of the Debye energy aera Noes о ae 
and specific heat functions. — J. Math. Phys., 1926, 42 0.372958 0.224615 0.166396 0.137169 
6, р. 1-32. 44 | 0.358696 | 0.209916 0.152424 0.123913 
. р 4.6 | 0.345301 | 0.196361 0.139704 0.111957 
3 γϑάγ 12 y dy 3x 4.8 | 0.332713 | 0.183860 0.128129 0.101180 
πε. {Λωτ 50 | 0.320876 | 0.172329 0.117597 0.091471 
5.5 | 0.294240 | 0.147243 0.095241 0.071228 
6.0 | 0.271260 | 0.126669 0.077581 0.055977 
x = 0(0.01) 24, 65. 6.5 | 0.251331 | 0109727 | 0.063604 | 0.043730 
7.0 | 0.233948 | 0.095707 0.052506 0.034541 
27.2. Griineisen Е. Die Abhingigkeit des elektrischen . 7.5 | 0.218698 | 0.084039 0.043655 0.027453 
Ce ee АНИ 8.0° | 0.205239 | 0.074269 | 0.036560 | 0.021968 
Pe ee ee ыы 8.5. | 0.193294 | 0.066036 | 0.030840 | 0.017702 
Ann. Physik., 1933, 16, №5, р. 530—540. : ! 
9.0 | 0.182633 | 0.059053 0.026200 0.014368 
* 9.5 | 0.173068 | 0.053092 0.022411 0.011747 
20 йа 4х 10.0 | 0.164443 | 0.047971 0.019296 | 0.009674 
x? Jeé—1 οὗ --- 1 = | 


x = 0(0.1) 13(0.2) 18(1) 20(2) 52(4) 80, 45. 


ΓΝ 
5 


τε 


Г. | 


gy 


27.3. ФУНКЦИИ ЭЙНШТЕЙНА 


Таблица 27.2. Функция излучения Планка f(x) = χ-δ(ε!2 — 1) 


х | f(x) | x f(x) x fi (x) ||. | х | F(x) | х | 
0.050 0.007 0.10 4.540 Pee ees И УТ 0.20 21.199 0.40 8.733 0.9 
0.055 0.025 0.11 6.998 0.22 20.819 0.45 6.586 1.0 
0.060 0.074 0.12 9.662 0.24 errs 0.50 5.009 1.1 
0.065 0.179 0.13 12.296 0.26 18.372 0.55 3.850 | №») 
0.070 0.372 0.14 14.710 0.28 16.809 0.60 2.995 1.3 
0.075 0.682 0.15 16.780 0.30 15.224 0.65 2.356 1.4 
0.080 Laat 0.16 18.446 0.32 13.696 0.70 1.875 LS 
0.085 М» У 0.17 19.692 0.34 12.270 0.75 1.508 2.0 
0.090 2.531 0.18 20.539 0.36 10.965 0.80 1.225 2.5 
0.095 3.466 0.19 21.025 0.38 9.787 0.85 1.005 3.0 
0.100 4.540 0.20 21.199 0.40 8.733 0.90 0.831 к 

a 2) Ἴ he о о [πὴ μὲ κ (-- т 
4 5 $ 5 


27.3. Miscellaneous Physical Tables, 
vernment Printing Office, 1941. 


_Planck’s radiation functions and electronic functions, MT 


| | А 
Ry = с1^-ЦееАТ — 1)-1, Roy = { Ry dd, 
0 


λ 
Ny = 2псА-есйАТ — 1-1, Noy = \ № А. 
0 
Таблица Е —^^, Roa, _№_, №-х_ 
К) max Ко-с М: А тах №-—со 
Таблица II: Ry, К, №, Νοε, (СТ = 1000°К) для A=[0.5(0.01) 1(0.05) 4(0.1) 6(0.2) 10(0.5) 20] мкм. 


Таблица Ш: Ny для A = [0.25(0.05) 1.6(0.2) 3(1) 10] мкм Т= П000°(500°) 3500°К и 6000°К]. 


Таблица 27.3. Функции Эйнштейна 


x%et x = -- | ^2е% 
ни In (1--ε-2 = — 1 --ε-ᾷ 
в (ες — 1 е# —1 ΜΕΡΗ -μα ο | и т |. -- αμα 
0.00 1.00000 1.00000 — со со 0.75 0.95441 0.67144 — 0.63935 
0.05 | 0.99979 | 0.97521 | —3.02063 3.99584 0.80 | 0.24833 0.65277 | --0.59662. 
0.85 0.94191 0.63450 | —0.55759 
0.10 0.99917 0.95083 = 2.35217 3.30300 0.90 0.93515 0.61661 — 0.52184 
0.15 0.99813 0.92687 | —1.97118 2.89806 0.95 0.92807 | 0.59910 | —0.48897 
0.20 0.99667 0.90333 | —1.70777 2.61110 cas р 058198 | —0.45868 
1.05 0.91298 0.56523 | —0.43069 
0.25 0.99481 0.88020 — 1.50869 2.38889 1.10 0.90499 0.54886 — 0.40477 
0.30 0.99253 0.85749 | — 1.35023 2.20771 1.15 0.89671 0.53285 | — 0.38073 
0.35 0.98985 0.83519 | —1.21972 2.05491 1.20 0.88817 0.51722 | — 0.35838 
0.40 0.98677 0.81330 — 1.10963 1.92293 125 0.87937 0.50194 — 0.33758 
0.45 0.98329 0.79182 | — 1.01508 1.80690 1.30 0.87031 0.48702 | —0.31818 
| ву 1.35 0.86102 0.47245 | —0.30008 
0.50 0.97942 0.77075 | —0.93275 1.70350 1.40 0.85151 0.45824 | —0.28315 
0.55 | 0.97517 | 0.75008 | —0.86026 1.61035 1.45 | 0.84178 | 0.44436 | — 0.26732 
К 1.50 0.83185 0.43083 | —0.25248 
0.60 0.97053 0.72982 | —0.79587 1.52569 
0.65 0.96552 0.70996 | —0.73824 1.44820 | 55 Г 9$ 
0.70 | 0.96015 0.69050 | —0.68634 1.37684 | : | | 3 | 


f(x) 


0.831 
0.582 
0.419 
0.309 
0.233 


0.178 
0.139 
0.048 
0.021 
0.010 
0.006 
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a 


17, Washington:" 


для. AT = [0.05(0.001) 0.1(0.005) 0.4(0.01) 0.6(0.02) 1(0.05) 2] cm K®. 


x 
2—1 


1.31079 
1.24938 
1.19209 
1.13844 
1.08807 


1.04065 
0.99592 
0.95363 
0.91358 
0.87560 


0.83952, 
0.80520 
0.77253 
0.74139 
0.71168 
0.68331 


_Со- 


—In(1—e-*) 
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ох Ον 


WNNNN NNNNN Nome 


CDOoOMID WRWNE 


0.81143 
0.79035 
0.76869 
0.74657 
0.72406 


0.70127 
0.67827 
0.65515 
0.63200 
0.60889 


0.58589 
0.56307 
0.54049 
0.51820 
0.49627 


0.45363 
0.41289 
0.37429 
0.33799 
0.30409 


e~—1 


0.40475 
0.37998 
0.35646 
0.33416 
0.31304 


0.29304 
0.27414 
0.25629 
0.23945 
0.22356 


0.20861 
0.19453 
0.18129 
0.16886 
0.15719 


0.13598 
0.11739 
0.10113 
0.08695 
0.07463 


In(1—e-*) 


— 0.22552 
— 0.20173 
— 0.18068 
— 0.16201 
— 0.14541 


— 0.13063 
— 0.11744 
— 0.10565 
— 0.09510 
— 0.08565 


— 0.07718 
— 0.06957 
— 0.06274 
— 0.05659 
— 0.05107 


— 0.04162 
— 0.03394 
— 0.02770 
— 0.02262 
— 0.01849 
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х 


ε---{ 


--]η(!--ε-2) 


0.63027 
0.58171 
0.53714 
0.49617 
0.45845 


0.42367 
0.39158 
0.36194 
0.33455 
0.30921 


0.28578 
0.26410 
0.24403 
0.22545 
0.20826 


0.17760 
0.15133 
0.12883 
0.10958 
0.09311 


——ы——ы————_———————————————————————Ш———————————————.—„Э„ЭЭ———А——„—/./—— 


27.4.1. 


| 


Связь с интегралом вероятностей 


а 5есф do ο 


ο] 5. ο. x 
\ze ЦЕ 0 


27.4. ИНТЕГРАЛ 


(Свойства функции етЁ см. в гл. 7.) 


(x + ©). 


Представление через экспоненциальные интегралы 


6 
27.4.2. \ 
0 


(x 2 0, 0<9< x/2), би = 1, “к = 


π/2 
| е-* CO фр — > ax(cos θ 521 Foxe 
0 


е—* SC @ dp = 


foe) 


(Функции Езк.а(х) см. в гл. 5.) 


[а 


1.3.5... 2-1) 


2.4.6... (2k) 


——— 


продолжение табл. 27.3 


χ 


хе? х -- 
RE tis ie In(1—-e-z р 
ыы (е2—1) ε---1 μος, а 
—In(1—e-7) 

4.2 0.27264 0.06394 — 0.01511 0.07905 
4.4 0.24363 0.05469 — 0.01235 0.06705 
4.6 0.21704 0.04671 — 0.01010 0.05681 
4.8 0.19277 0.03983 — 0.00826 0.04809 
5.0 0.17074 0.03392 — 0.00676 0.04068 
5.2 0.15083 0.02885 — 0.00553 0.03438 
5.4 0.13290 0.02450 — 0.00453 0.02903 
5.6 0.11683 0.02078 — 0.00370 0.02449 
5.8 0.10247 0.01761 — 0.00303 0.02065 
6.0 0.08968 0.01491 — 0.00248 0.01739 


Ped Pe) ΕΓ] Γι] 

4 4 4 4 

27.4. Johnston Н. L.,Savedoff Г.., Belzer J. 
Contributions to the thermodynamic functions by 
a Planck— Einstein oscillator in one degree of free- 
dom, — In: NAVEXOS, Office of Naval Research, 
Department of the Navy, Washington, 1949, p. 646. 
Значения x%e7(e7 — 1)-*, х(е? — 1)-', —ш (1-е?) 
и x(e* — 1)γ} —In (1 — е-?) для 
x = 0(0.001)3(0.01)14.99, 5D. 


0 
ЗИВЕРТА | e-* 5° dep 
0 


Связь с интегралом от функции Бесселя Ко(х) 


п/2 со 
27.4.3. { е-* 550Φ do = Ki(x) = \ K¢(t) dt, 
0 2 


где 


xl? ef Κ]ι(χ) ~ 


1/2 
~(2) fi- 3+ 129 _ 2655 | 
2 8х 128% 102428 


(Относительно Κίι(χ) см. гл. 11.) 


301035 _ | 
321681. ^ 


27.5. National Bureau of Standards. Table of the Sievert 
integral, Washington: Government Printing Office 
(Applied Math. Series). 

x = 0(0.01)2(0.02)5(0.05)10, 0 = 0°(1°)90°, 9D. 


27.6. Sievert В. М. Die v-Strahlungsintensitat an der 
Oberflache und in der nachsten Umgebung von 
Radiumnadeln. — Acta Radiologica, 1930, 11, p. 
239—301. 


Φ 
\ е-4 8% YQ = 30°(1°)90°, А = 0(0.01)05, 3D. 
0 
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0 


6 
Таблица 27.4. Интеграл Зиверта | 67 ae 
0 


10° | 20° | 30° 40° 50° 60° | 15° 90° 
x ia | 

0. 0.174533 0.349066 0.523599 0.698132 | 0.872665 1.047198 1.308997 1.570796 
0. 0.157843 0.315187 0.471456 0.625886 0.777323 0.923778 1.123611 1.228632 
0. 0.142749 0.284598 0.424515 0.561159 0.692565 0.815477 0.968414 0.023680 
0. 0.129099 0.256978 0.382255 0.503165 0.617194 0.720366 0.837712 0.868832 
0. 0.116754 | 0.232040 | 0.344209 | 0.451198 0.550154 | 0.636769 0.727031 0.745203 
0. 

0. 0.095492 0.189191 0.279118 0.362893 0.437428 0.498504 0.552287 0.558890 
0. 0.086361 0.170833 0.251353 0.325486 0.390178 0.441478 | 0.483134 0.487198 
0. 0.078103 0.154256 0.226354 0.291957 0.348109 0.391204 0.423535 0.426062 
0 0.070634 0.139289 0.203845 0.261901 0.310642 0.346851 0.371996 0.373579 


0.234956 0.277267 0.307694 0.327288 0.328286 
0.189138 0.221027 0.242523 0.254485 0.254889 
0.152298 0.176336 0.191533 0.198885 0.199051 
0.122667 0.140792 0.151541 0.156087 0.156156 
0.098829 0.112497 0.120105 0.122932 0.122961 


0.079644 0.089954 0.095342 0.097108 0.097121 
0.064201 0.071979 0.075797 0.076905 0.076911 
0.051766 0.057635 0.060342 0.061040 0.061043 
0.041750 0.046179 0.048100 0.048541 0.048542 
0.033680 0.037024 0.038387 0.038667 0.038668 


0.027177 0.029702 0.030670 0.030848 0.030848 
0.015912 0.017164 0.017576 0.017634 0.017634 © 
0.009330 0.009951 0.010128 0.010147 0.010147 
0.005478 0.005787 0.005862 0.005869 0.005869 
0.003221 0.003374 0.003407 0.003409 0.003409 


0.001896 0.001972 0.001987 0.001987 0.001987 
0.001117 0.001155 0.001162 0.001162 0.001162 
0.000659 0.000678 0.00068 1 0.00068 1 0.000681 
0.000389 0.000399 0.000400 0.000400 0.000400 
0.000230. 0.000235 0.000235 0.000235 0.000235 


0.000136 0.000139 0.000139 0.000139 0.000139 
0.000081 0.000082 0.000082 0.000082 0.000082 
0.000048 0.000048 0.000048 0.000048 0.000048 
0.000028 0.000029 0.000029 0.000029 0.000029 
0.000017 0.000017 0.000017 0.000017 0.000017 


0.063880 0.125775 0.183579 
0.052247 0.102553 0.148899 
0.042733 0.083620 0.120780 
0.034951 0.068183 0.097979 
0.028587 0.055597 0.079488 


0.023381 0.045335 0.064492 
0.019123 0.036967 0.052329 
0.015641 0.030145 0.042463 
0.012793 0.024582, 0.034460 
0.010463 0.020045 0.027968 


0.008558 0.016347 0.022700 
0.005178 0.009817 0.013477 
0.003132 0.005896 0.008005 
0.001895 0.003542 0.004756 
0.001147 0.002127 0.002828 


0.000694 0.001278 0.001682 
0.000420 0.000768 0.001001 
0.000254 0.000461 0.000596 
0.000154 0.000277 0.000355 
0.000093 0.000167 0.000211 


0.000056 0.000100 0.000126 
0.000034 0.000060 0.000075 
0.000021 0.000036 0.000045 
0.000012 0.000022 0.000027 
0.000008 0.000013 0.000016 


-.αὶ μὰ αὶ — [μαακαὼ 


SOOWH -1-σνσνο лрьрыфх NNNNN Hemme < 
DNONO чочеёи ФЗ WMARDBNOSD δοοσιῬι5ς WODNDU BWHH—O 


πετ. 


0.105589 0.209522 0.309957 0.404629 0.490508 0.563236 0.632830 0.643694 


Гы | 
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27.5. f(x) = { ments dt И РОДСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
| 0 


(m= 0. пы 


Дифференциальные уравнения | | Представление в виде степенного ряда 
27.5.1. xfm — (т — 1)fm + 2fm = 0. во 5 
5.4. = b ᾿ 
27.5.2. Ув = —fm-1 (πι--1, 2, ..). . 27.5.4. 2ῃ(χ) ря (ax In x + Вх 
Рекуррентное соотношение = ha — 2by-- — (ЗК? — 6K + 2) ax 
Pe iE 5 к = о. 


27.5.3. fm = (т — Па + Ми (m > 3). FT kk — DN = 2) K(k — 1) (k — 2) 
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ао = а1 = 0, аз = —bo, 
= 4 | 
bo = 1, δι = --Νπ, Же 
(Относительно Y см. гл. 6.) 
27.5.5. 2ῃ(χ) -Ξ 1 -- Ух + 0.6342x2 + 
+ 0.5908х3 — 0.1431χ! — 0.01968х? + 0.00324χ9 + 


+ 0.000188x? — ... — χ᾽ In x(1 — 0.08333x? + 


+ 0.001389x* — 0.0000083x° + .. 


27.5.6. γιὸ = +42 ge 


— 0.3225х° — 0.1477x* + 0.03195х° + 


+ 0.00328х8 — 0.000491х7 — 0.0000235хз + ... + 


+ χ]ηχ & — 0.01667x? + 0.000198x* — | . 
27.5.7. f(x) =1— ac: х+ 
— 0.2954х3 + 0.1014χΐ + 0.02954x5 — 


— 0.00578х° — 0.00047χ᾽ + 0.000064x* — ... — 


— x‘ In x(0.0833 — 0.00278x? + 0.000025x* — ...). 


Асимптотическое представление 


27.5.8. /и(х) ~ 


д ель (a5 + 9 + te +4.) 
у 


. 5ο), 


a= 1, т. ПИ 1), 
12 
12k + Dee, = 


= — (12k? + 36k — 3m? — 3m + 25) anya + 


1 επ 
т - 2k) (2k + 3 — т) (2k + 3 + 2т) ак 


co 
27.5.9. σι(χ) + 11:0) = { η 
0 


27.5.10. gi(x) = Re fs(ix), κε(χ) = —Im (№). 


. 
> 
. 


Асимптотическое представление 


_ 27.5.11. 21(х) = 


3 
: у. 
2 2/3 4/3 
A~ ay — as (=) ΠΠ τα) — 
х 2 х z 
2 18/3 10/3 
— @4 (=) + ds (=] — | (x — 00), 
x x 
ψ3 | ΗΝ ΗΝ Е 8/3 
пе ТЫ! ΝΜ 7 ~ 
2 \10/3 
κ Β + | (x — ου), 
х 


‘ao = |, ay = 0.972222, ag = 0.148534, 
аз = —0.017879, ag = 0.004594, as = —0.000762. 
27.7. Abramowitz М. Evaluation of the integral 
со 
\ е-**—* № ди. — J, Math. Phys., 1953, 32, р. 188— 


0 
192, 


_ 27.8. Faxén H. Expansion in series of the _ integral 
cO 


\ εχρ[--χ(! + г”)] 2 dt. -- Ark. Ма, Astr., Fys., 


о | 
1921, 15, № 13, р. 1-57. 


27.9. Kilpatrick J. E., Kilpatrick М. Е. Discrete energy 
levels associated with the Lennard — Jones poten- 
tial. — J. Chem. Phys., 1951, 19, № 7, р. 930—933. 


27.10. Kruse Ч. E., Ramsey М. Е. The integral 


со 


y® exp (- y+ =] ау. — 7. Math. Phys., 1951, 
ἢ 


0 
30, р. 40. 


- 27.11. Laporte Ο., Absorption coefficients for thermal neu- 


trons. — Phys. Rev., 1937, 52, р. 72—74. 


27.12. Torrey H. C. Notes on intensities of radio frequency 
spectra. — Phys. Rev., 1941, 59, p. 293. 


27.13. Zahn C.T. Absorption coefficients for thermal neu- 
trons. — Phys. Rev., 1937, 52, р. 67—71. 


со 

-ν-α/ 
{»»ε ΝῊ Μπ... M2, is 
0 


x = 0(0.01)0.1(0.1)1. 


= 
27.6. f (x) - { Вы 
9 t+x 


co 


Таблица 27.5 fm(x) = ! тей ay 
0 


а | f(x) | 4 | mo fx | λα | κα | noo |. SLX) | ©) х Ло) ЛС) πα) 
0.00 0.5000 0.4431 0. 5000 0.1 0.4263 0,3970 0.4580 
0.01 0.4914 0.4382 0.4956 | 0.2 0.3697 0.3573 0.4204 
0.02 0.4832 0.4333 0.4912 | 0.3 0.3238 0.3227 0.3864 
0.03 0.4753 0.4285 0.4869 0.4 0.2855 0.2923 0.3557 
0.04 0.4676 0.4238 0.4826 0.5 0.2531 0.2654 0.3278 
0.05 0.4602 0.4191 0.4784 


wakes ie Rael МЯТЫ 


х | Ref;(ix) 

0.0 0.50000 0.00000 4.0 — 0.2626 0.0430 
0.2 0.49019 0.08754 4.2 — 0.2552 + 0.0094 
0.4 0.46229 0.16933 4.4 — 0.2441 — 0.0214 
0.6 0.41950 0.24139 4.6 — 0.2299 — 0.0490 
0.8 0.36543 0.30136 4.8 — 0.2132 — 0.0734 
1.0 0.30366 0.34805 5.0 — 0.1945 — 0.0944 
1.2 0.23746 0.38122 52 — 0.1745 — 0.1120 
1.4 0.16972 0.40127 5.4 —0.1536 — 0.1263 
1.6 0.10288 0.40910 5.6 — 0.1322 — 0.1374 
1.8 + 0.03892 0.40592 5.8 — 0.1108 — 0.1455 
2.0 — 0.02062 0.39314 6.0 — 0.0896 — 0.1507 
2:2 — 0.0746 0.3722 6.2 — 0.0691 — 0.1533 
2.4 — 0.1221 0.3448 6.4 — 0.0493 — 0.1535 
2.6 — 0.1629 0.3122 6.6 — 0.0307 —0.1515 
2.8 — 0.1966 0.2759 6.8 — 0.0132 — 0.1476 
3.0 — 0.2233° 0.2371 7.0. μπα 00286 — 0.14211 
3.2 — 0.2432 0.197] 7.2: Fo 16,04749.” — 0.13518 
3.4 — 0.2565 0.1569 7.4. 0.03061, — 0.12709 
3.6 —0.2639 0.1173 7.6 0.04220' — 0.11805 
3.8 — 0.2657 0.0792 © 7.8 0.05224 — 0.10830 


oe EO) ee ml 


[» ο) 


27.6. f(x) = | a dt 
ΙΙ 


Представление в виде степенного ряда 
27.6.1. f(x) = —е* шх-+. | 
нее χα. ' ΣΣ 2k -1] 
hao КК 1) fa, К! 2k 2 
27.6.2. f(x) = —e* In x ‘a | | | 
1< (—1)* ψ(Κ + 1) x?* 4. у «0 (—2)* х2К+1 , 
2 f= κ! {πο 1-355...(2Κ 1-1} 
(Относительно Y и дигамма-функции (x) см. гл. 6.) 


+ 


τη, 7.) 


27.6.3. f(x) = 


793 
x | f(x) f(x) | (αχ) 
0.6 0.2255 0.2415 0.3025 
0.7 0.2015 0.2202 0.2793 
0.8 0.1807 0.2011 0.2584 
0.9 0.1626 0.1839 0.2392 
1.0 0.1466 0.1685 0.2215 


— 
ΜΕ Sree 
ADUSUN DUSOWS 


— = es _ μκκὼ 


(—4)6 


= (—4)4 [- 
3 | 3 


- 


0.06078 
0.07562 
0.08221 
0.08191 
0.07626 


0.06684 
0.05507 
0.04224 
0.02937 
0.01727 


0.00650 
— 0.00259 
— 0.00982 
— 0.01517 
— 0.01872 


— 0.02118 
— 0.01906 
— 0.01435 
— 0.00879 
— 0.00360 


| 


ag 
[ 


5 


( | 


—0.09808 
—0.07131 
— 0.04496 
— 0.02082 
— 0.00010 


0.01654 


0.02889 
0.03707 
0.04146 
0.04259 


0.04109 
0.03758 
0.03268 
0.02696 
0.02089 


+ 0.00921 
— 0.00022 
— 0.00650 
—0.00965 
— 0.01021 


1 


| 


5 


Связь с интегральной показательной функцией 


x 


es > e-® Bi (χ3) + кем ef dt. 


0 


Φ 
(Относительно Ei(x) см. гл. 5, относительно 6-9 \ e” dt — 
| 0 
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Асимптотическое представление 


27.6.4. f(x) ~ 
EE 1 1-3 1°3°5 
ттт “Ee "те 
| 1 1 2! 3! 
a ии += +9) 


27.14. Erdélyi А. Note оп the paper «On a definite integral» 
by В.Н. Ritchie. — Math. Tables Aids Comp., 
1950, 4, Ne 31, p. 179. 


27. РАЗНЫЕ ФУНКЦИИ 


du. — 


CO 
2715, Ποοάνήπ: E. Τ.. Staton J. Table of | : 
их 


0 
Quart. J. Mech. Appl. Math., 1948, 1, р. 319. 
x = 0(0.02)2(0.05)3(0.1)10. Auxiliaty function for 
x = 0(0.01)1. 


27.16. Ritchie В.Н. On a definite integral. — Math. Tables 
Aids Comp., 1950, 4, Ne 30, p. 75. 


ao 
—§2 


Таблица 27.6. f(x) = | - dt 
t κ. 


-- 
0 
χ F(x) + шх | x f(x) + Inx x | Ff (x) | х | f(x) | x | Л (x) 

0.00 — 0.2886 ° | 0.50 0.2704 1.0 0.6051 2.0 0.3543 | 3.0 0.2519 
0.05 — 0.2081 0.55 0.3100 1.1 0.5644 2 0.3404 Bi 0.2203 
0.10 — 0.1375 | 0.60 0.3479 1.3 0.5291 2.2 0.3276 4.0 0.1958 
15 —0.0735 | 0.65 0.3842 1.3 0.4980. Joa 0.3157 4.5 0.1762 
0.20 — 0.0146 0.70 0.4192 1.4 0.4705 2.4 0.3046 5.0 0.1602 
0.25 + 0.0402 | 0.75 0.4529 La 0.4460 oe 0.2944 Be 0.1468 
0.30 0.0915 0.80 0.4854 1.6 0.4239 2.6 0.2848 6.0 0.1356 
0.35 0.1398 0.85 0.5168 я 0.4040 27 0.2758 6.5 0.1259 
0.40 0.1856 0.90 0.5472 1.8 0.3860 2.8 0.2673 7.0 | 0.115 
0.45 0.2290 0.95 0.5766 1.9 0.3695 2.9 0.2594 7.5 0.1102 
0.50 0.2704 | 1.00 0.6051 | 2.0 0.3543 3.0 0.2519 8.0 0.1037 

' ΜΗ σπορ | 

Pa Г | Г. | Го | Г. | 
4 = 4 3 4 
27.7. ДИЛОГАРИФМ 
(интеграл Спенса при п = 2) 
oh ТР 27.7.6. f(x + 1) — f(x) = 
2794. fC) = — \ ih г 
ΗΓ = —InxIn(x + 1)— Е - > fe) Oxx<2), 


Разложение в ряд 


ος k 
ee ша 
[5 


27.7.2. f(x) = 5 (-- 16 


Функциональные соотношения 
27.7.3. f(x) +f — x)= 


= —шхШ (1-х) + = (0<x< 1). 
27.7.4. [{1 -- χ) +fl+x= > ΛΙ №) 
| (0<х<1) 
21.1.5. F(X) ἘΞ) = — = (ш х) (0<x<1) 
χ 


Связь с функциями Дебая 


t 


Si ce OY в _tdt | 
27.7.7. f(e-*) Де’) = \ 


ae 


27.17. Lewin L. Dilogarithms and associated functions. — 
London: Macdonald, 1958. 


$ 


27.18. Mitchell К. Tables of the function (ee, 
у 


with an account of some properties of this and rela- 
ted functions. — Phil. Mag., 1949, 40, p. 351—368. 


x = —1(0.01)1; x = 0(0.001)0.5, 9D. 


27.8. ИНТЕГРАЛ КЛАУЗЕНА 795 


27.19. Powell Е.О. Ап integral related to the radiation Mathematisch Centrum. — Amsterdam, 1954. 
integrals. — Phil. Mag., 1943, 7, Ne 34, p. 600—607. Ν 
μον | F,(z) = У κ΄" 2, for z = х= --1(0.01|; 
- dy, x = 0(0.01)2(0.02)6, 7D. = 
я 
1 z = ix, for x = 0(0.01) 1; z = e**/2 for 


27.20. A. van Wijngaarden, Polylogarithms/ by the Staff 
of the Computation Department. — Report R24, « = 0(0.01)2, 10D. 


x 


Таблица 27.7. Дилогарифм f(x) = — a rs - dt 


1 


0.10 1.29971 4723 0.20 1.07479 4600 0.30 0.88937 7624 0.40 | 0.72758 6308 0.50 0.58224 0526 


| 
* Ff (x) ΠΝ ΕΓ ο. f (x) vo fe |e f (x) x || « f (x) | x fet @ || м f(x) 
aa a 
0.00 1.64493 4067 | 0.10 1.29971 4723 0.20 1.07479 4600 0.30 00 | 030 | asses ro24 | 040 | отб 0.88937 7624 0.40 0.72758 6308 
0.01 1.58862 5448 | 0.11 1.27452 9160 0.21 1.05485 9830 0.31 0.87229 1733 0.41 0.71239 5042 
0.02 1.54579 9712 0.12 | 1.25008 7584 0.22 1.03527 7934 0.32 0.85542 7404 0.42 0.69736 1058 
0.03 1.50789 9041 0.13 1.22632 0101 0.23 1.01603 0062 0.33 0.83877 6261 0.43 0.68247 9725 
0.04 1.47312 5860 0.14 1.20316 7961 0.24 0.99709 9088 0.34 0.82233 0471 0.44 0.66774 6644 
0.05 1.44063 3797 0.15 1.18058 1124 0.25 0.97846 9393 0.35 0.80608 2689 0.45 0.65315 7631 
0.06 1.40992 8300 0.16 1.15851 6487 0.26 0.96012 6675 0.36 0.79002 6024 0.46 0.63870 8705 
0.07 1.38068 5041 0.17 1.13693 6560 0.27 0.94205 7798 0.37 0.77415 3992 0.47 0.62439 6071 
0.08 1.35267 5161 0.18 1.11580 8451 0.28 0.92425 0654 0.38 0.75846 0483 0.48 0.61021 6108 
0.09 1.32572 8728 0.19 1.09510 3088 0.29 0.90669 4053 0.39 0.74293 9737 0.49 0.59616 5361 


| 


[(--3)2] Κ--4}1 | 


cop 


(—5)3 м Ἴ 
7 | 6 5. [99]. 5 


27.8. ИНТЕГРАЛ КЛАУЗЕНА И СВЯЗАННЫЕ С НИМ СУММИРОВАНИЯ 


ee 


9 | Связь с интегралом Спенса 
sin Κθ 


№ = 
27.8.1. f (0) = — ΤΙ ον = Ре > " 
0 


x 


: 2 dt 
27.8.5. if(0)= 2(е®) + - >» rye s)={ ΤΊ ша. 


Суммируемые ряды 


[» 4) 
Представление в виде ряда 27 8.6. > cos 10 ΝΎ (2 en р ὦ <0 < 25. 
27.8.2. Г(0) = —0ш |0| + 0 + „=1 Ἢ 
2 
со а Q2k+1 > cos ид = π᾿ Ν πθ ео 
ἘΣ, биг ОК! 2k(2k + 1) καὶ м 6 2 
k=1 
wa 4 202 03 64 
(0 <0 «π|2). о п OOF (0 < ва. 28) 
—— + 90 12 iz 48 
27.8.3. f(x — 9) = Ош 2 — a 
Δ; θλεη Σ- 1-0) (0-0 < 29). 
— Ba(2** — 1) — pat ; 2 
hy (2К)! 2k(2k + 1) iA ; в ы 
sin 71 π π 
(π|2 « 0 « т). > κ ~~ (0 <8 < 2π). 
n= 
Функциональное соотношение © sin nO 40 2S 288 04 0 
| nm 90 36 4 240 
27.8.4. — 6) = ΚΘ) — — [20 0 < 9 < π|2). = 
Jin — 8) = © me 4 7/2) ϱ «πάση 
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27.23. Jolley L. В. W. Summation of series. — London: 
Chapman Publishing Co., England, 1925. 


27.21. Ashour А. Sabri A. Tabulation of the function 
oe) ᾷ 
(6) о . — Math. Tables Aids 
n=1 п? 
1956, 10, № 54, р. 57—65. 


Comp., 


27.24. Wheelon A. О. A short table of summable series. 
— Report Ne SM-14642, — Santa Monica: Douglas: 


27.22. Clausen T. Uber die Zerlegung reeller gebrochener Aircraft Co., 1953. 


Funktionen. — J. Reine Angew. Math., 1832, 8, 
p. 298—300. x = 0°(1°)180°, 16D. 
| 0 
Таблица 27.8. Интеграл Клаузена /(0) = — ( In | sin 54 t 
0 

θ᾽ | f(0) + ϐ Ια θ᾽ | θ᾽ | £(0) | | ΤΟ) и doe fr fr 0° | f(0) | | f (0) 

0 0.000000 | 0.612906 30 0.864379 60 1.014942 ов [σός | м | оба | ο | rope | 90 | 90 0.915966 

| 0.017453 16 0.635781 32 ‚ 0.886253 62 1.014421 95 0.883872 

2 0.034908 Т.В: 0.657571 34 0.906001 64 1.012886 100 0.848287 

3 0.052362 18 0.678341 36 0.923755 66 1.010376 105 0.809505 

4 0.069818 19 0.698149 38 0.939633 68 1.006928 110 0.767800 

2 0.087276 20 0.717047 40 0.953741 70 ‚1.002576 115 0.723427 

6 0.104735 2] 0.735080 42 0.966174 72 0.997355 120 0.676628 

7 0.122199 22 + O.752292 44 0.977020 74 0.991294 1: 0.627629 

8 0.139664 23 0.768719 46 0.986357 76 0.984425 130 0.576647 

9 0.157133 24 0.784398 48 0.994258 78 0.976776 135 0.523889 
10 0.174607 a5 0.799360 50 1.000791 80 0.968375 140 0.469554 
11 0.192084 26 0.813635 52 1.006016 82 0.959247 145 0.413831 
12 0.209567 27 0.827249 54 1.009992 54 0.949419 150 0.356908 
13 0.227055 28 0.840230 56 1.012773 86 0.938914 160 0.240176 
14 0.244549 29 0.852599 58 1.014407 88 ‚ 0.927755 170 0.120755 
15 0.262049 | 30 0. 864379 60 1.014942 | 90 0.915966 180 0.000000 

[г 7) Ἴ ΤΝ 1 ро 3 hi Ἴ Py Ἴ 
3 4 4 a 6 
27.9. КОЭФФИЦИЕНТЫ ВЕКТОРНОГО СЛОЖЕНИЯ 
(коэффициенты Вигнера или Клебша — Гордана) 
Определение 
РР а -—IMNG +h— aU +h ie t+ 
27.9.1. (jt ja ma т - [Grea MGs Gers 
(Л Ja Πτι mal лат) = 8m, ть + ть) ПАТТИ 
κας arn << i oe ea nS i ae eee ae Wy a ETT OT GE, GE БЕН 9 i, j= k, 
>> (—1)* VG + om)! Git = ma)! Ga Ε πιὸ! Ga — a)! GF πὴ G— т)! 8(i, k) = { 0, | Е. 


К)! (Л — ты — К)! (д + т. — ЮО -л+т +! О -л-т+®! 
_ Частные значения 


27.9.10. (j1 0m, 01 л0/т) --δ(}ι, }) δίπει, т). 
27.9.11. (11.1200 | Л 2/0) = 0 при л + fe +f = 2n + 1. 


kK К! (Ал -У- 
Условия 

27.9.2. Л, jo, f= +n или 

27.9.3. Л + jg + fj =n. 


- п/2 (п — целое). 


27.9.12. (ллтит!|л Л jm) = 0 при 2л + fj = 2n + 1. 
21.9.4. jr + ja — Соотношения симметрии 
27.9.5. Л — ja +Jj > 0. 27.9.13, (лратита| ит) = 
27.9.6. —jr + je +/ == (— 1 (дл — πη — πια] Λι]α]-- πὴ. 
27.9.14. (ἠι)απευπιοὶ Лат) = (Вл — т — т ЛУ т). 


27.9.7. my, т, т = +n или +n/2. 
27.9.8. | my | Shi, | me | < Jo, [т] < /. 


27.9.15. (латать! Им т)=(- ПА -Кылтить Лт). 


27.9.16. (jr jamie | др т) = 


27.9.9. (/1 jg та тз| Л а Лт) = 0 при m + т» ¥ т. = (27 + 1|(2} + Ὀς-- 1+" (да — mme| Л — т. 


ΤΊ —Ю—юж——а———о—о—»—юььь  —аыы 


27.9. КОЭФФИЦИЕНТЫ ВЕКТОРНОГО СЛОЖЕНИЯ 797 
27.9.17. (jrjaimma| jrjejm) = . 27.9.20. (дртит»| jrjojm) = 
eens 5} eal. fi—M, (65; : 
2741 ee aren a = | (— 1) ™ (Hjem — my | jis jams). 
-| 1 (рун mig ЗАЙМЫ. 2jat 1 


24+ 1 1 1 
Таблица 2794. J ΓῚ mural ἐπὶ 


27.9.18. (латутз| Λι/α]ηι) = ------------------------------------------ 


j | m, = 1/2 | т, = —1/2 
_ Wasi η... τ. Е ee 
on | at πιω = — т). АНЯ νυ 
yz " τί y (ата т| 2 т!) | i +. re 1/2 k ap a 1/72 
| ν᾽ τη aa 
27.9.19, (дАтит Лт) = о et 
о 12 кубе ЕЕ 
не ЕЯ i (-- 1)27™ (для — т — πια). | 2A +1 2A +1 
Таблица 27.9.2. (Almme| flim) 
a | 
1 | т; --1 | т: =0 т: = -—1 
κῃ (Δ + πι)(ῇ + m+ 1) ЕЕ (a — m (A — m+) 
: (2j. + 1) 2} + 2) Qi+DA+ 0 (2/. + 1) (2/ + 2) 
j (ἡ + m) (A — m + 1) Een eae 
a 21+ Ge + i 21(д + 1) 
4 | Ree ΞΕ» (л+т+ 1 (д+т 
Г 2}ι(2}ι + 1) Λ(2}ι + 1 | 2μ(2} + 1) 
в. ἃς. 
Таблица 27.9.3. (> тт. lA jm) 
j | 7 my = 3/2 | т, = 1/2 
+32 G+ m— 1/2) (д + m + 1/12) (д + m 4+ 3/2) ye +m-+ 1/2) (Aj + πι + 3/2) (А — πι + 3/2) 
i (2/4 + 1) GA + @л + 3) | (2л + 1) 2A +2) (2л + 3) 
| _ V3 +т-= Π20ι Ἐπὶ 12) @-=т+ 12) | о | Atm + 12 
At 12 | 2}ι(2}ι + 1) Ол + 3) я 21(2л + 0 (2} + 3) 
a ЗА + m — 12) 9. — m+ 112)G,—m+3]2) | κα, τ | Е — 
ue ] Gh —- ПбА+ Обл +2) (A + 3m — 12 oF GA + ΕΣ; 
ЯЗВ = СЕТИ EERE) [ate GS 
2}(2} — YA + 1) ZAZA - 1)QA + I) 
j | m, = —1/2 | т, = —3/2 
Lap | 3 + т 3/2) (в — πι 12) Gi = т+ 3/2) | Ca — m — 112) Ga — m + 12) в — m + 3/2) 
(2л + 1) (2/ + 2) (2/ + 3) (21 + 1) (2л + 2) @л + 3) 
т + 1/2 ут = 1/2) (jy — m + 1/2) 
maT η. ο] πῶς + DCA +3) Dh + Gh +3) 
a тЫ я + m+ 12 ЕБЕТ ΚΤΕ ЕЕ 
ит ны, Va [ал + DCA FD Gh —-DCAt+DQA+D 


Mian | — | 3 + m— И) Ga +m 12) Gi — m— 1/9) | (δ + m— 1/2) Gi + m+ 2) Οι + m + 3/2) 


2}(2} — 1) (2/4 + 1) 2}ι(2} — ПОЛ + 1) 


_ Таблица 27.9.4. (л2тит?|Лл2ли) 


Zz 


m,=2 


т, -- 1 т. = 0 


jit 2 


(24 + ПОЛ + 2) 2A + 3) Ол 1- 4) 
л-+1 


-|--”-ῃ +т-— (Ат πι - πι: 
2}ι(} + DA + 2) 2A + 1) 


Л 


|, ое ПАО —= m+ MA tm — (ат — m+ 1) Gi — mt 2) 


QA = пло Ἐ3) 
Aoi | 
m= Dis — mi — m+ Di m+ 2) 
2(л — Ὁ ACA + 1) A + 1) 
л-2 


m— (л-— πι)(} — m+ 1)(} — m + 2) 
= Ω-}.-20Ω}- Πλ} ΕΠ -- 


- | GERD EDGED 


[eee aka Dae 


m + 2) = 


л+2 


+2 | 
—т+ 2) (лт- 2) (д+т- I (atm) je —т+ 2) (Я-т+ 0 (-+т+2(л+т-+1) 


21 + Пл + 2) 2+3) (+2) 


Ci 
La А+ DATS At 2 
Acti Acti 
Giatm+)Ga+m | 3 — m+ ΠΟΙ + m+ Ὁ. 
ΠΝ »|/ О-о-о +2 
ji ji 
mY Qi — DAQI+ 2) 2h +3) Vy Ga— DA. + Dh 3) 
3, —m (atm) — 
—-)AQhH+DG + Ὁ) 
3A —-m(A—-m—-)(A+ mM (A +m— 1) 
Gi DOh— ПАО 


д-1 
(a + 2m— OY ae δη Ἔν 
(A — DAQA+ 1) Ω}ι + 2) 


д 
ТЕ 


зал +) ОТ 
Al 
о ἑρττη 
ji— 2 


— Pit 1), = Wh — Me Um 1) 
(i — DQA-— DAQH + 1D 


| 


; 

ae | 

| Ard "πας, 
Л 

A= —(i- 2m] 
Αα - [ae от" 


т, =—1 


—m + 2) — m+ 1) (Je m) (А mt 2) 
лот (ата 


(A, — m+ 1)(/A — m) 
AGA+ 1) GA +2 + 2 


(2m + ye QA -- 1) π(2} + 2) (2/1, +3) 


(} t+ m+ Ό(} + πι) 
(A — DACA + DCA + 2) 


κο sc aaa ae + m+ (а +m) + m— 1) 
-- D@A— DACA + D 


m, = —2 


—m—1)\(A —m(A—mt lI) (A — m+ 2) 
(27 + 1) QA + 2)(24 + 3) QA + 4) 


| ae 
у" (a—m—D)(A—m(A—mt DG +m +4 2) 


| 
| 
AQA + D(A + 1) QA + 4) | 
ми О иво ни о 
QA — DACA + 2) 2A + 3) 
|2 πι ΠΟ Ἑπὴ Οἱ Ἐπὶ ἙΠ Οἱ πὶ ε 2). 
= ОА Ἔ ΠΟ 52 | 


Cj, t+ m— D(A +m CA t+ mt 1a +m + 2) 
(2/4 — 2) GA — D2AQA + 8 


27.9. КОЭФФИЦИЕНТЫ ВЕКТОРНОГО СЛОЖЕНИЯ 


Таблица 27.9.5 


(Используя соотношения симметрии, можно привести 
коэффициенты к стандартному виду, в котором ji < 2<]и 


799 


(продолжение таблицы 27.9.5) 


т > 0.) | (лтать | Палп) 
me m Λι j (ida, | ἠι)α]Πι) 
| ie ; — 
1/2 0 2 | 2 ΝΠ 0.70711 
Л = 1/2 1/2 | 1/2 2 |123 0.86603 
on = 3/2 | 1/2 2 0.50000 
— 1/2 0 1/2 V1/2 0.70711 3/2 2 1/2 4 1. 00000 
1/2 0 1/2 | V1/2 0.7071 № | Ὁ | 5 2 0.50000 
1/2 | 1/2 | 1.00000 — 1/2 0 3/2 2 0.50000 
Ср ποῦν Κον. 1/2 0 3/2 2 —0.50000 
1-5 3/2 0 3/2 2 — 0.50000 
oa a pea — — 1/2 | 3/2 2 1/2 0.70711 
τ 0 ΝΗ 0.70711 1/2 3/2 2 0.00000 
0 0 | Ι 0.00000 3/2 | 3/2 в |= о 
| 0 г ΤΥΧΗ —0.70711 1/2 i | 32 2 V1/2 0.7071 
0 I 1 V1/2 ΘΠΌΤΙΙ 3/2 2 3/2 о |-ΑΠ —o70711 
| | ΤΥ —0.70711 -μᾱ | 10 5/2 | 3/10 0.54772 
0 wa) We | ae γα 0.81650 12 | {2 52 | 435 — 0.77460 
| 1/2 1/2 3/2 уз 0.57735 3/2 1/2 | 5/2 Vi/10 0.31623 
| 3/2 1/2 3/2 1,00000 1/2 3/2 | 5/2 ψ3/5 0.77460 
as 0 | 2 V1/6 — 0.40825 3/2 3/2 | 5/2 2/5 0.63246 
0 0 ] 2 RTE? 0.81650 * Be 5/2 | 5/2 1.00000 
| 0 | 2 ΜΠΕ — 0.40825 | Е 
0 | | 2 1/2 0.70711 
| | | 2 ΝΠ ‘0.70711 
| 2 1 2 1.00000 
| 27.25. Condon Е. U., Shortley G. A. Theory 
je = 3/2 of atomic spectra — Cambridge: Cambridge 
| Univ. Press, 1935. 
ie 1/2 | 3/2 8/15 — 0.73030 27.26. Rose М. Е. Elementary theory of angular mo- 
are mentum. — New York: John Wiley & Sons, 
1/2 1/2 | 32. .|.=41115. 6.25800 1955. 
3/2 1/2 | 3/2 | ΝΣ —0.63246 27.27. Simon A. Numerical tables of the Clebsch — 
ΓΈ Gordan coefficients. -- Oak Ridge National La- 
1/2 3/2 | 3/2 2/5 0.63246 boratory Report № 1718. — Oak Ridge, 1954. 
3/2 3/2 | 32 1-5 0.77460 
ΠΝ СО); ттьт) для всех угловых моментов 
- 12 0 1/2 2 J 1/2 0.70711 < 9/2, 10D. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧИСЕЛ 


Любое положительное действительное число х может 
быть единственным образом представлено в системе, соот- 
ветствующей некоторому целому числу 6 > 1, в виде 


x = (Am... Αι Ао’ a-1-2 ...)(d)s 


где каждое из Ay и а; принимает одно из целых значений 
0, 1, ..., ο — 1, не все Aj, а-у равны нулю и Аж > 0, если х> 1. 
Существует взаимно однозначное соответствие между 
числом и последовательностью 


fo ὁ) 
x = Amb™ +... + АБ + Ао ἘΣ; yo”, 
т 


причем бесконечный ряд сходится. Целое число b называет- 
ся основанием системы счисления. Последовательность для 
x в системе b может быть конечной, т.е. а-п1 = ап = 
=... = 0 для некоторого п > 1, так что 


x = (Am... А, до. алла ... вв; 


в этом случае х называется конечным Ё-адическим числом. 
Последовательность, которая не является конечной, может 
обладать тем свойством, что бесконечная последователь- 


НОСТЬ’ @_,, а-., ... становится периодической, начиная с не- 
которого знака а-„(п > 1). Такая последовательность при 
п =1 или п > Т называется соответственно чисто или 
смешанно возвратной. 

Последовательность, которая не является ни конечной, 
ни возвратной, представляет собой некоторое иррацио- 
нальное число. 


Название систем 


Основание Система Основание Система 
2 двоичная 8 восьмеричная 
3 троичная 9 девятеричная 
. 4 четверичная 10 десятичная 

5 пятеричная 11 одиннадцатерич- 
ная 

6 шестеричная 12 двенадцатеричная 

у. семеричная 16 шестнадцатерич- 
ная 


-------- 
--- 


a — — 


ПРИМЕРЫ 801 


Общие методы перевода 


Любое число может быть переведено из системы В в си- 
стему некоторого целого числа Б # b,b > 1, при помощи 


арифметических операций в Б-системе или в Б-системе. 
Соответственно этому существуют четыре метода пере- 
вода, используемые в зависимости от того, является ли 
переводимое число целым или правильной дробью. 


Целые числа Х = (Am ... А.А) 


‚ (1) Арифметика в b-cucteme. Переведем число 
Ьв b-cucremy и определим 


X/b = Χι + А, 


9999 99:9 9 9 9Φ 6 99 9 9 99 9 9 9 9 


ГЕ As Ay ks А; — остатки и Xj, Х.,..., X_ — 4aCTHbIe 
(в Б-системе) при делении X, Xj, А соответственно на 


Ьв b-cucteme. Затем пгреведем остатки в Б-систему 


(Ao) ) = Ao. (49) = As. cane (А) 5) ae Απ 
и получим 


X = (Aq... АА ь). 


(П) Арифметика в ‘b-cucteme. Переведем Би 


Правильные дроби x = (0.а-1а» ...)®) 


Для того чтобы перевести в систему b ¥ b правильную 
дробь x, заданную с точностью п знаков в Б-системе таким 


образом, чтобы обратный перевод из Б-системы дал те 
же самые и округленных. знаков в Б-системе, представление 


x в Б-системе должно быть получено с точностью в И округ- 


—n 
ленных знаков, где и удовлетворяет условию b > В". 


dD Арифметика в b-cucteme. Переведем b 
в b-cucTeMy и определим 


xD. = „ХЛ + is, 


ооо ооо ооо 9 46 » 5 


THE @-1, ε΄ ο»..., а п — Целые части или, Xo, .... ха — дробные 
части (в b-cucteme) произведений xb, x,), ..., ха Ь соответ- 


ственно. Затем переводим целые части в Ь-систему, 
fala = а Мы. 9 wa Gals =a 
( 5) 1» ( 2) 5) Я, , (4...) a—n 


и получаем 


X= (04, в, Ca)... 
(0.21, ᾱ-α.... ᾱ-ιλε, 
(У) Арифметика в Ь-системе. Переведем ὁ и 


Я-1, Чо, ....@-пВ Б-систему и определим, используя ариф- 
метические операции в Ё-системе, 


: X—n41 corre is Ras ss Я-п1, 
Ao, αι, ....Ат в Б-систему и определим, используя ариф- 
метические операции в В-системе, 
Xx. ~ «''--- calc “+ a 
Xm-1 = Am b+ Атд, —n+2 b —N+25 
Yin = Be BE AS О а Lae 
, Хэ 
рее Ay == — + dH. 
b 
χι κε Χο - Ay, Тогда 
о x = бы 
Х = ХХ + Ao b 
ПРИМЕРЫ 


В примерах мы ограничимся системами с основаниями 
2, 8, 10 ввиду их важности для ЭВМ. 


Заметим, что восьмеричная система является степенью 
двоичной. Действительно, восьмеричный знак соответ- 
ствует тройке двоичных знаков. Поэтому двоичная ариф- 
метика может быть использована всякий раз, когда число 
нужно перевести в восьмеричную. систему или оно дано 
в восьмеричной системе и должно быть переведено в какую- 
нибудь другую. 


Десятичная 1:2 3 4 § 6.7 8 9 10 
Восьмеричная 1 2345.6 7 10 1Ι 12 


Двоичная 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 


51 — под ред. В. A. Диткина, Л. Н. Кармазиной | 


Пример 1. Перевести Х == (1369) в восьмеричную 
систему. Применим метод (I), положив b = 10, ὃ = 8ηρ) и 
используя десятичную арифметику. Находим 


таким образом, 


Х = (2531. 


802 28. СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ 


По методу (11) имеем ВБ = (12)(g) и А. = 18), Ag = 3%), 
A; = 6g), Ао == (118). Следовательно, используя восьме- 
ричную арифметику, находим 


Хо = 1. 12 + > = (15) в), 
X, = 15°12 + 6 = (210)@), 
X = 210° 12 + 11 = (2531) ¢). 
Используя двоичную арифметику, по методу (П) получим, 


что ВБ = (1010)(5), Аз = о), Ag = (11), Ar = (10). 
Takum образом, 


Χα = 1: 1010 + 11 = (1101), 
Λι = 1101: 1010 + 110 = (10 001 000)», 
X 10 001 000: 1010 + 1001 = (10 101 011 001), 


| 


откуда, переходя к восьмеричной системе, получаем 
Х. = (253%. 


Пример 2. Перевести Х = (2531) (8) в десятичную си- 


стему. По методу (I) имеем БВ = 10 = (12)(3) и, исполь- 
зуя восьмеричную арифметику, находим 


2531/12 = 210 + 11/12, 
210/12 = 15 + 6/12, 
15/12 =1 + 3/12, 
{13 = + 1/12. 
Переходя к десятичной системе, получаем 
Ay = (Ί1}ῳ -- 9, Αι = бы --6, As = Зы = 3, 4g = 1 


и, таким образом, X = (1369) 49). 7 

Применим теперь метод (П). Имеем b= 10, a вось- 
меричные цифры числа Х не меняются при переходе к деся- 
тичной системе. Следовательно, используя десятичную 
арифметику, получаем 


Xe = 2.8 +5 = (2])ηο), 
Λι = 21.8 - 3 = (17))ao), 
X 171.8 + 1 = (1369)qo). 
Используя двоичную арифметику, по методу (II) имеем 
Ь = 8 = (1000)6) и Ap = 1, 
A; = (11), Αα = (101), Аз = (10). 


Тогда 
Ха = 10: 1000 + 101 = (10 101), 
Λα = 10 101 - 1000 + 11 = (10101 011), 
Х = 10101 011: 1000 + 1 = (10 101 011 001)». 
Переводя это число в десятичную систему, получаем 
Х = (1369) 10). 


Заметим, что в обоих приведенных примерах вось- 
меричная арифметика использовалась в качестве проме- 
жуточного шага при переводе заданного числа в двоичную 
систему согласно правилам метода (П). Вместо этого можно 
данное число перевести сначала в двоичную систему, и 
тогда согласно методу (Г) может быть применена непосред- 
ственно двоичная арифметика для перевода заданного 
числа из двоичной системы в требуемую. 


Например, переводя Х = (2531)(;) в десятичную си- 
стему, находим сначала Х = (101010 11001}ω) и затем, 


используя метод (I) при Ь = 10 = (1010)(2), получаем 
10 101 O11 001/1010 == 10 001 000 + 1001/1010, 
10 001 000/1010 = 1101 + 110/1010, 
1101/1010 = 1 + 11/1010, 
1/1010 = 0 + 1/1010. 
Переводя теперь в десятичную систему, имеем 
40 = (1001) = 9, Ay = (110) 2) = 6, 
А» = (ПП) =3, Аз=1, 


Х = (1369) 10). 


Пример 3. Перевести x = (0.355) ‚) в двоичную си- 
стему. Переводим это число сначала в восьмеричную си- 
стему, используя десятичную арифметику. По методу (Ш), 


полагая р = 8, находим 
(0.355): 8 = 2 + 0.840, (0.080): 8 = 0 + 0.640, 
(0.840): 8 = 6 + 0.720, (0.640): 8 = 5 + 0.120, 
(0.720): 8 = 5 + 0.760, (0.120): 8 = 0 + 0.960, 
(0.760): 8 = 6 + 0.080, (0.960):8 = 7 + 0.680, 


откуда x = (0.2656 0507 ...)( в). Поэтому, переводя x в двоич- 
ную систему, имеем 


x == (0.010 110 101 110 000 101 000 111 ...)ωγ. 


Для того чтобы обратный перевод х из двоичной в 
десятичную систему давал х снова с заданным числом п 
десятичных знаков, нужно иметь х в двоичной системе по 
крайней мере с п знаками, где n выбирается таким, чтобы 


откуда 


-- а 
27 >> 107. В качестве рабочего правила можно взять и > — п. 
3 


Следовательно, чтобы можно было получить х = (0.355) 10) 
обратным переводом, х должно содержать в двоичной 


системе и > = .3 = 10 знаков. Таким образом, 
x = (0.010 110 110 0). 


Для того чтобы совершить обратный перевод, перейдем 
в восьмеричную систему, где 
x = (0.2663), 


и затем применим метод (IV) ς ὁ = 8, используя десятичную 
арифметику: 


χ-α = ο + 6 = 6.75, 
8 
Х-1 = —_ + 2 = 2.84375, 
х = SS = 0.355 46875. 


Можно также применить метод (III) εὖ = (1010), исполь 
зуя двоичную арифметику: 
(0.010 11011) : 1010 = 11 + (0.100 011 1), 
(0.100 0111) «1010 = 101 + (0.100 011), 
(0.100 011) : 1010 = 101 + (0.011 11), 


(0.011 11) . 1010 = 100 + (0.101 1). 


ПРИМЕРЫ 803. 


Переводя целые части в десятичную систему, находим 
а = (lm =3, @% = @-з = (101) =5, 


а = (101) = 4, 
поэтому 
χ == 0.(3554)(19). 


Заметим, что дробная часть представляет собой на каждом 
шаге непереводимый остаток. Поэтому для того, чтобы 
округлять на каждом шаге, необходимо только установить, 
больше или меньше непереводимая отбрасываемая часть, 
чем 1/2, т.е. в двоичной системе определить, равна первая 
отбрасываемая цифра 1 или 0. 


Пример 4. Перевести χ--(3.141503)ῃῳ * 10-78 двоич- 
ную систему. 
Искомое представление имеет вид 


x = (1. аа... a—n)(2)" а”, 


где пи К таковы, что обратный переход из двоичной си- 
стемы в десятичную дает х стой же точностью в 15 десятич- 
ных знаков. Согласно правилу, установленному в примере 
3, пи А должны быть выбраны такими, чтобы п -- 


1:4 =a 1S = 50. 


По табл. 28.1 находим 
2-29 < (3.141593) 10) * 10-3 < 2-9, 
Таким образом, нужно взять А =29 и, следовательно, 
выбрать п >> 21. Поэтому перевод на настольной счетной 


машине происходит следующим образом. Сначала, исполь- 
зуя табл. 28.1, находим 


229 x = (1.686 629 899) ао». 


Затем для удобства переводим это число в восьмеричную 
систему, используя метод примера 3 и округляя по крайней 
мере до 7 восьмеричных (21 двоичных) знаков. Находим 


᾽ν == (1.537 433 iar 
Поэтому . 
x = (1.537 433 Ту: 277° 


и, следовательно, 
x = (1.101 011 111 100 011 011 111)ῳω) * 27°. 


Для того чтобы перевести х обратно в десятичную си- 
стему, нужно только взять из табл. 28.1 различные степени 
2, которые содержатся в вышеприведенном представлении, 
и просуммировать их. Однако, так как 2-13 = 2-11 — 2-m 
для любой действительной переменной т, то более удобно 
привести сначала представление х к форме 


х = 2-28 aoe 9-31 = 2-33 ae 9-39 -- 2-43 mas: 2-45 ΚΡ 2-50 


и затем просуммировать эти степени 2. (Заметим, что число 
слагаемых уменьшается, таким образом, с 16 до 7.) 
Из табл. 28.1 находим 


+ 2-28 = +3.725 290 298. 10-° 
—2-81 = —0.465 661 287: 10-° 


—2-33 — —0.116 415 322. 10-* 
--2-39 = —0.001 818 989. 10-° 
+ 2- = +0.000 227 374: 10-" 
—2-45 = —0.000 028 422. 10-° 
--2-50 -- —0.000 000 888: 10-° 


| 


x = 3.141 592 764. 10° 


ον 


Для ‘обеспечения достаточной точности учитываются девять 
десятичных знаков. Округляя до семи значащих цифр, 
имеем 


x = (3.141593) ао) * 10-», 


Для того чтобы перевести в двоичную систему такое 
число, как x = (ао: 10}, где К — положительное целое 
число, настолько большое, что табл. 28.1 не может быть 
использована, применим следующий метод. Вычислим 


где К — частное, a x, — остаток, причем деление произ- 
водится в десятичной системе. Затем находим 1 = 10%, 
т.е. λι =11, так что 


logs x apo 2k Hoy 


22 
следовательно, 
x = (Маю - 2". 


Теперь переводим (1)(1,) в двоичную систему любым из 
методов, описанных выше. 

Аналогичный метод может быть использован при пере- 
воде в десятичную систему двоичного числа, которое лежит 
вне области табулирования табл. 28.1. 

Пример 5. Перевести x == (2.773) 1%) : 1083 в двоич- 
ную систему. 

Вычислим сначала, используя 4.1.19: 


Ig x 83.44295 0.05764 
logs x = ---- ---------- -- Я ; 
lg 2 0.30103 0.30103 
и найдем 
0.05764 = Ig 1.1419. 
Следовательно, 
loge x = 277 + + = 277 + logs 1.1419 
в 7 


x = (1.1419)qo)° 277. 
Теперь применим методы примера 3 для того, чтобы полу- 
чить (1.1419)(1› = (1.110516)(5), где для удобства исполь- 
зуются восьмеричные обозначения. 

Теперь нужно определить, сколько знаков следует оста- 
вить в полученном числе, чтобы при обратном переводе 
сохранились все десятичные знаки х. Заметим, что послел- 
ний ненулевой десятичный знак числа x есть 3 : 1080. По 
табл. 28.4 определяем, что 2505 < 1050 < 2266 Следователь- 
но, в двоичной системе х должно быть двоичным целым 
числом, умноженным на 265, т.е. (1.110 516)(3) должно 
быть округлено до 4 восьмеричных (12 двоичных) знаков. 
В качестве окончательного результата получаем 


x = (1.1105) 25 = (11105) 2° == 
= (1 001 001 000 101) 5) + 225, 


Перевод обратно в десятичную систему происходит следую- 


щим образом. Запишем р 
lg x = Ig 2 loge x = Ig 2 {265 + log.(11105)g)}= 
= Ig 2 | 269 “+ oe 265 lg 2 + 1$ (11105)(). 
8 


Переводя (111 05)(;) в десятичную систему любым из ме- 
тодов примера 2, получаем 
Ig x = 265 182 + lg 4677, 
что дает 
Ig x = 83.44292. 


Таким образом, находим, округляя до 4 значащих цифр, 
что 


x = (2. 773) цю» * 10%. 
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56294 
112589 


08864 


17728 
35456 
70912 


41824 
83648 
67296 


34592 
69184 
38368 


76736 
53472 
06944 


13888 
27776 
ΕΡΕ. 


11104 
22208 
44416 


88832 
77664 
55323 


10656 
21312 
42624 


ыы 
-оо 
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0. 03125 


0. 01562 
0. 00781 
0. 00390 


0. 00195 
0. 00097 
0. 00048 


0. 00024 
0. 00012 
0. 00006 


0. 00003 
0. 00001 
0. 00000 


0. 00000. 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 90000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0. 00000 


0. 00000 
0. 00000 
0΄ 00000 


0, 00000 
0, 00000 
0, 00000 


5 
25 
625 


3125 
65625 
82812 


41406 
20703 
10351 


05175 
52587 
76293 


38146 
19073 
09536 


04768 
02384 
01192 


00596 
00298 
00149 


00074 
00037 
00018 


00009 
00004 
00002 


00001 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


00000 
00000 
00000 


is) 
25 


625 
8125 
40625 


20312 
10156 
55078 


77539 
38769 
19384 


59692 
29846 
14923 


57461 


28730 
64365 


32182 
66091 
83045 


91522 
95761 
97880 


98940 
49470 
74735 


37367 
68683 
84341 


42170 
21085 
10542 


55271 
77635 
88817 


5 
25 
125 


0625 
53125 
76562 


38281 
19140 
09570 


54785 
271392 
38696 


69348 
34674 
67337 


83668 
41834 
70917 


35458 
Lite? 
08864 


54432 
77216 
88608 


94304 
47152 
73576 


36788 
68394 
84197 


Таблица 28.1. 2+” в десятичной системе 


5 


25 
625 
3125 


15625 
57812 
28906 


14453 
07226 
03613 


51806 
25903 
12951 


56475 
28237 
64118 


32059 
16029 
08014 


04007 
02003 
01001 


09500 
00250 
00125 


5 
20 


125 
5625 
28125 


64062 
32031 
66015 


83007 
91503 
95751 


47875 
139937 
86968 


43484 
71742 
85871 


92935 
46467 
23233 


5 


95312 


97656 
98828 
99414 


49707 
24853 
12426 


56213 
78106 
89053 


5 


25 
12. 
0625 


03125 
51562 5 
712781 25 


37890 625 
68945 3125 
34472 65625 
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28.6. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ КОНСТАНТЫ В ВОСЬМЕРИЧНОЙ СИСТЕМЕ 


Таблица 28.2. 27 в десятичной системе 


x. 0 | А a x 2% 
0.001 1,00069 33874 62581 0. 01 1, 00695 55509 56719 0.1 1, 07177 34625 36293 
0.002 ° 1.00138 72557 11335 0, 02 1. 01395 94797 90029 0,2 1.14869 83549 97035 
0.003 1.00208 16050 79633 0. 03 1.02101 21257 07193 0, 3 1.23114 44133 44916 
0,004 — 1.00277 64359 01078 0, 04 1, 02811 38266 56067 0, 4 1, 31950 79107 72894 
0,005 1.00347 17485 09503 0. 05 1. 03526 49238 41377 0, 5 1.41421 35623 73095 
0.005 — 1.00416 75432 38973 0. 06 1. 04246 57608 41121 0, ὁ 1.51571 65665 10398 
0.007 1,00486 38204 23785 0. 07 1, 04971 66836 23067 0. 7 1. 62450 47927 12471 
0.008 — 1.00556 05803 98468 0. 08. 1, 05701 80405 61380 0, 8 1.74110 11265 92248 
0.009 1.00625 78234 97782 с. 09 1. 06437 01824 53360 0, 9 1. 86606 59830 73615 
Таблица 28.3. 10+” в восьмеричной системе 
10” п iv" 10” n 10” 
1 0 1,000 000 000 000 000 000 00 112 402 762 000 10 0.000 000 000 006 676 337 66 
12 1 0.063 146 314 631 463 146 31 1.351 035 564 000 11 „0.000 000 000 000 537 657 77 
144 2 0.005 075 341 217 270 243 66 16 432 451 210 000 12 °0.000 000 000 000 043 136 32 
1 755 3 0.000 406 111 564 570 651 77 221 411 634 520 000 13 0,000 000 600 000 003 411 35 
‚23 420 4 0.000 032 155 613 530 704 15 2 657 142 036 440 000 14 0.000 000 000 000 000 264 11 
303 240 5 0.000 002 476 132 610 706 64 34 327 724 461 500 000 15 0.000 000 000 000 000 022 01 
3 641 100 6 0.000 000 206 157 364 055 37 434 157 115 760 200 000 16 0.000 000 000 000 000 001 63 
46 113 200 7 0.000 000 015 327 745 152 75 5 432 127 413 542 400 000 17 0.000 000 000 000 000 000 14 
575 360 400 8 0.000 000 001 257 143 561 06 67 405 553 164 731 000 000 18 0.000 090 000 000 000 000 01 
7 346 545 000 9 0.000 000 600 104 560 276 41 : : 
Таблица 28.4. nlg 2, nlog,10 в десятичной системе 
п п logio 2 n loge 10 n n logio 2 n loge 10 
1 0.30102 99957 3, 32192 80949 6 1, 80617 99740 19. 93156 85693 
2 0. 60205 99913 6. 64385 61898 7. 2.10720 99696 23. 25349 66642 
3 0, 90208 99870 9, 96578 42847 Β 2. 40823 99653 26, 57542 47591 
4 1.20411 99827 13, 28771 23795 9 2. 70926 99610 29. 89735 28540 
5 1.50514 9978; `16. 60964 04744 10 3. 01029 99566 33. 21928 09489 


Таблица 23.5. Таблицы сложения и умножения в двоичной и восьмеричной системах 


Сложение Умножение 
„Двоичная система 
B40 2 δ. Oxod=0 
0+1=1+0= 1. Oxlzlx0=0 
141 = 10 ixi =i 


босьмевичиная CUCINEMA 


05 
06 
07 
ви. 
11 
12 
13 


C6 
07 
10 
11 
12 
12 
14 


02 
03 
04 
05 
06 
07 
10 


03 
04 
05 
06 
07 

10 
11 


| 16 


sme oO WwW f+} уЪъЪъьъ р 5 


Таблица 23.6. 
"= (3.11037 552421); 


Математические козстанты в восьмеричной системе 


е= (2.551760 521395) (9 y= (0.44742 147707) (8) 


x! (0.24276 301556) (4) ε-!- (0.27426 530661) ῃ In υ--(0.42127 233602) (y 


У: = (1.61237 611067) 5 Vee (1.51411 230704) (Ὁ loge r= ~(0. 62573, 030645) ᾳ 


In «= (1.11205 404435) (9 logio €= (0.33626 754251) ¢y = "(1.32404 746320) (9) 


1082 «= (1.51544 163223) ῃ 1082 е= (1.34252 166245) (4 in 2= (0.54271 027760) 


У10- (2.12205 407267) („ 


loge 10- (3.24464 741136) (5 In 10=. (2.23273 067355) (в) 
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Глава 29 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 
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29.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 


Однчомерное преобразование Лапласа Двумерное преобразование Лапласа 
ыы 29.1.2. f(u, у) = С{Е(х, у)} = 
29.1.1. f(s) = 2{ F(t)} = \ е-** F(t) dt. 


0 — 


ο0 
) ger’ Fix. y) ax dy. 
0 


<< 8 


F(t) — функция действительной переменной t, 5 — комп- 
лексная переменная. F(t) называется оригиналом, f(s) — 
изображением. Если интеграл 29.1.1 сходится для дейст- 


вительного значения 5 = 5%, т.е. Определение единичной функции Хевисайда 


В 0 (t <0), 
. --5ᾳ 
a J eo Fn ar 29.1.3. u(t) =4 1/2 (t= 0), 
Β-χοο 4 
1 (t >0). 
существует, то он сходится для всех 5, для которых Res δρ, 
и изображение — однозначная аналитическая функция 5 В содержащихся здесь таблицах произведение F(t) и (1) 
в полуплоскости Res > Sp. обозначено через Е(Е). 


29.2. ОПЕРАЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА *) 


Оригинал F(t) Изображение f(s) 
29.2.1. F(t) | e-*F(t) dt 
0 
Формула обращения 
ctia 
29.2.2. 1. e'5f(s) ds f(s) 
2щ : 
ς--οο 
Свойство линейности 
29.2.3. AF(t) + BG(t) Af(s) + Bg(s) 
Дифференцирование 
29.2.4. F’(t) 51 (5) — F(+0) 
29.2.5. F(™(t) s"f(s) — 5" Е(+О) — 6" 2Е”(+0) — ... — Е (+0) 


*) Соотношения взяты из [29.2]. 


808 29. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 


Оригинал F(t) Ὅν Изображение f(s) 
Интегрирование 
t | 
| 
29.2.6. { F(x) т — f(s) 
5 
0 


29.2.7. { F(x) ἀλ dt = f(s) 
0 


>—- 


Теорема о свертке 


t 
29.2.8. { F,(t — τ) Fo(t) dt = Εἰ» Fo | fils) fol) 
0 
Дифференцирование 
29.2.9. —tF(t) | f(s) 
29.2.10. (— 1)"¢" F(t) | fs) 
Интегрирование 
| Ο0 
19.2.11. — РО) | | { fx) dx 
Теорема смещения 
29.2.12. е® F(t) | }: f(s — а) 
29.2.13, ТЕ B (c> 0) fics) 
ς ς 
29.2.14. ΕἼ ΖΩ [=] (c > 0) Μος — b) 
С С. | 


Теорема запаздывания 
29.2.15. F(t — Б) u(t — b) (b>0) e 88 f(s) 


Периодические функции 


2.2.16. F(t а) = F(t) Les 


\ e-**F(t) dt 


29.2.17. F(t + a) = —F(t) | -9 


1 + e* 
a f(s) 
29.2.18. FO DCD u(t — na) рав 
29.2.19. | 20) | ΤΟ) οὔν ^ 


Теорема разложения Хевисайда 


29.2.20. S> Pian) сл ИО, ое m)G—2) «ean 
fe 4’(ап) 4(5) 
p(s) — многочлен степени < т 
29.2.21. с“ 5 δές Е Ὁ ; __ Ps) 
rr (r—n)! (п — 1)! (5 — ау 


p(s) — многочлен степени < г ` 


29.3. ТАБЛИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЛАПЛАСА 809 


29.3, ТАБЛИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЛАПЛАСА Ἢ). 


Более полные таблицы преобразований Лапласа и других интегральных преобразований см. в [29.9]. Таблицы двумер- 
ных преобразований Лапласа см. в [29.11]. 


f(s) F(t) 
29.3.1. = | 
5 
] 
29.3.1. — t 
s* 
1 т 
29.3:3. 7 (n == i, ея ‚№ ме ee ene re eee 
s” (n — 1)! 
1 | 
№34: — я 
\ 5 \ πί 
ЗВ, 3° 2 ΝΗπ 
о Qn ти? 
DIG. σ΄} ne 1, 2, 3, od SURE Poe 
1.3.5... 2и — 1) ψπ 
ΤίΚ 
29.3.7 — (k > 0) phd 
AN ь 
1 
вв eat 
s+a 
| 
29.3.9. A te-% 
(s + a)” 
n-1,,—at 
29.3.10. и (n = 1, 2, 3, м. 
(5 + a) (n — 1)! 
Tk 
293.11. —® __ (μ--ϱ) ара 
(5 — a)* 
| —At —DE 
29.3.12. a (a # b) e е 
(s + a)(s + ὁ) ΡΟ 
whet ree 
AAS ;------------ {φορ ας" — δε" 
(5 + a)(s + ὁ) a—b 
29.3.14. Е ντε _G@-oe"+(—a) eW + (a— Бе“: 
(s а) ($ + b)(s + с) (a — b) (ὦ -- ο) (ο -- a) 
(а, b, с— различные постоянные) 
1 ВИ 
29.3.15, ——— — sinat 
δ᾽ -- а? а 
| ο. cos at 
52° + а* 
1 
29.5.11; = Μο — shat 
δ᾽ — a м 
pai -----ᾱ- ch at 
55 — a 
| 1 
а -------- — (1 — cos at) 
δ(5᾽ + a?) a 


*) Таблица взята из [29.2]. 


29.3.20. 


29.3.21. 


29.3.22. 


29.3.23. 


29.3.24. 


29.3.25. 


29.3.26. 


29.3.27. 


29.3.28. 


29.3.29. 


29.3.30. 


29.3.31. 


29.3.32. 


29.3.33, 


29.3.34. 


29.3.35. 


29.3.36. 


23.3.37. 


29.3.38. 


29.3.39. 


29.3.40. 


29.3.41. 


Λο): 


1 
53? + a?) 
-....4 
(57 4 αρ 
τον 5 
(Ρ -- а” 


2 


‘s 
(55 + a’? 


58 — а? 


(s? + a’)? 
ПИ 

(55 + a®)(s + δ) 
4 

(5 + αὐ + δ 


(s + а + Bb 


ie) 
5 5 


(5 + ay? 


ет α--ε--0 


Vig =<) 
eh ss 
Js(s + a?) 


(a? of b?) 
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F(t) 

1 . 

με (at — sin at) 
a 

Be 


(sin at — at cos at) 


το 
- 
6 


sin at 


a 


(sin at + at cos at) 


το 
Q 


t cos at 


cos at — cos bt 
р? — а? 


1 ‘ 
— тот br 
b 


ε-Ώ“ἱ cos bt 


atV3 ры 


et — еб! Е a УЗ sin 


sin at ch at — cos at sh at 


t+, 
— sin at sh at 
2a” 


= (sh at — sin at) 
a 


1 
--- (ch at — cos at) 
2a? 


(1 + αὖ) sin at — at cos at 


Lnlt) 


а * 


Vat (1 — 2at) 


oe (ей! — "πω 


т 


29.3.42. 


29.3.43. 


29.3.44. 


29.3.45. 


29.3.46. 


29.3.47. 


29.3.48. 


29.3.49. 


29.3.50. 


29.3.51. 


29.3.52. 


29.3.53. 


29.3.54. 


29.3.55. 


29.3.56. 


29.3.57. 


29.3.58. 


29.3.59. 


29.3.60. 


29.3.61. 


29.3.62. 


29.3, ТАБЛИЦА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ЛАПЛАСА 


Λα) 
и = Г 
(5 — αὖ) (64 Vs) 
1 
a's (45 а) 
1 
(5 1- α) Νε -Ь 
ῥ᾽ ές а? 
4/5(5 — a?) (o/s + В) 
(1 — ο)» 


ΦΠ1/3 
(1 — 5)" 
gnti/2 
ΝΡ + 2a 
dls 
Bee ee 
vs Fads + b 
eee |. ee 
(s + a)¥(s + γ΄ 
oan ae МАЗИ 

(s + ay? (5 + В" 
4/5 + 2a— Να 
s+ 2α 1- 4s 
Se 
(ψ5 + a+ ΝΕ 5) 
-------- ---ἂν 
оба у" (ν > —1) 
ΝΡ a's τα 
Е 
Чата 
(Vs? + а? — s)’ 
а 


1 
-------- (>90) 
(5 A а)" 


(К > 0) 


(kK > 0) 


(v> —1) 
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Гауссовское распределение 728 
Гегенбауэра многочлены (см. Ортогональные многочлены) 
375, 580 
выражение степеней x” 599 
графики 582 
коэффициенты 599 
Гёльдера неравенство 20 
Гиперболические функции 48 
бесконечные произведения 50 
графики 48 
действительная и мнимая части 49 
кратных аргументов 48 
модуль и аргумент 49 
неопределенные интегралы 50 
непрерывная дробь 50 
отрицательного аргумента 48 
периодичность 48 
половинного аргумента 48 
произведения 49 
производные 50 
разложения в ряд 49 
связь с тригонометрическими функциями 48 
сумма и разность 49 
формула Муавра 49 
формулы сложения 48 
функциональные соотношения 48 
Гипергеометрические функции 370 
асимптотические разложения 379 
интегральные представления 373 
ряды Гаусса 370 
связь с Р-функцией Римана 378 
соотношения Гаусса для смежных функций 372 


формулы дифференцирования 372 
формулы преобразования 373 
частные значения аргумента 371 
частные случаи 370, 375 
Гипергеометрическое дифференциальное уравнение 377 
решение 377 


д 


Двоичная система счисления 805 

Двумерное нормальное распределение 732 
вычисление 748 
графики 733 
частные значения 732 

Дебая функции 788 

Дзета-функция Римана 610 

Дзета-функция Якоби 391 

Дигамма-функция (см. Пси-функция) 84 

Дилогарифм-функция 795 

Дисперсионного отношения функция распределения (см. 
Е-распределение) 740 — 

Дисперсия 723 

Дифференциальные уравнения 692 
второго порядка с точками ветвления 692 
обыкновенные первого порядка 692 
решение методами Рунге — Кутта 692 
решение методом Адамса 692 
решение методом Гилла 692 
решение методом Милна 692 
решение методом предиктор-корректор 692 
решение методом Эйлера 692 
системы 693 


Дифференцирование численное 679 
таблицы коэффициентов 708 
формула Лагранжа 679 
формула Эверетта 680 
формулы Маркова 680 


Досона интеграл 121 
график 121 
таблица 140 


Зиверта интеграл 790 


И 


Инварианты 443 
таблицы 489 


Интеграл вероятностей 120 
аппроксимация комплексной функщии бесконечным 
рядом 122 
аппроксимация рациональными функциями 122 
асимптотическое разложение 122 
графики 120-121 
значение на бесконечности 121 
интегральное представление 120 
комплексные нули 150 
кратные интегралы вероятностей 122 
линии уровня в комплексной плоскости 121 
непрерывные дроби 121 
неравенства 121 
определенные и неопределенные интегралы, связанные 
с ним 125 


производные 121 
разложения в ряд 120 
связь с вырожденной гипергеометрической функцией 
122 
соотношения симметрии 121 
таблица значений для комплексных аргументов 146 
таблица значений кратных интегралов 138 
таблицы 131, 133, 137 
Интеграл от плотности двумерного нормального распре- 
деления, взятый по многоугольнику 749 
Интегралы 
гиперболических функций 50 
иррациональных алгебраических функций 22 
логарифмических функций 35 
обратных гиперболических функций 52 
обратных тригонометрических функций 47 
показательных функций 37 
рациональных алгебраических функций 21 
тригонометрических функций 42 
Интегральная показательная функция 556 
аппроксимация многочленами 58 
аппроксимация рациональными функциями 59 
асимптотическое разложение 58 
вычисление 61 
графики 56 
неопределенные интегралы 58 
непрерывная дробь 57 
неравенства 57 
определенные интегралы 57 
производные 57 
рекуррентные соотношения 57 
разложения в ряд 57 
связь с неполной гамма-функцией 58 
связь со сферическими функциями Бесселя 58 
таблицы 63, 68—70, 73, 74, 76 
функциональные соотношения 56 
Интегральный косинус 59 
аппроксимация рациональными функциями 60 
асиптотические разложения 60 
вычисление 61 
графики 59 
интегралы 60 
интегральные представления 59 
определения 59 
ряды 59 
связь с интегральной показательной функцией 60 
соотношения симметрии 60 
таблицы 63, 68 
Интегральный синус 59 
аппроксимации рациональными функциями 60 
асимптотические разложения 60 
вычисление 61 
графики 59 
интегралы 60 
интегральные представления 59 
определения 59 
разложения в ряд 59 
связь с интегральной показательной функцией 60 
соотношения симметрии 60 
таблицы 63, 68 
Интегрирование 682 
кратные интегралы 687 
многомерное 688 
по частям 621 
пятиточечная формула для аналитических функций 684 
формула Боде 683 
формула Лагранжа 682 
формула Лобатто 685 
формула Радо 684 
формула Симпсона 682 
формула суммирования Эйлера—Маклорена 682 
формула трапеций 682 
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формула Филона 687 
формула Чебышева с равными весами 684 
формулы Ньютона—Жотеса 683 
формулы типа Гаусса 684 
Интерполяция 675 
гармонический анализ 678 
двумерная 679 
итерационный метод Эйткена 676 
обратная 678 
разложение Тейлора 676 
тригонометрическая 678 
формула Бесселя 678 
формула Лагранжа 675 
формула Ньютона для интегрирования вперед 677 
формула Ньютона с разделенными разностями 677 
формула Тила 678 
формула Эверетта 677 
формулы с модифицированными центральными раз- 
ностями 677 ΄ 


К 


Каннингема функция 328 
Каталана постоянная 611 
Квадратное уравнение, решение 27, 29 
Кельвина функции 200 
аппроксимаци я многочленами 205 
асимптотические разложения больших нулей 204 
асимптотические разложения модуля и фазы комплекс- 
ных функций 203 
асимптотические разложения при больших значениях 
аргумента 202 
асимптотические разложения произведений 204 
графики 203 
дифференциальные уравнения 200 
модуль и фаза 203 
неопределенные интегралы 20 
нули функций нулевого порядка 202 
определения 200 
от отрицательного аргумента 201 
равномерные асимптотические разложения при больших 
значениях порядка 204 
разложения по функциям Бесселя 202 
рекуррентные соотношения 201 
рекуррентные соотношения для произведений 201 
степенные ряды 200 
степенные ряды для произведений 202 
таблицы 248 
функциональные соотношения 200 
Клаузена интеграл 795 
Клебша—Гордана коэффициенты 796 
Кольца функции 159 
Комбинаторный анализ 624 
Конуса функции 159 
Конформные отображения 453 
Корниша—Фишера асимптотическое разложение 731 
Корреляция 732 
Кратные интегралы вероятностей 122 
асимптотическое разложение 123 
выражение в виде простого интеграла 123 
график 123 
дифференциальное уравнение 122 
значение в нуле 123 
определение 122 
производные 123 
разложение в ряд 123 
рекуррентные соотношения 123 
связь с вырожденной гипергеометрической функцией 
123 | 
связь с многочленами Эрмита 123 


связь с функциями параболического цилиндра 123 
связь с Нй-функцией 123 
таблица 138 
Кристоффеля—Дарбу формула 591 
Кронекера дельта-функция 625 
Круговое нормальное распределение 732 
вычисление внутри смещенного круга 750 
Кулона волновые функции 354 
асимптотические разложения 356 
асимптотическое поведение 358 
вронскиан 355 
вычисление 359 
графики 355, 357 
дифференциальное уравнение 354 
интегральные представления 355 
общее решение 354 
разложения, содержащие функции Бесселя 356 
разложения, содержащие функции Бесселя—Клиффорда 
356 
разложения, содержащие функции Эйри 356 
рекуррентные соотношения 355 
разложения в ряд 354 
таблицы 360 
частные значения 358 
Куммера функция 321 
Кумулятивная функция распределения 722 
многомерная 722 
одномерная 722 


Л 


Лагерра многочлены (см. Ортогональные многочлены) 580 
график 586 
значения 605 
коэффициенты 604 
разложения степеней x” 604 
Лагерра формула интегрирования 687 
узлы и весовые коэффициенты 717 
Лагранжа формула дифференцирования 679 
Лагранжа формула интегрирования 682 
коэффициенты 683 
таблица 709 
Лагранжа формула интерполяции 675 
коэффициенты 675 
таблица 692 
Ландена преобразование повышающее 385, 412, 419 
Ландена преобразование понижающее 385, 412, 419 
Лапласа преобразования 807 
операторы 807 
определение 807 
таблицы 809 
Лапласа—Стилтьеса преобразования 815 
таблицы 815 
Лапласа уравнение 26 
Лапласиан (оператор Лапласа) 681 
в сфероидальных координатах 560 
Лежандра дифференциальное уравнение 154 
решения 154 
Лежандра многочлены (см. Ортогональные многочлены) 
154 
выражение степеней x” 603 
графики 161, 586 
значения 163 
коэффициенты 603 
Лежандра функции 154 
асимптотические разложения 158 
вронскиан 155 
вычисление 162 
графики 161, 586 
значения на разрезе 155 
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интегралы 160 

интегральные представления 157 
обозначения 154 

от отрицательного аргумента 155 
от отрицательного порядка 155 

от отрицательной степени 155 
рекуррентные соотношения 156 
связь с эллиптическими интегралами 159 
таблицы 163 

тригонометрические разложения 157 
формула Родрига 157 

формулы суммирования 158 
функциональные соотношения 155 
частные значения 156 

явные выражения 156 


Милна метод 692 

Модифицированная функция Струве 315 
асимптотическое разложение при больших |2 | 316 
вычисление 317 
график 316 
интегралы 316 
интегральные представления 315 
разложение в ряд 315 
рекуррентные соотношения 316 
связь с модифицированными сферическими функци- 
ями Бесселя 316 
таблицы 318 

Модифицированные сферические функции Бесселя 260 
вронскианы 261 
выражения через элементарные функции 261 


Лемнискатная постоянная 469 
Лемнискатный случай 468 
Лобатто квадратурная формула 685 
узлы и весовые коэффициенты 714 
Логарифмическая функция 33 
аппроксимация многочленами 34 
аппроксимация многочленами Чебышева 35 
график 36 
десятичный логарифм 34 
изменение основания 34 
неопределенные интегралы 35 
непрерывные дроби 34 
неравенства 34 
определенные интегралы 35 
пределы 34 
производные 35 
разложения в ряд 34 


М 


Маркова формулы численного дифференцирования 680 
Математические постоянные 12 
в восьмеричной системе счисления 805 
Матье модифицированное уравнение 532, 
радиальные решения 542 
Матье уравнение 532 
области устойчивости 538 
различные решения 540 
решения, содержащие произведения функций Бесселя 
541 
решения Флоке 537 
связь с волновым сфероидальным уравнением 533 
собственные значения 533, 536 
характеристический показатель 537, 538 
Матье функции 532 
асимптотические представления 549 
графики 536, 544 
интегральные представления 545 
интегральные уравнения 545 
множители связи, таблицы 554 
нормировка 542 
нули 549 
обозначения 552 
ортогональность 542 | 
различные свойства 544, 548 
разложения для малых а 540 


вырожденные формы 263 
вычисление 271 

графики 262 

дифференциальное уравнение 260 
определения 260 

производные относительно порядка 263 
производящие функции 263 
разложения в ряд 261 
рекуррентные соотношения 262 
таблицы 285 

теоремы сложения 263 

формула удвоения 263 

формулы типа Релея 263 


Модифицированные функции Бесселя [,(2), Ky(z) 195 


аналитическое продолжение 197 

аппроксимации многочленами 199 

асимптотические разложения при больших значениях 
аргумента 199 

вронскианы 197 

выражение через гипергеометрические функции 198 
графики 196 

дифферевциальное уравнение 195 

другие дифференциальные уравнения 198 
интегральные представления 197 

нули 198 

пределы при малых значениях аргумента 196 
производные 197 

производные относительно порядка 198 
производящая функция и связанные с ней ряды 197 
равномерные асимптотические разложения при боль- 
ших значениях порядка 199 

разложения в степенной ряд 196 

рекуррентные соотношения 197 

ряды Неймана для К\(2) 198 

связь с функциями Лежандра 198 

соотношения между решениями 196 

таблицы 234 

теоремы умножения 198 


Модифицированные функции Матье 532 


графики 544 


Моменты 723 
Мультиномиальные коэффициенты 625 


таблица 634 


Н 


разложения по функциям параболического цилиндра 
550 

рекуррентные соотношения между коэффициентами 533 
ряды по степеням 4 для периодических решений 535 
таблица коэффициентов 556 

таблица критических значений 554 

частные значения 549 

частные случаи 538 


Мёбиуса функция 629 


Наименьших квадратов метод аппроксимации 597 
Невиля обозначения 392 
Невиля тэта-функции 392 
графики 392 
разложения в бесконечное произведение 392 
разложения в бесконечный ряд 392 
таблицы 396 
Неймана многочлены 185 
Неполная бета-функция 89, 738 
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аппроксимация 739 
асимптотические разложения 738 
вычисление 752 
непрерывные дроби 738 
разложения в ряд 738 
рекуррентные формулы 89, 738 
связь с биномиальным разложением 89 
связь с гипергеометрической функцией 89 
связь с другими функциями и распределениями 739 
связь с хи-квадрат распределением 738 
симметрия 89 
Неполная гамма-функция 86 
асимптотические разложения 88 
выражение через вырожденную гипергеометрическую 
функцию 88 
вычисление 752 
график 87 
непрерывная дробь 88 
определенные интегралы 89 
производные и дифференциальные уравнения 88 
разложения в ряд 88 
рекуррентные формулы 88 
таблица 766 
форма Пирсона 86 
частные значения 88 
Неравенства 20 
Гёльдера для интегралов 20 
Гёльдера для сумм 20 
Коши 20 
Минковского для интегралов 21 
Минковского для сумм 21 
треугольника 20 
Чебышева 20 
Шварца 20 
Нормального распределения плотность вероятности 729 
производные 729 
Нормального распределения функция и производные 729 
таблицы 754 
Нормальное распределение 728 
аппроксимация многочленами и рациональными функ- 
циями 728 
асимптотические представления 728 
вычисление 746 
границы 729 
значения х для крайних значений Р(х) и О(х) 765 
значения х как функция Р(х) и О(х) 764 
значения 2(х) как функция Р(х) и О(х) 763 
кривые ошибок 729 
непрерывная дробь 728 
разложения в ряд 728 
связь с другими функциями 730 
Ньютона интерполяционная формула 677 
Ньютона — Котеса формулы 683 


О 


Обобщенная гипергеометрическая функция 184, 198, 378 
Обобщенное среднее 20 
Обобщенные многочлены Лагерра (см. Ортогональные 
многочлены) 580 
Обратные гиперболические функции 50 
графики 51 
логарифмические представления 51 
неопределенные интегралы 52 
непрерывные дроби 52 
отрицательные аргументы 51 
производные 52 
разложения в ряд 52 
связь с обратными тригонометрическими функциями 51 
сумма и разность 51 


Обратные тригонометрические функции 44 


аппроксимация многочленами 46 
аппроксимация многочленами Чебышева 47 
графики 45 

действительная и мнимая части 46 
логарифмические представления 45 
неопределенные интегралы 47 

непрерывные дроби 46 

отрицательные аргументы 45 

производные 47 

разложения в ряд 46 

связь с обратными гиперболическими функциями 45 
сумма и разность 46 


Ортогональные многочлены 578 


выражение через вырожденные гипергеометрические 
функции 586 

выражение через гипергеометрические функции 585 
выражение через функции Лежандра 586 
выражение через функции параболического цилиндра 
586 

вычисление 595 

графики 582—586 

дискретной переменной 594 

дифференциальные уравнения 587 

изменение интервала ортогональности 597 
интегралы 592 

интегральные представления 590 

классические многочлены 580 

неравенства 593 

нули 593 

определение 579 

пределы 593 

производные 589 

производящие функции 589 

рекуррентные формулы. 588 

таблицы 600, 601, 605 

формула Родрига 591 

функциональные соотношения 583 

формулы суммирования 591 

частные значения 583 

явные выражения 581 


Основной параллелограмм периодов 442 


П 


Параболического цилиндра функции u(a, x), v(a, x) 494 


асимптотические разложения 498 

вронскиан и другие соотношения 496 

вычисление 509 

дифференциальное уравнение 494 

интегральные представления 496 

модули и фазы 500 

нули 507 | 

разложения в степенной ряд по х 495 

разложения Дарвина 499 

разложения для больших значений х и умеренных 
значений а 498 
разложения для больших значений |а| и умеренных 
значений х 499 

разложения, содержащие функции Эйри 498 
рекуррентные соотношения 498 

связь с вырожденной гиперегеометрической функцией 
501 

связь с интегралом вероятностей и интегралом 
Досона 502 

связь с многочленами и функциями Эрмита 502 

связь с функциями Бесселя 502, 509 

стандартные решения 495 

таблицы 512 
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Параметр т 381, 416 
таблицы 426 


Параметры Якоби 404, 416 
таблицы 422, 424, 426 


Пентагамма-функция (см. Полигамма-функции) 85 
Первообразные корни 630 
таблица 666 
Пирсона форма неполной гамма-функции 86 
Планка функция излучения 789 
Плотности вероятности функция 728 
асимптотическое разложение 730 


Показательная функция 35 
аппроксимация многочленами 36 
аппроксимация многочленами Чебышева 37 
график 36 
неопределенные интегралы 37 
непрерывные дроби 36 
неравенства 36 
периодичность 35 
пределы 36 
производные 37 
разложение в ряд 35 
тождества 36 
формула Эйлера 40 


Полигамма-функции 85 
асимптотические формулы 86 
дробные значения аргумента 86 
разложения в ряд 86 
рекуррентная формула 86 
таблицы 91, 95 
формула симметрии 86 
формула умножения 86 
целые значения аргумента 86 


_ Похгаммера символ 82 


Приближенные методы решения уравнений 27 
метод итераций 27 
метод Ньютона 28 
правило ложного положения 27 
Эйткена 6?-процесс 28 


Присоединенные функции Лежандра (см. Лежандра функ- 
ции) 154 
Производные 21 
алгебраических функций 21 
гиперболических функций 50 
логарифмических функций 35 
обратных гиперболических функций 52 
обратных тригонометрических функций 47 
тригонометрических функций 42 
частные 680 
Простые числа 58 
Процентные точки хи-квадрат распределения 772 
Процентные точки Р-распределения 774 
Процентные точки #-распределения 778 
Псевдолемнискатный случай 473 
Пси-функкия 84, 90 
асимптотические формулы 85 
в комплексной плоскости 84 
график 84 
дробные значения аргумента 84 
нули 85 
определенные интегралы 85 
разложения в ряд 85 
рекуррентные формулы 84 
таблицы 91, 96, 100, 112, 
формула симметрии 84 
формула удвоения 84 
целые значения аргумента 84 
Пуассона распределение 752 
таблица кумулятивных сумм 766 
Пуассона — Щарлье функция 327 


Р 


Разбиения 628 
неупорядоченные 628 
с неравными частями 628 
таблицы 634, 638 
Разности 674 
выражение через производные 680 
обратные 675 
одностронние 674 
разделенные 674 
средние 674 
центральные 674 
Распределение вероятностей 722 
Е-распределение 740 
аппроксимация 741, 742 
вычисление 753 
нецентральное 741 
пределы 742 
разложения в ряд 740, 742 
рефлексивное соотношение 741 
связь с.{-распределением Стьюдента 741 
связь с хи-квадрат распределением 740 
статистические свойства 740 
Распределения функции 722 
асимптотические разложения 730 
дискретные 722 
непрерывные 722 
неравенства 727 
одномерные дискретные 724 
одномерные непрерывные 725 
решетчатые 722 
характеристики 723 
Риккати — Бесселя функции 263 
вронскианы 263 
дифференциальное уравнение 263 
определение 263 
Римана дзета-функция 610 
частные значения 610 
Римана дифференциальное уравнение 378 
решения 378 
Римана Р-функция 378 
формулы преобразования 378 
Родрига формула 157, 579, 591. 
Рунге — Кутта методы 692 


С 


Секториальные гармоники 154 
Семиинварианты 723 
Симпсона формула 682 
Системы дифференциальных уравнений первого порядка 
693 
Системы счисления 800 
общие методы перевода 801 
Случайные числа 743 
методы образования 743 
таблицы 779 
Смещенные многочлены Лежандра (см. Ортогональные мно- 
гочлены) 580 г 
Смещенные многочлены Чебышева (см. Ортогональные 
многочлены) 580 
Спенса интеграл 794 
Сплюснутые сфероидальные координаты 560 
Среднее значение случайной величины 723 
Стирлинга формула 83 
Стирлинга числа 626, 627 
таблицы 635, 637 


Струве функции 313 
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ом разложения для больших порядков 
5 
асимптотические разложения для больших |2| 315, 316 
вычисление 317 

графики 314 

дифференциальное уравнение 313 

интегралы 315, 316 

интегральные представления 314, 315 
модифицированные 315 

разложения в ряд 313, 315 

рекуррентные соотношения 314, 316 

связь с функциями Вебера 316 

таблицы 318 

частные свойства 314 


Стьюдента {-распределение 742 
аппроксимации 743 
асимптотическое разложение для обратной функции 
742 
нецентральное 743 
предельное распределение 743 
разложения в ряд 742 
статистические свойства 742 
Субтабулирование 678 


Суммирование рациональных рядов 90 
Суммируемые ряды 795 

Суммы обратных степеней 610, 614 
Суммы положительных степеней 616 
Суммы степеней 608 


Сферические многочлены (Лежандра) (см. Ортогональные 
многочлены) 154 


Сферические функции Бесселя 256 
аналитическое продолжение 258 
бесконечные ряды, содержащие /2(2) 259 
вронскианы 256 
выражения через элементарные функции 256 
вырожденные формы 258 
вычисление 270 
Гегенбауэра обобщение 257 
графики 257 
цифференциальное уравнение 256 
интеграл Пуассона 257 
комплексные нули функций #10 (2) и й(?(2) 260 
модуль и фаза 258 
нули и их асимптотические разложения 259 
определения 256 
пределы при 2-> 0 256 
произведения функций 258 
производные 258 
производные относительно порядка 258 
производящие функции 258 
разложения в ряд 256 
рекуррентные соотношения 258 
связь с интегралами Френеля 259 
таблицы 273 
теоремы сложения 258 
формула удвоения 258 
формулы Релея 258 

Сфероидальные волновые функции 559 
асимптотические разложения 563 
асимптотическое поведение 564 
вычисление коэффициентов 562 
дифференциальные уравнения 561 
множители связи 564 
нормировка 563 
разложения 563 
собственные значения 561, 564 
таблицы 573 
oe множителей связи для вытянутых функций 
таблицы собственных значений 567 


T 


Тейлора ряд 676 
Теоретико-числовые функции 629 
'Тессеральные гармоники 154 
Тетрагамма-функция (см. Полигамма-функции) 85 
Тетрахорическая функция 730 
Тора функции 159 
Торонто функция 327 
'Трапеций формула 682 
Тригамма-функция (см. Полигамма-функции) 85 
Тригонометрические функции 37 
аппроксимация многочленами 41 
аппроксимация многочленами Чебышева 42 
бесконечные произведения 41 
графики 38 
действительная и мнимая части 40 
знаки 39 
кратных аргументов 38 
модуль и аргумент 40 
неопределенные интегралы 42 
непрерывные дроби 41 
неравенства 40 
определенные интегралы 43 
отрицательных аргументов 38 
периодичность 37 
половинных аргументов 38 
пределы 40 
произведения синусов и косинусов 38 
производные 42 
разложения в ряд 40 
разложения на простые дроби 41 
связь с гиперболическими функциями 40 
соотношения между функциями 38, 39 
сумма и разность 38 
формула Муавра 40 
формула Эйлера 40 
формулы приведения 39 
формулы сложения 38 
Тэта-функции 389 
вычисление с помощью арифметико-геометрического 
среднего 390, 393 
добавление четверть периодов к аргументам 391 
логарифмические производные 390 
логарифмы отношений от сумм и разностей аргумен- 
тов 390 
обозначения Невиля 392, 396 
обозначения Якоби 390 
разложения по параметру Якоби 389 
связь с дзета-функцией Якоби 391 
связь с эллиптическими функциями Вейерштрасса 461 
соотношения между квадратами функций 390 


У 


Уиттекера функция 322 
Ультрасферические многочлены (см. Ортогональные мно- 
гочлены) 580 
выражение степеней x” 599 
графики 582 
коэффициенты 599 


Ф 


Факториал-функция (см. Гамма-функция) 80 

Филона квадратурная формула 687 | 
коэффициенты 718 

Флоке теорема 537 
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Флоке теорема 537 
Френеля интегралы 123 
аппроксимация рациональными функциями 125. 
асимптотические разложения 125 
вспомогательные функции 124, 144 
график 124 
. значение на бесконечности 124 
интегралы 125 
комплексные нули 150 
максимумы и минимумы 150 
определение 123 
производные 124 
разложения в ряд 124 
связь с вырожденной гипергеометрической функцией 
124 
связь с интегралом вероятностей 124 
связь со сферическими функциями Бесселя 124 
таблицы 142, 144 
функциональные соотношения 124 


Χ 


Ханкеля контурный интеграл 81 
Ханкеля функции 180 
Характеристическая функция 723 
Хевисайда единичная функция 807 
Хевисайда теорема разложения 808 
Хеймана лямбда-функция 407 
график 408 
таблица 436 
Хи-квадрат распределение 735 
аппроксимации 735 
асимптотические разложения 735 
вычисление 751 
непрерывная дробъ 735 
нецентральное 736 
разложения в ряд 735 
рекуррентные и дифференциальные соотношения 735 
связь с другими функциями 736 
связь с нормальным распределением 735 
семиинварианты 735 
статистические свойства 737 


Ц 


Цилиндрические функции 182 


Я 


Чебышева квадратурная формула 684 
абсциссы 714 
Чебышева многочлены (см. Ортогональные многочлены) 
580 
графики 584 
значения 600 
коэффициенты 600 
разложения степеней 600 


Э 


Эверетта интерполяционные коэффициенты 677 
связь с коэффициентами Лагранжа 677 

Эверетта формула 677, 680 

Эджворта асимитотическое разложение 748 


Эйлера интеграл 81 
Эйлера — Маклорена формула суммирования 26, 609 
Эйлера — Маклорена формулы 609 
Эйлера многочлены 607 
в виде суммы степеней 608 
интегралы 608 
коэффимиенты 612 
неравенства 608 
производные 608 
производящая функция 607 
разложения в ряд 608 
разложения Фурье 609 
разности 608 
связь с многочленами Бернулли 609 
символические соотношения 609 
формулы для кратного аргумента 608 
функииональные соотношения 608 
частные значения 609 
Эйлера постоянная 81 
Эйлера формула 40, 81, 692 
Эйлера формула суммирования 610. 
Эйлера функция 629 
таблица 642 
Эйлера числа 607 
таблица 613 
Эйнштейна функции 789 
Эйри функции 264 
асимптотические представления интегралов 268 
асимптотические представления связанных функций 268 
асимптотические разложения 266 
асимптотические разложения модуля и фазы 267 
вронскиан произведений функций 266 
вронскианы 264 
выражения через функции Бесселя 264 
вычисление значений функций 272 
вычисление нулей 272 
графики 264 
дифференциальные уравнения 264, 266 
интегралы 265 
интегральные представления 265 
комплексные нули и связанные с ними значения 
Bi(z) и ВГ(2) 294 
модуль и фаза 267 
нули и их асимптотические разложение 268 
определения 264 
разложения в степенной ряд 265 
разложениь интегралов в степенной ряд 265 
связанные функции 266 
соотношения между решениями 264 
таблицы 291 
таблицы интегралов 294 
Эйткена интерационный метод 676 
Эйткена 642-процесс 28 
Эквиангармонический случай 463 
Экономизация рядов 598 
Эксцесс 723 
Эллиптические интегралы 401 
амплитуда 403 
второго рода 402, 403 
графики интегралов второго рода 405, 408 
графики интегралов первого рода 405 
графики интегралов третьего рода 414 
графики неполных интегралов 406 
графики полных интегралов 405 
канонические формы 402 
модуль 403 
модулярный угол 403 
определение 402 
параметр 403 
первого рода 402, 403 
приведение к канонической форме 415 
связь © эллиптическими функциями Вейерштрасса 454 
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таблицы интегралов третьего рода 439 
таблицы неполных интегралов 427, 430 
таблицы полных интегралов 422 
третьего рода 403, 413 
формулы приведения 402, 411 
характеристика 403 

Эллиптические интегралы неполные 405 
амплитуда, близкая к п/2 405 
амплитуда произвольной величины 405 
вычисление 407, 416 
комплексная амплитуда 405 
мнимая амплитуда, 405 
мнимое преобразование Якоби 405 
отрицательная амплитуда 405 
отрицательный параметр 407 
параметр, больший единицы 407 
частные случаи 407 

Эллиптические интегралы полные 403 
аппроксимация многочленами 404 
второго рода 403 
вычисление 416 
первого рода 403 
пределы 404 
разложения в ряд 404 
связь с гипергеометрической функцией 403 
соотношения Лежандра 404 
третьего рода 413, 420 
4-ряды 404 

Эллиптические координаты 559 


Эрмита квадратурная формула 687 
узлы и весовые коэффициенты 718 
Эрмита многочлены (см. Ортогональные многочлены) 580 
график 586 
значения 605 
коэффициенты 605 
разложения степеней x” 605 
Эрмита функции 502 


Эта-функции 391 


Я 


Якоби дзета-функция 391, 407 


вычисление посредством арифметико-геометрического 
среднего 391 


график 408 
мнимое преобразование Якоби 407 
разложение в 4-ряды 407 
связь с тэта-функциями 391, 407 
таблица 433 
теорема сложения 407 
частные значения 407 
Якоби многочлены (см. Ортогональные многочлены) 580 
графики 579, 582 
коэффициенты 599 
Якоби тэта-функция (см. Тэта-функции) 389 
Якоби эллиптические функции 380 
аппроксимация гиперболическими функциями 386 
аппроксимация — тригонометрическими — функциями 
385 
вычисление 393 
вычисление посредством арифметико-геометрического 
среднего 383 
главные члены разложений 384 
графики 382 
интегралы 388 
интегралы от квадратов функций 389 
классификация 382 
комплексные аргументы 387 
Ландена преобразование 385 
мнимое преобразование Якоби 387. 
обратный параметр 385 
определение 381 
параметр 381 
первые члены разложений в.ряд по степеням и 387 
производные 386 
разложения в ряд по параметру Якоби 388 
связи между квадратами функций 384 
связь с определяющей тройкой функций 382 
связь с функциями Вейерштрасса 454 
теоремы сложения 386 
формулы для половинных аргументов 387 
формулы для удвоенных аргументов 387 
формулы приведения по аргументу 384 
формулы приведения по параметру 385 
частные значения 383 
четвертьпериоды 381 
Якоби эта-функция 391 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


ЛАТИНСКИЙ АЛФАВИТ 


— (символ Похгаммера) 6.1.22 
Г(а) 

a,(q) — собственное значение уравнения Матье 20.1 

А(х) = 2Р(х) —1 — нормальное распределение 26.2.4 

Αἱ (2) — функция Эйри 10.4 | 

Α.Γ.ς. — арифметико-геометрическое среднее 16.4 

ат 2 — амплитуда комплексного числа 2 3.7 


arcsin Ζ 
arccos 2 
arctg Zz 
arcetg 2 
arcsec 2 
агссзс 2 


Arsh 2 
Arch 2 
Arth 2 
Arcth 2 
Arsech 2 
Arcsch 2 
arg 2 — аргумент 2 3.7.4 


— обратные тригонометрические функции 4.4 


г — обратные гиперболические функции 4.6 


b-(q) — собственное значение уравнения Матье 20.1 
Bn — число Бернулли 23.1.2 
Bn(x) — многочлен Бернулли 23.1 
ber, x 

й — функции Кельвина 9.9 
beiy x 
Bi 2 — функция Эйри 10.4 


cd 

sd |- эллиптические функции Якоби 16.2 
па 

ce,(z, а) — функция Матье 20.2 

сп — эллиптическая функция Якоби 16.1 


Сп 
Dn |- интегралы от квадратов эллиптических функций 
Sn Якоби 16.25 

cs 

ds — эллиптические функции Якоби 16.2 

ns 

C(x) — интеграл Френеля 7.3 

Cy(x) — многочлен Чебышева второго рода 22.2 


C(x,a) — обобщенный интеграл Френеля 6.5 
Се,(2, 4) — модифицированная функция Матье 20.6 
С1(2) | 


— интегралы Френеля 7.3 
C2(z) J r 


C(x) — ультрасферический (Гегенбауэра) многочлен 22.2 
Chi (2) — интегральный гиперболический косинус 5.2 
Ci(z) — интегральный косинус 5.2 

Cin (2) — интегральный косинус 5.2 

Cinh (2) — интегральный гиперболический косинус 5.2 


covers A 
5 | — 4.3.147 
coversine A 


de 

nc \ эллиптические функции Якоби 16.3 

sc 

dn = Δ(ϕ) — дельта-амплитуда (эллиптическая функция 
Якоби) 16.1 

D,(x) — функция параболического цилиндра (форма Уит- 
текера) 19.3. 


€n(z) — 6.5.11 

E(?\ a) — эллиптический интеграл второго рода 17.2 

E(a, x) — функция параболического цилиндра 19.17 

Е. (2) — функция Вебера 12.3 

ЕТ(2) — функция параболического цилиндра Вебера 13.6 

E(m) — полный эллиптический интеграл второго рода 17.3 

Ei 2 — интегральная показательная функция 5.1 

Е! (2) — интегральная показательная функция 5.1 

E[g(X)] — среднее значение случайной величины g(x) 26.1 

Ein (2) — модифицированная интегральная показательная 
функция 5.1 

En — число Эйлера 23.1.2 

En(x) — многочлен Эйлера 23.1 

En(z) — интегральная показательная функция 5.1 


erf 2 
| интегралы вероятностей 7.1 


erfc 2 
exp 2 = εὖ — экспоненциальная функция 4.2 
exsec A 
| — 4.3.141 
exsecant A 
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Ле 
for 


F(a, ὃ; с; 2) — гипергеометрическая функция 15.1 

Ε(ΦᾺ <) — эллиптический интеграл первого рода 17.2 

Fr(4\e) — волновая функция Кулона (регулярная) 14.1 

ЕРР — фундаментальный параллелограмм периодов 18.1 

вЕт (а1,..., ав; 54,.... bm;z) — обобщенная гипергеометри- 
ческая функция 15.1 


os множители связи для Функций Матье 20.6 


22, &3 — инварианты эллиптических функций Вейерштрас- 
са 18.1 

&e,r 

&o.r 

g(x, у, ©) — двумерное нормальное распределение 26.3 

Οἱ (2) — присоединенная функция Эйри 10.4 

Ст(т, ©) — волновая функция Кулона (иррегулярная или 
логарифмическая) 14.1 

Gn(p, а, х) — многочлен Якоби 22.2 

gd (2) — 4.3.117 


}_ множители связи для функций Матье 20.8 


(2) — сферическая функция Бесселя третьего рода 10.1 


ив 4 | 4.3.147 
haversine Af 


H,(z) — функция Струве 12.1 
Н! (2) — присоединенная функция Эйри 10.4 
He,(z) — многочлен Эрмита 22.2 
HS™(z) — функции Бесселя третьего рода (Ханкеля) 9.1 
Hhy(x) — Нй-вероятности функция 19.14 
Hn(x) — многочлен Эрмита 22.2 
Н(т, п, х) — вырожденная гипергеометрическая функция 
19.25 


Kz 2) — модифицированная функция Бесселя 9.6 


= In41;2(z) — модифицированная сферическая функция 
Бесселя первого рода 10.2 


у= 55 [-п-1!2(2) — модифицированная сферическая функция 
Бесселя второго рода 10.2 

Ки, р) — неполная гамма-функция (форма Пирсона) 6.5.6 

I,(a, ὃ) --- неполная бета-функция 6.6 

Im 2 — мнимая часть 2(=у) 3.7 

i” ес 2 — 7.2 


(2) — сферическая функция Бесселя первого рода 10.1 
J,(z) — функция Ангера 12.3 
J\(z) — функция Бесселя первого рода 9.1 


К — модуль эллиптического интеграла 17.2 

К’ — лополнительный модуль эллиптического интеграла 17.2 
k,(z) — функция Бейтмена 13.6 

Ki,(z) — кратные интегралы от Ко(2) 11.2 


|= 5. Kn41/2(Z) — модифицированная сферическая функция 
Бесселя третьего рода 10.2 

K,(z) — модифицированная функция Бесселя 9.6 

K(m) — полный эллиптический интеграл первого рода 17.3 

Кег,(х) 


р |- функции Кельвина 9.9 
keiy(x) 


li(x) — интегральный логарифм 5.1 

16 χ — десятичный логарифм 4.1 

1242 — логарифм числа z по основанию а 4.1 

In 2 (= 19.2) — натуральный логарифм 4.1 

9 (F(t)] = f(s) — преобразования Лапласа 29.1 

ГАЙ, К, ϱ) — кумулятивное двумерное нормальное распре- 
деление 26.3 

[.(х) — многочлен Лагерра 22.2 

L“,* (x) — обобщенный многочлен Лагерра 22.2 

L,(z) — модифицированная функвия Струве 12.2 


т = и — среднее значение 26.1 

т — параметр (эллиптических функций) 16.1 

т: — дополнительный параметр 16.1 

Μία, b, 2) — вырожденная гипергеометрическая функция 
Куммера 13.1 

Mc{P(z, 4) — модифицированная функция Матье 20.6 

Ms‘?)(z, 9) — модифицированная функция Матье 20.6 

Мк, μία) — функция Уиттекера 13.1 


п — характеристика эллиптического интеграла третьего 
рода 17.2 


Оз(2) — многочлен Неймана 9.1.83 


p(n) — число разбиений 24.2 

Р(2) — эллиптическая функция Вейерштрасса 18.1 

ph 2 — фаза комплексного числа 2 3.7 

Р(а, х) — неполная гамма-функция 6.5 

P(x? | ν) — распределение хи-квадрат 6.5, 26.4 

Р(2) — присоединенная функция Лежандра первого рода 
8.1 

Р(х) — нормальное распределение 26.2 

Ри(х) — многочлен Лежандра (сферический at ace 8.4, 
22.2 

P*(x) — смещенный многочлен Лежандра 22.2 

Ρία, β)(χ) — многочлен Якоби 22.2 


Рг{ Х<х} — вероятность события Х < x 26.1 


4 — параметр Якоби 17.3 

Q(x) = 1 — P(x) — нормальное. распределение 26.2 

q(n) —число разбиений на различные целые слагаемые 24.2 
и (=)—присоединенная функция Лежандра второго рода 8.1 

О,(х)—функция Лежандрз второго рода 8.4 
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Re 2 — действительная часть z(= x) 3.7 
RO(c, Е) — радиальная волновая сфероидальная функ- 
ция 26.1 


(т) 
ο |- число Стирлинга первого рода 24.1 

n 
5ег(2, 4) — функция Матье 20.2 
sn — эллиптическая функция Якоби 16.1 
5(2) — интеграл Френеля 7.3 
Si(z), 52(2) — интегралы Френеля 7.3 
Se,(z, а) — модифицированная функция Матье 20.6 
S(x, а) — обобщенный интеграл Френеля 6.5.8 
Shi (2) — интегральный гиперболический синус 5.2 
51 (2) — интегральный синус 5.2 
Sn(x) — многочлен Чебышева второго рода 22.2 
Sih (2) — интегральный гиперболический синус 5.2 
Sc, 1) — угловая волновая сфероидальная функция 26.1 
Si (z)— интегральный синус 5.2 
sin 2 
cos 2 
tg z 
ctg Zz 
δες 2 
coe 2 


— тригонометрические функции 4.3 


sh 2 
ch 2 
th z 
cth Σ 
sech z 
csch 2 


— гиперболические функции 4.5 


Топ, п, г) — функция Торонто 13.6 

Tn(x) — многочлен Чебышева первого рода 22.2 

T, (x) — смещенный многочлен Чебышева первого рода 
8 De 


U(a, 6, z) — вырожденная гипергеометрическая функция 
Куммера 13.1 

Un(x) — многочлен Чебышева второго рода 22.2 

Un (x) — смещенный многочлен Чебышева второго рода 22.2 

О(а, x) — функция параболического цилиндра Вебера 19.3 


vers A 
versine A 
Μία, x) — функция параболического цилиндра Вебера 19.3 


|- 4.3.147 


И’ (а, x) — функция параболического цилиндра Вебера 19.17 

И’ь,„(2) — функция Уиттекера 13.1 

Wi), g@)} (=f) <) —Г@ g(x) — вронскиан 
13.1 


[х› X1, +> Χκ]--- разделенная разность 25.1 


yn(z) — сферическая функция Бесселя второго рода 10.1 
Υγ(α) — функция Бесселя второго рода 9.1 
Υ2(0, φ) --- сферическая гармоника первого рода 8.1 


Z(x) — плотность вероятности нормального распределения 
26.2 


ГРЕЧЕСКИЙ АЛФАВИТ 


« — модулярный угол 17.2 
со 


у \ тей 1 —5.1 


1 


1 
βη(:) = ) пе — 51 
--8 


В) = Ὁ ο (—1)* 2k + 1)-®— 23.2 
Е =0 


Βαία, ὁ) — неполная бета-функция 6.6 
B(z, w) — бета-функция 6.2 


Y — постоянная Эйлера 6.1 
(а, x) — неполная гамма-функция (нормализованная) 6.5 


n= on коэффициент асимметрии 26.1 
03 

γα = τος ἘΚ 3 — коэффициент эксцесса 26.1 
σι 


ГС) --- гамма-функция 6.1 
Г(а, х) — неполная гамма-функция 6.5 


dij — дельта-функция Кронекера 24.1 
dk(fn) — центральная разность 25.1 


А — разностный оператор 24.1 
А — дискриминант канонической формы Вейерштрасса 18.1 
Ах — абсолютная ошибка 3.5 


C(x) — дзета-функция Римана 23.2 
C(z) — дзета-функция Вейерштрасса 18.1 
Z(u|m) — дзета-функция Якоби 16.34 


n(n) = D> (1) Κ-π--- 23.2 
k=1 


Na = С(ха) — эллиптическая функция Вейерштрасса 13.2 
Н (и), Hi(u) — эта-функции Якоби 16.31 
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9n(z) — тэта-функция 16.27 
De(e <) 
Эа(=\ <) 
9 (= α) 
9: (=) 


— обозначения Невиля для тэта-функций 16.36 


0(и|т) — тэта-функция Якоби 16.31 


хп — п-й семиинвариант 26.1 
κ{Ρ} — множитель связи для волновых сфероидальных 
функций 21.10 ΄ 


n(n) = D> (2k +1)" — 23.2 
k=0 


Amn — собственное значение сфероидального волнового 
уравнения 21.6 
Λρ(φᾺα) — лямбда-функция Хеймана 17.4 


μ( Γι) — средние разности 25.1.3 

u(n) — функции Мёбиуса 24.3 

Un —П-Й Центральный момент 26.1 

Un — П-Й момент относительно начала 26.1 


π(χ) — число простых чисел, не превосходящих x 5.1 
пв(х) = (x — Xo) (Х— X41)... © — Xn) — 25.1 


ПС φᾺ«α) — эллиптический интеграл третьего рода 17.2 
II(z) — факториал 6.1 


р — коэффициент корреляции 26.3 
βπ(χο, X1, -.., Xn) — обратная разность 25.1 
βπ(ν, x) — функция Пуассона — Шарлье 13.6 


σᾶ — дисперсия 26.1 

(2) — сигма-функция Вейерштрасса 18.1 

ск(п) — сумма k-x степеней делителей числа n 24.3 
Ta(x) — тетрахорическая функция 26.2 


ф = ати — амплитуда 16.1 
p(n) — функция Эйлера — Тотьена 24.3 
p(t) = E(e'*) — характеристическая функция X 26.1 


Ф(а; b; 2) — вырожденная гипергеометрическая функция 
13.1 


ф(2) — логарифмическая производная гамма-функции 6.3 
Ἡία; с; 2) — вырожденная гипергеометрическая функция 
13.1 


®y — период эллиптических функций Вейерштрасса 18.1 
ky (x) — функция Каннингхэма 13.6 


СМЕШАННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 


[1] — детерминант 
у” — оператор Лапласа 
Ak — односторонняя разность 


п 
| | — биномиальный коэффициент. 


(т, п) — наибольший общий делитель пи т 
Td/2+n+h) 
к! Га/2 +n—k) 

(п; т, Πο, .... Пт) — мультиномиальный коэффициент 


(и, К) = — символ Ханкеля 


[x] — наибольшее целое число <x 


«х» — целое число, ближайшее к x 
Ζ — комплексно-сопряженное с 2(= x — iy) 
|2| — абсолютная величина, или модуль, 2 


> `, | [ — сумма и произведение по всем простым чис- 
Р р 

ламр 
> ’, || — сумма и произведение, взятые по всем поло- 


d\n ап 
жительным делителям а числа п 


vp J — главное значение интеграла 
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ГОТОВИТСЯ К ПЕЧАТИ В 1980 ГОДУ 


Бронштейн И. Н., Семендяев К. А. Справочник по математике 
для инженеров и учащихся втузов. — М.: Наука. Главная редак- 
ция физико-математической литературы. 


ным с издательством «Тойбнер», ГДР. 

Со времени последнего русского издания, вышедшего в 
1967 г., справочник был существенно переработан болышим 
коллективом математиков ГДР. Учтены современные требо- 
вания, предъявляемые к справочнику для инженеров и студентов. 
Добавлен новый материал, отражающий изменения, происшед- 
шие за последние годы. 

Книга выходит в двух видах типографского исполнения — в 
большом формате (петитным шрифтом) и в малом формате 
(шрифтом нонпарель). 


Предварительные заказы на эту книгу принимаются без 


Новое издание известного справочника является совмест- 
ограничения магазинами Книготорга и Академкниги. 
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